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Uvod

Suvremen Covjek, koristeéi razli¢ite tehnoloske naprave, svakodnevno stvara golemu
koli¢inu informacija. Posao podatkovne znanosti je u hrpi naizgled nebitnih podataka
pronaci strukturu te analizom iz nje izvuci znacCajne zakljucke. Problem kod rukovanja
takvom golemom koli¢inom informacija predstavljaju memorija i vrijeme - tu u pomo¢
uskace rijetka reprezentacija. Pojednostavljivanjem prikaza podataka u racunalu, to jest
kompresijom signala, Stedi se memorija, a raCunalni se procesi ubrzavaju. Brojne usta-
ljene metode podatkovne znanosti i strojnog ucenja, kao Sto su klasifikacija, regresija te
neuronske mreze, profitiraju koriste¢i rijetku reprezentaciju upravo zbog efikasnosti koju
ona donosi. Nadalje, rijetka reprezentacija moZze se koristiti za uklanjanje Suma iz signala
te rekonstrukciju originalnog signala iz njegove oSteCene verzije.

Ideja je rijetke reprezentacije prikazati podatak na Sto jednostavniji nacin. Pretpostav-
ljamo da je podatak prikaziv kao linearna kombinacija nekoliko ve¢ poznatih podataka, s
naglaskom upravo na rijeci nekoliko — Zelimo da je Sto viSe koeficijenata u tom prikazu
jednako nuli. Podaci ¢ije kombinacije uzimamo zovemo atomima, i to ne bez razloga.
Ovaj se model prikaza podataka moZe usporediti s periodnim sustavom elemenata. Nasi
su podaci molekule koje su sastavljene od razlicitih atoma, a potrebno nam je poznavati i
koli¢inu odgovarajucih atoma u molekuli, Sto je u linearnoj kombinaciji skalar pridruZen
pojedinom elementu. U prvom poglavlju uvest ¢emo pogodnu funkciju koja mjeri rijetkost
vektora, a zatim formirati problem pronalaska rijetke reprezentacije.

Problem koji se prvenstveno namece je egzistencija i jedinstvnost dovoljno dobrog
rijetkog prikaza za dani podatak, a potvrdan odgovor daje elegantna teorijska podloga. U
drugom poglavlju dajemo teorijske garancije jedinstvenosti rjeSenja u odredenim uvjetima.
Osim toga, teorijska razmatranja dovela su do razvoja brojnih algoritama koji pronalaze
rijetku reprezentaciju danog podatka tzv. algoritama potrage (engl. pursuit algorithms)
kojima se bavimo u tre¢em poglavlju.

Rijetka reprezentacija pronasla je svoju primjenu u dubokom strojnom ucenju uz ko-
nvolucijske rjeénike. U Cetvrtom poglavlju dan je teorijski pregled veze izmedu konvolu-
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cijskih neuronskih mreza i rijetke reprezentacije.

Nadalje, problem je i pronalazak elemenata koje bismo mogli proglasiti atomima. Skup
tako odabranih elemanata nazivamo rje¢nikom. Od njega zahtjevamo da dovoljno prorijedi
nase podatke, odnosno da je svaki novi podatak moguée dovoljno dobro prikazati kao line-
arnu kombinaciju svega nekoliko atoma iz rjecnika. Uz poznati rjecnik, pronalazak rijetke
reprezentacije proizvoljnog podatka postaje ve¢ dobro poznat zadatak - pronalazak rjeSenja
pododredenog linearnog sustava jednadzbi. S obzirom na to da je potraga za rjecnikom vrlo
sloZen problem, u ovom radu spominjemo ga samo u kontekstu konvolucijskih mreza.



Poglavlje 1

Optimizacijski problem

Za pocetak dajemo neformalnu definiciju rijetke reprezentacije. Neka je dan signal b € R”
i neka je poznat rje¢nik D € R™”. Rjecnik zapisujemo kao n X m matricu gdje je svaki
stupac jedan atom iz rjeCnika. Ovdje je m > n - matrica ima viSe stupaca nego redaka i
stoga nije punog stupCanog ranga. Pretpostavljamo takoder da D nema nul-stupaca. Ri-
jetka reprezentacija signala b uz rjecnik D je vektor x € R™ takav da vrijedi b = Dx te da je
vektor x ”’Sto rjedi” u smislu da ima Sto viSe ne-nul komponenti. Pretpostavimo da rijetkost
vektora mjerimo nekom funkcijom J : R” — R, tada zahtjev rijetkosti vektora x moZemo
zapisati kao teznju J(x) — min.

1.1 Optimizacija konveksnih funkcija

Uoc¢imo da prethodno neformalno opisani problem pronalaska odgovarajuce rijetke repre-
zentacije za dani signal uz poznati rjecnik moZemo zapisati kao optimizacijski problem
minimizacije funkcije J uz linearne uvjete

(Py): minJ(x) td. b=Dx. (1.1)

Skup vektora koji zadovoljavaju uvjet problema {x : b = Dx} nazivamo dopustivim sku-
pom. Ukoliko je funkcija J strogo konveksna i dopustivi skup neprazan, ovaj problem ima
jedinstveno rjeSenje. Definirajmo formalno konveksnost funkcije te iskaZzimo rezultat koji
garantira jedinstvenost rjeSenja problema (P;).

Definicija 1.1.1. Za skup K C R" kaZemo da je konveksan ako ¥X,,x, € K i YVt € [0, 1]
vrijedi tx; + (1 — )X, € K.
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Izraz x; + (1 — )X, za t € [0, 1] nazivamo konveksnom kombinacijom. MoZemo
reci da je skup K konveksan ukoliko sadrZi sve konveksne kombinacije svojih elemenata.
Definirajmo i konveksnu funkciju:

Definicija 1.1.2. Za funkciju f : K — R gdje je K C R" kaZemo da je konveksna ako
Vxy,X; € K iVt € [0, 1] vrijedi

A+ (1= 0%:) < 1f(x) + (1= Df(xa). (12)

Iz definicije zakljucujemo da je funkcija konveksna ako je podrucje iznad grafa funk-
cije, definirano s {(x,y) : y > f(x)}, konveksan skup. Nadalje, kaZzemo da je funkcija
f strogo konveksna ukoliko se u relaciji (I.2) ne postize jednakost. Ako je funkcija
f € C*(K), konveksnost moZemo karakterizirati i na sljede¢i nadin:

Lema 1.1.3. Nekaje f : K — R, f € C*(K) gdje je K C R™ otvoren skup. Ekvivalentno je
1. f je konveksna funkcija
2. f(x0) 2 f(x1) + Vf(x) (X = X)), VX1, X; € K
3. V2f(x,) je pozitivno definitna Vx, € K.

af af

T
7, (%) s (X)] , a V? Hesseovu

Ovdje V oznacava gradijent funkcije Vf(x) = [

matricu [V2 f (x)] = ax i

iJ
rjeSenja problema (P;) kada je J konveksna funkcija i ukoliko dopustivi skup nije prazan.
Za egzistenciju je dovoljna konveksnost funkcije, dok je za jedinstvenost rjeSenja potrebna
stroga konveksnost.

/_(x). Iz ove karakterizacije slijedi egzistencija i jedinstvenost

Korolar 1.1.4. Promotrimo optimizacijski problem bez ogranicenja
min f(x) td xeK (1.3)

gdje je f strogo konveksna funkcija na K C R™ i K konveksan skup. Ako postoji rjesenje
ovog problema na K, ono je jedinstveno.

Dokaz. Pretpostavimo da su X, X, € K dva optimalna rjeSenja. Tada vrijedi

f(x) = f(x2) < f(y), Vy € K. (1.4)
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Uzmimo sada z = 2% 7 je konveksna kombinacija elemenata iz K, stoga vrijedi z € K,
2

jer je K konveksan. Sada koristeci svojstvo stroge konveksnosti funkcije f zakljucujemo

ﬂw=4m;&)
YCORETLS (1)
/T
1 1
= Ef(xl) + Ef(xl) = f(x1),
Sto je kontradikcija. O

U nastavku podrobnije opisujemo linearni uvjet problema (P;), a zatim se bavimo oda-
birom kriterijske funkcije J.

1.2 Pododredeni linearni sustav

Uvjeti minimizacijskog problema opisani su linearnim sustavom Dx = b ¢ija matrica ima
viSe stupaca nego redaka, odnosno sustav ima visSe nepoznanica no jednadzbi. Takav sustav
zovemo pododredenim 1 njegovo rjesenje ili ne postoji, ili ith ima beskona¢no mnogo. Neka
je X bilo koje rjeSenje linearnog sustava Dx = b. Prostor rjeSenja pripadnog homogenog
sustava Dx = 0 je upravo jezgra matrice D. Sada je skup svih rjeSenja sustava Dx = b dan
kao linearna mnogostrukost

i+KerD:{i+h : tho}. (1.6)

Primijetimo da ¢e svaki element ove linearne mnogostrukosti uistinu biti rjeSenje proma-
tranog sustava jer D(X +h) = DX+ Dh=b + 0 =b.

U ovom razmatranju pretpostavit ¢emo da je matrica sustava D punog ranga kako bismo
bili sigurni da rjeSenje postoji. Kako je m > n, zahtjev za punim rangom znaci da je
r(D) = n, $to se moze protumaciti na nacin da stupci matrice D Cine sustav izvodnica za
prostor R”. Sada smo sigurni u egzistenciju rjeSenja danog linearnog sustava. Sljedeci
korak je izabrati najbolje rjeSenje od njih beskonaéno mnogo.

Napomenimo jo$ da je dopustivi skup {x : b = Dx} konveksan: Neka su x; 1 x, takvi da
vrijedi b = Dx; i b = Dx,. Neka je 7 € [0, 1] proizvoljan. Definirajmo X = rx; + (1 — )X i
raCunamo DX = D(tx1 +(1 - t)xg) =x;+(1-HDx, =tbh+(1-1b =Db.
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1.3 Odabir kriterijske funkcije

Kriterijska funkcija je funkcija J koju minimiziramo u problemu (P,). Ona nam pomaZe
odabrati najpogodnije rjeSenje s obzirom na trazena svojstva iz prostora svih rjeSenja.
Funkcije koje ¢emo promatrati su norme.

Definicija 1.3.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje || - || :
X — R sa sljedecim svojstvima:

1. |x|| >0, Vx € X;
. xXl|=0 < x=0;

- Nlexll = lef x|, Yo € F, Vx € X;

A WD

A+ yll < Il + [yl Vx,y € X.

U potrazi za pogodnom kriterijskom funkcijom orijentirat ¢emo se na £,-norme koje
oznacavamo s || - ||,,, a za x € R” definirane su s

m
Il = {] > il (1.7)
i=1
Vazno je napomenuti da £,-norme zadovoljavaju sva svojstva iz definicije[T.3.1} te su stoga
1 norme u formalnom smislu, samo za p > 1, dok za 0 < p < 1 ovako definirane funkcije
ne zadovoljavaju svojstvo 4. iz prethodne definicije. Unato¢ tome, radi jednostavnosti u
nastavku sve funkcije definirane relacijom nazivamo normama vodeci racuna o ovoj
opasci. Na slici[I.1|dan je graficki prikaz jediniCnih £,-sfera za razlicite vrijednosti p.

1.3.1 ¢{;-norma

Na putu prema rijetkom rjeSenju, prva kriterijska funkcija koja se prirodno namece je
{,-norma, odnosno njen kvadrat, radi jednostavnijeg ratuna. Za popularnost £,-norme
zasluzni su njena jednostavnost i interpretabilnost, ali najve¢im dijelom njena konveks-
nost. £,-norma je strogo konveksna funkcija, stoga rjeSenje problema

(P): min|x|5 td. b=Dx (1.8)

postoji 1 jedinstveno je, kao Sto smo pokazali u korolaru Ovo je vrlo dobro poznat
optimizacijski problem cije rjeSenje postoji u zatvorenoj formi i dano je s
%, = D' (DD")'b. (1.9)

Izraz s desne strane prepoznajemo - to je Moore-Penroseov generalizirani inverz ¢iju for-
malnu definiciju dajemo u nastavku:
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-0.5

Slika 1.1: Jedini¢ne ¢,-sfere za razli¢ite p u R?.

Definicija 1.3.2. Za matricu D € R™" postoji jedinstvena matrica D* € R™" koja zado-
voljava sljedeca svojstva

1. DD'D =D
2. D*'DD* = D*
3. (DDY)T = DD* (DD* je simetri¢ha matrica)
4. (D'D)’ = D*D (D*D je simetri¢na matrica).
Matricu D* tada nazivamo Moore-Penroseovim generaliziranim inverzom matrice D.

Generalizirani invez postoji za bilo koju m X n matricu. Ukoliko matrica ima puni rang
po recima, tj. ako je (D) = min{m, n} = m, kao u nasem slucaju, tada se D* moze izraziti
kao

D* = D" (DD’ (1.10)
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Sto nazivamo desnim generaliziranim invezrom jer vrijedi DD* = I. Spomenimo da postoji
i lijevi generalizirani inverz D* = (D'D)"!D’ za kojeg vrijedi D*D = I u sludaju da
matrica ima puni stupCani rang. Sada rjeSenje problema (P,) moZemo zapisati pomocu
desnog Moore-Penroseovog generaliziranog inverza kao

Xopr = D'b. (1.11)

Osim ¢,-norme, postoje mnoge druge strogo konveksne funkcije J uz koje optimizacijski
problem (P;) ima jedinstveno rjeSenje. Takve su primjerice sve £,-norme, gdje je p > 1

definirane s (1.7)).

1.3.2 ¢{;-norma

Od posebnog nam je interesa sluc¢aj p = 1 zbog toga Sto {;-norma vodi na rjeda rjeSenja.
Problem kojeg ovdje promatramo je

(Py): minlx]; td. b=Dx. (1.12)

Nadalje, £;-norma je konveksna (ali ne strogo konveksna) funkcija, stoga znamo da rjeSenje
optimizacijskog problema postoji, no nije nuzno jedinstveno. Medutim ipak moZemo nesto
zakljuciti o rasprostranjenosti rjeSenja problema (P;) u prostoru.

Lema 1.3.3. Skup rjesenja problema (P,) ogranicen je i konveksan skup.

Dokaz. Neka su x; 1X; dva rjeSenja problema (P;). Ozna¢imo minimum funkcije s v,

Vinin = H}(ln ”X”l (113)
b=Dx

Kako su oba rjesenja optimalna, to znaci da vrijedi

X1l = lI%2lli = Vinin (1.14)

iz ¢ega zakljucujemo da je skup rjeSenja ogranicen. Uzmimo sada njihovu konveksnu kom-
binaciju i pogledajmo njenu ¢;-normu. Neka je ¢t € [0, 1]. Koristeéi svojstvo konveksnosti
{1-norme i prethodnu jednakost dobivamo

Xy + (1 = %ol < il + (1 = DlIxall;
= x|l + (1 = Dllx L

= |Ixiy

= Vmins
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a s obzirom na to da x; minimizira ¢;-normu, dobivamo 1 jednakost
llex1 + (1 = D%2ll1 = Vigin- (1.15)

Zakljucno, proizvoljna konveksna kombinacija dvaju rjeSenja problema (P;) je i sama
rjesenje, stoga je skup rjeSenja konveksan.
]

Oznacimo sada skup rjeSenja problema (Py) sa S = {x € R" : b=Dx, |[X|i = Viuin}>
gdje je v,,;, definiran s (1.13]). Prije sljedeceg rezultata navodimo definiciju nosaca vektora.

Definicija 1.3.4. Neka je x € R". Nosac vektora X definiran je sa
suppx)={ieN:1<i<n & x; #0}.
Lema 1.3.5. Postoji x; € S koji ima najvise n elemenata razlicitih od nule.

Dokaz. Neka je x,,, € S jedno pronadeno rjeSenje koje ima k > n ne-nul elemenata.
Kako je k > n, zakljucujemo da je skup odabranih k atoma iz rje¢nika D linearno zavisan.
Oznacimo odabrane atome s d;,, d;,, ..., d;, tj. supp(X,p;) = {i1, iz, ..., ir}. Tada postoji vektor
h € R" takav da vrijedi supp(h) C supp(x,;) i

hildil + hizdiz + ...+ hikdik =0, (116)

odnosno barem jedan atom od odabranih moZemo prikazati kao linearnu kombinaciju pre-
ostalih odabranih atoma. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je to posljed-
nji atom d;,. Sada postoji netrivijalan vektor & € R¥! takav da vrijedi

dik = aldil + azdiz + ...+ ak—ldik_] . (117)
Vektor h sada mozemo modificirati
ha = [l’ll +a1,h2+a2,...,hk_1 +ozk_1,0], (118)

a jednakost (I.T6) ostaje zadovoljena. Vidimo da je vektor h, rjedi od vektora h, tj.
supp(h,) C supp(h) C supp(X,,). Ovaj postupak ponavljamo sve dok je k > n 1 nakon
k — n koraka dolazimo do optimalnog rjeSenja koje ima to¢no n ne-nul elemenata. O

Alternativno, dokaz smo mogli provesti i na sljedeci nacin: pronademo n linearno ne-
zavisnih stupaca u rjecniku D. Permutirajuci stupce dovodimo linearno nezavisne stupce
na prvih n pozicija u rjeéniku i tako permutiran rje¢nik ozna¢imo s D. Istu permutacuu
primijenimo i na vektor x i dobivamo & Ozna¢imo sada s D, n x n podmatrlcu matrice D
dobivenu uzimanjem njenih prvih n stupaca. Tako dobivena matrica D je regularna jer je
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D punog ret€anog ranga, a odabranih n stupaca su linearno nezavisni. Zbog toga postoji
jedinstven netrivijalan vektor %, € R” takav da vrijedi D,%, = b. S obzirom na netrivi-
jalnost, vektor X, ima najmanje jednu, a najviSe n ne-nul komponenti. Postavimo X, na
prvih n komponenti vektora X, a preostalih m — n komponenti postavimo na 0. Sada vrijedi
D% = b. Primijenimo inverznu permutaciju stupaca i dobivamo Dx = b. Ilustracija ovog
postupka prikazana je na slici[[.2]

=20

D

EET T T <!

rF 3
=

A J

rF 3
3

\

=3

L J
_—

Slika 1.2: Tlustracija tvrdnje leme u smislu permutiranih stupaca.

Vidimo da koristeci £;-normu dobivamo rjeda rjeSenja nego koristeci £,-normu za krite-
rijsku funkciju. Nastavit ¢emo slijediti ovaj trag promatrajuci opcenite £,-norme za p < 1.

1.3.3 {,-norme,0 < p <1

Kao $to smo ve¢ napomenuli, u ovom slucaju funkcije koje promatramo, £,-norme za
0 < p < 1, nisu formalne norme jer ne zadovoljavaju posljednje svojstvo iz definicije[I.3.1]
(nejednakost trokuta). UnatoC tome, radi jednostavnosti ¢emo ih zvati normama i Zelimo
vidjeti vode li na josS rjeda rjeSenja.

Neka je g < p. Potrazimo vektor koji je normiran u £,-normi i takav da je njegova £,-norma
najmanja moguca, tj. traZimo

rr;inllxllg td. x|y =1. (1.19)
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Lema 1.3.6. Za svaki par normi €, i €, gdje je g < p rjeSenje problema postiZe se
za najrjedi vektor X.

Dokaz. Pretpostavimo da vektor X ima a elemenata razliCitih od nule 1 bez smanjenja
opCenitosti pretpostavimo da su sve ne-nul vrijednosti pozitivne. Pretpostavimo da se a
ne-nul vrijednosti nalaze na indeksima 1, ..., a (vodecih a vrijednosti). Definiramo Lagran-
geovu funkciju s Lagrangeovim multiplikatorom A

L6 = I+ (s = 1) = =4+ > (xl + ax?). (1.20)

k=1

TraZimo stacionarne tocke Lagrangeove funkcije. Neka je i € {1, ..., a} proizvoljan.
VLX) =g +apxlt =0 = 7=--1 = x=ceR, (1.21)

a kako je i bio proizvoljan, to mora vrijediti Vi € {1, ..., a}, odnosno sve ne-nul vrijednosti
moraju biti jednake. Sada koristimo uvjet normiranosti u £,-normi i dobivamo

a
1

=Y x=a’=1 = c=av, (1.22)
k=1

4. x; =a P, ¥i € {1,...,a}. Izratunajmo ¢,-normu ovako dobivenog vektora x

a

IXlig = > a b =a'. (1.23)

k=1

Kakojeg < p, 1 - ]—‘i > 0, minimum ¢,-norme postiZe se za a = 1, tj. onda kada vektor x
ima samo jednu komponentu razli¢itu od nule. O

Geometrijski ovu tvrdnju mozemo opisati na sljedeci nacin: Jedini¢na €,-sfera oko
ishodista u prostoru R™ predstavlja dopustivi skup rjeSenja za problem (I.19). "Napusimo”
sada {,-sferu oko ishodiSta sve dok ne dotakne £,-sferu. Tocke gdje se £,- i {,-sfere sijeku
su rjeSenja promatranog problema. Na slici[I.3]vidimo kako se to dogada upravo na osima,
gdje je samo jedna komponenta vektora razliita od nule .

Promotrimo sada generalizaciju problema (P;) uz opCenitu £,-normu, p < I, kao kri-
terijsku funkciju.

(P,): mxin Ix|[, td. b=Dx (1.24)

i pokuSajmo provesti istu geometrijsku analizu. Sada je dopustivi skup definiran linearnim
uvjetom i odreduje hiperravninu u prostoru. Rjesenja gornjeg problema trazimo u to¢kama
gdje hiperravnina sijeCe €,-sferu. Slutimo da Ce, kao u gornjem primjeru, rijetka rjeSenja
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Slika 1.3: Geometrijska interpretacija problema u R

lezati na koordinatnim osima.
Na slici[I.4]dana je geometrijska interpretacija ove slutnje, tj. ilustracija rjeSenja problema
(P,) zarazliite vrijednosti p € {0.7,1,1.5,2} gdje je x € R?. Primijetimo da se smanjujuéi
p tocka diraliSta hiperravnine, koja predstavlja linearan uvjet, i £,-sfere priblizava koordi-
natnim osima. RjeSenje u ¢{,- 1 {; s- normi na svima trima komponentama ima vrijednosti
razlicite od nule, dok rjeSenje ve¢ u £;- pa onda i u £, 7-normi leZi na koordinatnoj osi stoga
ima samo jednu ne-nul komponentu. Time smo ilustrirali teznju k rijetkim rjeSenjima kada
p—0.

Postoje mnoge druge funkcije koje, poput £,-normi, vode na rijetkost. Primjerice slaba
t,-normazaO<p <1

lIx||7, = sup N(€,x) - €, (1.25)
e>0

gdje je N(e,x) broj komponenti vektora x koji su veéi od €. Nadalje, funkcije oblika

J&) = > p(x), (1.26)

gdje je p simetri¢na i rastuca te takva da joj je derivacija rastuéa za x > 0 takoder vode
na rijetka rjeSenja. Cesto koriSteni primjeri ovakvih funkcija p(x) = 1 — exp(|x]), p(x) =
In(1 + |x]) te p(x) = 2=

Unato¢ brojnim funkcijama koje vode na rijetkost, radi jednostavnosti analize i racuna,

fokusiramo se na ¢,-norme i pokuSavamo doci do pogodne myjere rijetkosti.
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Slika 1.4: Geometrijska interpretacija problema (P,) u R?.
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1.34 {y-norma

Nastavljajuci u istom trendu, tj. smanjujuci p za €,-norme, dolazimo do pojma £y-norme.
=i p =1i p = [ :
[Ixlo IIJIL%IIXII,, }g%; lxel” = #{i : x; # 0} (1.27)

odnosno £y-norma vektora je upravo broj njegovih ne-nul elemenata iz ¢ega zaklju¢ujemo
da je {y-norma vrlo pogodna za trazenje rijetkih rjeSenja. Njenom minimizacijom pod
odredenim uvjetima dolazimo do najrjedeg rjeSenja. Za razliku od £,-normi za 0 < p <
1 opisanih u prethodnom potpoglavlju, {y)-norma zadovoljava nejednakost trokuta, no ne
zadovoljava svojstvo 3. iz definicije[I.3.1]tj. homogenost (|lax|ly = [y # llxllo).
{p-norma ima i svoju slabu verziju koja je u primjeni ponekad pogodnija. Omogucuje
nam da zahtjev rijetkosti relaksiramo na nacin da sve vrijednosti koje su manje od zadane
tolerancije smatramo nulama. Za zadanu toleranciju 6 > 0 mozZemo je definirati s

lIxllo.s = #{xi : [x;| > 6}. (1.28)
ZapiSimo optimizacijski problem (P;) s {y-normom kao kriterijskom funkcijom:

(Pp) : min|xl][p td. b=Dx. (1.29)

Ono S$to trazimo je najrjede rjeSenje linearnog sustava b = Dx, to jest za dani signal b
trazimo rijetki vektor x koji ga najbolje opisuje uz zadani rjecnik D. Problem (P,) glavni
je problem kojim ¢emo se baviti u ovom radu.

Varijanta problema (P,) izvedena je uz pretpostavku da u signalu kojeg dobivamo pos-
toji Sum €. Ako s b, oznac¢imo signal b sa Sumom &, problem (P;) moZemo zapisati kao

(Py): minlx|lp td. [b.—Dx|)<e. (1.30)

Problem s kojim se susrecemo je jedinstvenost rjeSenja problema (Py) i (P ). Egzis-
tencija rjeSenja nije problem jer je {y-norma pozitivna 1 konacna funkcija, ali problem je
mozemo li tvrditi da je pronadeni minimum i globalni minimum. Za razliku od neprekid-
nog problema (P,) koji je strogo konveksan i Cije je rjeSenje jedinstveno te neprekidnog
problema (P) koji je konveksan, probleme (Py) i (P;°) ne moZemo analizirati na analogan
nacin jer {yp-norma nije neprekidna i poprima diskretne vrijednosti. Takoder, oba problema
su NP-teski, kao Sto je pokazano u [3], stoga ¢emo se za traZenje rjeSenja u praksi oslanjati
na razne algoritme, ali prvo analizirajmo jedinstvenost rjeSenja u teorijskom pogledu.



Poglavlje 2

RjeSenje problema P

Izabravsi {y-normu kao kriterijsku funkciju, glavni problem kojim se bavimo je problem
(Pp). Kao Sto smo napomenuli u zaklju¢ku prethodnog poglavlja, pitanja na koja Zelimo
odgovoriti su jedinstvenost i pouzdanost rjeSenja. Prije nego $to uronimo u formalnu teorij-
sku analizu problema (P,), analizirat éemo specifican slucaj problema (P,) kada je matrica
D nastala konkatenacijom dviju ortogonalnih matrica. Motivacija iza ovakvog pristupa je
sljedeca: neka je Q ortogonalna matrica. Tada vrijedi QQ? = Q7Q = I paje Q regularna s
inverzom Q7 i linearni sustav Qx = b ima jedinstveno rjeSenje. Ovakvi problemi nisu nam
od interesa, upravo zbog jedinstvenosti rjeSenja, pa pokusajmo stvoriti rjecnik spajanjem
dviju ortogonalnih matrica. Na taj nac¢in dobivamo pododreden sustav ¢ija nam je forma
poznata i koji ima beskonacno mnogo rjeSenja medu kojima mozemo traziti najrjede.

2.1 Sparene ortogonalne matrice

Neka su ¥, ® € R™" dvije razli¢ite ortogonalne matrice i neka je D = [¥, ®] € R>?*",
Linearni uvjet problema (P,) sada glasi

[V, ®]x=Db (2.1)

gdje je x € R?" te b € R” netrivijalan vektor. Tada se b moZe reprezentirati kao linearna
kombinacija stupaca iz ¥ ili stupaca iz @, to jest postoje jedinstveni vektori a i S takvi da
vrijedi

b =Ya = ®p. (2.2)
Nadalje, za ¥ i ® moZemo tvrditi, s obzirom na njihovu udaljenost: ili je « rijedak vektor,
ili je B rijedak vektor. Za mjerenje udaljenosti dviju matrica uvodimo pojam medusobne
koherencije kao maksimalan skalarni produkt stupaca matrice ¥ sa stupcima matrice ®.

15
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Definicija 2.1.1. Za proizvoljan par ortonormiranih baza ¥, ® takve da je D = [V, @]
definiramo medusobnu koherenciju kao

u(D) = max |y ¢jl. (2.3)
1<i,j,<n
U nastavku navodimo rezultat o granicama medusobne koherencije.

Lema 2.1.2. Medusobna koherencija dviju ortonormiranih matrica ¥, ® koje ¢ine matricu
D zadovoljava nejednakosti

<uDd) <1 (2.4)

&l -

Dokaz. Vrijedi
PO (P D)= (PY O =D IO =D D =1 (2.5)

pa je matrica W7 ® ortogonalna. Oznalimo s U = W/ ®. Po definiciji matri¢ne 2-norme
imamo

||U||§ = sup ||UX||§ = sup (Ux)"Ux = sup x U'Ux = sup xX'x = sup ||x||§ =1. (2.6)

lIxll2=1 [Ixll2=1 [Ixll2=1 lIxll2=1 lIxll2=1

Sada racunamo
u(D) = max |ug,| < U = 1 2.7)

Sto je upravo trazena gornja ograda.
Stupci 1 retci ove matrice su ortonormirani vektori, stoga imamo

D=1, Vj=1,..n (2.8)

i=1

Kada bi svi sumandi bili manji od %, suma kvadrata bi bila manja od 1 Sto je kontradikcija
s prethodnom jednakos$cu. 1z toga zakljuCujemo da vrijedi

— < maxju,| < max 147 ¢,| = (D) 2.9)
\/_ I<i<

O
Teorem 2.1.3. Za proizvoljan par ortonormiranih baza ¥, ® takve da je D = [V, ®] s

medusobnom koherencijom u(D) i za proizvoljan netrivijalan vektor b € R" s reprezenta-
cijama « i B respektivno, vrijedi sljedeca nejednakost

2
llello + 1Bllo > ZD) (2.10)
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Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti da je [|bll, = 1. Kako je b =
Ya = @B, koristedi definiciju medusobne koherencije dviju ortonormiranih baza imamo

1=b"Db
=o' Y @B

= Z Z @B b 2.11)

i=1 j=1

<pD)- Y > laillg)| = u(D) - el

i=1 j=1

Koristeci aritmeticko-geometrijsku nejednakost Vab < %, Va,b > 0 imamo

1
ledhliBll 2 — = llelh + 118l = (2.12)

2
u(D) NTIR
Sto moZemo interpretirati kao princip neodredenosti u smislu da ne mogu oba vektora « i
[ imati proizvoljno malu ¢;-normu.

Potrazimo sada reprezentaciju « za koju vrijedi |||, = 11 koja ima A ne-nul elemenata,
a koja ima najvecu £;-normu - traZzimo rjeSenje sljedeeg optimizacijskog problema

max|lef; td. el =1 & [lallo = A. (2.13)

Pretpostavimo da ovaj problem ima rjeSenje koje je dano s g(A) = g(||lellp). Analogno
tome, postavimo isti optimizacijski problem za 5 B ne-nul elemenata i pretpostavimo da je
rjeSenje dano s g(B) = g(||Bllo). Koristeci relaciju (2.11) imamo

1
D) <llelh 18Il < g(lall) - g(IBllo) 2.14)

gdje smo ¢;-normu vektora @ zamijenili s gornjom ogradom tj. rjeSenjem optimizacijskog

problema (2.13)) (analogno za 3).

Bez smanjenja opcenitosti sada pretpostavljamo da je A ne-nul komponenti vektora
upravo prvih A komponenti te da su sve ne-nul komponente pozitivne, dok je preostalih
n — A komponenti jednako nuli. Koriste¢i metodu Lagrangeovih multiplikatora dobivamo

Langrangeovu funkciju
A A
L@) =) a +/l(1 - Za?) (2.15)

i=1
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¢ija je derivacija po komponentama dana s

0L(a)
(9al- B

1 -21a;,=0 (2.16)

iz Cega zakljuCujemo da su optimalne vrijednosti dane s «@; = i te da su sve jednake. S
obzirom na uvjet £,-norme dobivamo da mora vrijediti @; = %, pa je stoga g(A) = ‘% =

VA maksimalna £y-vrijednost vektora « tj. rjeSenje problema lb Analogno dobivamo
da je g(B) = VB te uvrstivsi dobiveno u 1i slijedi

1
(D) < llalliliBll < glllallo) - g(lBllo) = Vel - 11Bllo (2.17)
iz ¢ega ponovno koristeci aritmeticko-geometrijsku nejednakost dobivamo
1 1
—— < yllello - lIBllo < 5 (llallo + 11Bllo) (2.18)
(D) 2
Sto smo 1 trebali dokazati. O

Teorem [2.1.3|nam govori da u slu€aju da je medusobna koherenecija dviju baza mala,
reprezentacije @ 1 8 ne mogu obje biti rijetke. Princip neodredenosti koristit ¢emo u nas-
tavku kako bismo dokazali jedinstvenost rijetkog rjeSenja problema (Py).

Teorem 2.1.4 (Neodredenost redundantnih rjeSenja). Neka su X; i X, dva razlicita rjeSenja
linearnog sustava Dx = [¥, ®]x = b. Vrijedi

IIX1llo + [X2llo > m (2.19)
to jest, Xy i X, ne mogu oba biti proizvoljno rijetka.
Dokaz. Oznafimo s e = x; — X, # 0. Vrijedi
De=D(x; —x)=Dx;-Dx, =b-b=0 (2.20)

pa je vektor e € Ker D. Oznacimo sada prvih n komponenti vektora e s ey te posljednjih n
komponenti s e,. Sada imamo, s obzirom na (2.20)

Yey + Pep, =0 = WYey=-Deg =Y. (2.21)

Kako je e # 0, a matrice baza ¥ i @ su regularne, zaklju¢ujemo da je y netrivijalan vektor.
Sada koristimo teorem 2.1.3]

(2.22)

2
llello = llewllo + lleallo > —=,
(D)
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a s obzirom na to da smo e definirali s ¢ = X; — X; 1 koriste¢i nejednakost trokuta za
{o-normu dobivamo

m < llello = IIx1 — X2llo < [IX1llo + [IX2llo- (2.23)

O

Izravna posljedica teorema je sljedeci, naizgled jednostavan, rezultat koji nam
garantira jedinstvenost rijetkog rjeSenja

L

Korolar 2.1.5. Ako rjesenje sustava Dx = [V, ®]x = b ima manje od )

nenti, tada je ono nuZno najrjede rjesenje.

ne-nul kompo-

Dokaz. Dokaz je jednostavan 1 direktan koristeci nejednakost iz prehodnog teorema. Neka
je x; rjeSenje sustava koje ima manje od Fﬁ ne-nul komponenti, odnosno neka vrijedi
[IX1llo < /ﬁ' Neka je x, # x; neko drugo proizvoljno rjeSenje sustava. Sada koristeci
nejednakost (2.19) racunamo £y-normu rjeSenja x,:

2 1
IX2llo > —= —|IXillo > —= > [X1llo. (2.24)
u(D) u(D)
RjeSenje x, ima viSe ne-nul komponenti od rjeSenja x;, stoga slijedi da je x; najrjede
rjeSenje promatranog sustava. O

Ovaj nam rezultat daje jedinstvenost i1 globalnu optimalnost dobivenog rjeSenja za
slucaj sparenih ortogonalnih matrica. Opcenito, kod nekonveksnih problema ne moZemo
tvrditi globalnu optimalnost dobivenog rjeSenja, stoga ovaj rezultat ima posebnu teZinu.
No, pojava rjeCnika kao sparenja ortogonalnih matrica u praksi je rijetka, stoga ¢emo u nas-
tavku pokusSati dobiti garanciju jedinstvenosti 1 globalne optimalnosti rjeSenja u openitom
slucaju za proizvoljnu matricu D.

2.2 Opceniti slucaj

Za opcenite matrice D € R™™ jedinstvenost rijetkog rjeSenja pokazat ¢emo koristeci spark
matrice, ve¢ spomenutu medusobnu koherenciju te Babel funkciju koju jo§ zovemo 1 ku-
mulativnom koherencijom, navest ¢emo odnose ovih triju veli¢ina i dati teorijsku garanciju
globalne optimalnosti rjeSenja problema (Py).
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2.2.1 Jedinstvenost Koristeci spark matrice

Spark matrice pojam je kojeg je prvi skovao Joseph Kruskal, stoga se po njemu jo$ naziva
i Kruskalov rang.

Definicija 2.2.1. Spark matrice D definiramo kao najmanji broj stupaca matrice D koji su
linearno zavisni.

Uocimo razliku definicije sparka i ranga matrice. Rang definiramo kao najveci broj
stupaca (ili redaka) matrice koji su linearno nezavisni. Nadalje, razlika je u tome $to je
racunanje sparka matrice puno zahtjevniji posao od raCunanja ranga. Racunanje sparka
kombinatorne je prirode i eksponencijalne sloZenosti te je NP-tezak problem Sto je poka-
zano u [10] dok je racCunanje ranga matrice polinomijalne sloZenosti (Gaussova metoda
eliminacije).

Primjer 2.2.2. Pogledajmo matricu

-3 -2 -1 3 6
0 3 5 90

A=12 0 5 1 ol (2.25)
2 2 1 -8 4

Nije tesko izracunati njen rang - vrijedi r(A) = 3. Oznacimo s a; i-ti stupac matrice A.
Uocimo da vrijedi as = —2a,, stoga zakljucujemo spark(A) = 2.

Primjer 2.2.3. Pogledajmo matricu

-1 -3 0 8 -1 -1 -2
-3 -3 -2 8 -7 11 10
A= 0 -4 -2 14 -14 4 -4 | (2.26)

-2 -2 0 4 2 2 4
Uocimo da za stupce matrice A vrijedi

a,=a;—3a, —a
as =-2a;+a,+5a

5 1 2 3 2.27)
Qg = —231 +a, — 433

a; = —4a, + 2a, — 2a,

dok su prva tri stupca linearno nezavisni. Zbog toga zakljucujemo r(A) = 3. Pogledamo
sada matricu A = [ay, as, ag, a7]. Njen rang iznosi 3, sto znaci da je jedan vektor matrice
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moguce prikazati kao linearnu kombinaciju preostala 3 ili manje stupaca. Racunamo i

dobivamo

8 T4 52
= _Za, - Za. - 2= 22
A7 = 75T 45 T 45 (2.28)

Kako su svi dobiveni koeﬁcyentl razliciti od nule, zakljucujemo da j je najmanji broj linearno
zavisnih stupaca u matrici A jednak 4. Nadal]e kako su stupci iz A linearna kombinacija
prvih triju, zakljucujemo da je spark(A) =

Spark matrice karakterizira njenu jezgru koriste¢i €y-normu. U tom kontekstu definiciju
sparka moZemo zapisati i kao

Definicija 2.2.4. Spark matrice D je rjesenje problema

min ||x|lp td Dx=0. (2.29)

Kako je spark upravo minimum ¢y-norme po vektorima iz jezgre, mora vrijediti |[x||o >
spark(D), Vx € Ker D. Napomenimo jos$ koje vrijednosti spark moze poprimiti.

Lema 2.2.5. Za spark matrice D € R™", gdje je n # m, vrijedi
2 < spark(D) <n+1. (2.30)

Dokaz. Dokaz je vrlo jednostavan i temelji se na osnovama linearne algebre. Prvo, vrijed-
nost sparka mora biti pozitivna. S obzirom na definiciju sparka kao kardinaliteta skupa
linearno zavisnih stupaca matrice D, spark ne moZe iznositi 1 jer je skup od jednog (netri-
vijalnog) vektora nuzno linearno nezavisan skup. Gornja granica ocita je iz ¢injenice da je
skup od n + 1 elemenata u prostoru R” nuzno linearno zavisan skup. O

Napomenimo da spark kvadratne matrice punog ranga nema smisla promatrati, s obzi-
rom na to da nema linearno zavisnih stupaca, stoga u tom slu€aju spark ili nije definiran,
ili se definira kao 0. U svakom slucaju, gornja ocjena sparka vrijedi za matrice strogo
razli¢itih dimenzija. Sljedeci rezultat daje nam garanciju jedinstvenosti i globalne optimal-
nosti rjeSenja problema (Py).

Teorem 2.2.6 (Jedinstvenost koristeéi spark). Ako linearan sustav b = DX ima rjesenje x
koje zadovoljava |X|lg < spark(D)/2, tada je to rjesenje nuZno najrjede moguce.

Dokaz. Neka je X # x drugo rjesenje sustava, tj. vrijedi b = DX. Oznacimo kao i prije s e
vektor razlike dvaju rjeSenja e = x — X. Kao i prije, vrijedi e € Ker D. Po definiciji sparka
i koristeci nejednakost trokuta slijedi

spark(D) < [leflo = [Ix — Xllo < |Ix[lo + [Xllo, (2.31)
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a s obzirom na to da po pretpostavci teorema vrijedi |[x||g < spark(D)/2, zakljuCujemo da
mora vrijediti
IXllo > spark(D) — [[x[lo > spark(D)/2, (2.32)

dakle X mora imati vise od spark(D)/2 ne-nul komponenti. O

2.2.2 Jedinstvenost koriste¢i medusobnu koherenciju

Bez obzira na sve vrijedne teorijske garancije koje nam nudi spark matrice, problem nam
ipak predstavlja sloZenost algoritama za njegovo racunanje. Prisjetimo se medusobne ko-
herencije matrice koju smo u slucaju sparenih ortogonalnih matrica definirali koristeci or-
togonalne matrice baze. U tom slucaju raunanje medusobne koherencije matrice mozemo
zapisati koriste¢i Gramovu matricu D’ D:

I Yo

M —
D'D = [(I)T‘I’ 1 ] (2.33)
Sada medusobnu koherenciju moZemo jednostavno pronaci - ona je apsolutno najveci van-
dijagonalni element ove Gramove matrice. U tom kontekstu generaliziramo definiciju

medusobne koherencije za opéenite matrice:
Definicija 2.2.7. Medusobnu koherenciju matrice D € R™" definiramo s

T
la; al

u(D) = max (2.34)

1<i,j<m, ||a]]> - ||aj||2,
#]

gdje a; oznacava i-ti stupac matrice D.

Medusobna koherencija matrice nam u ovom slu¢aju govori o zavisnosti stupaca ma-
trice D, to jest “mjeri kut” medu stupcima matrice. Kod ortogonalnih matrica stupci ¢ine
ortonormiranu bazu, stoga je, zbog ortogonalnosti stupaca, medusobna koherencija ortogo-
nalne matrice jednaka 0. Za matrice koje imaju vise stupaca nego redaka vrijedi u(D) > 0,
no teZimo $to manjim vrijednostima kako bismo dobili matrice Sto blize ortogonalnima.
Takoder valja napomenuti kako u opéem slucaju ne vrijedi nejednakost (2.4). Za n x m
matrice gdje je m > n donja ograda medusobne koherencije dana je s

uD) > | /nz"m—__”l) (2.35)

Ovu relaciju Cesto nazivamo Welchovom nejednako$¢u. Vazno je primijetiti kako ova
ocjena ne ovisi o matrici D, ve¢ samo o njenim dimenzijama.
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Medusobnu koherenciju matrice lako je izraCunati, stoga je korisno pomocu nje ograniciti
spark odozdo. Prije formalnog iskaza leme koja govori o odnosu medusobne koherencije
1 sparka matrice, iskazujemo pomoc¢ni rezultat, teorem o GerSgorinovim krugovima, kojeg
¢emo koristiti u dokazu:

Teorem 2.2.8 (GerSgorinovi krugovi). Neka je A € C™" i neka su Ay, ..., A, njene svojstvene
vrijednosti. Za i = 1, ...,n definiramo Gersgorinove krugove

Gi={zeCik-ail<pi} pi=) laij (2.36)
J;tli,
Tada vrijedi

1. Sve svojstvene vrijednosti matrice A su sadrZane u uniji Gersgorinovih krugova,
n
s c| Jg
i=1

2. Ako je unija G;, ;, = Ulj-zl G, nekih k Gersgorinovih krugova disjunkina s unijom
preostalih n — k krugova, onda se u G, ;, nalazi tocno k svojstvenih vrijednosti
matrice A

Lema 2.2.9. Za svaku matricu D € R™" vrijedi sljedeca nejednakost

1
spark(D) > 1 + ——. (2.37)
(D)
Dokaz. Matrici D normiramo stupce s obzirom na ¢,-normu. Ova operacija uva spark i

medusobnu koherenciju. Dobivenu matricu ozna¢imo s D te izracunajmo Gramovu matricu
D = D”D € R™™, Za tako dobivenu matricu G vrijedi

Gau=1:1<k<m} i {IGu<uD):1<k j<mk#j) (2.38)

Pogledajmo proizvoljnu p X p podmatricu matrice G dobivenu tako da odaberemo p stu-
paca iz D i pomocu njih raunamo podmatricu Gramove matrice G”. Kada bi G” bila
dijagonalno-dominantna, tj. kada bi vrijedilo

Z GPI<IGY), Vi=1,..m (2.39)
J#EL

mogli bismo, koriste¢i GerSgorinove krugove, zakljuciti da su sve svojstvene vrijednosti
matrice G” pozitivne, odnosno da je G” pozitivno-definitna matrica te su stoga odabranih
p stupaca matrice D linearno nezavisni.
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Koristeci 1i uvjet dijagonalne dominantnosti glasi 1 > (p— Du(D) = p < 1 + /ﬁD)
Sto povlacdi pozitivnu definitnost matrice G” za svaku vrijednost p. Zbog toga zaklju¢ujemo
dajep=1+ /ﬁ najmanji moguci broj stupaca koji mogu biti linearno zavisni te stoga

spark(D) > 1 + /ﬁ' O

Sada moZemo iskazati varijantu teorema[2.2.6|koristeci ocjenu sparka pomo¢u medusobne
koherencije:

Teorem 2.2.10 (Jedinstvenost koriste¢i medusobnu koherenciju). Ako linearan sustav b = Dx
ima rjesenje X koje zadovoljava ||X|lp < %(1 + /ﬁ), tada je to rjesenje nuino najrjede
moguce.

Dokaz. Neka je X neko drugo rjeSenje promatranog sustava. Kao u dokazu teorema [2.2.6|
ozna¢imo s e = X — X. Ponovno vrijedi e € Ker D. 1z relacije (2.3T)) koriste¢i donju ocjenu
sparka zakljuCujemo da vrijedi

1
1+ —— < spark(D) < x|l + |IXllo, (2.40)
u(D)
a po pretpostavci teorema vrijedi ||x||y < %(1 + ;ﬁ) zaklju¢ujemo da mora vrijediti
1 1 1
IXllo =1+ —=—IIxllo > =(1 + —=)- (2.41)
021y > 51+ )
O

Primjer 2.2.11. Promotrimo nasumicno generiranu matricu dimenzija 80 x 200 (n =
80,m = 200) koja je prikazana na slici Po Welchovoj nejednakosti donja ograda
za medusobnu koherenciju dana je s

[ 200380
D)> | —— 2 —0.0868. 2.42
HD) = 5000 -1y ~ 0868 (242)

Koristeci rutinu u Matlabu racunamo koherenciju i dobivamo
u(D) = 0.4251. (2.43)

Pomocu leme mozemo ocjeniti spark

spark(D) > 1 +

= 3.3521 2.44
0.4251 33321, 244)
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(a) Matrica D. (b) Matrica D”D.

Slika 2.1: Matrica iz primjera2.2.11

a s obzirom na to da je spark(D) € N, mora vrijediti
spark(D) > 4, (2.45)

1j. postoji skup od najmanje 4 stupca matrice D koji su linearno zavisni. Po teoremu[2.2.6}
Jjedinstvenost rjesenja moZemo tvrditi tek za rjeSenje koje ima manje od 4/2 = 2 ne-nul
elementa, tj. koje ima samo jedan ne-nul element, sto je onda uistinu najrjede moguce
rjesenje.

function mu = mutual_coherence (A)
[n m] = size(A);

if (m<2)
disp(”error — matrix has only one column”);
return ;

end

colNorms = sqrt(diag(A'«A));

if (Tall (colNorms))
disp(”error — matrix has a null —column”);
return ;

end

A=Axdiag (1./colNorms) ;
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mu = max(max(abs(triu ((A')*A,1))));
Izvorni kdd 2.1: MATLAB kd&d za racunanje medusobne koherencije.

2.2.3 Jedinstvenost Koriste¢i kumulativhu koherenciju

Definicija 2.2.12. Za matricu D s normiranim stupcima promatramo podskup od p stupaca
Ciji skup indeksa nazivamo A. Kumulativnu koherenciju dobivamo kao sumu apsolutnih
vrijednosti skalarnih produkata stupaca iz A sa stupcem koji nije u A\, maksimiziramo po
A i po stupcima koji nisu u A te dobivamo
~T ~
pi(p) = max max ZA 474, (2.46)

Do ove definicije dosli smo analizom dokaza leme[2.2.9]- da bismo u punoj opéenitosti
osigurali dijagonalnu dominantnost matrice, moramo provjeriti da je suma apsolutnih vri-
jednosti vandijagonalnih elemenata u svakom retku manja od 1 kako bismo mogli iskoris-
titi teorem bez ograniavanja vandijagonalnih elemenata kao u dokazu leme [2.2.9]
tocnije u relaciji (2.38). Kada je p = 1, kumulativna koherencija postaje jednostavno
medusobna koherencija.

S obzirom na to da za svaki p, pri racunanju kumulativne koherencije moramo proci
kroz sve (p+1)-torke (p stupaca iz A 1 jedan vanjski stupac) Sto znaci da s porastom p raste
1 veli¢ina skupa u kojem trazimo maksimum, a kako je maksimum po vecem skupu veci
od maksimuma po manjem, zakljuCujemo da je kumulativna koherencija rastu¢a funkcija
(ne strogo). Racunanje kumulativne koherencije moze se pojednostaviti na sljedeci nacin:

p+1
_ s

wi(p) = lmaxZ] G (2.47)
gdje je G° matrica dobivena iz Gramove matrice G = D”D sortirajuéi svaki redak u pa-
daju¢em redoslijedu. Prvi element svakog retka je 1 (dijagonalni element), stoga sumacija
krece od drugog elementa. Zbrajajuéi sljedecih p komponenti (od druge nadalje), dobi-
vamo za svaki vanjski j sumu p najvecih vrijednosti skalarnih produkata j-tog stupca sa
J-tog stupca. Zatim izaberemo najvecu vrijednost od m pronadenih.
Napomenimo joS$ da za svaki p vrijedi

pi(p) < p - pu(D). (2.48)

Kako moZemo koristiti kumulativhu koherenciju da bismo ogranicili spark odozdo?
Ako je u;(p) < 1, zakljuCujemo da su svi skupovi A s p + 1 elemenata linearno nezavisni
zbog dijagonalne dominantnosti i Ger§gorinova teorema. Ovime smo dali intuitivni dokaz
sljedece leme:
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Lema 2.2.13. Za svaku matricu D € R™" vrijedi sljedeca nejednakost

spark(D) > lmin {p:(p—1)=1}. (2.49)
<ps<n

Sada, koristeci ovu ocjenu, mozemo navesti teorem o jedinstvenosti

Teorem 2.2.14 (Jedinstvenost koriste¢i kumulativhu koherenciju). Ako linearan sustav

b = Dx ima rjesenje X koje zadovoljava ||X||y < %lmin {p : iu(p—1) > 1}, tada je to
<pzn

rjesenje nuzno najrjede moguce.

Dokaz. Dokaz se provodi analogno kao dokaz teorema [2.2.10] uz ocjenu (2.49). m|

2.2.4 Ocjena sparka odozgo

Kao Sto smo ve¢ napomenuli na pocetku ovog potpoglavlja, raCunanje sparka matrice je
vrlo zahtjevan problem, StoviSe, NP-tezak. Dosada smo trazili ocjenu sparka odozdo i
pomocu nje iskazali i dokazali teoreme o jedinstvenosti rijetkog rjeSenja linearnog sustava.
U ovom poglavlju fokusiramo se na trazenje gornje ograde sparka. Vise ne moZemo tvrditi
jedinstvenost kao prije, ali mozemo dobiti vrlo dobru aproksimaciju intervala jedinstve-
nosti.

Kako bismo dobili gornju ogradu, koristimo definiciju Problem iz te definicije
zapisat ¢emo kao niz od m optimizacijskih problema (P}). U svakom problemu (P}) pret-
postavljamo da je i-ta komponenta razlicita od nule, i = 1, ..., m.

(P : xi,=argmin|xl, td. Dx=0ix=1. (2.50)
Spark je potom dan kao najrjede od pronadenih rjeSenja

spark(D) = min [1x,,,lo. (2.51)

S obzirom na to da su problemi (P}) kompleksni za rjeSavanje jer koriste £y-normu kao
kriterijsku funkciju, relaksiramo ih koristeci ¢;-normu. Tako dobivene probleme ozna¢avamo
s (P)) i glase:

(P’i) ;o z,, = arg mxinllxll] td Dx=0ix;=1. (2.52)

i
opt
Problemi (P}) su konveksni, njihova rjeSenja postoje i nije ih tesko pronaéi jer za njihovo
rjeSavanje moZemo koristiti metode linearnog programiranja. S obzirom na to da linearni
sustav Dx = 0 ima jedinstveno rijetko rjeSenje kao Sto smo pokazali u prethodnom dijelu
poglavlja, zakljuCujemo da mora vrijediti

IX]ello < 11Z],lo- (2.53)
Na ovaj smo nacin dobili gornju ocjenu sparka

spark(D) < 1m.in Iz llo. (2.54)

opt
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2.2.5 Grassmannove matrice

Numericki prikaz medusobne koherencije matrice ilustrirat cemo pomocu familije matrica
koje nazivamo Grassmannove matrice.

Definicija 2.2.15. Matricu D € R™", gdje je m > n, nazivamo Grassmannovom matricom
ako njena Gramova matrica G = D'D zadovoljava

. , m-—n
Vk # J |Gk,j| = m (255)

Iz definicije slijedi da se za Grassmannove matrice postiZe jednakost u Welchovoj ne-
jednakosti (2.35), odnosno medusobna koherencija je najmanja moguca. Iz toga nadalje za-
kljucujemo da su svi stupci u parovima pod istim kutom, koji je ujedno i najmanji moguci
kut medu stupcima matrice D. Za Grassmannove matrice znamo i odnos medusobne i
kumulativne koherencije - postiZe se jednakost u relaciji (2.48). Za spark Grassmannove
matrice znamo da vrijedi

spark(D) =n+ 1, (2.56)

to jest spark je najveéi moguci.
Pokazuje se da Grassmannove matrice postoje samo u slucaju kada vrijedi

< i
m_mm{ o >

nn-1) (m—n)(m—n+1)}

U slucaju m = n Grassmannove matrice su jednostavno ortogonalne matrice. Konstrukcija
Grassmannovih matrica moZe se provesti iterativno kao $to je opisano u [2]]. Algoritam za
konstrukciju Grassmannove matrice mora pratiti tri glavne smjernice a to su

e Stupci moraju ostati normirani s obzirom na ¢{,-normu;

e U Gramovoj matrici smanjujemo jako velike vrijednosti i pove¢avamo jako male
vrijednosti (s obzirom na zadani prag);

e Rang matrice ne smije postati vei od n - o tome vodimo racuna koriste¢i SVD
dekompoziciju te anulirajuci singularne vrijednosti nakon prvih n.

Iako ne postoji garancija da ovaj algoritam konvergira niti da pronalazi odgovarajuc¢u Gra-
ssmannovu matricu ukoliko ona postoji, provest ¢emo 10000 iteracija algoritma u nadi
da ¢emo se pribliziti Grassmannovoj matrici te ¢emo promatrati promjene u medusobnoj
koherenciji.
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Primjer 2.2.16. Promotrimo nasumicno generiranu matricu D dimenzija 50 X 100 ¢&iji su
stupci normirani. Provest cemo 10000 iteracija algoritma za konstrukciju Grassmannove
matrice preuzetog iz [3]. Najmanja moguca vrijednost medusobne koherencije je

[ 10050
D)> {|——— 2" =0.1005. 2.57
HD) 2 \[55000- 1) (@57)

80 80 100

20 40 80 80 1[) 20 40
(a) Inicijalna Gramova matrica. (b) Gramova matrica nakon 10000 iteracija.

Slika 2.2: Prikaz Gramovih matrica u algoritmu konstrukcije Grassmannove matrice.

Na slici[2.2|vidimo da su primjenom algoritma dijagonalni elementi Gramove matrice
D’ D ostali nepromijenjeni i iznose 1 zbog toga $to su stupci matrice normirani. Promjenu
vidimo na vandijagonalnim elementima. Nakon 10000 iteracija algoritma oscilacije se
smanjuju i vandijagonalni elementi teZe istim vrijednostima, tj. matrica D teZi Grassman-
novoj.

Na slici [2.3) prikazujemo (u logaritamskoj skali) kako se medusobna koherencija mi-
jenja s iteracijama. Uocimo kako se s iteracijama medusobna koherencija smanjuje i
pribliZava svojoj donjoj ogradi danoj Welchovom nejednakoscéu. Medusobna koherencija
finalne matrice iznosi 0.1125. Medutim, to nije minimalna vrijednost medusobne kohe-
rencije postignuta tijekom izvodenja ovog algoritma. Minimalna postignuta vrijednost
medusobne koherencije iznosila je 0.1108. Ovo je posljedica spomenute neoptimalnosti

promatranog algoritma.
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028 [ i T T T . —
0.26 | Izra;unat\ " .

L Prosjek vandijagonalnih elemenata
0.24 |- - Donja ograda na p _:

0.14 |- N

10° 10' 10° 10° 104

Slika 2.3: Medusobna koherencija kroz iteracije algoritma za konstrukciju Grassmannove
matrice.

U ovom trenutku imamo teorijsku garanciju egzistencije, jedinstvenosti i globalne op-
timalnosti rijetkog rjeSenja problema (P;). U nastavku se bavimo prakticnim metodama
trazenja rjeSenja problema (P), takozvanim algoritmima potrage (engl. pursuit algorit-
hms).
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n=50; m=100; iter=10000;
dd1=0.9; dd2=0.9;

D=randn(n,m) ;
D=D*diag(l./sqrt(diag(D'*D)));
G=D'*D;

mu=sqrt((m-n)/n/(m-1));
muVec = []; muCo = []; muMean = [];

for k=1:1:iter
gg=sort(abs(G(:)));

pos=find(abs(G(:))>gg(round(dd1* (m*m-m))) & abs(G(:)) <1);

G(pos)=G(pos) “dd2;
[U,S,V]=svd(G);

S(n+l:end, 1+n:end)=0;

G=U*S*V';

G = G*diag(l./sqrt(diag(G'*G)));

muCo = cat(l,muCo,max(max(abs(triu(G,1)))) );
muMean = cat(l,muMean, mean(abs(G(pos))));

muVec = cat(l,muVec,mu);
end

[U,S,V]=svd(®);
D=sqrt(S(l:n,1:n))*U(:,1:n)";
D=D*diag(l./sqrt(diag(D'*D)));

31

Izvorni kdd 1: MATLAB kod za konstrukciju Grassmannove matrice uz konstrukciju vek-
tora medusobne koherencije te prosjeka apsolutnih vrijednosti vandijagonalnih elemenata

po iteracijama, adaptiran iz [3]].
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Algoritmi potrage

U ovom poglavlju analiziramo neke od metoda za rjeSavanje problema (Py) kao Sto su OMP
(engl. Orthogonal-Matching Pursuit), algoritma s pragom tolerancije (engl. Thresholding
Algorithm) te metode koje se zasnivaju na relaksaciji problema kao Sto je BP algoritam
(engl. Basis Pursuit ). Na problem moZemo gledati sa dva stajalisSta: diskretno i nepre-
kidno. Kad kazemo diskretno stajaliSte, mislimo konkretno na problem pronalaZzenja skupa
indeksa na kojima se nalaze ne-nul vrijednosti (nosac vektora). Tada same vrijednosti lako
pronalazimo rjeSavajuci problem najmanjih kvadrata. Ovakav pristup vodi na pohlepne
algoritme kojima pripadaju OMP i algoritam s pragom tolerancije. Neprekidno stajaliSte
odnosi se na relaksaciju diskretne prirode problema §to vodi na neprekidan problem u ko-
jem mozemo koristiti razne metode (konveksne) optimizacije kao Sto je BP algoritam.

3.1 Pohlepni algoritmi

Pohlepni algoritmi konsturiraju i/ili prilagodavaju rjeSenje radeéi lokalno optimalne pro-
mjene. U ovoj kategoriji bavimo se dvama algoritmima: OMP-om te algoritmom s pragom
tolerancije koji je vrlo jednostavan, a pod odredenim uvjetima iznenadujuce precizan.

3.1.1 OMP

Ideja je vrlo jednostavna: krenuvsi od nul-vektora iterativno gradimo rjeSenje — dodajemo
vrijednosti na jednu po jednu komponenetu, a zatim provjeravamo {,-normu pogreske.
Kada pogreska padne ispod zadane to€nosti, ovako konsturirano rjeSenje proglaSavamo
optimalnim za zadanu to¢nost. U nastavku navodimo formalne korake algoritma:

32
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Problem: (Py) : miny ||X|| t.d. b = Dx
Podatci: matrica D, vektor desne strane b, traZena to¢nost €
Inicijaliziraj: k = 0,

inicijalno rjesenje x° = 0,

inicijalni rezidual 1 = b — Ax® = b,

inicijalni nosac rjesenja S° = supp(x’) = 0.
dok |[r¥||, < € éini

k =k+1;

alrkl

izratunaj greske e(j) = min,, [la;z; — r*'[|3, V j, Koriste¢i optimalni Z= IfaTlﬁ;
pronadi jo = argmin,{ e(j) : j ¢ S '} i aZuriraj nosal S* = S U {jo};
izra¢unaj x* = arg miny{ [IDx — b|j3 : supp(x) = S} ;

izracunaj r* = b — Ax* ;

kraj

Rezultat: aproksimativno rjeSenje x* problema (Py)

Algoritam 1: OMP algoritam

U koraku radunanja trenutno optimalnog rjeenja X minimiziramo izraz [[Dx — b|[3 po

x Ciji je nosac sadrzan u S*. Ovo moZemo zapisati i kao

min [|Ds:Xs: - b3 (3.1)

. k woqs . . . . . .
gdje smo s D € R™' oznadili matricu dobivenu iz D uzimanjem stupaca koji se nalaze u
Sk, a s xg smo oznacili vektor dobiven iz x dobiven uzimanjem samo ne-nul komponenti,
S
tj. komponenti iz S*. Deriviranjem ove kvadratne forme i izjednacavanjem s 0 dobivamo

Dy Dgxs —DLb = DL (Daxs —b) = -DLrf =0 (3.2)

gdje smo iskoristili izraz za rezidual u k-tom koraku algoritma r* = b — Dx* = b — DgX .
Ovime smo pokazali da su stupci iz S* nuzno ortogonalni na rezidual r*, $to nam garantira
da se u idu¢im iteracijama algoritma ve¢ odabrani stupci nosaca ne¢e ponovno odabirati.
Iz ove ortogonalnosti algoritam dobiva svoje ime. Kako bismo opravdali koriStenje OMP
algoritma, navodimo teorijsku garanciju pronalaska rjeSenja najprije u specijalnom slucaju
sparenih ortogonalnih matrica, a zatim u punoj opéenitosti za proizvoljne matrice D.

Teorem 3.1.1 (OMP za sparene ortogonalne matrice). Za linearni sustav Dx = [¥,®] = b
gdje su ¥, ® € R™" ortogonalne matrice vrijedi: ako postoji rjesenje X koje ima k, ne-nul
vrijednosti na prvih n komponenti te k, ne-nul vrijednosti na posljednjih n komponenti te
ako k, i k, zadovoljavaju

max(k,, k,) < (3.3)

2u(D)’
tada ga OMP algoritam s € = 0 pronalazi u to¢no ko = k, + k, iteracija.
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Teorem 3.1.2 (OPM za op¢i slucaj). Za linearni sustav Dx = b, gdje je D € R™™, n < m,
matrica punog ranga vrijedi: ako postoji rjesenje X za koje vrijedi

1 1
”X”O < 5(1 + m), (34)

tada ga OMP algoritam s €y = 0 pronalazi u konacno mnogo iteracija.

Dokazi ovih dvaju teorema mogu se pronaci u [3]].

Razne varijante OMP algoritma prisutne su u primijeni, s poboljSanjima u vidu to¢nosti
ili sloZenosti. Jedna od takvih metoda je primjerice LS-OMP (engl. Least Squares Orthogonal-
Matching Pursuit) koja je sloZenija od klasi¢cnog OMP-a jer ne-nul komponenete ne doda-
jemo jednu po jednu, ve¢ trazimo kumulativno, rjeSavajuci problem najmanjih kvadrata u
prvom koraku algoritma.
Nadalje, koriste se i takozvane MP (engl. Matching Pursuit) metode koje su jednostavnije
od OMP-a. Razlika je u ra¢unanju trenutno optimalnog rjeSenja x* u k-tom koraku algo-
ritma - umjesto rjeSavanja problema najmanjih kvadrata kako bismo pronasli optimalne
vrijednosti ne-nul komponenti u vektoru rjeSenja i promijenili postojece, u ovoj varijanti
prethodno izracunate vrijednosti (one koje odgovaraju komponentama iz S*!) se ne mije-
njaju, ve¢ samo racunamo vrijednost komponente na trenutno odabranom indeksu j, € S*.
Postoji jednostavnija varijanta MP algoritma, tzv. slabi-MP (engl. Weak-MP) gdje u sva-
kom koraku odabiremo suboptimalan indeks kojeg dodajemo u nosa¢ S*.

3.1.2 Algoritam s pragom tolerancije

U ovom odjeljku bavimo se najjednostavnijim pohlepnim algoritmom za rjeSavanje pro-
blema (Py), algoritmom s pragom tolerancije. Za razliku od OMP-algoritma koji iterativno
pronalazi nove indekse koje dodaje u nosac, algoritam s pragom tolerancije koristi se za
unaprijed zadani broj ne-nul komponenti vektora rjeSenja k. U slu€aju da je Zeljeni broj ne-
nul komponenti k nepoznat ili ga je nemoguce odrediti prije provodenja algoritma, moguce
je napraviti modifikaciju algoritma na nacin da k iterativno poveavamo sve dok greska
aproksimacije ne dosegne zadanu to¢nost. Funkcija koju koristimo za raCunanje pogreske
jednaka je onoj koriStenoj u OMP-algoritmu. S obzirom na njegovu jednostavnost, nije
potrebno posebno promatrati slucaj sparenih ortogonalnih matrica. U nastavku navodimo
korake algoritma s pragom tolerancije:
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Problem: (Py) : miny ||X|| t.d. b = Dx
Podatci: matrica D, vektor desne strane b, broj ne-nul komponenti k

dok ||r¥]|, < € éini

a/T. <!

izraCunaj greske e(j) = min_, |la;z; — r* |3, V¥ j, koriste¢i optimalni Z;= T
pronadi nosa¢ S takav da |S| = k kao skup & indeksa za koje je greska -
najmanja, tj. Vj € S, €(j) < minyg €(i) ;
izradunaj x* = arg min{ |[Dx — b3 : supp(x) = S} ;
kraj
Rezultat: aproksimativno rjeSenje x* problema (Py)

Algoritam 2: Algoritam s pragom tolerancije

Algoritam s pragom tolerancije vrlo je jednostavan i brz algoritam, a pokazuje se da
je u odredenim situacijama dovoljno to¢an. Potrebno je jo§ navesti pod kojim uvjetima
algoritam s pragom tolerancije pronalazi rjeSenje:

Teorem 3.1.3 (Algoritam s pragom tolerancije). Za linearni sustav Dx = b, gdje je D €
R™™ n < m, matrica punog ranga vrijedi: ako postoji rjesenje X, koje ima minimalnu
apsolutnu ne-nul vrijednost x,,;,, = min{ |x;| : x; # 0,i = 1, ..., n} te maksimalnu apsolutnu
ne-nul vrijednost X, = max{ |x;| : x; # 0,i = 1, ...,n} ,za koje vrijedi

1 1 Xmin
lIxllo < 5(1 + = ) (3.5)

l't xmax
tada ga algoritam s pragom tolerancije € = 0 pronalazi u konacno mnogo koraka.

Dokaz ovog teorema moZze se pronaci u [3].

3.2 Metode relaksacije

Kao $to smo napomenuli u uvodnom dijelu poglavlja, metode relaksacije diskretnu ¢-
normu zamjenjuju neprekidnim funkcijama kao $to su primjerice £,-norme za p € (0, 1]
svodeci problem (Py) na problem (P,) koji je konveksne prirode. Zatim se koriste neki od
poznatih algoritma za rjeSavanje problema konveksne optimizacije kao Sto je npr. IRLS al-
goritam (engl. Iterative-Reweighed Least Squares) gdje £,-normu aproksimiramo koristeci
{,-normu i to na sljedeéi nacin: neka je x*~!' trenutno rjeSenje u iterativnom postupku.
Pomodu tog rjeSenja kreiramo dijagonalnu matricu X;_; = diag(|x*|?). Pod pretpostavkom
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da je ova matrica regularna, vrijedi
-1 g2 -1 T w1
IX—ix1l5 = (X 2x)" (X %)

— JTv-T v-1
=x X, X ;x

(x’f‘l)‘zq 0 . 0
o 0 (x5 0 (3.6)
=X . . . . X

0 0 s (xklyT2a

2-2

= XI55
Ako izaberemo g = 1 — p/2, dobivamo
IX;.2 115 = X112, (3.7)

¢ime smo dobili nacin kako £,-normu zapisati pomocu £,-norme. Uocimo da ako izabe-
remo g = 1, dobivamo interpretaciju {y-norme pomocu £,-norme.

Sada umjesto inverza matrice X;_;, u ¢ije postojanje nismo sigurni, koristimo pseudo-
inverz kojeg ¢emo oznaciti s X ;. S obzirom na to da je X;_; dijagonalna matrica, sin-
gularna je ako postoji dijagonalni element koji je jednak nuli. U tom smislu pseudoinverz
definiramo kao

0, [Xk-11i,j =0

[X; 11 = { 1
Xiili,’ [Xk—l]i,j * 09

tj. kao dijagonalnu matricu koja je dobivena iz X;_; tako da su nule ostale nule, a sve ne-
nul vrijednosti zamijenjene su svojim recipro¢nim vrijednostima. Uz relaciju (3.7), koja
vrijedi i za pseudoinverz, zapiSimo problem (P,) kao

(3.8)

(My: min|X/_x|2 td. b=Dx (3.9)

1 rijeSimo ga pomocu Lagrangeovih multiplikatora

0L(x)

L(x) = [X{_x]l; + ' (b - Dx) = =2(X; )x-D"21=0 (3.10)

iz Cega slijedi da je rjeSenje problema (M;) dano s

1
xf = E(X,j_l)‘zDT/l. (3.11)
Pogledajmo sada inverz pseudoinverza. Ako je X/ | regularna, vrijedi (X} )™' = Xy,
stoga prethodna relacija prelazi u
1
x‘==-X; D’A. (3.12)

2
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U slucaju da pseudoinverz nije regularan, postoje dijagonalne vrijednosti koje su jednake
nuli, to jest vektor x,_; imao je neke nul-vrijednosti. Gornja jednakost nam sada garantira
da ¢e 1 x; imati nule na odgovaraju¢im komponentama, ¢ime se odrzava rijetkost rjeSenja.
Uvrstimo dobiveno rjeSenje x; u uvjet b = Dx:

1 -1
SDXi D'A=b = A= 2(DX; D) b. (3.13)

Primijetimo da inverz (DX; ,D”)~! moramo zamijeniti pseudoinverzom (DX? , D”)* s ob-
zirom na to da matrica DXZ D" € R™" nije nuZno regularna. Kako je matrica X; | € R™"
dijagonalna, ovo matri¢no mnoZenje mozemo shvatiti kao da pomoc¢u matrice X;_; izabi-
remo odredeni broj stupaca iz D, a broj odabranih stupaca ovisi o broju ne-nul elemenata u
X-1, tj. 0 broju ne-nul elemenata u x;_;. Oznac¢imo broj odabranih stupaca s k = |[X1llo-
Ako je k > n te ako tih k odabranih stupaca razapinju cijeli prostor R”, tada je DX%_]DT
regularna. U slu€aju da k > n stupaca ne razapinju cijeli prostor ili ako je k < n, DX; /D'
nije nuzno regularna i u tom slucaju ne mozemo govoriti o njenom inverzu. Dakle, u punoj
opcenitosti A je dan s
+
A =2(DX; D) b. (3.14)
Uvrstavanjem u izraz ((3.12) dobivamo
x* = X2, D’ (DXZ_,D")'D. (3.15)

Sljedecu iteraciju algoritma provodimo na analogan nadin, koriste¢i x* kako bismo aZurirali
matricu X;. U nastavku dajemo formalne korake algoritma.

Problem: (P,) : miny [|x||, t.d. b = Dx
Podatci: matrica D, vektor desne strane b, traZena to¢nost €
Inicijaliziraj: £ = 0,
inicijalno rjeSenje x° = 1,
inicijalna matrica teZina Xy = 1
inicijalna pogreska €° = 0
dok ||e‘]|; < € ¢ini
k =k+1;
izracunaj rjeSenje linearnog sustava
x*=X? D'(DX; D')*b;
azuriraj matricu tezina X koristeéi x*
[Xklij = |)C];~|l_p/2 ;
izradunaj pogresku et = x* — x¥°! ;
kraj
Rezultat: aproksimativno rjeSenje x* problema (P,)

Algoritam 3: IRLS algoritam
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Pocetno rjeSenje inicijaliziramo na vektor jedinica iz razloga Sto, kao S$to smo napo-
menuli ranije, relacija (3.15) garantira da, prilikom konstrukcije rjesenja, komponenete
koje su u i-toj iteraciji postavljene na nulu, ne mogu postati ne-nul u daljnjim iteracijama
algoritma garantirajuci rjeda (ili barem jednako rijetka) rjeSenja s porastom broja iteracija.

Sustav u prvom koraku mozemo rijesiti direktno ili primjenom neke od iterativnih me-
toda za rjeSavanje linearnih sustava (primjerice metodom konjugiranih gradijenata).

Strategija rjeSavanja problema (P,) relaksacijom na (P,) te potom koriste¢i IRLS-
algoritam za pronalazak rjeSenja naziva se FOCUSS algoritmom (engl. Focal Underde-
termined System Solver). Problem kod FOCUSS algoritma je $to ne mozemo tvrditi da je
pronadena aproksimacija lokalno optimalnog rjeSenja dovoljno dobra aproksimacija glo-
banog optimuma problema (Py). ViSe o samom algoritmu i njegovim nedostacima moZze
se pronaci u [4]].

Prelaskom s problema (P) na problem (P,) moramo biti oprezni zbog razlika u proma-
tranim normama. {,-norma samo “’broji” ne-nul elemente, bez obzira na njihovu vrijednost,
dok opcenite £,-norme uzimaju u obzir 1 vrijednost elementa. Zbog toga imaju tendenciju
da, prilikom provodenja IRLS algoritma, za ne-nul komponente izabiru one koje pripadaju
atomima s velikim normama. Iz tog razloga moramo koristiti matricu teZina kako bismo
Sto blize aproksimirali £, normu pomocu neke druge £,-norme.

U nastavku se bavimo relaksacijom £y-norme £;-normom ¢ime prelazimo s problema
(Pp) na problem (P;). Matricu teZina koja ¢e voditi racuna o prethodno opisanom problemu
skaliraju¢i elemente nazovimo W. Sada problem glasi

PYy: min||W'x||;, td. b=Dx, (3.16)

gdje je W dijagonalna, pozitivno-definitna, s vrijednostima w;; = m Pod pretpostav-
kom da matrica rje¢nika D nema nul-stupaca, vrijedi ||a;||, # O te je problem (P‘IV) dobro
definiran. Ako su svi stupci matrice D normirani, tada je W = Ii u tom slucaju algori-
tam nazivamo BP algoritmom. Primijetimo da stupce matrice D moZemo normirati prije
provodenja algoritma. Normiranjem matrice D dobivamo matricu D pa problem (P") po-

prima opéi oblik problema (P;). Uz X = W~!x imamo
(P)): min|g%||; td. b=DWsg=Dx (3.17)

Vazno je zapamtiti transformaciju skaliranja jer rjeSavanjem gornjeg problema BP algo-
ritmom (ili pohlepnim algorimom) dobivamo normirano rjeSenje iz kojeg potom moramo
rekonstruirati originalno koristeéi istu transformaciju. U nastavku pretpostavljamo da je
matrica rjeCnika D normirana i navodimo dva rezultata koji osiguravaju ekvivalenciju pro-
blema (Py) 1 (Py):
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Teorem 3.2.1 (BP za sparene ortogonalne matrice). Za linearni sustav Dx = [, ®]x = b
gdje su'¥, ® € R™" ortogonalne matrice vrijedi: ako postoji rjesenje X koje ima k, ne-nul
vrijednosti na prvih n komponenti te k, ne-nul vrijednosti na posljednjih n komponenti,
ky < kp, te ako k, i k, zadovoljavaju

2u(D)’k k, + u(D)k, < 1 (3.18)

tada je to rjeSenje ujedno jedinstveno rjesenje problema (P,) i jedinstveno rjeSenje pro-
blema (Py).

S obzirom na to da je uvjet dan u teoremu kompliciran i1 neintuitivan, dajemo jednos-
tavniji, slabiji uvjet na rjeSenje

(D)

Teorem 3.2.2 (BP za op¢i slucaj). Za linearni sustav Dx = b, gdje je D € R™", n < m,
matrica punog ranga vrijedi: ako postoji rjesenje X za koje vrijedi

1
lIxllo = k, + k, < 2 (3.19)

1 1
Il < 5(1 + m), (3.20)

tada je to rjesenje ujedno jedinstveno rjesenje problema (P) i jedinstveno rjesenje pro-
blema (Py).

Dokazi ovih teorema, kao i prethodnih teorema o garanciji pronalaska rjeSenja za ostale
spomenute algoritme potrage, mogu se pronaci u [3]. Primjetimo da se u teoremu [3.2.2]
javlja jednaka ocjena kao u teoremu no napomenimo da to ne znaci da se algoritmi
BP i OMP uvijek ponasaju sli¢no, ve¢ da se ponasaju jednako samo u rubnim slu¢ajevima.

3.3 Numericka usporedba algoritama potrage

U ovoj cjelini promotrit ¢emo efikasnost algoritama potrage na izabranim primjerima. Al-
goritmi koje ¢emo promatrati su OMP, MP, algoritam s pragom tolerancije te BP algoritam.
Implementacija OMP, MP i BP algoritama preuzeta je s [1], dok je implementacija algo-
ritma s pragom tolerancije izvedena samostalno.
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import numpy as np

def Thresholding(A, y, k):
m = A.shape[1]

X = np.zeros(m)
err = np.zeros(m)

r=y

for i in range(m):
c = np.dot(A[:,i], r)/(np.linalg.norm(A[:,i]))**2
err[i] = np.linalg.norm(A[:,i].dot(c) - r)

threshold = np.partition(err,k) [k]
chosenInd = np.nonzero(err < threshold)
nullInd = np.nonzero(err >= threshold)

Aa = A[:,chosenInd[0]];

[x1sq, _, _, _] = np.linalg.lstsq(Aa, y, rcond=-1);
x[chosenInd[0]] = xlsq;

x[nullInd[0]] = 0;

r =y - np.dot(A, x)

return x

Izvorni kdd 2: Python kdd za algoritam s pragom tolerancije.

Primjer 3.3.1 (Slucaj sparenih ortogonalnih matrica). Prvo generiramo dvije 100 x 100
ortogonalne matrice ¥ i ®. Matricu rjecnika D dimenzija 100x200 konsturiramo konkate-
nacijom matrica ¥ i ®. Izracunamo njihovu medusobnu koherenciju kako bismo potvrdili
ortogonalnost, a potom racunamo medusobnu koherenciju matrice D:

u(P) = 1.0277e-15
(@) = 1.3608e—15
u(D) = 0.3517.

Po teoremima [3.1.1} 3.1.3) [3.2.1| rjeSenje problema pronalaska rijetke reprezentacije za
dani vektor b je jedinstveno i promatrani algoritam ga pronalazi u konacno mnogo itera-
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cija ukoliko za njega vrijedi

maX(kp’OMp,kq,OMp) < 1.4217
Ixgpllo < 2.5994
[x7]lo < 1.5439,

to jest rjeSenje bi trebalo imati 1 ili 2 ne-nul elemenata kako bi bilo jedinstveno. U praksi
se pokazalo kako su gornje ocjene prilicno rigorozne, s obzirom na to da algoritmi s pra-
gom dobro aproksimiraju rjeSenje i za gusce vektore. Na slici[3.2)vidimo ponaSanje greske
pri povecanju broja ne-nul elemenata rijetke reprezentacije. Primijetimo kako BP i OMP
algoritmi najbolje aproksimiraju rijetku reprezentaciju, dok algoritam s pragom toleran-
cije i MP algoritam daju nesto losije rezultate s povecanjem broja ne-nul elemenata. S
obzirom na to da teZimo sto rjedoj reprezentaciji, moZemo reci da u tom kontekstu i algori-
tam s pragom i MP algoritam dosta dobro funkcioniraju za ||X||o < 7. BP algoritam pocinje
grijesiti za ||X|lo > 30, dok OMP algoritam velikim pogreskama odolijeva sve do ||x||o = 50.
Pogreske algoritama potrage za neke vrijednosti ||X||y dane su u tablici Stupac APT
oznacava pogresku algoritma s pragom tolerancije. Prikaz dobivene aproksimacije rijet-
kog vektora prikazan je na slici[3.1]

H ||x||o\ BP OMP MP APT H

1 | 8.87e-08 3.47e-18 3.47e-18 3.46e-18
2 | 8.33e-08 2.25e-16 1.73e-17 3.30e-02
3 | 4.15e-07 5.67e-16 1.11e-16 3.02e-02
4 | 5.66e-07 3.70e-16 5.09e-16 3.03e-02
5 | 890e-07 4.33e-16 6.85e-16 3.03e-02
10 | 5.07e-07 9.94e-16 0.3207  0.6844
15 | 2.77e-06 3.21e-15 0.6406 1.4070
20 | 2.53e-06 3.66e-15 0.8933 1.2130
30 | 7.70e-06 4.40e-15 1.2316  2.5067
40 1.1387 4.51e-15 3.0499  3.4149

Tablica 3.1: Tablica greSaka za algoritme potrage u slucaju sparenih ortogonalnih matrica.
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Rijetki signal Rijetki signal
1 2
J L 1L o | e o
0 o » 1
o 25 50 75 100 125 150 175 200 25 50 75 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristeci BP Rekonstruirani signal koristeci BP
1 24
0 LI_I_.J ] 4 ¢ - '_J
T T T T T T T ° T T T ‘ T T T L T
o 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 ] 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristec¢i OMP Rekonstruirani signal koriste¢i OMP
11 21
0 LI—I—o] ] d t? 'I
T T T T T T T D T T T " T I. T l T
o 25 50 ] 100 125 150 175 200 o 25 50 ] 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristeci MP Rekonstruirani signal koristeci MP
1 34
0 LI—I—.] ] t te J
T T T T T T T D T T T 'L T I. T * T
o 5 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 5 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristeci Thresholding Rekonstruirani signal koristeci Thresholding
1 21
1T . NS . 4
o 5 50 75 100 125 150 175 200 o 5 50 ] 100 125 150 175 200
(@) [xllo = 5 (®) lixllo = 10
Rijetki signal Rijetki signal
24 24
ol ? o fet J ! J ! T ol v_r_rrﬁ_r_lf_i_v_l_._,_if_‘f_[._,
1Y) » h .
25 50 75 100 125 150 175 200 25 50 75 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristeci BP Rekonstruirani signal koristeci BP
29 29
o v_.Tt‘Lr_.L_T_,_J_LLT N LP_T%L[L{;'_I_._,_J_T_J_L_,
0 5 50 7 100 125 150 175 200 0 P 50 75 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristeci OMP Rekonstruirani signal koristeci OMP
2 J T 2
ol | S [ ? r? T oA
2 8 hd 3
0 5 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristeci MP Rekonstruirani signal koristeci MP
251 J T 25
o] taglet 2T 1 0o
0 = 50 7 100 125 150 175 200 0 P 50 7 100 125 150 175 200
Rekonstruirani signal koristeci Threshoelding Rekonstruirani signal koristeci Thresholding
2 2
oh_o? t? E by - I re . u.,.,_“_l_LT_,.H_I_f_L_H_{_T_.‘LJ
I o 3
o 2|5 5;3 ?IS l(.’:O l2|5 IL";D 1];'5 200 o 2|5 5;3 ?IS l(.’:Cl 12|5 ]_";0 1'1;'5 200
(c) [Ixllo =20 (d) [Ixllo = 30

Slika 3.1: Rijetki signal i aproksimacije rijetkog signala algoritmima potrage u slucaju

sparenih ortogonalnih matrica.



POGLAVLIJE 3. ALGORITMI POTRAGE

25

20

15

10

05

0o

—— BP-greska

OMP-greska

—— MP-greska

—— Thresholding-greska

10 5

(a) [Ixllo < 30

0 =

—— BP-greska

OMP-greska

—— MP-greska

—— Thresholding-greska

V

bt

20 30

(c) [Ix[lo < 50
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—— EP-greska
OMP-greska

—— MP-greska

—— Thresholding-greska
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(b) |Ixllo < 30 u logaritamskoj skali

—— BP-greska
OMP-greska
—— MP-greska
—— Thresheclding-greska
|
0 10 20 0 a 50

(d) |Ixllo < 50 u logaritamskoj skali

Slika 3.2: Pogreske algoritama potrage u slucaju sparenih ortogonalnih matrica.

Primjer 3.3.2 (Opceniti slucaj). Generirana je matrica rjecnika D dimenzija 100 x 500,
tj. rjecnik se sastoji od 500 atoma iz R'. D je punog ranga (rang iznosi 100) te su stupci
normirani. Generiran je i vektor desne strane b € R'% te rijedak vektor x € R>® koji
ima 2 ne-nul elementa kojeg cemo pokuSati rekonstruirati. Oznacimo s Xoyp,Xmp, X1, Xgp
aproksimacije vektora X dobivene algoritmima OMP, MP, algoritam s pragom tolerancije i
BP respektivno. Medusobna koherencija ove matrice iznosi 0.4059, ocjene za jedinstvenost

rijetke reprezentacije iz teoremal3.1.2} [3.1.3}[3.2.2| iznose

IIXompllo, 1IXnmepllo, [Xppllo < 1.73187
[Ix7llo < 1.13114.

Primijetimo da su ocjene na rjeSenje za algoritme OMP, MP i BP jednake, dok je ocjena
za algoritam s pragom tolerancije nesto manja. U svakom slucaju, ove ocjene nam govore
kako rjesSenje mora imati samo jedan ne-nul element kako bi ono bilo jedinstveno.
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Na slici vidimo kako svi algoritmi vrlo dobro aproksimiraju rjesenje za vektore s
Jjednim ili 2 ne-nul elementa, Sto je i ocekivano ponasanje s obzirom na teorijsku ocjenu.
Rigoroznost teorijske ocjene uocavamo u cinjenici da vecina algoritama potrage vrlo do-
bro procjenjuje vektore s 3 ili 4 ne-nul elementa kao i mnogo gusce vektore, sto moZemo
vidjeti na slici Nesto vecu pogresku uocavamo kod algoritma s pragom i MP algoritma
za |[x|lp = 10, dok BP i OMP algoritam vrlo dobro procjenjuju vektore sve do ||x||y < 25.

Greska, ocekivano, raste s porastom broja ne-nul elemenata. Vrijednosti gresaka
za neke vrijednosti dane su u tablici 3.2] a na slici [3.3| vidimo ponasanje pogreske za
razlicite vrijednosti ||X||o. Primjecujemo kako OMP i BP algoritam funkcioniraju izvrsno
za ||X|lo < 25, nakon cega BP pocinje sve gore i gore aproksimirati rijetku reprezentaciju,
dok OMP algoritam i dalje procjenjuje s minimalnom pogreskom, sve do ||x||y = 37. MP
i algoritam s pragom tolerancije su vidno slabiji, posebice za nesto gusce vektore, iako
su, radi jednostavnosti, ponekad pogodniji za aproksimaciju vrlo rijetkih reprezentacija
vektora.

H ||x||0\ BP OMP MP APT H

1 | 3.89e-07 0 0 5.55e-16
2 | 7.31e-07 3.33e-16 9.57e-03 7.02e-16
3 |1 6.87e-07 4.23e-16 9.47e-03 0.1840
4 | 191e-06 3.34e-16 3.55e-02 0.1784
10 | 2.79e-06 1.57e-15 0.5572 1.1943
17 | 2.25e-06 2.0le-15 1.1649  2.1726
25 | 1.33e-04 3.27e-15 2.2579  3.9586
50 | 3.2705 8.5085 5.2802  6.3391
100 | 7.2257 13.4712  8.6753  37.5685

Tablica 3.2: Tablica greSaka za algoritme potrage u opCenitom slucaju.
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124 —— BP-greika
OMP-greska
10 1 —— MP-greika
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0.2 4
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2 ] § B 10
(@) [ixllo < 10
4 4 —— BP-greska
OMP-greska
—— MP-greska
3 = Thresholding-greska
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D 4
T T T T T T T
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(c) Ixllo < 30
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OMP-greska
—— MP-greska
6 —— Thresholding-greska
4 4
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D 4

(e lIxllo <50
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. —— BP-greska
107 1 OMP-greska
10-2 4 —— MP-greska
—— Threshelding-greska
10-5 4
wi{ T
lu—s 4
10—11 4
10—13 B
10-1° 4 __.---"'—___ N -
T T T T
2 4 B ] 10
() |Ixllo < 10 u logaritamskoj skali
1 4
10 — BP-greska
10-1 4 OMP-greska
. —— MP-greska
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10—5 B
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10712 o
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10" 1 —— BP-greska
1071 OMP-greska
—— MP-greska
1077 1 —— Thresholding-greska
1072 A |
w1
1077 + |
1021 A |
10723 1 |
e
1071 A f'_v_/
T T T T T T
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() Ix]lo < 50 u logaritamskoj skali

Slika 3.3: Pogreske algoritama potrage u op¢enitom slucaju.
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Slika 3.4: Vrlo rijetki signal i aproksimacije vrlo rijetkog signala algoritmima potrage u
opcenitom slucaju.
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Slika 3.5: Rijetki signal i aproksimacije rijetkog signala algoritmima potrage u opéenitom

slucaju.



Poglavlje 4

Rijetki modeli i strojno ucenje

Rijetka reprezentacija svoju primjenu pronasla je u brojnim aspektima podatkovne zna-
nosti. Ona omogucuje kompaktan zapis podatka s obzirom na rjecnik, Sto uvelike smanjuje
potrebnu memoriju za pohranu velikog skupa podataka. Takoder se koristi za uklanjanje
Suma iz signala ili sa slike, rekonstrukciju signala i slicno. U ovom radu opisat ¢emo pri-
mjenu rijetke reprezentacije u dubokom strojnom ucenju kroz konvolucijski model rijetke
reprezentacije Convolutional Sparse Coding Model) (CSC). Rijetka reprezentacija u stroj-
nom ucenju moze se koristiti i za nadzirano i za nenadzirano u¢enje. Nadziranim ucenjem
smatramo probleme u kojima imamo skup za ucenje koji se sastoji od primjera (signala)
i njihovih oznaka (npr. u problemu klasifikacije oznaka je indeks klase kojoj primjer pri-
pada) te pomocu pogreske aproksimacije u¢imo parametre modela, a kod nenadziranog
ucenja ne poznajemo oznake primjera i Zelimo naci pravilnost u podacima (npr. problem
grupiranja podataka). Za pocetak ¢emo dati kratak uvod u duboko ucenje i konvolucijske
mreze. Zatim ¢emo opisati problem ucenja rjecnika, a nakon toga bavit ¢emo se primjenom
rijetke reprezentacije u konvolucijskim mreZama.

4.1 Konvolucijske mreze

Prije svega, definirajmo pojam konvolucije koja nam omogucuje modeliranje lokalne inte-
rakcije dviju funkcija.

Definicija 4.1.1. Konvolucija dviju funkcija f,g : K — R, K C R"™, je funkcija [ * g
definirana s

(f * g)x) = f FDg(x - e @.1)
K

48
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U diskretnom slucaju, kao Sto je na$, konvolucija funkcija f,g : N — R dana je s

+00
(F@)m) = ). flgin—k). 4.2)
k=—co

Kratki uvod u konvolucijske mreZe dajemo na primjeru jednodimenzionalnog signala,
vektora X € R". Osnovni algoritam koji se koristi kod dubokog ucenja je prolazak una-
prijed (engl. forward pass). U prvom koraku algoritma primljeni signal, vektor X, ko-
nvoluiramo s m, filtera duljine k, koje jo§ nazivamo i jezgrama. Filteri su vektori iz R
koje primijenjujemo na svaki podvektor vektora X duljine ky. Dobiveni skalar predstavlja
odaziv podvektora na filter. KaZemo da smo na vektor X primijenili filter sa svim njegovim
pomacima (engl. shift). Intuitivno moZemo reéi da filteri traze svojstva kroz cijeli vektor X
pa rezultat primjene filtera na svakom podvektoru moZemo shvatiti kao slicnost podvektora
1 filtera tj. je li promatrano svojstvo pronadeno i u kojoj mjeri. Na slici ilustriran je
filter £, vektor X i svi pomaci filtera po vektoru X. Sve pomake svih filtera po vektoru X

mozemo zapisati kao
WIX e R™ (4.3)

gdje je Wy € R™"™ matrica Ciji su stupci svi filteri sa svojim pomacima, tj. prvi n X n blok
je prvi filter sa svim svojim pomacima, sljede¢i n X n blok je drugi filter sa svim svojim
pomacima, a posljednji n X n blok je posljednji filter sa svim svojim pomacima.

f,eRY XeR F e R

Slika 4.1: Filter f, vektor X, svi pomaci filtera f po vektoru X. Matrica W, sastoji se od m
blokova tipa F.

Nakon sloja filtera slijedi sloj aktivacijske funkcije koja djeluje po elementima vek-
tora W] X kojem dodajemo vektor b; € R™ koji predstavlja vrstu pristranosti ili praga.
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Najcesce koriStena aktivacija funkcija je ReLU-funkcija (engl. Rectifier Linear Unit) defi-
nirana sa
ReLU(z) = max(z, 0). 4.4)

Izlaz prvog sloja - konvolucije i aktivacijske funkcije je
Z; = ReLU(W/X + b,). (4.5)

Sljedeci sloj kreiramo na isti nacin vodeci racuna o dimenzijama. Konvolucijska matrica je
sada W, € R™1>"™ j gastoji se od my, filtera duljine kym;, a vektor pristranosti je b, € R""2.
Sada je izlaz nakon drugog sloja

Z, = ReLU(W]Z, +b,) = ReLU(Wg ReLU(W{X +b;) + bz). (4.6)

Slijedeéi ovu shemu, moZemo slagati neuronske mreZe vece dubine.

Ovime smo prikazali osnovnu strukturu konvolucijske neuronske mreze. Napomenimo
jos da se ponekad pojavljuju dodatni slojevi koje ovdje nismo spomenuli kao Sto je npr.
sloj sazimanja (engl. pooling layer) koji skupu prostorno bliskih znacajki na ulazu pri-
druZuje jednu znacajku na izlazu kako bi se smanjila dimenzionalnost ulaza. Takoder,
ilustrirali smo strukturu samo za slucaj jednodimenzionalnog signala na ulazu, no ona se
moZe poopCiti i na na¢in da obraduje matrice tj. slike.

U primjeni se konvolucijske neuronske mreze koriste za primjerice klasifikaciju sig-
nala 1 slika. Tada se izlaz posljednjeg sloja daje kao ulaz klasifikacijskog algoritma. Kod
nadziranog ucenja potrebno je nauciti sve parametre mreze - matrice W;, vektore b; kao 1
parametre klasifikatora. Ako parametre klasifikatora ozna¢imo s U broj slojeva mreze s K,
ucenje parametara mreZe se moze zapisati kao minimizacijski problem

Jnin > ((h(X)). U. Z) (4.7)

J

gdje je ¢ funkcija gubitka koja daje vrijednosti kojima kaznjavamo pogresno klasificirane
vektore. Pogresku moZemo izraunati zbog toga $to znamo tocne oznake primjera h(X).

4.2 Ucenje rjecnika

Dosadasnja analiza potrage za rijetkom reprezentacijom bazirala se na pretpostavci da poz-
najemo rjecnik koji dovoljno prorjeduje dane podatke. Medutim, to nije uvijek slucaj. Za
prikaz odredenih signala pogodni su ve¢ ustaljeni Wavelet 1 Fourirer rjecnici, no pokazuje
se da su ipak ograniCeni za opcCenitu primjenu. Ne moZemo ocekivati postojanje jednog
globalnog rje¢nika za sve probleme rijetke reprezentacije. Rjecnik ovisi o skupu signala
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koje obradujemo i najvecu efikasnost i tocnost reprezentacije postizemo upravo kada je
rjecnik naucen iz podataka. Primjerice, imamo rjecnik slika svih namirnica u nekom su-
permarketu, a promatramo problem klasifikacije voéa. Takav je rje¢nik preopSiran s obzi-
rom na to da su nam dovoljne samo slike voca kako bismo opisali svoje podatke. S druge
strane, ako imamo rjecnik voca, a Zelimo njime opisati 1 povrée, zakljucujemo da je takav
rjecnik preuzak.

Zadatak ucenja rjeCnika iz skupa signala {X;}; moZemo zapisati kao

min » [IX; - DIV|;3 + &IV 4.8
D,{m,; I1X; — DI + &Il (4.8)
Sto je problem nenadziranog uenja. Sada algoritmima potrage pronademo I'V za svaki
ulazni signal X; uz rje¢nik D tako dobivsi

I"(X;. D) = arg min {||r||0 . DI = Xj}. (4.9)
Ucenje rjecnika sada postaje minimizacija pogreske reprezentacije

. )
min Z X, - DI%|3. (4.10)
J

Ukoliko rijetku reprezentaciju koristimo za nadziranu klasifikaciju (uz poznate oznake
primjera h(X;)), ucenje rjecnika moZe se provoditi paralelno s ucenjem parametara klasi-
fikatora U na na&in da mu predajemo dobivene rijetke reprezentacije I'V i minimiziramo
pogresku klasifikacije koju zapisujemo pomocu funkcije gubitka £

min D €(h(X),U,T" (X, D)). 4.11)

J

Vise o u€enju rjecnika moze se pronaci u [9].

4.3 Konvolucijska rijetka reprezentacija

Model rijetke reprezentacije je generativni model - opisuje na koji nacin je podatak nastao
koriste¢i k atoma iz rje¢nika D, kao $to je ilustrirano na slici4.2] Ovim smo se problemom
bavili u prethodnim poglavljima rada. S obzirom na to da rijetku reprezentaciju trazimo
za cijeli vektor, ovaj pristup nazivamo globalnim. U nastavku ¢emo se baviti lokalnom
verzijom koja je pogodnija za konvolucijske mreZe zbog toga Sto je na taj nain moguce
prikazati lokalnu strukturu signala. Takav model nazivamo konvolucijskim modelom ri-
jetke reprezentacije (CSC), a baziran je na pretpostavci da svaki manji dio signala ima
svoju rijetku reprezentaciju s obzirom na lokalizirani rjec¢nik.
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Slika 4.2: Prikaz rijetke reprezentacije signala b kao b = Dx gdje je ||x||p = 4.

Kao i u prvom potpoglavlju gdje smo ukratko opisali konvolucijske neuronske mreze,
pretpostavljamo da su promatrani signali vektori, iako se analogna analiza moZe provesti
1 za matrice ili tenzore, koji reprezentiraju slike i1 videa, itd. S X € R" ozna¢imo globalni

m
i=1

signal, s {d;}

€ R¥ ozna¢imo m lokalnih filtera duljine k << n, te s I'; € R" ozna¢imo

rijetke vektore. CSC model temelji se, kao 1 model konvolucijskih neuronskih mreza, na
konvoluciji filtera s vektorom. U tu svrhu konstruirat éemo m matrica koje predstavljaju
konvoluciju svakog filtera d; s vektorom I';. Takve matrice su cirkularnog oblika,

e
(6]

Cn-2
| Cn—-1

Cn—1
Co

C1

Cn-2

Cn-2
Cn-1

Co

(4]

C1 ]

(&)

: (4.12)

gdje na samo k dijagonala stoje ne-nul elementi. Primijetimo sli¢nost matrice C; s matri-
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com F na slici[d.1] Sada globalni signal X moZemo zapisati kao

X=>Cr=[C/ C ... G| . |=DrL (4.13)
i=1

Ovdje je D € R™™ globalni rjecnik dobiven konkatenacijom matrica C;, aI' € R™
je globalni rijetki vektor reprezentacije dobiven spajanjem lokalnih rijetkih vektora. Per-
mutiranjem stupaca dobivamo blok-dijagonalnu matricu D (uz ostatak na gornjem desnom
kutu) u kojoj je svaki blok jednak. Tako dobivene blokove nazivamo lokalnim rje¢nicima i
oznalavamo s D; € R”. Njihov je i-ti stupac upravo filter d;. KaZemo da matrica D ima
konvolucijsku strukturu.

Slika 4.3 ilustrira opisan nacin kreiranja rje¢nika D pomocu cirkularnih matrica. Na
slici [4.3a] vidimo prikaz matrice rje¢nika kao konkatenirane cirkularne matrice $to ima
strukturu konvolucijske matrice. Na slici[4.3b| vidimo blok-dijagonalnu strukturu koju do-
bivamo permutacijom stupaca matrice D.

AN

—
—~

Cq C,

(a) Matrica rjecnika D kao konkatekacija cirkularnih matrica C;.

it NN |

(b) Konvolucijska matrica rjecnika D s lokalnim rjecnicima Dy.

Slika 4.3: Razliciti prikazi matrice rjeCnika.
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4.4 Lokalno rijetka reprezentacija

Pretpostavimo sada da Zelimo uzeti dio p; iz X duljine k. Kako bismo to ucinili, definirajmo
operator ekstrakcije R; € R, Sada imamo

p; = RX =RDI'. (4.14)

MnozZenje R;D reprezentira ekstrakciju k redaka iz rje¢nika D, no vecina ekstrahiranih ele-
menata jednaka je 0. Stoga ¢emo, kako bismo izbjegli nepotrebne nule, uvodimo operator
S, € R@=bmxmn koii uzima samo ne-nul stupce. Imamo

R,D = RDS’S.. (4.15)
Definirajmo dva vrlo vazna pojma:

Definicija 4.4.1. Za globalni rijetki vektor I' definiramo njegovu i-tu traku s y; = S;I' €
R(Zk—l)m_

Definicija 4.4.2. Za konvolucijski rjecnik D € R™™ koji se sastoji od lokalnih rjec¢nika
D, € R™™, definiramo trakasti rjecnik @ € R*C=D" dobiven iz D ekstrakcijom n uzastop-
nih redaka te uklanjanjem nulstupaca, tj. © = R;DS.

Sada dio p; moZemo zapisati kao
p; = RDS/ST = Qy,. (4.16)
Primijetimo da € ne ovisi o i. Zbog toga vrijedi
Pir1 = Rt X = Qyyy, 4.17)

odnosno svi dijelovi p; iz X imaju svoju rijetku reprezentaciju s obzirom na zajednicki
rjecnik Q. Za mjerenje rijetkosti koristimo ¢j -normu (nije formalna norma) koja, za raz-
liku od £y-norme, uzima u obzir lokalnu rijetkost vektora. Definiramo je kao maksimalan
broj ne-nul komponenti u trakama iz I':

Definicija 4.4.3. Za globalni vektor T definiramo €, ..-normu (lokalnu kardinalnost) s

I o = max 1. (4.18)

Ttuitivno, ako je [[T']; , mala vrijednost, to znaci da su sve trake rijetke te stoga svaki
dio p; ima rijetku reprezentaciju s obzirom na rjecnik €. Pokazuje se da za konvolucijski
rijetki model vrijede analogne tvrdnje o jedinstvenosti rjeSenja koje su vrijedile i za rijetki
model promatran na poCetku ovog rada, te da algoritmi potrage vrlo uspjesno rjeSavaju ovaj
problem, o ¢emu se detaljnije moze naéi u [8]].
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Za dani signal X, pronalazak njegove rijetke reprezentacije I' u kontekstu norme £
opisan je sljede¢im optimizacijskim problemom

(Poo) : mrin ICly. td. DI'=X (4.19)

Zapravo trazimo globalni vektor I' koji moze rijetko reprezentirati svaki dio p; signala X
s obzirom na rjecnik Q. U [8] je pokazano da problem (Pj.,) ima jedinstveno rjesenje
ukoliko je broj ne-nul elemenata u svakoj traci manji od %(1 + /ﬁ) 1 moZe se pronaci
koristeci algoritme potrage opisane u prethodnom poglavlju.

Nadalje, i u ovom slu¢aju moZemo pretpostaviti da ¢e podaci u primjeni imati neke ne-
savrSenosti, tj. pretpostavljamo postojanje Suma u podacima. SadajeY = X+ E =DI' + E
gdje je E vektor Suma koji je ogranicen u £,-normi. Varijanta problema (P ) uz Sum dana
jes

(Pg):  min [P, td. Y- DI} < €. (4.20)

Za ovaj problem takoder znamo da ima jedinstveno rjesSenje, uz pretpostavku o dovoljnoj
rijetkosti, koje je moguce pronaci algoritmima potrage.

4.5 ViSeslojna konvolucijska rijetka reprezentacija

Glavna misao vodilja kod konstrukcije viSeslojnih konvolucijskih mreza koriste¢i rijetku
reprezentaciju je nasljednost rijetkosti. Pretpostavimo da signal X € R" moZemo zapisati
kao produkt konvolucijskog rje¢nika D; € R™™ koji se sastoji od m filtera duljine k i
rijetkog vektora I'y € R™™

X=DTI,. 4.21)

Nadalje, pretpostavimo da se vektor I'y takoder moZe zapisati na isti nacin uz konvolucijsku
matricu rjeénika D, € R™">*" te rijetki vektor I', € R"™. D, je konvolucijska matrica od
my,, filtera duljine k;m, sa korakom (engl. stride) my, Sto znaci da u konvoluciji preskacemo
m, elemenata. Sada je

I' =D,I%. (4.22)

Odnosno, promatrani signal X moZemo zapisati kao
X =DD,I, (4.23)

gdje je I'; rijedak vektor, a matrica DD, predstavlja novi rjecnik. U zapisu X je
dobiven kombiniranjem atoma rje¢nika Dy, dok je u dobiven kombiniranjem stupaca
iz rje¢nika D D,. Elemente tog rjecnika nazivamo molekulama.

Primijetimo da u ovom konteksu vektor I'y ima dvije uloge:
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e Iz #.21) I'y je rijetka reprezentacija signala X uz rje¢nik D;. Iy se sastoji od traka
y! = ST duljine (2ko — Dm;.

o Iz {#.22) I', je signal koji ima rijetku reprezentaciju I'; uz rje¢nik D,. T’ se sastoji
od dijelova p; = P,I'; duljine kym;.

Ovaj dvojni pogled na vektor I'; ilustriran je na slici[4.4]

X e IE\” D] e prxnm l‘l = :.;:a””r'.

"y

kﬂ [

— o (2
— b_'.r] € :_t_in Loty

I.1| e R D, e Rrmixmm I, € R
y B -

gy

Slika 4.4: Dva razliCita pogleda na I';.

Provodeéi opisani postupak viSe puta dolazimo do modela viseslojne konvolucijske
rijetke reprezentacije dubine kojeg skraceno nazivamo ML-CSC modelom (engl. Multi-
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Layer Convolutional Sparse Coding Model). Neka smo postupak ponovili K € N puta uz
skup rje¢nika {D;}X . ML-CSC model tada mozemo zapisati kao

X =D,
I't = DuIy, 424
Ik-1 = DgIk

Problem pronalaska dovoljno rijetkih vektora {I';}X | nazivamo problemom dubokog

rijetkog kodiranja (engl. Deep Coding Problem) (DCP,) 1 formalno ga definiramo u nas-
tavku.

Definicija 4.5.1. Za globalni signal X, skup konvolucijskih rjecnika {D;}X | te za vektor
A =[A4,..., A¢] € RX definiramo problem dubokog rijetkog kodiranja (DCP,) s

(DCP)) : pronaci {Fi}-li1 td. X =DI,, ||F1||8,oo <A

I =Dl Dy, < 42
_ (4.25)

Lkt =Dilk, [Tkl < Ak

Ako oznac¢imo I'y = X, gornji problem moZemo zapisati u kompaktnom obliku:
(DCP;): pronaéi {I}X, td. T =DT, Tl < Ais Yiefl,..,K} (4.26)

Definirajmo jo$ analogno varijantu problema viSeslojnog rijetkog kodiranja gdje je u
signalu prisutan Sum.

Definicija 4.5.2. Za globalni signal Y, skup konvolucijskih rjiecnika {D;}X | te za vektore
A =[A4,...,A¢l, & = [0, ..., ex_1] € RX definiramo problem dubokog rijetkog kodiranja sa
Sumom (DCP9) s

(DCP%) :  pronaéi (T}, td. ||[Y =Dy, < &, T 1lg.e0 < i

Il = DaI|h < &, IC2lf0,00 < A2
. 4.27)

ICx-1 — DxLkll> < ek-1, Ikl < Ak
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Sada moZemo definirati problem trazenja parametara modela dubokog ucenja (DLP,)
(engl. Deep Learning Problem). Oznalimo DCP(X,{D;}X ) = Ik reprezentaciju dobi-
venu rjeSavanjem problema (DCP,). Sada proSirujemo problem ucenja rjecnika na viseslojni
slucaj.

Definicija 4.5.3. Za skup oznacenih globalnih signala {X;, h(X;)};, funkciju gubitka € te
vektor A € RX definiramo problem (DLP,) s

(DLP)):  min Zf(h(xj),U,rK). (4.28)

ifi=1> j

Analogno se moze definirati i problem (DLP?). Primijetimo kako je u ovim proble-
mima ugradeno Sto smo do sada obradili: za signal X; pronalazimo konvolucijski rijetku
reprezentaciju I';, koju potom dajemo klasifikacijskom algoritmu uz poznate oznake h(X)).
Minimizirajuéi funkciju gubitka u¢imo 1 rjecnik, i parametre klasifiktora U.

Potraga za rijetkim reprezentacijama {I';}X u ML-CSC modelu definiranom s
moze se provesti koriste¢i adaptacije algoritama potrage koje smo obradili u 3. poglavlju.
Pokazuje se da je varijanta algoritma s pragom tolerancije ekvivalentna prolasku unapri-
jed - algoritmu koji definira konvolucijske neuronske mreze. Nadalje, pokazuje se da se
pod odredenim uvjetima moZe garantirati jedinstvenost aproksimirane rijetke reprezenta-
cije u problemu (DCP,), kao i stabilnost aproksimiranog rjeSenja u problemu (DCP%) za
algoritam s pragom tolerancije, OMP algoritam te BP algoritam. Opis varijanti algoritama
potrage za ML-CSC model kao i teorijska analiza s garancijama jedinstvenosti i potrebnim
ocjenama na rijetkost rjeSenja mogu se pronaci u [6] 1 [[7].

4.6 Primjena rijetke reprezentacije

U ovom ¢emo dijelu rada ilustrirati efikasnost rijetke reprezentacije u primjeni na nekoliko
primjera koristeci kod iz [[11].

Primjer 4.6.1. Jedan od problema koje rijetka reprezentacija rjeSava je uklanjanje suma
iz podataka (signala, slike, videa...). llustrirat ¢emo primjenu rijetke reprezentacije na pri-
mjeru uklanjanja Suma iz fotografija. Fotografije koje promatramo su fotografije isjecaka
teksta ovog rada na koje smo dodali Sum — tzv. salt and pepper noise. Ucenje rjecnika
provodi se na 16 fotografija isjecaka teksta, a potom se testira na nevidenim primjerima,
tj. na primjerima koji nisu bili koristeni za ucenje rjecnika. Na slici|4.5| prikazujemo dva
primjera originalne fotografije, fotografije sa Sumom te rekonstruirane fotografije. Vidimo
kako je tekst na fotografiji sa sumom tesko prepoznatljiv, dok je na rekostruiranoj fotografiji
vrlo lako citljiv.
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Slika 4.5: Lijevo: originalne fotografije isjeCaka teksta. Sredina: fotografije isjeCaka teksta
sa Sumom. Desno: rekonstruirane fotografije.

Primjer 4.6.2. Pri slanju podataka cCesto dolazi do njihovog potpunog ili djelomicnog
gubitka. Primjerice, umjesto originalnog signala pri primitku dobivamo verziju gdje su
pojedine vrijednosti izgubljene ili nepoznate. U tom slucaju potrebno je rekonstruirati
originalni signal $to je tocnije moguce, a pokazalo se da je mocan alat u rekonstrukciji
originalnog signala upravo rijetka reprezentacija. Pogledajmo problem nestalih piksela u
fotografiji, kojeg obradujemo u ovom primjeru. Promatramo dvije crno-bijele fotografije
kojima smo izbrisali vrijednosti na slucajno odabranim pikselima. Slika 4.6\ prikazuje ori-
ginalne fotografije, nakon cega slijede fotografije u kojima smo na slucajan nacin odabrali
piksele Ciju smo vrijednost izbrisali, a nakon toga rekonstruirane fotografije. Fotografije
smo promatrali kroz njihove 8 X 8 dijelove te kroz 81 sloj mreZe ucili rjecnik i traZili rijetku
reprezentaciju. Uz poznat rjecnik i rijetku reprezentaciju mogli smo vrlo precizno rekons-
truirati polaznu fotografiju sto pokazuje da je za spremanje fotografije dovoljno spremiti
samo rjecnik i rijetku reprezentaciju.
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Slika 4.6: Lijevo: originalne fotografije. Sredina: fotografije s izgubljenim pikselima.
Desno: rekonstruirane fotografije.
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se rijetkim reprezentacijama i njihovom primjenom u dubokom
strojnom ucenju. Definirali smo rijetku reprezentaciju vektora uz rjecnik kao linearnu kom-
binaciju samo nekoliko atoma iz rjeCnika. Cilj nam je pronadi rijetku reprezentaciju vektora
koja ga dovoljno dobro opisuje uz koriStenje Sto je manje moguce atoma iz rjeCnika, tj. uz
Sto manje ne-nul komponenti. Formalno smo opisali optimizacijski problem pronalaska
rijetke reprezentacije za dani vektor uz pogodnu mjeru rijetkosti i linearne uvjete. Za taj se
problem pokazalo da je nekonveksan, stoga nismo mogli koristiti standardne alate konvek-
sne optimizacije niti garantirati jedinstvenost rjeSenja.

Iz tog razloga uveli smo funkcije sparka, medusobne koherencije i kumulativne koheren-
cije koje opisuju matricu rjecnika te pomocu njih dokazali jedinstvenost rijetke reprezen-
tacije pod odredenim uvjetima na rijetkost rjeSenja.

Nakon teorijske analize, uz garanciju jedinstvenosti rjeSenja optimizacijskog problema pro-
nalaska rijetke reprezentacije, bavili smo se opisom algoritama potrage koji aproksimiraju
rijetku reprezentaciju vektora uz matricu rjeCnika. Promatrali smo pohlepne algoritme
kojima je glavna ideja lokalno optimalno djelovanje u potrazi za globalno optimalnim
rjeSenjem kao Sto su OMP (engl. Orthogonal-Matching Pursuit) i algoritam s pragom
tolerancije. Bavili smo se i metodama relaksacije, kao Sto je BP algoritam (engl. Basis
Pursuit), koje problem pronalaska rijetke reprezentacije svode na konveksan problem, a
potom koriste metode konveksne optimizacije za aproksimaciju rjesenja. Nakon opisa al-
goritama potrage dali smo njihovu numericku usporedbu na primjerima.

Posljednji dio rada usmjeren je na rijetku reprezentaciju u dubokom strojnom ucenju,
tocnije u konvolucijskim neuronskim mreZama. Dali smo kratak uvod u konvolucijske
neuronske mreze i ucenje rjecnika, a zatim formalno opisali primjenu rijetke reprezenta-
cije u konvolucijskim neuronskim mreZama za razne probleme nadziranog i nenadziranog
ucenja. Na kraju smo ilustrirali moc rijetke reprezentacije na nekoliko primjera iz pri-
mjene.



Summary

This thesis deals with sparse representations and their applications in deep learning. Fir-
stly, we defined the sparse representation of a vector as a linear combination of only a few
atoms from a dictionary. Our goal is to find the sparse representation of a vector which
has as many zero components as possible and still describes the vector with sufficient ac-
curacy. This task, when described formally, is a non-convex optimization problem. Due to
its non-convexity, we could not use standard convex optimization tools and therefore could
not guarantee the uniqueness of such solution, i.e., sparse representation.

For that reason, we introduced functions which describe the dictionary, such as spark, mu-
tual coherence and cumulative coherence. We managed to state and prove the theorems
which guarantee the uniqueness of sparse representation under certain conditions by using
these functions.

With the uniqueness of the solution guaranteed, we could move on to pursuit algorithms,
the practical methods for finding the sparse representation of a vector given a dictionary
matrix. We described greedy methods, such as the Orthogonal-Matching Pursuit (OMP)
algorithm and the thresholding algorithm, which perform locally-optimal updates in search
of the optimal solution. We also described relaxation methods, such as Basis Pursuit (BP),
which replace the non-convex sparsity measure with a convex approximation and then find
the sparse representation using convex optimization algorithms. After that, we compared
these pursuit algorithms on a couple of examples.

The last part of this thesis deals with sparse representation in deep learning, precisely in
convolutional neural networks (CNNs). We briefly described CNNs and the dictionary le-
arning problem, followed by a description of the Convolutional Sparse Coding model and
the Multi-Layer Convolutional Sparse Coding Model, coined CSC and ML-CSC respect-
fully. Lastly, we gave a couple of examples to illustrate the power and efficiency of sparse
representation models.
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