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Uvod

Skrivene Markovljeve modele (skraceno SMM-ove) dobivamo kada se zapitamo: $to ako
ne mozemo direktno promatrati stanja Markovljevog lanca? Jedan od Cestih primjera je
Markovljev lanac kojemu je dodan gaussovski Sum.

Sumovita stanja koja direktno promatramo u SMM-ovima, na$a opaZanja, nazivamo
opaZenim stanjima. Vrijednosti koje su opaZena stanja poprimila su nasi podaci. Stanja
unutarnjeg Markovljevog lanca, koja su skrivena Sumom, nazivamo skrivenim stanjima.
U SMM-ovima se Cesto pitamo $to moZemo saznati o skrivenim stanjima iz vrijednosti
onih opaZenih.

Skriveni Markovljevi modeli su model za stohasticki proces koji opisuje nastanak niza
podataka. Primjene su nasli u prijenosu govora u tekst [17], ekonometriji [8]], raCunarskoj
biologiji [13], medicini [14] i mnogim drugim podrucjima [2].

Dva algoritma vrlo raSirene uporabe, Kalmanov filter i Cesticni filter, se mogu pri-
mijeniti na SMM-ove. Ti algoritmi su prirodno podloZni matemati¢koj obradi u kontekstu
SMM-ova i to nam daje motivaciju za dublje proucavanje tih modela.

U ovom diplomskom radu dat ¢emo uvod u SMM-ove nad izmjerivim prostorom stanja i
posebno obratiti pozornost na familiju algoritama u koju spada Cesticni filter. Za raCunanje
vrijednosti skrivenih stanja ¢emo primjeniti metode uzorkovanja (Monte Carlo metode).
Cesti¢ni filter nad SMM-ovima bit ée jedan od specijalnih sluajeva algoritma sekvenci-
Jalnog uzorkovanja s reuzorkovanjem koji je glavni fokus ovoga rada. Za taj algoritam
¢emo dati dokaze asimptotske konzistentnosti i normalnosti.

Glavni izvor na kojemu se ovaj rad bazira jest [3l].






Poglavlje 1

Osnovna svojstva skrivenih
Markovljevih modela

U ovom poglavlju opisujemo i definiramo skrivene Markovljeve modele koji poprimaju
vrijednosti na opcenito izmjerivom prostoru. Lanci nemaju uvijek konacan broj stanja, te
zato prijelazne vjerojatnosti ne mozemo vise opisivati samo matricama.

Za poopcenje definicija poput stacionarnosti, ireducibilnosti, strogog Markovljevog svoj-
stva, svojstva zaboravljanja u Markovljevim lancima, Citatelja upucujemo na poglavlje 14
u [3] ili detaljnije na [[16]. Ta svojstva ovdje neCemo koristiti.

Ali prvo, objasnimo S§to su SMM-ovi 1 motivirajmo nas rad s nekim primjerima.

1.1 Primjeri skrivenih Markovljevih modela

Skriven Markovljev model opisuje nacin konstrukcije bivarijatnog stohastickog procesa
{X,, Y }ns0 u diskretnom vremenu. Stanja proces {X),} nazivamo skrivenim stanjima te ona
zasebno Cine proces koji je Markovljev lanac.

Stanja procesa {Y,} nazivamo opaZenim stanjima, jer su vrijednosti koje ta stanja po-
prime zapravo nas$i podaci. Ako su y; brojevi koji su nasi podaci, u SMM-ovima Cesto
uvjetujemo na dogadaje oblika {Yy = yo, Y1 = yi,...,Yx = ¥}. Uvjetovanjem na takve
dogadaje, cilj je saznati $to visSe o skrivenim stanjima {X,,}.

SMM-ovi su generativni modeli jer direktno opisuju kako nastaju podaci. Jezikom vje-
rojatnosnih grafickih modela [11]], gdje modele definiramo strukturom uvjetne zavisnosti,
SMM-ove mozZemo graficki definirati kao na slici[I.I] Dokaz takve strukture je posljedica
Markovljevosti procesa {X,} i propozicije[[.3.5]

3
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OBENONOND

Xn
Slika 1.1: Skriven Markovljev model s n unutarnjih stanja, prikazan graficki pomocu uvjetnih za-
Visnosti

Nacin na koji shvaéamo opazena stanja {¥,,} moZe se mijenjati od primjene do primjene.
Vec¢ smo prije spomenuli slu¢aj kada su ona jednaka skrivenim stanjima s dodanim Sumom,
npr. Yy = X; + Uy, gdje je U, gaussovska sluCajna varijabla za svaki k.

Konacni skriveni Markovljevi modeli

Ako je broj stanja u modelu konacan (i proces je homogen kroz vrijeme), ponaSanje takvog
SMM-a moZemo u potpunosti opisati s dvije matrice. To su matrica prijelaznih vjerojat-
nosti skrivenog lanca, i matrica vjerojatnosti opazanja s obzirom na skriveno stanje.

Iduca dva primjera su iz podrucja procesiranja signala. Takve modele kanala mozemo
koristiti za statistiCke procjene njihove u€inkovitosti.

Primjer 1.1.1 (Gilbert-Elliotov model kanala). Ovaj primjer predstavlja situaciju kada
Zelimo preko nekog Sumovitog kanala prenijeti bitovnu poruku. Bitovnu poruku ¢emo
predstaviti kao niz nezavisnih i jednako distribuiranih Bernoullijevih varijabli s vjero-
jatnoscéu % Odnosno, za svako unutarnje stanje vrijedi X; ~ B(%) te su unutarnja stanja
nezavisna i jednako distribuirana (n.j.d.).

Poruku koja je prenesena, onu Sumovitu, modelirat ¢e opaZena stanja {Y,}, tako da za
svaki k vrijedi

P(Ye= 11X = 1) = P(Y, = 0}X = 0) = ¢
te
P(Ye= 11X =0) = P(Y, =0X, = 1) = 1 — q.

Broj g predstavlja vjerojatnost uspjeha prenoSenja trenutnog bita poruke i to je neki broj
blizu 1.

Primjer 1.1.2 (Gilbert-Elliotov model kanala 2). Sada ¢emo doraditi prethodni primjer
tako da uzimamo u obzir da su greske u kanalu Cesto zaredane. Osim poruke koju Saljemo,
unutarnji ¢e lanac {X,,} takoder pamtiti je li u stanju visoke ili niske ucestalosti gresaka.
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Za skriveno stanje neka vrijedi da je X; = (X4, X24) gdje je prva komponenta stanje
ucestalosti greSaka, s kodovima 0 = rijetke greSke, 1 = Ceste greSke. Druga komponenta
od X; je, kao u prethodnom primjeru, trenutni bit poruke koja se prenosi. Vrijednost py
neka bude vjerojatnost prijelaza iz stanja visoke ucestalosti greSaka (1) u nisku (0), a p;
obrnuto. Matrica prijelaza unutarnjeg lanca tada izgleda ovako

0,00 (O, 1) (1,0) (1,1)

1-p; 1-p: Jal jal

RS A I
é é 1—2170 1—2170 (1’ 0)
P20 172_0 1—2170 ﬁ (1 ,1)
2 2 2 2 >

Za opaZena stanja vrijedi:
P(Yy = bIXy = (b, s)) = g,

tako da je vjerojatnost uspjeha slanja poruke puno veca u stanju 0 nego u stanju 1, to jest
vrijedi gg >> q;.

Gaussovski linearni modeli

Promotrimo opéenitu formulaciju modela oblika

X, = AXi_1 + RU;,, k>1,
Y.=BX,+ SV, k>0,

gdje vrijedi:
e {U,}y>1 sun.j.d. slucajni vektori dimenzije dy; tako da vrijedi Uy ~ N(0,1,,). Njih
nazivamo procesni Sum.
{Valuso su n.j.d. slucajni vektori dimenzije dy tako da vrijedi V, ~ N(0,1;,). Njih
nazivamo opservacijski Sum.
L X() ~ N(M(), So)
Svi {V,},{U,}, Xo su medusobno nezavisni.
e A, B,R,S su neslucajne matrice odgovarajucih dimenzija.
Time smo dobili opis jednog SMM-a, kojega nazivamo gaussovski linearan model. Ovaj
tip modela nam je od posebnog znacaja jer je jedan od modela nad realnim prostorom stanja
kojemu znamo egzaktno, odnosno analiticki izracunati integrale nad uvjetnim prostorima.
Algoritam raunanja tih integrala naziva se Kalmanov filter [10], a svodenje nelinear-
nog modela na takav linearni pomocu prve derivacije jest prosireni Kalmanov filter.
Primijetimo da su R, S zapravo korijeni kovarijacijskih matrica Sumova.
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Primjer 1.1.3 (Autoregresijski model). Definirajmo autoregresivni model {Z,} reda p ta-
kav da zadovoljava

Ziv1 = 01l + 2y + -+ Gpli_pi1 + U
Ako oznacimo X; = (%, ..., Zs_p+1)" tada ekvivalentno u formi za SMM moZemo zapisati

Xk+l = AXk + (1703 e 7O)tUk,
Yie1 = (1,0,...,0) X1y

gdje je matrica A jednaka

1 0 0 0
A= 1 0O O
o o0 ... 1 O

Ako postoji Sum u opazanju vrijednosti koje autoregresivni model poprima, tada ima smisla
definirati Y, = (1, o,..., O)Xk+1 + V..

Neprekidni skriveni Markovljevi modeli

Primjer 1.1.4 (Stohasticka volatilnost). ARCH model [6] je Siroko koriSten u ekonome-
triji. Jedna njegova verzija je

P
Xy =ap+ Z a’in_i,
i=1

Y, = VX Vi

Sto jasno nije SMM jer X ovisi o prijaSnjim Y;. S druge strane, kao moguca alternativa
ARCH-u je predloZen [9] model

X =a+ 06X, +oyUy, Uk~N(0,1),
Y = exp(Xi/2)Vi, Vi ~N(Q,1).

Primijetimo da ovaj model stohasticke volatilnosti ne spada ni u jednu od prijasnje
dvije kategorije konac¢nih i gaussovskih linearnih SMM-ova. Zbog postojanja obilja takvih
opcenitijih modela Cesto se koriste aproksimativne metode za raCunanje integrala. Naime,
razvijanje analitickih rjeSenja za svaku zasebnu vrstu modela Cesto je vremenski vrlo zah-
tjevno ili jednostavno nemoguce.

Mi ¢emo se u ovom radu pozabaviti upravo tim aproksimativnim metodama koje rade
na svim navedenim primjerima.
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1.2 Markovljevi lanci nad izmjerivim prostorom stanja

Kao inace, podloga svega Sto radimo je vjerojatnosni prostor (Q, ¥, P). Poopéenje pojma
prijelaznih vjerojatnosti daje nam jezgra prijelaza (engl. transition kernel).

Definicija 1.2.1 (Jezgra prijelaza). Neka su (X, X),(Y,Y) izmjerivi prostori. Neka je T
funkcijaT : XX Y — [0, +o0), takva da vrijedi

e T(-,A) je izmjeriva funkcija za svaki A € Y,

o T(x,-)je mjeranad Y za svaki x € X.
Tada T zovemo nenormaliziranom jezgrom prijelaza iz X u Y. Ako jos vrijedi da je T(x, )
vjerojatnosna mjera, tada T zovemo vjerojatnosnom jezgrom prijelaza, ili krace, jezgrom
prijelaza. Na kraju, ako je Y = X, tada T nazivamo Markovljevom jezgrom prijelaza, ili
krace Markovljevom jezgrom.

Sada koristimo jezgre prijelaza da bismo definirali opéeniti Markovljev lanac u dis-
kretnom vremenu. Ovdje koristimo proSirenu, mjerovnu definiciju uvjetnog ocekivanja i
uvjetne vjerojatnosti, o kojima detalje mozemo pronaci u [20], poglavlje 15.

Definicija 1.2.2 (Markovljev lanac). Neka je {X,},s0 slucajni proces u diskretnom vremenu
koji poprima vrijednosti u izmjerivom prostoru (X, X). Neka je {F,}.>0 filtracija i neka je
taj slucajan proces adaptiran na nju. Neka je Q Markovljeva jezgra na X. Ako za svakin i
svaki A € X vrijedi

P(X,11 € AlF,) = O(X,,, A) (1.1)

tada {X,} zovemo homogeni Markovljev lanac, ili krace Markovljev lanac. Distribuciju
varijable Xy zovemo inicijalnom distribucijom tog lanca. Cesto ju oznacavamo s v.

Moguce je imati i nehomogen Markovljev lanac gdje prijelazne vjerojatnosti ovise o
vremenu. On se definira analogno, ali s jezgrama prijelaza Q; koje ovise o vremenu. Kons-
trukciju Markovljevog lanca s danom inicijalnom distribucijom i Markovljevom jezgrom
daje nam teorem 2.1.5. u [3]].

Napomena 1.2.3 (Skraéeni zapis vektora). Na nekim mjestima radi stednje prostora ko-
ristimo "racunarsku” notaciju za vektore: umjesto da funkciju f nad n varijabli zapisu-

jemo s f(xy,x3,...,X,) Cesto cemo koristiti f(xy.,). Pojavit ¢e se i integriranje po mjeri
na k-dimenzionalnom prostoru, te cemo cCesto umjesto u(dxy,dxi,...,dx;,_) zapisivati
m(dxox-1)-

Kada koristimo tu notaciju, radi dodatnog skracivanja pisanja vektora duljine jedan,
uvijek ce biti k : k isto sto i k.

Napomena 1.2.4 (Konvencije o o-algebrama). Neka je X slucajna varijabla s vrijednos-
tima u izmjerivom prostoru (X, X). Ta varijabla praslikama skupova iz X generira o-
algebru nad skupom Q. Tu o-algebru oznacavamo sa o(X).
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Ako je (Y,Y) neki drugi izmjerivi prostor, sa X ® Y oznacavamo klasi¢nu produktnu
o-algebru X®@ Y = o(X x Y) (potpoglavije 10.6. [20]). Ako na jednom prostoru gledamo
produkt sa samim sobom, to ¢emo oznacavati s X*" = XQXQ®---®X, gdje se X pojavijuje
n puta.

Spomenimo sada dvije leme. Prva govori o zapisu funkcija preko kompozicije sa
slucajnim varijablama (teorem 8.6. [20]), a druga je zakon potpune vjerojatnosti u uvjet-
nom ocekivanju (korolar 15.1. [20]).

Lema 1.2.5. Ako je X slucajna varijabla s vrijednostima u izmjerivom prostoru (X, X),
a Y (realna) slucajna varijabla te ako je o(Y) C o(X), tada postoji izmjeriva funkcija
g: X—> RtakvadajeY = g(X).

Dokaz. Dokaz je analogan prvom dijelu dokaza teorema 8.6. [20]]. O

Lema 1.2.6. Neka su D, i D, o-algebre takve da je D, C D, C F. Ako je Y integrabilna
sluc¢ajna varijabla, tada vrijedi

E[Y|D:] = E[E[Y|D1]1|D,] = E[E[Y|D:]|D1] (g-s.)
Poseban slucaj dobivamo kada uvrstimo D, = {0, Q}. Tada vrijedi
E[Y] = E[Y|D,] (g-s.)

Sada pomocu tih lema dokazujemo izraz o o¢ekivanju funkcije stanja Markovljevog
lanca.

Propozicija 1.2.7. Neka je {X,},-0 Markovljev lanac s vrijednostima u prostoru (X, X),
Jjezgrom prijelaza Q i inicijalnom distribucijom v. Tada za svaki n € Ny i svaku ogranicenu
X&) _jzmjerivu funkciju f vrijedi

E[f(Xo0, X1, X5,...,X,)] = f‘“ff(xo,xl,---,xn)V(dXo) 1—[ O(xy—1,dxy). (1.2)
k=1

Xn+1

Dokaz. Distribucija od X, je v, stoga bazu indukcije za n = 0 dobijemo pomocu teorema o
zamjeni varijabli (teorem 10.11. [20])

E[f(Xo)] = ff(xo)v(dxo)-
X
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DokazZzimo korak indukcije. Oznacimo s g izmjerivu funkciju takvu da vrijedi g(Xo.,) =
E[f (Xo:n+1)1X0:], koja postoji prema[[.2.5] Koriste¢i redom [I.2.6]1 pretpostavku indukcije
primijenjenu na g(Xo.,) imamo da vrijedi

E[f(Xo:+1)] = EIE[f (Xo:n+1)1Xo0:01] = f : f 8(xo.,)v(dxp) l_[ O(xy-1, dxy).
Xn+1 k=1

Koristenjem svojstva lanca (I.1)), definiciju funkcije g i izmjerivost funkcije f dobivamo

g(xo:n) = ff(xO:n+I)Q(xn’ dxn+l)
X

Sto dovrSava dokaz koraka indukcije. O

1.3 Skriveni Markovljevi procesi

Skriven Markovljev proces definirat cemo kao Markovljev lanac s posebnom strukturom
jezgre prijelaza. To nam olakSava izvod svojstava, te Ce ranije spomenuto svojstvo uvjetne
nezavisnosti biti jedna od posljedica koju ¢emo dokazati.

Napomena 1.3.1 (Definiranje mjera). U daljnjem tekstu, mjere cemo uvijek opisivati preko
njihovih integrala izmjerivih ogranicenih funkcija nad odgovarajucim prostorima: u(f) =
f f()u(dx). To ima smisla ciniti jer integral ogranicenih funkcija uvijek postoji na vjero-
jatnosnom prostoru.

Tako jednostavnije vidimo koje je ocekivanje funkcija, a nista ne gubimo jer uvijek
vrijedi u(1,) = u(A) za izmjerivi skup A.

Takoder, ako je (X, X) izmjeriv prostor, prostor ogranic¢enih, X-izmjerivih realnih funk-
cija oznacavat éemo s F(X).

Definicija 1.3.2 (Skriven Markovljev proces). Neka su (X, X), (Y, Y) izmjerivi prostori te
neka je T Markovljeva jezgra na (XX Y,X ® Y) dana s

T = [ X0 IGE dy)
XxY
gdje je Q Markovljeva jezgra na X, a G jezgra prijelaza iz X u Y. Tada Markovljev lanac
{X, Yuluso § vrijednostima u X X Y i jezgrom prijelaza T nazivamo skrivenim Markovljevim
procesom. Po konvenciji cemo uzimati da je inicijalna distribucija tog lanca dana s (vXG),
gdje je v distribucija od X, te za f € F*(X x Y) vrijedi

(v xG)(f) = f J(x, )G (x, dy)v(dx).

XxY
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Ova definicija pokriva vrlo Siroku klasu modela. Ipak, kada modeli nisu konacni, zah-
tijevamo malo jaci uvjet kao Sto slijedi.

Definicija 1.3.3 (Parcijalno dominiran skriven Markovljev proces). Ako za jezgru prijelaza
G iz definicije postoji X ® Y-izmjeriva funkcija g - X XY — [0, 0] i mjera u na
(Y, V), takvi da za svaki x € X vrijedi

Glx, f) = f FO)geyu(dy)
Y

tada taj skriven Markovljev proces nazivamo parcijalno dominiran skriven Markovljev
proces. Funkciju g nazivamo prijelaznom funkcijom gustoce.

Daljnju analizu i algoritme razradivat ¢emo upravo na parcijalno dominiranim SMM-
ovima.

SMM-ovi u kojima je prostor Y konacan nisu parcijalno dominirani, ali se za takve
kona¢ne modele mogu izvesti algoritmi koji nisu aproksimativni (poglavlje 3 u [3]]), stoga
ne gubimo puno u vidu opcenitosti u kojoj radimo.

Uzimajudi parcijalno dominiran skriven model iz[I.3.3|i primjenjujuci propoziciju[1.2.7
o integralima nad stanjima Markovljevog lanca direktno dobivamo

E[f(Xo, Yo, X1, Y1, ..., X, ¥y)]

= f : ‘ff(xo,YO, X1, Y1y« -+ 5 Xny Y)V(dX0)g(X0, yo)u(dyo) l—[ O(xx—1, dx)g(xx, yiu(dyy)

XnxYn k=1

(1.3)

Prije dokaza uvjetne nezavisnosti opaZenih stanja SMM-a, spomenimo lemu koju ko-
ristimo u dokazima jednakosti koje ukljucuju uvjetno ocekivanje.

Lema 1.3.4. Neka su (X, X),(Y,Y) izmjerivi prostori, te f : X - R, g : Y — R izmjerive
funkcije. Neka je redom X slucajna varijabla s vrijednostima u X, a Y slucajna varijabla
s vrijednostima u Y. Ako za svaku izmjerivu funkciju h : Y — R vrijedi da E[ f(X)h(Y)] =
Elg(Mh(Y)], tada je B[ f(X)|Y] = g(Y) (g.5s.).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da vrijedi E[f(X)Z] = E[g(Y)Z] za svaku o(Y)-izmjerivu
slucajnu varijablu Z. Buduci da je Z o(Y)-izmjeriva varijabla, tada vrijedi o(Z) C o(Y) te
prema lemi[I.2.5| postoji 4’ takva da vrijedi Z = #’(Y). Tvrdnja sada slijedi iz pretpostavke
primijenjene na funkciju A’ O

Sada smo spremni dokazati nezavisnost opaZenih stanja uvjetno na pripadna skrivena
stanja.
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Propozicija 1.3.5. Neka je {X,, Y,}.s0 skriven Markovljev proces s vrijednostima u X x Y
i oznakama kao u Tada za svaki neprazan podskup {ki, ..., k,} €{0,1,...,n} vrijedi

B[] A0 X =[] [ 006G )

ketki k) kelkrdp) S
Dokaz. Koristimo lemu Neka je & funkcija iz F2(XP*!). Prema (T.3)) vrijedi, za
n>k,
B (X, X)) [ ] A0
kelki,m ey}
~ [ TT Aot 5G| ] Qs dx)Gi i,
eyt etk k) I=1

Integriranjem konstantne funkcije pod integralom za svaki k ¢ {ki, ..., k,} po G(xx, dyx),
1 zatim algebarskim manipulacijama (vadenje konstanti iz integrala) taj je izraz jednak

[1 AO0GGwdyohtx,,... x)mdxo) | | Q0o dx)
=1

- ff[ l_l ffk(yk)G(xk,dyk)
X kelky

= E[h(Xx,, ..., Xx,) ﬂ f Ji)G (X, dyp)].

h(xtys - 5, )v(dxo) | | @i, dx)
=1

U posljednjoj jednakosti smo koristili Markovljevu strukturu nad skrivenim stanjima u
SMM-u, to jest izraz (1.2). o

Izgladivanje

Ponovimo izraz (1.3)) za oCekivanje nad stanjima SMM-a
E[f(Xo, Yo, X1, Y1, ..., X0, Yl

= f : 'ff(xo,)’o’ X1 Y15 - -+ Xns Y)V(dX0)g (X0, yo)u(dyo) l—[ O(xx-1, dx1)g (X1, yiu(dyy).

Xn+lyyn+l k=1

U ostatku ovoga rada opaZena ¢e nam stanja biti fiksna 1 uvijek ¢emo na neki nacin uvje-
tovati na dogadaje oblika {Yy, = yo,...,Y, = y,}. Zbog toga ¢e nam funkcija L,, gdje
je
Lo Y15 ¥) = f - f V(dxo)g(xo.y0) [ | Qi dxogy).  (14)
k=1

Xn+1
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biti od velike vaznosti. Ako u izrazu ((I.3)) marginaliziramo X;-eve dobivamo

E[f(Y09 Yla---aYn)] = f"‘ff(yo»yl,---,)’n)Ln()’O’Yb---,yn)/ln(dJ’O,d)’b---,d)’n)- (15)

yn+l

gdje smo s u, oznacili produktnu mjeru g, = u X ... x u nad (Y"1, y°*D)  Gornja
jednakost pokazuje da je L, zapravo (marginalna) funkcija gustoce slucajnog vektora (Yy.,)
s obzirom na mjeru u,.

Sada kada smo pripremili teren, kona¢no imamo sve materijale za definiranje problema
kojime se bavimo u ovome radu. A taj problem je racunanje integrala E[ f(X;.)|Yo.n = Younl-
To raCunanje integrala skraceno ¢emo nazivati racunanje distribucije stanja.

Zelimo saznati oéekivanje proizvoljne funkcije nad skrivenim stanjima, uvjetno na po-
primljene vrijednosti opazenih stanja. Funkcija f opisuje ono $to Zelimo saznati o tim
skrivenim stanjima.

Ovaj problem ima i bayesovsku interpretaciju [S]. Imamo prijasnje (prior) znanje o
skrivenim stanjima {X,}, a to znanje je zapravo distribucija skrivenih stanja. Takoder,
znamo kako skrivena stanja proizvode opaZzanja (likelihood), to jest poznajemo distribu-
ciju {Y,} uvjetno na {X,}. Na kraju, imamo vrijednosti opservacija, vrijednosti koje su {Y,}
poprimili. Cilj nam je vidjeti kako to mijenja naSe znanje o skrivenim stanjima, i to opisu-
jemo distribucijom od {X,} uvjetno na {Yy = yo, ..., ¥, = y,} (posterior).

Definirajmo izraz E[ f(X;.1)|Yo..] kojim se bavimo.

Definicija 1.3.6. [Izgladivanje] Neka su k,l,n pozitivni indeksi tako da k < |. Neka je
(X1, Yoluso Skriveni Markovljev proces kao u Neka je ¢y.q, jezgra prijelaza iz Y™ u
XY takva da vrijedi

E[f (XD Yo.n] = f ' 'ff(xk:l)¢k:lln(Y0:n’dxk:l) (g-s.)

Xl-k+1

Takvu jezgru zovemo jezgra izgladivanja. Ovisno o izboru k, 1, n postoji nekoliko slucajeva
kojima dodjeljujemo posebna imena:
o (zajednicko izgladivanje) ¢o..p, - racunanje distribucije svih stanja koja su proizvela
nasa opaZanja,
e (marginalno izgladivanje) ¢y, - racunanje distribucije jednog skrivenog stanja,
e (filtriracija) ¢np, piSemo i ¢, - racunanje distribucije zadnjeg skrivenog stanja koje
Jje proizvelo nasa opaZanja,
e (p-koracna predikcija) ¢y, racunanje distribucije buducih stanja.

Sada dokazujemo formulu za izgladivanje
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Propozicija 1.3.7. Neka je {X;, Yi}i=0 skriven Markovljev proces kao u definiciji i
neka je n € N. Takoder neka vrijedi L,(yo.,) > 0 za svaki niz opservacija yo., iz Y"'. Tada
za svaki yo., vrijedi

00 anOoms ) = L, Gon) f : 'ff(XO:n)V(de)g(XanO) n O(x-1,dx))g(xs, y). (1.6)
=1

Xn+l

Dokaz. Ponovno koristimo lemu [1.3.4] te uzimamo funkciju 4 iz F2(X"**"). Prema (L.3)
vrijedi

E[f(Xo.)h(Yo.n)] = f : f S xo.)h(yon)v(dxo)g(xo, yo) 1_[ O(xi-1, dx)g(x1, YD)t (dyo.n)
=1

Xn+1xyn+l

= ff [f"'ff(xo:n)l/(dxo) l_[ O(x—1, dx)g(xs, y) | h(yo:n)tn(dyo:n)
=1

yn+l Xn+l

= f ' f ¢0:n|n(y0:nv f)Lv,n(yO:n)h(yO:n)/ln(dyO:n)
Yn+1

= E[¢O:nln(YO:n’ f)h(YOn)]
gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili (I.5). m|

Za dobivanje slucajeva filtriranja i marginalnog izgladivanja dovoljno je marginalizirati
izraz za zajednicko izgladivanje. Za proizvoljnu f € F°(X) definiramo f’(xo.,,) := f(xz).
Ocito vrijedi da onda i f € F2(X"*!) stoga imamo

¢k|n(YO:m f) = E[f(Xk)|Y0n] = E[f/(XO:nNYO:n] = ¢O:n\n(YO:n7 f,)
= f : f f,(XO:n)¢O:n|n(YO:n’ de:n) = f : f f(xk)¢0:n|n(YO:na de:n) (gS)

Xn+1 Xn+l

Eksplicitni algoritmi za raCunanje izraza su mogu¢i u slucaju modela s kona¢nim
brojem stanja i gaussovskih linearnih modela. Ti algoritmi Cesto koriste linearnu vremen-
sku strukturu opaZanja i redom racunaju @o. prema rastu¢em k. U tim situacijama je cilj
dobiti numericki stabilne rekurzije (potpoglavlje 3.2. u [3]]).

U mnogim drugim slu¢ajevima, analiticka formula za vjerodostojnost L;(-) nije mogu-
¢a, 1 koriste se aproksimativni algoritmi za raun integrala ¢o.,j,(Yo.., f). Mi ¢emo se baviti
upravo takvim algoritmima.
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Zanemarivanje funkcijske ovisnosti o opazenim stanjima

Izrazi Ly(Yo:x), @o:nn(f, Yo:n) OVise o vrijednostima koja su opaZena stanja poprimila. Da joS
skratimo zapis, neéemo viSe zapisivati funkcijsku ovisnost o yy.,, nego ju samo implicitno
pretpostaviti, s obzirom na to da su te vrijednosti iste kroz tijek jednog algoritma. Uz to
Sto ih ne navodimo, drukcije cemo govoriti o objektima kojima baratamo.

Tako Ce funkcija Li(-) postati konstanta L;, a jezgra prijelaza ¢y.,, postati mjera nad
prostorom (X, X). S druge strane, funkcija gustoCe jezgre prijelaza opazanja g eksplicitno
ovisi o vrijednosti opazenog stanja y; za neki indeks k, pa ¢emo odsada nadalje zapisivati:
gr(x) := g(x, yr) za svaki indeks k.

U nekim drugim slucajevima ima smisla provoditi analizu u ovisnosti o yy.,, a za to
upucujemo Citatelja na potpoglavlje 3.1.4. u [3].



Poglavlje 2

Uzorkovanje po vaznosti

U ovom poglavlju opisujemo metodu uzorkovanja po vaznosti i njena dva prosirenja, samo-
normalizirajucu verziju te uzorkovanje po vaznosti s reuzorkovanjem, i za svaku od tih
metoda dokazujemo njihovu asimptotsku normalnost.

U potpoglavlju[2.3|dokazujemo asimptotsku normalnost metode s reuzorkovanjem. Di-
jelove tog dokaza ¢emo iskoristiti kasnije za dokaz asimptotske normalnosti sekvencijal-
nog uzorkovanja s reuzorkovanjem. Za analizu ¢e nam trebati dvostruki nizovi, stoga njih i
prikladne definicije konzistentnosti i asimptotske normalnosti uvodimo u potpoglavlju 2.3

Za analizu metoda koje navodimo postoje i neasimptotski rezultati greSke koji su pro-
Sirenja Hoeffdingove i Marcinkiewicz-Zygmundove nejednakosti. Citatelja upuéujemo na
poglavlje 9. u [3]].

2.1 Osnovni algoritam i asimptotika uzorkovanja po
vaznosti

U ovom potpoglavlju opisujemo dvije metode uzorkovanja po vaznosti. Te metode Cine
osnovu Monte Carlo algoritama za izgladivanje.

Racunanje integrala uzorkovanjem po vaznosti

Cilj nam je izraCunati oCekivanje neke integrabilne funkcije f : X — R s obzirom na
vjerojatnosnu mjeru ¢ na izmjerivom prostoru (X, X). U svim metodama implicitno pret-
postavljamo da je evaluacija funkcije f jednostavna, odnosno da taj dio znamo rijesiti, a
fokus stavljamo na dio uzorkovanja.

Procjenitel]

15
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1 n
MC _ ,
miw = 5 21,

nazivamo Monte Carlo procjeniteljem ocekivanja od f, gdje su varijable {; nezavisne jed-
nako distribuirane slucajne varijable (n.j.d.), s distribucijom po p i vrijednostima u X.

Pretpostavimo da ne moZemo uzorkovati direktno iz u, a Zelimo procijeniti integral
u(f). Ako postoji neka druga vjerojatnosna mjera v na (X, X), takva da je u < v (u je
apsolutno neprekidna u odnosu na v), te ako sa Z—’: oznacimo verziju Radon-Nikodymove
derivacije, tada vrijedi jednakost

u(f) = f FOOu(dx) = f % o
X X v

To nam sugerira drugaciji procjenitelj
TNOE Z f(f, L&) 2.1)

gdje su & nj.d. po v. Za prakticno koriStenje ovog procjenitelja pretpostavljamo da
moZemo uzorkovati iz v te da nam je poznata Radon-Nikodymova derivacija. KoriStenje
procjenitelja fi,,, za racun u(f) nazivamo uzorkovanje po vaznosti. Mjeru v nazivamo ins-
trumentalna distribucija.

Direktnom primjenom Kolmogorovljevog jakog zakona velikih brojeva dobivamo

_Z_(g (gS)

Ako zamijenimo dijeljenje s n u (2.1) dijeljenjem sa sumom }_; == (f ), tada dobivamo
samo-normalizirajuc¢u verziju uzorkovanja po vaznosti

Ay (f) = Zf(f & 2.2)
=D W RS HC

Faktori koji mnoZe vrijednosti f(&;) nam govore s kojom koli¢inom razliciti f(&;) su-
djeluju u racunu integrala. Stoga ¢emo ih nazivati feZinama. Ovaj procjenitelj zahtjeva
poznavanje Radon-Nikodymove derivacije do na konstantu, odnosno za njegov izracun je
dovoljno da znamo evaluirati funkciju 4 tako da vrijedi A(x) = c;’—ﬁ(x), gdje je c e R.
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Asimptotika osnovnog algoritma

U navedena dva procjenitelja su uzorci, za razliku od ostatka rada, nezavisni i jednako
distribuirani. Stoga je dokazivanje direktna primjena zakona velikih brojeva i centralnog
grani¢nog teorema.

Teorem 2.1.1 (Asimptotika procjenitelja uzorkovanja po vaznosti). Neka su p,v vjero-
Jjatnosne mjere nad prostorom (X, X) takve da je u < v, a % pozitivna verzija Radon-
Nikodymove derivacije. Neka je f : X — R izmjeriva funkcija takva da vrijedi f €
LY(X, ). Neka je &,,&,, ... niz n.j.d. varijabli distribuiranih po v.

Tada vrijedi:

1. Procjenitelj uzorkovanja po vaznosti je jako konzistentan:
(g )

av ) =4 Z fEEE) — u(f).
2. Uz dodatni myet v(f? d’: 2) < oo vrijedi centralni granicni teorem
VA () = () —— N, 52,

gdje je varijanca 6*(f) jednaka

d
%m:jvmﬁm—mmwwy
X

3. Procjenitelj samo- normalizirajuéeg uzorkovanja po vaznosti je jako konzistentan:

AL = B SRS 2 ),

5.2
4. Uz dodatm uvjet v(fzd”2 + d“) < oo vrijedi centralni granicni teorem

VA () = () —— N(O,G*())

gdje je varijanca 6-*(f) jednaka

. d,
(1) = [ B - upuian.
X
Dokaz.
1. Direktno iz Kolmogorovljevog jakog zakona velikih brojeva (teorem 12.15. u [20]).

2. Direktno iz Lévyevog centralnog grani¢nog teorema (teorem 14.1. u [20]).
3. Iz Kolmogorovljevog jakog zakona velikih brojeva vrijedi

—Z—@ et (2.3)
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Dijeljenjem rezultata jake konzistentnosti %Z?:l f(.f, TE) — u( f) s gornjim
izrazom (2.3) dobivamo

;v (f) —> u(f).

4. Zbog uvjeta v(f2%? + %2) < oo mozemo primijeniti Lévyev centralni granini te-
orem na funkciju f(x) (x) u( f) (x) te vrijedi

Zf(f, <§,>— Lot — NO.& (). (2.4)

Konvergencija (g.s.) implicira konvergenciju po vjerojatnosti pa iz (2.3) slijedi

~ Z T —

i onda dijeljenjem (2.4) s gornjim izrazom, i koristenjem Slutskyeve leme dobi-
vamo

Vn@lv (f) - u(f))—>N(0 ()

O

OpiSimo ukratko korist metode uzorkovanja po vaznosti u situaciji rijetkih dogadaja,
odnosno kada funkcija koju integriramo poprima velike vrijednosti samo na rijetkim do-
gadajima. Uz odabir instrumentalne distribucije v koja je koncentrirana oko tih rijetkih
dogadaja, uzorkovanjem po vaznosti dobivamo procjenitelj koji ima varijancu &*(f %).
Ta varijanca u nekim slu€ajevima moZe biti manja od varijance osnovnog Monte Carlo
procjenitelja Var,(f). S druge strane, ako loSe odaberemo instrumentalnu distribuciju,
uzorkovanje po vaznosti moze davati loSe procjene kao $to iduéi primjer pokazuje.

Primjer 2.1.2 (Uzorkovanje iz Cauchyeve i normalne distribucije). Neka je C Cauchyeva
distribucija nad R s lokacijom 0 i skalom 1, a G normalna distribucija N(0, 1). Zato §to
su obje distribucije apsolutno neprekidne u odnosu na Lebesgueovu mjeru s nosacem jed-
nakim R, one su i medusobno apsolutno neprekidne. Radon-Nikodymova derivacija je
razlomak pripadnih funkcija gustoce.

Promotrimo funkciju f(x) = exp(—|x|) ¢iji integral raCcunamo s obzirom na mjere C, G,
koriste¢i redom mjere G, C kao instrumentalne. Za x € R vrijedi

exp(x*/2)

E() \/_—(sz),

dGg 1 7(1+x?)
(x) =

dC™ " \agexp(?/2)’



2.2. UZORKOVANIJE PO VAZNOSTI S REUZORKOVANJEM 19
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Slika 2.1: Normalni vjerojatnosni grafovi procjenitelja uzorkovanja po vaznosti.

Za upotrebu dijela@ teorema [2.1.1| potrebno nam je v(f*5- du® 4 d" ) < co. Ako koristimo
G kao instrumentalnu, to ne vrijedi. Teorem tada ne garantlra a51mpt0tsku normalnost i
ocekujemo loSe ponaSanje procjenitelja Cﬁ)‘éo( f). S druge strane, u slucaju distribucije C

kao instrumentalne vrijedi uvjet v( f2 T d" ) < oo, te onda oCekujemo dobro ponaSanje
procjenitelja Ql 00

Slmulacuskl eksperiment s 500 replikacija potvrduje to ponasanje. Simuliramo pro-
cjenitelje G Co() 1 C%‘&J( f) 1 promatramo njihove normalne vjerojatnosne grafove, slika

2.1l

2.2 Uzorkovanje po vaznosti s reuzorkovanjem

U ovom potpoglavlju opisujemo algoritam koji je nastao s ciljem izvlacenja uzoraka iz
distribucije iz koje ne znamo to uciniti direktno. Uzorkovanje po vaznosti je osnova te
metode. Razvijena je u radu [19]].

Pretpostavimo da imamo vjerojatnosnu mjeru u iz koje Zelimo izvuéi uzorak duljine n, 1
vjerojatnosnu mjeru v tako da vrijedi u < v, te nam je funkcija % poznata do na mnoZenje
konstantom.

Iz distribucije v izvlac¢imo uzorak duljine m s pripadnim teZinama

_ &)
PR TeD
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U samo-normalizirajuéem uzorkovanju po vaznosti parove (¢;, w;) koristimo za procje-
njivanje integrala neke funkcije po pu.

S druge strane, trik za transformiranje niza & u uzorak iz u je da iz niza &; slucajno
odaberemo novi niz elemenata pomocu teZina w;. Novi niz 5 1, 52, e, 5,, dobivamo uzorko-
vanjem s ponavljanjem iz populacije &, &, ..., &, , gdje nam je vjerojatnost odabira i-tog
Clana jednaka w;.

Taj proces nazivamo reuzorkovanje, i njime smo dobili niz slu¢ajnih varijabli £, ..., &,
koje predstavljaju uzorak iz u.

Algoritam 2.2.1 (Uzorkovanje po vaznosti s reuzorkovanjem).

Inicijalizacija:
Generirajmo nezavisan i jednako distribuiran slucajan uzorak &,,&,, ... ,&, takav da &; ~
v. Izracunajmo
@
P 2.5)
=1 3, &)

Reuzorkovanje:
Generirajmo prirodne brojeve I, L, ..., 1, tako da za svaki par (i, j) gdje je 1 < i < m

i1 <j<nvrijedi
P(Ij =1lé1,6, .., Em) = w;

te za svaki j definirajmo

Ej = &1

Zeljeni uzorak jest (&,,&, .. .,&).

Korak reuzorkovanja je zapravo multinomijalno uzorkovanje.

Slu¢ajne varijable &; nisu marginalno distribuirane po y, ali i dalje moZzemo koristiti taj
uzorak za procjenu integrala nad u, u smislu koji ¢emo pokazati u idu¢em potpoglavlju.
Slucajne varijable & nisu nezavisne, stoga ¢e analiza procjenitelja koji koriste ovu metodu
biti nesto sloZenija.

Primijetimo da za funkciju f vrijedi

- m Z_/:(é_,])
E[f(EDIE1 €2y - nEm] = Z

ENAR ()

&) =" .

To pokazuje da je uvjetno olekivanje svakog od f(£;) jednako samo-normalizirajuéem
procjenitelju uzorkovanja po vaznosti. Procjenitelj od u(f) koriStenjem uzorkovanja po
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vaznosti s reuzorkovanjem jest
1,
A EESII (2.6)
=

1 vrijedi
Eluy (D€ Eas s Enl = ().

Uz shvacanje uvjetnog ocekivanja kao projekcije na prostor (i dovoljne uvjete da to moze-
mo napraviti) dobivamo

E[uY R(f) — u(H))*] = BLEYY () - u(H))*.

Dakle, uYV®(f) ima veéu gresku procjenjivanja od procjenitelja 2YV(f). S druge strane,
za procjenitelj uYVR(f) trebamo samo varijable &,,&,,...,&,, dok za procjenitelj 2V (f)
trebamo varijable &, &, . .., &, 1 dodatno njihove pripadne teZine wy, wy, . .., W,.

2.3 Dvostruki nizovi i asimptotska analiza uzorkovanja
po vaznosti s reuzorkovanjem

Procjenitelj integrala uzorkovanjem po vaznosti s reuzorkovanjem uVVE( f) koristi slu¢ajne
varijable &;,&,,...,&, koje nisu medusobno nezavisne. Dosad koristeni zakoni velikih
brojeva kao uvjet imaju nezavisnost, stoga ¢emo ih morati prosiriti, a to radimo pomocu
uvjetne nezavisnosti.

Za bavljenje asimptotskom analizom procjenitelja od sada pa nadalje trebat ¢e nam 1
proSirene definicije pojma konzistentnosti i asimptotske normalnosti, a njih uvodimo
pomocu dvostrukih nizova.

Definicija 2.3.1 (Dvostruki niz). Neka je {M,},>o niz prirodnih brojeva koji ide u be-
skonacnost u smislu da za svaki pozitivan realan broj r postoji n, takav da je svaki ele-
ment niza {M,},>n, veéi od r. Slucajni proces {&,;}1<i<u,, gdje slucajne varijable &,; po-
primaju vrijednosti u opéenitom izmjerivom prostoru (X, X), nazivamo dvostrukim nizom.
Dvostruki niz s teZinama je dvostruki niz {(&,;, w,)h<i<m, gdje su w,; nenegativne realne
slucajne varijable takve da fo’i wy; > 0 (g.s.) za svaki n. Ovisno o izgledu dvostrukog
niza, implicitno ¢emo shvacati radi li se o dvostrukom nizu s teZinama ili bez njih.

Definicija 2.3.2 (Uvjetna nezavisnost dvostrukog niza). Neka je {F,},s0 niz o-algebri iz
F. KaZemo da je dvostruki niz {€,;}1<in, uvjetno nezavisan s obzirom na {,} ako vrijedi
da je za svaki n skup {&,1,&,2, . . ., Eum,} uvjetno nezavisan s obzirom na o-algebru F,, to
jest ako za proizvoljne funkcije fi, f, ..., fu, € F2(X) vrijedi

ELAEn1) -+ fu, Enm)Fn) = ELAEOIFA] - - - ELfu, (Enm,IFal (8-5.) 2.7)
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Dvostruki se nizovi takoder nazivaju i trokutastim nizovima jer ith moZzemo zamiSljati
kao

i €12
&1 & b3 &ra
&1 &p &3 Ea &5

Izgled ne mora zaista biti trokutast, i M,, ne mora nuzno biti rastuci niz, ali najéesce to jeste
slucaj.

Poopéimo sada pojam konzistentnosti na dvostruke nizove. Prije nego to ucinimo,
definirajmo na kakvim skupovima funkcija promatramo konzistentnost.

Definicija 2.3.3 (Cjelovit skup funkcija). Neka je (X, X) izmjeriv prostor, i C neki skup
realnih izmjerivih funkcija na tom prostoru. Neka za C vrijedi

o akosua,feRte f,ge Ctadajeiaf +Bg € C,

o ako je f € C te g : X — R izmjeriva funkcija takva da je |g|< |f|, tada vrijedi g € C.
Tada C nazivamo cjelovitim skupom funkcija.

Definicija 2.3.4 (Konzistentnost dvostrukog niza). Neka je {&,;, Wy i}1<i<m, dvostruki niz.
Neka je (v,C) uredeni par, gdje je v vjerojatnosna mjera nad (X, X), a C cjelovit skup
funkcija s vrijednostima u X takav da C € L'(X,v). Ako za svaku funkciju f € C vrijedi

M)‘l

anl,&{(fn,i) P V()

. n—-oo
i1 2ot Wnj

tada dvostruki niz {&, ;, Wy i}1<i<m, nazivamo konzistentnim za par (v, C).

Pojam konzistentnosti je koristan, ali ne sadrZi nikakvu informaciju o tome koliko
povecanje broja uzoraka n povecava toCnost procjene. Zato se u ovom radu viSe po-
svecujemo dokazivanju svojstva asimptotske normalnosti.

Definicija 2.3.5 (Asimptotska normalnost dvostrukog niza). Neka je {¢,;, w, i}n; dvostruki
niz. Neka je (v, A, o, {a,}) uredena cCetvorka takva da je
e v vjerojatnosna mjera na (X, X),
o A cjelovit skup funkcija s vrijednostima u X, A € L1(X,v),
e 0 nenegativna realna funkcija na A, takva da za svaki f € A vrijedi o(f) < oo,
e {«,} niz brojeva koji ide u beskonacnost.
Ako za svaku funkciju f € A vrijedi
S W D
@) Y = (f i) = V() — N©O, (/).
i1 2 j-1 Wn.j e

tada dvostruki niz (&, ;, w,;} nazivamo asimptotski normalnim za (v, A, o, {a,}).
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Kao primjer asimptotski normalnog dvostrukog niza, u[2.1.1|smo dokazali da za skup

= {f € L'X,p) : v(f?L? + %2) < oo} i funkciju 62(f) = f L0 (f(x) = u(f))*(dx)

vrijedi

Vi =5 Tl /&) = 1) — NO,3*(f)).

i=1 Jldv(.])

Sto znaci da je dvostruki niz {&;, d—’:(fi)}lgsn asimptotski normalan za (u, A, &, { Vn}). Cje-
lovitost skupa A se dokazuje upotrebom Jensenove nejednakosti.

U vidu definicije dvostrukog niza, promotrimo algoritam s reuzorkovanjem. Prvo,
imamo dvostruki niz {&,,;, 1}1<i<m gdje su &,; n.j.d iz v. Zatim tom nizu pridijelimo odgo-
varajuce teZine w,,; kao u opisu algoritma (2.5)). Pridjeljivanjem teZina dobivamo dvostruki
iz {€,.i, Wmit1<i<m- Na kraju, reuzorkovanjem dobivamo niz {c:‘f,,,i, 1}1<i<n te Zelimo prouciti
pod kojim uvjetima i za koji skup funkcija je on asimptotski normalan za p.

Napisimo ponovno algoritam uzorkovanja po vaznosti s reuzorkovanjem, pritom pazeci
na o-algebre u odnosu na koje su nizovi uvjetno nezavisni. Zadnja napomena prije sa-
mog algoritma jest da ¢emo dodatno poopditi analizu, 1 pocinjati s dvostrukim nizom
{€ni> Wnih<i<m,» gdje su w,; neke proizvoljne teZine.

Algoritam 2.3.6 (Poopceni algoritam uzorkovanja po vaznosti s reuzorkovanjem).
Inicijalizacija:

Neka je (&, Wy it1<i<m, dvostruki niz uvjetno nezavisan za G,.
Pridjeljivanje teZina:

. . . . d'u P ee .
Generiramo drugi dvostruki niz {&,;, Wy, (Eni)h<ism, koji je po konstrukciji uvjetno ne-
zavisan za G,.

Reuzorkovanje:

Za svaki n generirajmo prirodne brojeve 1,,,1,,,...,1,  tako da su uvjetno nezavisni s
obziromnaé&,,,...,&, u, i tako da za svaki par indeksa (i, j) zakoji1 < j <M, 1 <i< M,
vrijedi

Wy, i dy (fn z)
Zl:l wn,lz(fn,l)

P(In,j = ilgn,l’ e ’é:n,Mn) =

te za j definirajmo

fn,j = fn,],,,jw
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Time smo dobili novi dvostruki niz {&,., 1} <<, koji je uvjetno nezavisan s obzirom na niz

{Falnzo gdje vrijedi Ty = 0(Gn U 0 (Ents - - - Enm,))-

Dokazimo sada dvije leme koje govore o dovoljnim uvjetima za zadrZavanje asimptot-
ske normalnosti individualnih koraka gornjeg algoritma. Njih ¢emo kasnije spojiti.

Lema 2.3.7 (Asimptotska normalnost koraka dodjeljivanja tezina). Neka su u,v vjerojat-
nosne mjere nad (X, X) takve da u < v, i neka postoji v — (g.s.) pozitivna verzija Radon-
Nikodymove derivacije Z—’:.
Neka je dvostruki niz {€,, wnih<i<m, konzistentan za (v, C) te neka je asimptotski nor-
malan za (v, A, o, {a,}). Takoder, neka za pozitivnu verziju Z—’: vrijedi % eCte Z—’: € A.
Tada je {¢,;, wn,i‘;—’:(fn,i)} 1<i<m, asimptotski normalan za (/J,A, 0, {a,}), gdje vrijedi

- {f e L Lye A},
VvV
d
&(f) = a(d—“[f —u(f)]).
4

Dokaz. Dokaz da je A cjelovit slijedi upotrebom Jensenove nejednakosti. Neka je f funk-
cijau A. Tada vrijedi j—’;f € A. Zbog % € A, u(|f]) < o1 cjelovitosti od A imamo da je i

= Lj—’; (f —u(f)) u A. Zato vrijedi konvergencija

o Wy, ,h(fn ,') n,i g (‘fnt)
n ) o = ———(f (i) — u(f)) —> N0, o ().
" 20 T o, “;E,lw g Y

Zbog konzistentnosti {fn,,wn,} za (v,C) 1 d—’; € C mozZemo gornji izraz podijeliti s lije-

d
nl n,t 7) v

vom stranom konvergencije Z i g ) —— (%) = 1 %to sa Slutskyevom lemom |A.7

i=1 Z] 1@Wnj n—oo dv

dovrSava dokaz propozicije. O

Korak reuzorkovanja ¢e se pojaviti u istom obliku u glavnom algoritmu ovoga rada, sek-
vencijalnom uzorkovanju s reuzorkovanjem. Stoga nam je sljedeca lema vazna i u iduéem
poglavlju.

Lema 2.3.8 (Asimptotska normalnost koraka reuzorkovanja). Neka je dvostruki niz
{fm,wn,}1<,<Mn konzistentan za (v, C). Neka za pozitivhu verzyu £ S vrijedi deCi f2 di
C te neka su &,; definirani kao u opisu algoritma reuzorkovanja. Tada za svakz realan brOJ
u vrijedi

M,
Blexp(uil,” )" f.:) - B EIFDIF] —— exp(-u?Var,(f)/2).

i=1
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Dokaz. Koristimo teorem [A.3] iz dodatka Onda je dovoljno dokazati svojstva |A.5li.,

A.5lii., |A.Sliii. tog teorema za V,; = M, 2f(fn,) Po konstrukciji &,; u algoritmu [2.3.6

vrijedi da je dvostruki niz {V,;} uvjetno nezavisan s obzirom na niz o-algebri {F,}. Raspi-
som ocekivanja multinomijalnog reuzorkovanja slijedi

L onigén)
E[V, ] ——E[f(fm) == D i) f@) gs) (238
’l j=1 Zl 1 nldy(é:nl)

te imamo

1 - -
B[V, Tl — BV, IF.])° = ﬁ(E[f(fn,i)zl?'n] — EBLFEDNFD?) =

du M du 2
ul njE(‘fn j) 2 - a)n,jE(‘fn j)
== Jny)” = F&p|) (gs)
M, Zl 1 nldv(gn l) ! JZ:; Z?;I)i nld‘,(‘fn l) !

Primijetimo da zadnjl redak ne ovisi o indeksu i kojeg imamo na lijevoj strani. Prva jed-
nakost (2.8) pokazuje svojstvo[A.5]i. kona¢ne varijance, jer zdesne strane imamo kona¢nu
sumu funkcija.
Zdﬂ . .o
Zbog f*=- € C imamo konvergenciju

nldv(gnt) d/.l 0 >
i fE? == V(= ) = u(f). (2.9)
izl: Z] lw n,j dv g

P e e . .
Zato sto £ € C vrijedi 21 | ZJMd—W —— 1 §to dijeljenjem s (2.9) daje
n—o00

o ni_(é‘:ni)
dv
fE) ,U(f )- (2.10)
iZI Z_] 1 ”Jdv(fn])

Zbog nejednakosti |f|% < % 4 24 di ¢ ¢ 29 ¢ C | cjelovitosti od C slijedi da je i

f % € C. Stoga, analogno s izvodom od (2.10), vrijedi

M, du
N Waig, (Eni) P
Jf&ni) —— u(f)
lZ‘ S g En)) e

pa imamo

ZE[W [Fal = BV, lF ) =

2

f i) e i R LIV
i=1 Z/ 1 Vljdv(é‘:nj) " i=1 Z/ 1 ”]dv(é:”f) " e
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Sto dokazuje svojstvo[A.5]ii. konvergencije sume uvjetnih varijanci.
Na kraju, promotrimo E[Viiﬂuwzf}lﬁ] za fiksan € > 0. Vrijedi, kao i u izvodu (2.8)),

1, & nlj_ﬂ(gnl) 2
EIV2 1 yysglFol = ; 1 _ (g.5.
2 ELV2 vl Zz,l By O e i) 5

i=1

Neka je K proizvoljan pozitivan realan broj. Za dovoljno velik n vrijedi € /M, > K, pa
onda za dovoljno velik n imamo i nejednakost 1 {If(f e W} < Lyse.=k)- Zbog cjelovi-

tosti skupa C i f2% € C vrijedi f2%1 ¢, € C i onda

M,

2 Whig, (é‘:n 1) P
D EIV2 AjvzalFal < Z ‘ FED Lysezr — 1 Lype).
i=1

i=1 ] 1 n]dv(gnj)

Zato §to je K proizvoljan i jer u(f*1x;) postaje proizvoljno malen kad K — oo, upotre-
bom leme [A.2] dobivamo i svojstvo[A.5liii., da za svaki € > 0 vrijedi

M,

P
ZE[V LyvizelFal —2 0
P

Sto dovrsava dokaz leme. O

Teorem 2.3.9. Neka vrijede uvjeti leme i leme Takoder neka a2 | M, ima limes
u [0, o] koji oznacavamo sa . Definirajmo A sa

d d
et Erea®rect.
dv dv
Tada je dvostruki niz {,;, 1} << 1, asimptotski normalan za
o (i, A,5(f), {n) u slucaju a < 1, gdje vrijedi
G(f) = 6(f) + aVar,(f).
o (A, ()M 2y u slucaju a > 1, gdje vrijedi
a(f) = a'&(f) + Var,(f).
Dokaz. Zapisimo uVVR(f) — u(f) = A, + B, gdje smo uzeli oznake

BT - uf) = — Wnigh )
n,i i=1 Zj 1 "]dy(é:n])

A, =

1
ﬁ J&ni) = u(f),

M= T M:@

B, = f(fm) ELf &)l n)-

§|~

Il
—_
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Prisjetimo se
. d
& (f) = a%d—“[f )
%4
Var,(f) = f (F) = ()P ud).
X

Lema [2.3.7| dokazuje da a,A, 2, N(0, 6%(f)), dok lema [2.3.8| za svaki v € R daje

E[exp(ivM,i/an)lﬂ] L exp(—szaru(f)/Z). Zato §to je a,A, F,-izmjeriv za svaki n,

mozemo primijeniti lemu iz koje dobivamo

@A, \ o ([0) (2 0
B, s o)\ 0 varap))

Uz shvacanje karakteristicne funkcije ¢, , 1125 (cKi, cK>) kao funkcije po ¢, dobivamo da
je 1 svaka linearna kombinacija varijabli K «@,A, + KZM,y ZB,, asimptotski normalna. Sada
zapisom b,(A, + B,) = bna/;lanAn + b, M, 1/ ZM;/ an dobivamo da je dvostruki niz {gn,,-, 1}
asimptotski normalan za (u, A, &, {b,}), gdje je

7 (f) = (limyb,a,," 6> (f) + (lim,b, M, *Y*Var,(f).

U sluaju @ < 1 odabiremo b, = a,, a ako a < 1 odabiremo b, = M, iz ega slijedi
tvrdnja teorema. O

Primijenimo sada gornji teorem na algoritam s reuzorkovanjem. Tvrdnja je direktna
kombinacija asimptotske normalnosti i konzistentnosti obi¢nog Monte Carlo uzorkovanja
s prijaSnjim teoremom, stoga ne navodimo dokaz.

Propozicija 2.3.10 (Uzorkovanje po vaznosti s reuzorkovanjem ¢uva asimptotsku normal-
nost). Neka su u,v vjerojatnosne mjere na (X, X) tako da u < v. Neka postoji strogo
pozitivna verzija Radon-Nikodymove derivacije d—’:. Neka je % e L2X,u)te A = {f €
L2X, ) 13, du €). Neka su{&,;}1<i<m, n.j.d. varijable distribuirane po v. Neka M,/ M, ima
llmes u [0, oo] koji oznacavamo sa a Tada je dvostruki niz {&,;, L} <icht,» dan u algoritmu
2.3.6] asimptotski normalan za

o (1, A, () AM*Y) u slucaju < 1, gdje za f € A vrijedi
F(f) = Varv<d—’v‘[f — (O + aVar,(f).
o (i, A, G(f),AM)*}) u slucaju a > 1, gdje za f € A vrijedi

d
F(f) = a_lVarv(d—'L:[f — u(H]) + Var,(f).
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Slika 2.2: Tamno su procjenitelji va(f), a svijetlo su procjenitelji GYVR(f) s fiksnom veli¢inom
krajnjeg uzorka 1000. Rezultati su dobiveni replikacijom eksperimenta iz primjera[2.3.T1|500 puta.

Primjer 2.3.11 (O odnosu veli€ine instrumentalnog i kona¢nog uzorka). Nastavljamo pri-
mjer[2.1.2Ju kojemu uzorkujemo iz Cauchyeve distribucije C kako bismo izraCunali integral
od exp(x) pod mjerom G. Prema prethodnoj propoziciji [2.3.10} grani¢na varijanca procje-
nitelja uVVR(f) je suma varijance procjenitelja uzorkovanja po vaznosti Varv(% Lf —u(HD
i varijance Var,(f) uzrokovane korakom reuzorkovanja. Ovisno o omjeru veliine instru-
mentalnog uzorka M, i krajnjeg uzorka M, ti dijelovi su razli¢itom koli¢inom prisutni u
varijanci od uY"VR(f), a ta koli¢ina ovisi o parametru a := lim,M,,/M,,.

Fiksirajmo sada veli¢inu krajnjeg uzorka M = 1000 i provedimo eksperiment u kojemu
raéunamo GVVR(f)1 GYV(f), s instrumentalnom distribucijom C. Na sliciprimjeéujemo
da kada je instrumentalni uzorak malen u odnosu na krajnji (@ < 1), tada veéinu varijance u
GUYVR(f) &ini varijanca od GUV(f). S druge strane, kako se veli¢ina instrumentalnog uzorka
povecava, varijanca od GV (f) postaje sve manja, ali varijanca od GVVR(f) postiZe neki mi-
nimum i na njemu ostaje, a taj minimum je varijanca uzrokovana korakom reuzorkovanja.



Poglavlje 3

Sekvencijalne Monte Carlo metode

U ovom poglavlju primijenit ¢emo algoritme inspirirane uzorkovanjem po vaZnosti za
racun izgladivanja E[ f(X;x)|Yo..]. Prvo proSirujemo uzorkovanje po vaznosti na sekven-
cijalno uzorkovanje po vaznosti, a zatim pokazujemo da je dodatak reuzorkovanja bitna
komponenta u radu s duljim nizovima. Za sekvencijalno uzorkovanje po vaznosti s reuzor-
kovanjem dajemo dokaz asimptotske normalnosti u slu¢aju problema filtriranja.

3.1 Sekvencijalno uzorkovanje po vaznosti

Metode koje slijede poznate su pod nazivom sekvencijalne Monte Carlo metode i primje-
njive su u opcenitijim situacijama u kojima uvjetna vjerojatnost p(xo.,|vo..) zadovoljava
neku rekurzivnu strukturu. Mi te metode opisujemo sa stajaliSta skrivenih Markovljevih
modela navodeci kakvu rekurzivnu strukturu zadovoljava izgladivanje ¢y.,,,. Radimo s par-
cijalno dominiranim skrivenim Markovljevim modelima iz definicije to jest onima u
kojima jezgra prijelaza iz skrivenog u opazZeno stanje ima svojevrsnu funkciju gustoée koju
nazivamo prijelazna funkcija gustoce.
U smo dokazali da za ¢g vrijedi formula

| k
G0k (f) = — f : 'ff(XO:k)V(dXo)go(Xo) 1—[ O(xi_1,dx;)gi(x;). (3.1)
Lk Xk+1 i=1

Uzimajuéi k£ = 0 i uvrstavajudi izraz (I.4) za Ly dobivamo bazu rekurzije

[ £ Gao)v(daxo)go(xo)
J v(dx0)go(xo)

a koriStenjem jednakosti (3.1)) za @o. 1 Po.x+1jx+1 dobivamo rekurziju

¢o(f) =

29
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Ly
Lk+ 1

Gok+1per1 () = f : f S 0410 (dx0:) O(Xies A1) Grer1 (Xkr1)- (3.2)

Xk+2

Cilj nam je sada pomocu te rekurzije dobiti instrumentalnu distribuciju za ¢y.,,. Ako
ozna¢imo nenormaliziranu jezgru prijelaza, prisutnu u (3.2)), s

Ti(x, )= f F(NO(x, dx')grs1(x) (3.3)
X
izraz rekurzije tada poprima iduéi oblik
Ly "
Gok+1ps1(f) = 7 coo | f o) Poipe(dxo) Ty (X, dXpesr). 3.4)
kel Xk+2
Normaliziranu (Markovljevu) jezgru Ty (x, f) = ;kg{l; ¢emo kasnije posebno promatrati.
wx,

Osim u specifi¢nim sluc¢ajevima skrivenih Markovljevih modela, onih s konacnim bro-
jem stanja i linearnih gaussovskih, vrijednosti L; opéenito nije moguce analiti¢ki izraCunati.
Zato izraz (3.4) ne moZemo iskoristiti za direktno raCunanje. S druge strane, imamo prije-
laz iz distribucije ¢oy u distribuciju @o.x+1p+1 U nekom smislu, te bi nam uzorkovanje po
vaznosti, a posebno samo-normalizirajuéa verzija, moglo pomo¢i. Promotrimo $to bi onda
bila instrumentalna distribucija.

Neka je R, Markovljeva prijelazna jezgra takva da je za svaki x mjera T}/(x, -) apsolutno
neprekidna u odnosu na Ry(x, -). Tada pomocu rekurzije (3.4) i instrumentalne distribucije
za ¢, mozemo dobiti 1 instrumentalnu distribuciju za @o.xsip+1. Ako imamo niz takvih
prijelaznih jezgri Ry, one s nekom inicijalnom distribucijom p, na (X, X), ¢ine nehomogen
Markovljev lanac. Taj lanac nazivamo instrumentalni lanac, a prijelazne jezgre R; nazi-
vamo instrumentalne jezgre. Instrumentalni lanac ima mjeru (analogno propoziciji (1.2.7))
na prvih n stanja oblika

n—1
pn(f) = f : f J (x0:1)P0(dx0) l_l Ri(xi, dxiv1) (3.5
Xn+1 i=0
i iduca propozicija pokazuje da je u opisanom slucaju ¢.,, apsolutno neprekidna u odnosu
nap,.

Propozicija 3.1.1. Neka je {X,, Y,},>0 parcijalno dominiran skriven Markovljev proces
s vrijednostima u izmjerivom prostoru (X X Y,X ® Y) kao u gdje je v inicijalna
distribucija od Xy, a Q pripadna Markovljeva prijelazna jezgra. Takoder, neka je {R;}i>o
niz Markovljevih prijelaznih jezgri na X, a py distribucija nad X, tako da vrijedi

v < P,
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e za svaki indeks k i svaki x € X, za mjeru T}(x,-) definiranu kao u (3.3) vrijedi
T/(x,") < Ri(x, ).
Tada za svaki indeks k vrijedi da je ¢ox < pr, gdje je px vierojatnosna mjera definirana
kao u (3.5). Za verzije Radon-Nikodymove derivacije tada vrijedi

d¢0 Kk T (xo0,) dT} | (xk-1,-)
( 0:k) = —go(xo) (XO)dRO( o )(Xl)" m(xk) (g-s.) (3.6)

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Iz

1
¢o(f) = I ff(xo)v(dxo)go(xo)
0 Jx

se jasno vidi da vrijedi

d d
ﬂ(x) —go<x)d—v<x> (3.7)
Ly £0o

jer za inicijalnu distribuciju v Vl’ljedl v < po. To dokazuje bazu indukcije.
Za dokazivanje koraka indukcije, u jednadzbu (3.4) uvrstimo pretpostavku indukcije

Po:ki <K Pr» 1 dobivamo
f f S (xo. k+1)

Xk+2

o+ 1ik+1(f) = (Xo P x0Ty (Xi, dXper).

Ako u taj izraz uvrstimo 7T(x;, ) < Ri(xy, -) dobivamo

Gorr1k+1(f) =

f ff(x0k+1) ¢Ok|k(x0k)pk(dx0k)Rk(Xk,dxk+1)deE : ;( Xi+1)

Xk+2

Sto primjecujuéi da je pr(dxo.r)Ri(xx, dxr+1) zapravo mjera pgyq 1 uvrstavajum iz
dovrSava dokaz koraka indukcije. |

Ve¢ spomenuta nemoguénost analitickog izracuna L;-eva prisutnih u (3.6)) nas odmah
navodi na koriStenje samo-normalizirajuée verzije uzorkovanja po vaznosti u kojoj moze-
mo ignorirati konstante.

Tezine u algoritmu uzorkovanja po vaznosti su vrijednosti Radon-Nikodymove deriva-
cije, te za njihov izraun koristimo jednakost (3.6). Primijetimo prisutnost sekvencijalne
strukture - za izraCun tezine M(f&/ﬁ.l) vektora &, distribuiranog po py.1, dovoljno je

pomnoZiti tezinu %(&):kﬂ) vektora &y distribuiranog po py s vrijednoS¢u deE? )(§k+1)
koju nazivamo inkrementalna teZina. U uzorkovanju po vaznosti takvih vektora (varija-
bli) imamo M, i svaki od njih u ovom sekvencijalnom kontekstu nazivamo cestica. Niz

vrijednosti koje je jedna Cestica poprimila nazivamo njenom putanjom.
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Ako za svaku Cesticu produljimo putanju i izracunamo iduéu teZinu pomocu inkre-
mentalnih teZina, i to ponavljamo redom za dijelove instrumentalnog lanca pg, Ry, Ry, . . .,
dobivamo algoritam sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti. Broj skrivenih stanja koje
procjenjujemo, odnosno broj opservacija koje imamo, neka bude S + 1. Stoga ¢e indeks
stanja s i¢iod 0do S.

Algoritam 3.1.2 (Sekvencijalno uzorkovanje po vaznosti).

Inicijalizacija:
Generirajmo nezavisan i jednako distribuiran slu¢ajan uzorak &, &), ...,&, tako da & ~
Po- Za svaki i takav da 1 < i < M izracunajmo inicijalne teZine
dv
W) = goE)7—(&). (3.8)
Lo
Mutacijski korak:

Za svaki vremenski indeks s koji redom ide od 1 do S,
nezavisno za svaki i takav da 1 < i < M uzorkujemo & ~ Rs_l(ff‘l, )
racunamo novu teZinu i-te cestice
u s—1
1de—1(§i )

o= @ 2L () = wi g (&
wim dRs_l(f;-““,-)(g’) o8&

i produljujemo putanju i-te Cestice sa f?zs = (g—“?:s‘l,ff).

doE™",)

m(f{v)- (3.9)

Evaluacija:

Za funkciju f € FP(X*) nad prvih k + 1 stanja skrivenog lanca, gdje je k < S pro-
cjenjujemo

Mk oo sk

A w; f(&)

doun(f) = Goap (f) = Z 7

Mk
o7 2= W)

Izbor instrumentalnih jezgri

Za potpunu specifikaciju algoritma [3.1.2] sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti jos tre-
bamo odrediti kako izabrati instrumentalne jezgre Ry i inicijalnu instrumentalnu distribu-
ciju po koje zajedno definiraju instrumentalni lanac.

Izbor instrumentalne inicijalne distribucije py ¢esto ¢emo napraviti prema potrebi od
primjene do primjene, dijelom jer odabir te distribucije moZemo napraviti na mnogo razli-
¢itih nacina, a dijelom jer uz svojstva zaboravljanja instrumentalnog lanca, razli¢iti odabiri
inicijalnih distribucija rezultiraju slicnim ponasanjem lanca.
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Promotrimo ponovno definiciju nenormalizirane prijelazne jezgre T,

T (x, f) = fx FONO(x, dx)gra (x). (3.10)

Zelimo niz prijelaznih jezgri {R;} tako da za svaki k i x € X vrijedi Tf(x, ) << Ri(x, ).
Jedan izbor instrumentalne jezgre, koji direktno sugerira definicija od 7}, je Ry = Q za
svaki k. Taj izbor nazivamo apriorna jezgra.

Apriorna jezgra

Neka je instrumentalna jezgra R, jednaka Q. Instrumentalni lanac tada slijedi isti proces
kao 1 skriveni lanac, i za svaki x € X vrijedi Ry(x, ) ~ Q(x,-). Za inkrementalnu teZinu
tada vrijedi

u( ek u( ek
—Zﬁ" (i’ ¢ty = L) (i’ L) = g

k(&5 ) do(&", ")
Sto znadi da vrijednost teZine ne ovisi o prosloj vrijednosti putanje &, nego samo 0 novoj
vrijednosti &*!. S obzirom na nacin upotrebe skrivenih Markovljevih modela, jezgra Q
1 funkcije g, Cesto ¢e nam biti poznati. Stoga ¢e implementacija algoritma s apriornom
jezgrom biti neposredna i jednostavna. S druge strane, primjeri i nam pokazuju
kako ta jednostavnost ima svoju cijenu, pa ipak ponekad Zelimo druk¢iji odabir instrumen-
talne jezgre.

Svi primjeri u ostatku teksta racunaju filtraciju u modelima gdje skrivena stanja popri-
maju vrijednosti u R. Uvodimo naziv za funkciju identitete, f;; : R — R takvuda f;(x) = x
za svaki x € R, jer nam je ona najjednostavnija za koriStenje u takvim primjerima. Iduci
primjer je replikacija rezultata iz potpoglavlja 7.2 u [3].

Primjer 3.1.3 (Autoregresijski model, apriorna jezgra). Prou¢imo ponaSanje algoritma
sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti s apriornom jezgrom na jednodimenzionalnom
autoregresijskom modelu sa Sumom. Za taj model neka vrijedi

Xir1 = oXi + oy Uy, (3.11)
Yier = X + Vi,
gdje su {Up}is0, { Vi li=0 nezavisne varijable jednako distribuirane po N(0, 1), a X, ima dis-
tribuciju koja je stacionarna za skriveni lanac, N(0, 0'%] /(1 — ¢?)). Konstanta autokorelacije

¢ neka je 0.9, a konstanta skrivenog Suma oy neka je 0.1.
Promotrimo niz opservacija

Yos = [-0.652,-0.345, -0.676, 1.142,0.721, 20]
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gdje je prvih 5 vrijednosti dobiveno simulacijom, a zadnja je umjetno postavljena na ne-
tipi¢no veliku vrijednost od 20.

Model definiran sa (3.11)) spada u linearan gaussovski, stoga moZemo egzaktno iz-
racunati pripadno izgladivanje. Zbog svojstva linearnih gaussovskih modela, uvjetova-
nje takoder daje varijable s normalnom distribucijom koje moZemo u potpunosti opisati s
ocekivanjem i varijancom.

Koristenjem Kalmanovog filtra (poglavlje 5 u [3]) dobivamo da za filtriranje ¢s vrijedi
ds(fia) = E[X5|Yo:5 = yo:s] = 0.907. S tom egzaktnom vrijedno$¢u usporedujemo procjene
koje daje sekvencijalno uzorkovanje po vaznosti s apriornom jezgrom.

Na slici[3.1) moZemo primijetiti kako procjene algoritma podcjenjuju vrijednost ¢s(fis).
Uzorkovanjem pomocu apriorne jezgre nikada ne uzimamo u obzir vrijednosti opservacija.
Zato Cesto vrijednosti Cestica nisu blizu onih vrijednosti stanja koja bi s velikom vjero-
jatnoS8¢u proizvela opservacije slicne naSim podacima.

Dakle, algoritam s apriornom jezgrom ignorira znac¢ajnost opservacija poput ys = 20.

Sve to nas navodi na proucavanje jezgri koje uzimaju u obzir opservacije tijekom uzor-
kovanja.

Optimalna jezgra

Promotrimo rekurziju za izgladivanje (3.4))

L
kkl f . ‘ff(xo:k+1)¢0:kk(dX0:k)T;?(xk,dxk+1)-

¢0:k+1|k+1(f) = I

Xk+2

Kada bi za svaki x;, T}(x, -) bila vjerojatnosna distribucija iz koje znamo uzorkovati,
putanju neke &estice £%* bismo direktno mogli produZiti uzorkovanjem iz T,i‘(fk, -) bez mi-

jenjanja pripadne teZine. To nije nuZno istina, ali daje cilj kojemu moZemo teZiti. Taj cilj
T(3.)

je distribucija koju dobijemo normaliziranjem 7 (xy, -) = Titad)’ 1 nazivamo ju optimalna
kAR
jezgra.
Postavljanjem R, = T} vrijedi
dT{E) e, dTEES) ‘ K
—_— = —— =T/ (&, 1) = ,d
€ = TS = 11 D = [ 0 g (i)

Sto nam daje potpuno drukciju situaciju nego s apriornom jezgrom jer sada inkrementalna
teZina u potpunosti ovisi o prija$njoj vrijednosti £ putanje jedne Cestice. U apriornoj jezgri
je inkrementalna teZina ovisila samo o novoj vrijednosti £&*! putanje.

Uvjetno na dosada$nju putanju Cestice £%%, inkrementalna teZina je konstantna, od-
nosno varijanca inkrementalne teZine je 0. Optimalna jezgra je nazvana optimalnom upravo
zato $to minimizira varijancu teZina.
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Slika 3.1: Procjene skrivene vrijednosti Xs modela (3.11) s opservacijama yo.s pomocu algoritma
sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti koristenjem apriorne jezgre. Svaki boxplot je dobiven sa
125 ponavijanja algoritma za procjenu, i navedenim brojem Cestica. Horizontalna crta prikazuje
toc¢nu vrijednost 0.907.

Implementacija ovog slucaja nije jednostavna kao u slucaju apriorne jezgre. Prvi pro-
blem vezan je uz uzorkovanje iz Ty, koje nije nuZzno moguce direktno, a drugi problem je
izraCun inkrementalne teZine T,i‘(.f", 1) koji nije uvijek mogué analiticki. U slucajevima
modela kona¢noga broja stanja i linearnih gaussovskih modela nema takvih problema (kao
na primjer u primjeru (3.1.4)). S druge strane, za sve ostale slucajeve postoji niz potencijal-
nih rjeSenja ili ideja koje nam mogu pomoci u aproksimaciji optimalne jezgre, od kojih
opisujemo dvije.

Primjer 3.1.4 (Autoregresijski model, optimalna jezgra). Ovaj primjer je nastavak na pri-
mjer [3.1.3] Koristimo isti model i isti niz opservacija, ali ovoga puta koristimo optimalnu
jezgru kao instrumentalnu. Koriste¢i definiciju od Ty(£", ) i specifikaciju modela (3.1T))
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Slika 3.2: Procjene skrivene vrijednosti Xs modela (3.11)) s opservacijama yo.s pomocu algoritma
sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti koristenjem optimalne jezgre. Svaki boxplot je dobiven sa
125 ponavljanja algoritma za procjenu, i navedenim brojem Cestica. Horizontalna crta prikazuje
tocnu vrijednost 0.907.

imamo

T p) T, f) [ FOQE, dx)gra(x)

K& ) = = = .
riEsn [ 0@, dx)gee ()
UvrStavanjem Q(&;, f) = fx f(x) exp(_(fzk%fx)z)dx, gi(x) = exp(_(%yk)z) 1 algebarskim mani-
pulacijama dobivamo
k + 2 2
T, ) ~ N(f PrTt Ty )
l+oy, l+o7y,

Sli¢no, za inkrementalnu teZinu vrijedi

dTy@E.) oo (=@ = yin)?
dR@y e D =ew ( 20 )
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Primjenom optimalne jezgre za procjenu filtracije ¢s(fis) na slici 1 usporedbom s re-
zultatima na slici vidimo da algoritam s optimalnom jezgrom ima bolje procjene od
algoritma s apriornom jezgrom.

Sada opisujemo dvije metode aproksimacije optimalne jezgre. U obje metode, pret-
postavljamo da skriveni lanac poprima vrijednosti na realnom prostoru X = R” te je jez-
gra prijelaza skrivenog lanca Q apsolutno neprekidna u odnosu na Lebesgueovu mjeru,
odnosno postoji izmjeriva funkcija g takva da Q(x', f) = fx f(x)g(x', x)A(dx) za svaki
x' € X, f € FP(X) i Lebesgueovu mjeru A.

Metoda prihvacanja-odbijanja za optimalnu jezgru

Zato $to su nam poznate vrijednosti funkcije gustoce od T(&x, -) do na konstantu, za uzor-
kovanje iz nje moZemo koristiti metodu prihvacanja-odbijanja (engl. accept-reject). Ona
se sastoji od odabira neke druge neprekidne slucajne varijable 9 nad (X, X) s funkcijom
gustoce f, takve da postoji konstanta C tako da za svaki x € X vrijedi

—q(¢ < Cf(x).
T 116" D8 () < CFC)
Lijeva strana nejednakosti je zapravo funkcija gustoée od T(&*,-). Metoda uniformno
uzorkuje tocke ispod grafa funkcije Cf(x), i prvu tocku koja je i ispod grafa funkcije
mQ(fk, X)gi+1(x) algoritam prihvac¢a. Ta prihvadena tocka predstavlja slucajan uzo-
rak iz Ty(&;, -). Detaljniji opis metode i dokaz korektnosti Citatelj moZe pronaci u [18] ili

[3].

Lokalna linearna aproksimacija optimalne jezgre

Ako je distribucija Ty (&, ) unimodalna, tada za njenu aproksimaciju ima smisla koris-
titi neku dobro poznatu unimodalnu distribuciju, primjerice normalnu ili #-distribuciju. U
primjeru [3.1.5] detaljnije razradujemo ovu metodu aproksimacije za model stohasticke vo-
latilnosti. Sli¢an raun kao u primjeru [3.1.5|mozZe se napraviti i u slu¢aju svakog modela u
viSim dimenzijama takvog da je funkcija In(g(&, x)gx(x)) konkavna 1 dva puta neprekidno
diferencijabilna.

Primjer 3.1.5 (Stohasticka volatilnost, aproksimacija optimalne jezgre). Podsjetimo se
modela za stohasti¢ku volatilnost iz primjera[I.1.4]

Xi = 0Xj—1 + oyUy, Ui ~ N(0, 1),
Y = exp(Xi/2)Vy, Vi ~ NQ, 1).



38 POGLAVLIJE 3. SEKVENCIJALNE MONTE CARLO METODE

12
|

10

Slika 3.3: Procjene distribucije ¢10 sekvencijalnim uzorkovanjem po vaznosti za model stohasticke
volatilnosti, primjer [3.1.5] Plavo je rezultat koristenja metode aproksimacije optimalne jezgre iz
primjera [3.1.3] a crveno uz koristenje apriorne jezgre. Procjene funkcije gustoce su dobivene
pomocu Cestica i njihovih teZina koje predstavljaju uzorke iz distribucije ¢1o i gaussovskih jez-
gara za procjenu gustoce. U algoritmu je upotrebljeno 10000 Cestica. Tocna simulirana vrijednost
je vertikalna crna crta.

Za funkcije gustoe njegovih jezgri prijelaza vrijedi

q(&, x) = C,exp(—(x — 6&)%/207),
gi(x) = Cyexp(—y; exp(—x)/2 — x/2).

Slijedi da je funkcija log(g(&x, x)gr(x)) konkavna po x jer je linearna kombinacija konkav-
nih funkcija. Jedinstvena stacionarna tocka te funkcije tada ujedno mora biti maksimum
funkcije gustoce g(&x, x)gi(x), Sto znacdi da je distribucija Ty (&, -) unimodalna. Sada Taylo-
rovim polinomom drugog reda oko proizvoljne tocke x, imamo aproksimaciju

(x — x0)*
log(g(&r, X)gi(x)) = Co + (x — x0)d(xp) + sz(xo) (3.12)
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gdje su derivacije

di(x) = —(x — 6&)/o, + v exp(-x)/2 - 1/2,
dy(x) = —1/0} — yi exp(—x)/2.

Funkcija d;(x) ima jedinstvenu stacionarnu tocku koja je tocka maksimuma funkcije gu-
stoe. MoZemo je prona¢i Newtonovom metodom. Tu tocku maksimuma ozna¢imo s x,,.
Jednadzba (3.12) sugerira da normalna distribucija N(x,,, sfn), gdje je s, = 1/ —da(xp),
moze aproksimirati distribuciju Ty(&;, -). S druge strane, ako Zelimo teZe repove, a sli¢no
lokalno ponasanje oko maksimuma, moZemo upotrijebiti #-distribuciju s istim ocekivanjem
i varijancom kao navedena normalna distribucija.

Na slici [3.3] usporedujemo dvije jezgre za procjenu filtracijske distribucije ¢1o u mo-
delu stohasticke volatilnosti. Jedna je jezgra gornje navedena metoda za aproksimaciju
optimalne jezgre s ¢-distribucijom s 5 stupnjeva slobode. Druga jezgra je apriorna. Podaci
koje koristimo simulirani sus 6 = 0.9,0y = 0.1.

3.2 Sekvencijalno uzorkovanje s reuzorkovanjem

Algoritam sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti ima veliku manu, a ona je da teZine
degeneriraju s rastu¢im brojem stanja skrivenog Markovljevog modela. U slucaju broja
stanja veceg od 10, za vecinu Cestica njihova teZina postaje beznaCajna u ukupnoj sumi ko-
jom procjenjujemo ¢g.i(f). Odnosno, ukupna masa sume Y. ¥, w* postane koncentrirana u
tek nekoliko vrijednosti, a ostale Cestice trose procesorsko vrijeme. U [12] je dokazano da
slucajni proces tezine jedne Cestice zadovoljava martingalno svojstvo, Sto znaci da je vari-
janca rastuca, a u [3]] dokazuju da ta varijanca raste eksponencijalno za specifi¢an umjetni
model.

Primjer 3.2.1 (TeZine Cestica u modelu stohasti¢ke volatilnosti). Kao nastavak na primjer
proucavamo teZine Cestica u algoritmu sekvencijalnog uzorkovanja na podacima i
modelu opisanom u primjeru. Nakon 5, 15, 100 koraka gradimo histogram normaliziranih
tezina, promatrajuéi logaritme u bazi 10 njihovih vrijednosti. Kao $to vidimo na slici
Cestice su u potpunosti neupotrebljive nakon 100-tog koraka, jer je cijela suma tezZina
sadrZana u tek nekoliko Cestica.

Zato kao jednu od mjera koliko dobro algoritam radi koristimo mjere degeneracije
teZina.
Mjerenje degeneracije teZina

Pretpostavimo da Zelimo procijeniti degeneraciju nekog niza tezina wi, w,,...,w,. Cilj
nam je kvantificirati koliko je suma teZina koncentrirana u malome broju njih. Jedna
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Slika 3.4: Histogrami teZina Cestica algoritma sekvencijalnog uzorkovanja s optimalnom jezgrom
iz primjera3.1.5|nakon 5, 15 i 100 koraka, s 1000 Cestica. Sve teZine koje imaju log,, manji od -50
nisu prikazane.
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klasicna mjera koncentracije je statisticka, poznata i kao informacijska ili Shannonova,
entropija

Ako je sva suma koncentrirana u jednoj teZini, entropija poprima vrijednost 0. Veéim
rasprSenjem mase po razliitim vrijednostima, entropija raste, sve do log(n) u slucaju jed-
nakih tezina. U naSem slucaju Zelimo imati Sto vecu entropiju.

Neka je (£%F) slu¢ajni vektor distribuiran kao putanja instrumentalnog lanca definiranog
sa pg 1 {R;}o<i<x- Tada slu€ajnu varijablu teZine moZemo definirati sa

dT (&, ) dTy_(&x-1,)
w' = go(fo) (fo)dR o )(scl)"'m(fk)-

ve v . k k k . .. . v .
TeZine Cestica wf, w3, ..., w), (3.9) u algoritmu sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti

¢ine uzorak slu€ajne varijable w*. Koeficijent varijacije uzorka te varijable, odnosno devi-
jacija podijeljena s aritmetickom sredinom, tada je

1w 1)

CW“ZH(Z;Z(Zﬁij_Z)] : (3.13)

Pomocu koeficijenta varijacije, uvodimo heuristicku mjeru zvanu efektivna velicina uzorka
n n w2 -1

N”::Ti?ﬁéiz(é;(zgfu)] (3.14)

¢iju intuiciju prenosimo iz [15]. Naime, ako od danih n teZina imamo m njih koje su
jednake i, a ostalih n — m je jednako 0, tada za m, n i koeficijent varijacije vrijedi

_ n
1+ CV2,

gdje jednakost dobivamo uvrstavajuci m, n u (3.13). Broj m na neki na¢in predstavlja broj
tezina koje su nam znacajne u uzorku. Stoga formulu za m postavljamo kao formulu od
N, u opcenitijem slu¢aju. Drugu jednakost u (3.14) dobivamo direktnim uvrStavanjem
vrijednosti CV2.. Minimum efektivne veli¢ine uzorka je 1, a postiZe se kada je suma teZina
koncentrirana u jednoj vrijednosti. Maksimum je n, a on se postiZze kada su sve teZine
jednake.
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Dodavanje reuzorkovanja

Kao $to smo spomenuli u opisu algoritma uzorkovanja po vaznosti s reuzorkovanjem, re-
uzorkovanje pretvara uzorak s nekim teZinama u uzorak s teZinama 1. Mi ¢emo se dodat-
kom reuzorkovanja boriti protiv degeneracije tezina.

Naravno, koriStenje reuzorkovanja ima svoju cijenu, a to je povecanje varijance pro-
cjene. To vidimo iz usporedbe grani¢ne varijance uzorkovanja po vaznosti 6->(f) s granié-
nom varijancom uzorkovanja po vaznosti s reuzorkovanjem 6(f) + Var,(f), (lema i
teorem[2.3.9, @ = 1).

Stoga, ne Zelimo reuzorkovati nakon svakog stanja, odnosno produljivanja putanje
Cestice. Opcija koju odabiremo jest da reuzorkujemo svaki puta kada efektivna veli¢ina
uzorka (3.14) padne ispod neke fiksne granice. Reuzorkovanjem mjeru efektivne veli¢ine
uzorka resetiramo na njen maksimum. Rad [15] pokazuje kako nije posebno bitno na-
mjestati tu fiksnu granicu, sve dok je granica prirodni broj veci od 1.

Po uzoru na algoritam [2.3.6] u opisu ¢emo odmah zapisati o-algebre uz koje su nizovi
uvjetno nezavisni, a algoritam Ce biti napisan pomocu dvostrukih nizova. Prisjetimo se
kako n oznaCava veliCinu niza M,, kojim aproksimiramo integrale, pa indeks Cestica i ide
od 1 do M,. Izuzev dodatka notacije i koraka reuzorkovanja, ovaj algoritam je isti kao
algoritam sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti.

Algoritam 3.2.2 (Sekvencijalno uzorkovanje po vaznosti s reuzorkovanjem).
Inicijalizacija:

Generlra]mo nezavisan i jednako distribuiran slucajan uzorak §° n2’ & tako da
] n

W. ~ po. Za svaki i takav da 1 < i < M, izracunajmo inicijalne teZine
dv
Wni = 80(E )7 (&)
£0
Postavljamo F,| = o(£), ..., €0, ).
Mutacijski korak:
Za svaki vremenski indeks s koji redom ide od 1 do S,

nezavisno za svaki i takav da 1 < i < M, uzorkujemo &~ Rs- (&5 i o 1Y),
racunamo novu teZinu i-te cestice

m ot TG ) et ) 22D
wn,i = wi n,i = nl gS n,i ni’*
dRS 1( n,") dRS l( n,9')
Produljujemo putanju i-te Cestice sa = (fos L& ). Putanje &5, ... %, su uvjemo

nezavisne s obziromna G, = o(¥,’ U 0'( n 1 soes Mn))
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(Opcionalno) Reuzorkovanje:

Generirajmo n.j.d prirodne brojeve I’ |, I’ ,,...,I' .. tako da za svaki par (i, j) takav da
1 <i,j< M,vrijedi
w? .
_ &0 : 0: _ n,
P(Izj - llgn,f’ 52,;’ s ’fn,lsl/ln) - M, s
2t @

te za svaki j definirajmo

AS’:IS, e, A,?ji/[n su uvjetno nezavisne s obzirom na H; = o(G) U a(é;;’], .. .E;Mn)).

Ako se uzorkovanje dogodilo, postavljamo F*' = H? i redefiniramo putanje Cestica f?;f =

Putanje

32:;? i teZine w) . := 1 za svaki i takavda 1 <i < M,.
. .o . . s 1 _ s
Ako se reuzorkovanje nije dogodilo, postavljamo F,;"*" = G;.

Evaluacija:

Za funkciju f € FP(X**) nad prvih k + 1 stanja skrivenog lanca, gdje je k < S pro-
cjenjujemo
Mk g g0k
A w; f(&™)
o (f) ~ ¢§:ZZR(f) = Z eyt
o 2= @)
Napomena 3.2.3 (O izgladivanju). lako smo definirali algoritam pomocu funkcija
nad cijelom putanjom Cestice, u tom obliku ga nikada necemo iskoristiti. Za razliku od
algoritma [3.1.2] Cestice viSe nisu medusobno nezavisne, i mnoge putanje se ili gube ili
dupliciraju kroz reuzorkovanje. Zbog toga je informacija o inicijalnim stanjima sadrZana
u Cesticama nepouzdana.

objasnjava njegov drugi naziv, CestiCni filter, koji se koristi ¢ak i onda kada nije u pitanju
filtracija.

Koristenjem reuzorkovanja, mnoge cestice vise uopce nece imati informacije o inici-
Jjalnim stanjima putanja jer se informacije o manje vjerojatnim dogadajima nad pocetnim
stanjima gube kroz reuzorkovanje. Za probleme racunanja integrala nad fiksnim stanjima
skrivenog lanca, na primjer ¢o(f), [3] opisuju drukcije prikladne metode pod nazivom
statistika fiksne dimenzije.

Primjer 3.2.4 (Usporedba teZine Cestica u sekvencijalnog uzorkovanju). Usporedujemo
vrijednosti efektivne veli¢ine uzorka izmedu sekvencijalnog uzorkovanja s optimalnom



44 POGLAVLIJE 3. SEKVENCIJALNE MONTE CARLO METODE

® S ]

£ © s " s

N % X x

= = »%"SO(K Hx

@ >§<

5 Q- 5%@ % % Be %x

[ |

g Cbco ooy

2 27 @ %QDQ:R:) %Oocq o

% | Cpo I d;} Doctfbo o

E‘l’ o | %mchmo

= ° | T | T | 1
0 20 40 60 80 100

vremenskl Indeks

Slika 3.5: Prikaz efektivne velicine uzorka na teZinama u sekvencijalnom uzorkovanju i sekvenci-
Jjalnom uzorkovanju s reuzorkovanjem. Algoritmi s 1000 Cestica procjenjuju filtriranu distribuciju
or, gdje k ide od 0 do 100.

jezgrom 1 sekvencijalnog uzorkovanja s reuzorkovanjem s optimalnom jezgrom. Za re-
uzorkovanje koristimo strategiju fiksne granice. Model i podaci koje koristimo su isti kao
u[3.2.1] Naslici[3.5|promatramo efektivnu veli¢inu uzorka N, f (3.14) kroz jedno izvodenje
algoritma s i bez reuzorkovanja. Vidimo kako N, f brzo pokazuje prisutnost degeneracije
tezina u algoritmu bez reuzorkovanja, dok reuzorkovanje resetira vrijednost N, f na maksi-
mum.

3.3 Asimptotika sekvencijalnih metoda

Nakon Sto pokazemo dovoljne uvjete u kojima mutacijski korak c¢uva asimptotsku normal-
nost, kombinirat ¢emo ga s korakom reuzorkovanja iz drugog poglavlja i induktivno pri-
mijeniti na dokaz asimptotske normalnosti cijelog algoritma sekvencijalnog uzorkovanja s
reuzorkovanjem.

Promatramo samo slucaj filtriranja, u kojem ra¢unamo distribucije stanja zadnjeg skri-
venog stanja. Prisjetimo se da filtraciju ¢y skraéeno zapisujemo ¢;. Ako imamo niz od
S + 1 stanja, algoritam redom prolazi kroz aproksimacije distribucija ¢y, ¢1, ..., ds, gdje
pocnemo od procjene klasi¢nog uzorkovanja po vaznosti za ¢.

Iz distribucije ¢ prelazimo u distribuciju ¢;,; pomocu prijelazne jezgre T}, instrumen-

. . - : o dT(x :
talne prijelazne jezgre Ry i njihove Radon-Nikodymove derivacije 7z 8; zasvaki x € X. U
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idu¢em teoremu v predstavlja ¢, a L, R redom predstavljaju T!, Ry, te s obzirom na to da
radimo za proizvoljni korak po stanjima, imamo &, ;, f,,, Wy, umjesto §S f”, w; .
Distribuciju u, koja predstavlja ¢, definiramo s

frdoT(x, f)

D T ex)

Mjeru iz brojnika ozna¢imo sa vT'(f) = j;( v(dx)T (x, f), 1 normalizirajuca konstanta iz
nazivnika ¢e tada biti vT'(X).

Teorem 3.3.1 (Mutacijski korak ¢uva asimptotsku normalnost). Neka je {&,, 1}1<i<m,
asimptotski normalan za (v, A, o, {M, MY 2}) i konzistentan za (v, C).

1. Neka je 0 < vT(X) < oo.

2. Nekavrijedi x —» T(x,X) e Cix—> T(x,X) €A

3. Neka za svaki x € X vrijedi T (x,-) < R(x,-), i postoji pozitivna verzija od ZITQE;‘;
Tada je {En,l-, Wn.ih<i<m, definirano kao u algoritmu asimptotski normalan za
(u, A, &, {M,'*}), gdje vrijedi

feﬁap)xHTuﬂeAxijud)@gx;

. > OVTLf = p(OD + °(f = u(f))
2 _
7= VI (X)

d
fmzjfmmmMM%M”)<v<ﬂ fwmﬁmﬁ?
XxX ( X

(x )) () eC)

Dokaz. Cjelovitost skupa A slijedi koristenjem Jensenove nejednakosti, linearnosti integri-
ranja i iz cjelovitosti od A i C. Neka je f € A tako da bez smanjenja opéenitosti vrijedi
u(f) = 0. Zelimo dokazati

M)l

M2 i S 2 NO.U)) (3.15)
i=1 Zij=1 %n,j

Dokaz rastavljamo na nekoliko koraka.

Korak 1. U prvom koraku treba dokazati da vrijedi konvergencija

M)l

Wy,
LN vT (X)
M, noe
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iz Cega je onda, po Slutskyevom teoremu za dijeljenje, za (3.15)) dovoljno dokazati da
vrijedi
M,

MY T ) o NOYT(XYE()). (3.16)
i=1

Dokaz koraka 1. preskaemo zbog konciznosti, a Citatelja upu¢ujemo na 9.3 u [3]].
Raspis§imo izraz u (3.16)

Mn

Mrll/2 Z %f(gn,i) = Ml/z(An + B,) (g.s.)

i=1 n

gdje je
1 & .
= D Elw, i fE)IF] (3.5
n =1

1 & - 2
= ﬁ Z wn,if('fn,i) - E[wn,if(gn,i)lﬁ] (gS)
n =1

Za tvrdnju zadatka je sada dovoljno dokazati asimptotsku normalnost od A,, a na B, pri-
mijeniti lemu[A.5] i iskoristiti lemu [A.6] za kombiniranje konvergencija.

Korak 2. Dokazujemo asimptotsku normalnost od A,. Po konstrukciji mutacijskog ko-
raka imamo da

Elw,if () Fnl = fx R(&,i, dX)w,, 1 (X) f(x)
= fx Ry d) i) )

dR (s *)
=T (&nis ) (8-5.) (3.17)
Tada za A, vrijedi
= S Bl @t = 3 T ) )
M, ’ ’ M, i=1 ’

i=1

i zbog f € A imamo po definiciji da je x = T(x, f) € A pa vrijedi asimptotska normalnost

M4, —2 N©O, 2T 1)). (3.18)

Korak 3. Za asimptotsku normalnost od B, prvo ozna¢imo V,; = M, 1/ zwn,,- f(g,,,i) (g.s.).
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Varijable V,,; su po konstrukciji uvjetno nezavisne s obzirom na G, kao u algoritmu
i dokazat ¢emo sva tri svojstva koja su potrebna za primjenu teoremafA.5] Analogno kao u

2
GBI, za V2,

(gn i '
dR(fnl, )

M}'l 1 Mﬂ (f .
2 _ ) n,is
;E[Vn,,m] = MZ fx R(fn,,,dao( ey ))

AN f f w(dx)R(x' dx)( TEnis ) (xX) f(x ))2
n—0o0 ’ dR(‘fnl")

XxX

1
E[V2|F.] = A fx R(fn,i,dx)( ) (x )f(x )) (3.19)

dR(&
u skupu C. Iz te pripadnosti slijedi i integrabilnost funkcije, stoga Vn, ima konacan drugi

uvjetni moment (3.19)), §to je upravo svojstvo i.
Zbog uvjetne Jensenove nejednakosti imamo E[Viil?‘n] > E[V,.lFn]? (g.5.), §to s cjelo-

L . . dr(t,) 2
vitosti skupa C pokazuje da funkcija t — ( fx R(t,dx) (m(x) f (x))) pripada C. Sada

gdje imamo konvergenciju jer je funkcija x — [ R(&,;, dx) (d”f"' ) (x) f(x)) po definiciji

) 2 1 f ) dT (‘fnz,' 1 ) 2

B[V, AT,]" = M,,( XR(-fn,,,dx)( e 5@ ))) 2 T 177 (85

M}'I 1 M)l P

D BV = — > T ) — f (d0)T(x, f)’. (3.20)
n—oo X

i=1 =1

Oduzimanjem konvergencija (3.19) i (3.20) dobivamo uvjet[A.3]ii.,

Z BV, |F.] - BIV,ilF ) —

n—oo

d nn'
f f WdX)R(Y, dx )( ng St >) fx WdOT(x, ) = 1),

XxX

Sto nam daje izraz za grani¢nu varijancu od B,,.
Za[A 5liii., uzmimo proizvoljan pozitivan realan e. Vrijedi

(é‘:n i '
dR(&pi» )

dTEn,i-

ARG, i )( X0)f(0)|zeMz)

| 2
E[Viiﬂuv,l,ﬂzeﬂﬂ] =L LR(fn,i,dx)( ( )f(x)) {
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Sli¢no kao u dokazu [2.3.8] mozemo uzeti pozitivan realan broj K, 1 za dovoljno velik n ¢e
tada biti

M,
Z B[V, Ly, zelFal <
i=1
1 N (fnl,‘ N
: Z‘ fx R(gn,i,dx)( R )f(x)) P
(x,) 2
ffxz MR dX)(dR( ’,')(x)f(x)) (| 452 (o) o2 k) (3.21)

gdje konvergencija slijedi zbog cjelovitosti od C. Zadnju liniju (3.2T) moZemo napraviti
proizvoljno malom pustanjem K — co. Sada koriStenje leme dovrSava dokaz svojstva

[A.3liii.
Korak 4. Dokazali smo

M4, —— N(O,dX(T)),

exp(ivM!2B,) —— exp(—v*12(f)/2).

Jednako kao u zavrSetku dokaza [2.3.10] primjenom leme [A.6] dobivamo bivarijatnu nor-
malnu distribuciju i uzimanjem linearne kombinacije M,i/ A, + (M,l,/ 2M; 1 2)M,i/ ’B,, dobi-
vamo Zeljenu asimptotsku normalnost. O

Prije teorema o asimptotskoj normalnosti, navedimo teorem o uvjetima u kojima se
cuva konzistentnost. Tehnike dokazivanja konzistentnosti su slicne onima kojima se doka-
zuje asimptotska normalnost, 1 dokaz teorema se moze pronaci u [3]], potpoglavlje 9.4.

Teorem 3.3.2 (Konzistentnost sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti s reuzorkovanjem).
Neka vrijedi

1. fx O(x,dx")gi(x") > 0 za svaki x € X i indeks k.

2. sup,ex 8k(x) < oo za svaki indeks k.

3. Za svaki x € Xiindeks k jezgra T} (x, -) je apsolutno neprekidna u odnosu na R;(x, -)

dTLl
s pozitivnom verzijom Radon-Nikodymove derivacije — E
aTi(x,) ,
SUP (1, x)exxX de(x )( ) < .
Ako je {f 1}1<i<m, konzistentan dvostruki niz za (¢, L' (X, ¢o)) onda je za svaki k > 0

dvostruki an (&5, 1h<icum, konzistentan za (¢, L' (X, ¢r)).

n,i’

2 tako da vrijedi i
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Uz izbor apriorne jezgre R, = Q, uvjet 3. slijedi iz uvjeta g;(x) > 0 za svaki x € X i
uvjeta 2. S druge strane, uz izbor optimalne jezgre Ry = T} zbog

dT!(x, )
dTy(x, )

pa pozitivnost uvjeta 3. slijedi iz uvjeta 1., i ogranicenost po (x, x) slijedi iz uvjeta 2. i
konacnosti vjerojatnosne mjere Q(x, -) za svaki x.

Idu¢i teorem govori o asimptotskoj normalnosti sekvencijalnog algoritma s reuzorkova-
njem ako u svakom koraku primijenimo reuzorkovanje. Teorem neéemo koristiti u praksi,
ali nam daje nekoliko uvida. Svi sekvencijalni Monte Carlo algoritmi koriste sli¢ne korake
s modifikacijama i usporedba grani¢nih vrijednosti varijanci tih algoritama nam daje do
znanja jesu li neke metode efikasnije od drugih. S druge strane, osim za dokaz teorema,
izveli smo alate koji nam mogu koristiti u raznim situacijama proucavajuci sekvencijalne
Monte Carlo algoritme. Takoder, provjeravanje uvjeta iduceg teorema nam u praksi moze
naznaciti koji dijelovi modela stvaraju problem u primjenama u kojima koristimo opisane
algoritme.

() =T{(x,X) = fx O(x, dx")g(x")

Teorem 3.3.3 (Asimptotska normalnost sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti s reuzor-
kovanjem). Neka vrijede svi uvjeti teorema i neka je {.f0 1} konzistentan za
(¢, L' (X, ¢0)). Tada vrl]edl ako je {£°

i 1}1<1<M asimptotski normalan za
(¢, L2(X, ¢9), 00, (M, }) onda je za svaki k > 0 dvostruki niz {£*
lan za (¢, L2X, ¢p), o, {MY?)), gdje je oy definiran rekurzivno sa

o7 (B T = (DD + mi(f = du()
1 T{(X)

ﬁm:f¢mwwmw%
XxX

1} asimptotski norma-

n,i’

oo(f) = + Vary (f),

T} (x,

o ( Nfx >) ‘[\¢k1<dx>7“<x I3

Dokaz. Prvo na dvostruki niz {f" 1.1} primjenjujemo mutacijski korak. Stoga moramo
provjeriti zadovoljava li on pretpostavke teorema o mutacijskom koraku Zbog te-
orema imamo konzistentnost {£;', 1} za L'(X, ¢,) i konzistentnost {£ , 1} za
L'(X, ¢;), a zbog induktivne pretpostavke imamo asimptotsku normalnost za L2(X, ¢y_;).

Prvi uvjet jest

0 <1 Ty (X) = fx Pr1(d0) Ty (x, X) = f Pr-1(dx) Q(x, dx)gi(x’) < co.

XxX

Pozitivnost slijedi iz uvjeta fx O(x,dx")gi(x’) > 0 za svaki x 1 jer je ¢;_; vjerojatnosna
mjera. Konacnost slijedi iz sup,.y gx(x) < oo 1 jer su ¢_; 1 Q(x, -) vjerojatnosne mjere.
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Drugi uvjet teorema govori o pripadnosti funkcije x = T}, (x, X) prostorima
L2(X, 1) i L1(X, ¢1-1). Dovoljno je

2
fx¢k—1(dX)T;?_1(X,X)2 = fx¢k—l(dx) (\fx Q(X,dx,)gk(x,)) <

ff¢k—l(dx)Q(x’ dx')gi(x')? < 0.

XxX

gdje nejednakost slijedi prema Jensenovoj nejednakosti, a konacnost iz uvjeta sup, .y gx(x)
< oo. Treci uvjet teorema je direktna posljedica uvjeta o konacnosti 1 pozitivnosti
Radon-Nikodymovih derivacija.

Ostaje provjeriti obuhvaca li skup funkcija A iz teorema skup L2(X, ¢y) te pri-
mijeniti korak reuzorkovanja. Uzmimo funkciju f € L2(X,¢;). Prvo trebamo dokazati
da vrijedi x > T} | (x, f) € L2(X, ¢y_1). Imamo, koristeéi Jensenovu nejednakost i uvjete
konacnosti,

2
fx $r1(d0)T (x, ) = fx Pr-1(dx) ( fx O(x, dx")gr(x) f (X')) <

f f Br1(dx)O(x, dx)gu(X' ) f(xX') < llgillo f $r-1(d)O(x, dx)gu(xX) f(x') =

XxX XxX

gl T2, (X) fx (X f() < co.

N 2
Drugo, trebamo dokazati da x — fok 1(x, dx)(de :Ex ;( ’)) f(x)? € LY(X, ¢y_1). Ana-

logno, koriste¢i kona¢nost Radon-Nikodymovih derivacija, vrijedi

’ djlilcn.) ’ ’ N2
f¢k—1(dx)ka—l(x,dx) m(x) S =

(x,") ,
fqbk l(dx)fT" (x, dx )dRi 1( SO <
( ) ’ ’
$r1 T, (X) f i(dx’) dR’; 1( SGRUS 2< (3.22)

= (x')

HdT“ ()
dRy_(x,")

¢k—1T,?_1(X)fqﬁk(dx’)f(x’)z < o0,
o« X

Sto dokazuje korektnost primjene mutacijskog koraka. Nejednakost (3.22) pokazuje do-
voljne uvjete za pripadnost funkcua i 13 ;( ), Z;’;ﬁ:;(x’) F(x')? skupu € L1(X, ¢) . To
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je dovoljno za primjenu leme o reuzorkovanju. Potpuno analogno kao u dokazu teorema

2.3.10| primjenom reuzorkovanja dobivamo pribrojnik Var,, (f) u rekurzivnoj definiciji va-
rijance 0. O






Dodatak

A Asimptotski rezultati o uvjetno nezavisnim
dvostrukim nizovima

U ovom dodatku navodimo i dokazujemo pomoc¢ne rezultate vezane uz asimptotiku dvos-
trukih nizova koji su uvjetno nezavisni s obzirom na neki niz o-algebri {¥,}. Dvije glavne
tvrdnje, propozicija[A.3]i teorem[A.5|su iz 9. poglavlja u [3]. Dokaz teoremalA.5|ne slijedi
iste argumente, nego koristi lemu koja je iz [4].

Pocinjemo s dvije leme koje koristimo u dokazu propozicije

Lema A.1. Neka suzy,2,...,2,12,,2,...,%, kompleksni brojevi takvi da za svaki od njih
vrijedi |7|< 1. Tada vrijedi

n
2122+ 20 — 2125 ZyI< ZlZi -z
i=1
Dokaz. Dokaz indukcijom po k € N. Baza indukcije ocito vrijedi. Promotrimo sada
lz122 21 — 2425+ - - 7y |- Imamo

|z122** Zk1 — Z'1Z'2 o 'Z,'<+1| = 12122+ Zpw1 — Z'IZQ o Zkrl t Z'IZQ . 'Z],C(Zk+l - Z;'<+1)|
77 ’ 77 ’ ’
<lzllziza -z — 2125 - il HZ25 - - - |z — 23y
pretp.

< |2i — Zi|H|zesr = 2y -
i=1

O

Lema A.2. Neka je {X,},>0 niz slucajnih varijabli takvih da vrijedi X,, > 0 (g.s.) za svaki
n. Neka za svaki € > 0 postoji niz {A}},>0 slucajnih varijabli takvih da za svaki n vrijedi

Af > X, (g.s.) i taj niz konvergira po vjerojatnosti u €, to jest A, —— €. Tada vrijedi
n—oo
7)
X, — 0.
n—00
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Dokaz. Ako pretpostavimo suprotno, postoje € > 01 € > 0 takvi da postop niz ny 1 vrijedi
P(|X,,k|> @) > & za svaki k € N. Promatrajmo niz AS). Iz A > X, (g.5) i zbog

= |X,,| Sll_]edl da {IA - /41> €/4} 2 {|X.]> &} do na skup mjere 0. Stoga za svaki
k Vrljedl P(|A — /4> €/4) > €, Sto je kontradikcija s konvergencijom po vjerojatnosti

niza {A,} } |

Pomocu sljedece propozicije dokazujemo glavni pomo¢ni rezultat, teorem aliu
propoziciji zapravo obavljamo vecinu “posla” dokazivanja tog teorema.
Imaginarnu jedinicu oznacavamo sa i.

Propozicija A.3. Neka je {U, ;}1<i<u, dvostruki niz koji je uvjetno nezavisan s obzirom na
{Frtns0, niz o-algebri koje su podskupovi od F. Neka redom vrijede i svojstva:
i. Za svaki par (n,i) takavdaje 1 <i < M,, vrijedi E[U,;|¥,] = 0 (g.s.) te E[Uﬁyilﬂ] <

oo (g.s.).
ii. Uz oznake 0'2 .= E[Urzlyilﬂ] (g.5.), postoji pozitivan realan broj o takav da vrijedi
M,

ZU,———’U
i=1 Ll oo

iii. Za svaki € > 0 vrijedi

2

M,
P
E[U,;Lju, z0lFa] —— 0.

i=1

Tada za svaki u € R vrijedi

Mil
Elexp(iu Y Up)IFal — exp(-ic?[2).
i=1

Dokaz. Fiksirajmo proizvoljan u € R. Iz svojstvalii] i zbog neprekidnosti funkcije ekspo-
nenciranja slijedi

exp(—— Z 0' ) ——> exp(— wao?/2).

Dakle dovoljno je dokazati da vrijedi

Mn n
Blexp(iu )| Up)IFs] - exp(—— Z o2) — 0, (A1)

i=1

a iz leme[A.1]i uvjetne nezavisnosti dvostrukog niza {U,,} slijedi

E[exp(mz U,0)IF] exp(——ZO'n,) ZlE[exp(mUm)m exp(—i2or,/2)| (g.5)

i=1
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Sada nastavljamo dokazujuci da vrijedi

M,
za A, LY [ElexpuU, )IF,] - (1 - o?,/2). A, —50,
dof. P
za B, 24 |1 — uzoﬁ’i/Z — exp(—uzoﬁ’i/2)|, B, — 0.

,_.
Il

1
Prema nejednakosti dobivenoj preko Taylorovog raspisa kompleksne eksponencijalne funk-
cije (26.4. u [1]) za realne u, x vrijedi

lexp(iux) — (1 + iux — (ux)?/2)|< min{|ux|?, |ux*}
pa uvrStavanjem x = U, ;, 1 koriStenjem monotonosti i Jensenove nejednakosti za uvjetno
ocekivanje imamo

Jen.
<

Elexp(iuU,)|F,] — (1 + EliuU,|%,] - E|U,.)*/21%,))

mon.

E [Jexp(iuU,) = (1 + iuU,; = U, /2| [F| < Blmin{luU, P, U, P)F] (g.5.)
Koristeci svojstva minimuma, nadalje dobivamo nejednakosti

Elmin{luU, I*, luU, P Y1F,] < BlluU, > Lyy, 26lFn] + ElluU, Ly, <ol F]
< WELU; Ly, 12|F0) + luleor,; (g.5.)

Prvi redak u gornjem izrazu je jedan pribrojnik od A,, a zbog svojstva [ jedan ¢lan
postane 0, stoga vrijedi

M,
Ay < D WPEIUL gy, o0l Fo] + luleo? (2.5) (A2)
i=1

Za izraz pod sumom u (A2)), prvi dio zbog [iii] konvergira po vjerojatnosti u 0, a desni dio
zbog ii] ima limes te vrijedi
M,

2 2 3 2 P 3 2
Z wELU, Ly, 120|Fn] + lul’€o,; — 0+ ul’ec™.
i=1

Primjenom leme |A.2{sada slijedi A, 0.

n—oo

2,2
2 o .u
X — n,l

3 Sa x = 3

Za B, sli¢no kao gore primijenimo Taylorovu nejednakost [e™ + x — 1|<

1 dobivamo
M, 4 4

o, U
BnSZ 2 (g.5.)
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Da bismo to analizirali, koristimo svojstva it} [iii] te rastavimo:
2 2 2 2 2
0 = BLU, Ly, 2650l + ELU, Ly, 1< Fal < € + ELU, L, 120l F 2] (8-5.)

Onda vrijedi

M,
2 2 2
max o7, < €+ > E[U2 Ljy, alFal (2.5
i=1

1<i<M,

gdje desna strana konvergira po vjerojatnosti u €> zbog Opet po lemi imamo da

P
max o>, — 0. (A3)
1<i<M, " n—oo
Na kraju,
g.s. M, O'iilxﬁ gyt B M, 9 P
B, < — < — max o,; ) 0,;—0
. 8 8 I<i<m, ™ 1 oo

=1 i=1

.. . P T v v
te primjenom leme |A.2{dobivamo da B, —— 0 stoga vrijedi i (AT)), Sto dovrSava dokaz.
n—oo
O

Primijetimo da je[iii] zapravo Lindebergov uvjet, dok je (A3)) jedna verzija uvjeta uni-
formne asimptotske zanemarivosti.

Spomenimo sada lemu koja uz prijaSnju propoziciju, daje teorem kojeg upotreblja-
vamo u dokazima asimptotske normalnosti. Dokaz i tvrdnja su isti kao (A.4) iz [4]].

Lema A.4. Neka je G o-algebra te X slucajna varijabla takva da vrijedi B[X*|G] < oo.
Tada za svaki realan € > 0 vrijedi

4B X*1 x2201G| > E (X — EIXIG) Lx-mixigizalG] (8-5)

Dokaz. Ozna¢imo Z = E[X|G] 1Y = X — E[X|G]. Rastavljamo na dva slucaja, {|Z|> €} i
{|Z|< €}, a to smijemo jer se oni nalaze u G.
1. Promatramo dogadaj {|Z|< €}. Zbog nejednakosti koje vrijede za varijable unutar
ocekivanja i jer je Z G-izmjeriv na dogadaju {|Z|< €}, redom vrijedi

E Y2 1ir20lG| < 2 [((Y + 20 + Z) 1 jyaz241G]
2

V4
< 2(1 + ?)E [(Y + Z)21{|Y+Z|25}|g]

<4E[(Y + 2’ 1yriz20lG] (g-5)
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2. Jer je Z G-izmjeriv 1 jer uvjetno oCekivanje i1S¢ezava na Y, redom vrijedi E[ZY|G] =
ZE[Y|G] = 0 (g.s.). Sada, na dogadaju {|Z|> €}, imamo

E [Y 1 |Y|>25}|g] < E[ AR €2|Q]
=E|( +2) - €5
<E[(Y + 2’ Ljy.z:0lG] (-5
O

Zamjenom U, ; = V,; — E[V,;|G] 1 primjenom propozicije te prethodne leme za
svojstvoliii] lako dobivamo iduéi teorem.

Teorem A.S. Neka je {V,}1<i<m, dvostruki niz koji je uvjetno nezavisan s obzirom na
{Fuluso, niz o-algebri koje su podskupovi od . Neka redom vrijede i svojstva:

i. Za svaki par n,itakavdal <i < M, vrijedi E[Viilﬁ] < 00 (g.s.).

ii. Postoji pozitivan realan broj o takav da vrijedi

ZE[V2 Tl = BV, lF > = o,

iii. Za svaki € > 0 vrijedi
M,
P
D EIV2 Ly, zal7] —20

Tada za svaki u € R vrijedi
M)l
Blexp(iu ) | Vi = BIValFaDIFa] —— exp(-u2a?/2). (A4)
i=1
PrijaSnji teorem kombiniramo s asimptotskom normalnosti za dobivanje asimptotske
normalnosti suma koje nisu nuzno nezavisne.

Lema A.6 (Kombinacija konvergencija). Neka je F, niz o-algebri. Neka je A, niz slucajnih
varijabli takvih da vrijedi asimptotska normalnost

A, — N(0,0%)
i tako da je za svaki n, A, F,-izmjeriv. Neka je B, niz slucajnih varijabli takvih da
Elexp(ivB,)|F,] —— exp(—v202/2).

Tada vrijedi
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Dokaz. Koristimo karakteristi¢ne funkcije za slu¢ajne vektore, primijenjene na niz vektora
(A, By)ns0- Za svaki par realnih brojeva u, v 1 svaki n, zbog svojstva uvjetnog ocekivanja
imamo

Elexp(i(uA, + vB,))] = E[E[exp(i(uA, + vB,))IF 4]
= (zbog 0 (A,) C F,) = Elexp(iua,A,)Elexp(ivB,)|F,]]. (AS)

Zbog asimptotske normalnosti A,,, pomocu slabe konvergencije kona¢nih mjera (analogon
Teorema 13.13. [20]) na konvergenciju moZemo primijeniti neprekidnu i ogranic¢enu funk-
ciju exp(iu-), stoga vrijedi

expiuA,) —— exp(iuA)

gdje A ima distribuciju N(0, 0%). Po Slutskyevoj lemi o mnoZenju onda vrijedi
exp(iuA,)E[exp(ivB,)|F,] L exp(iuA — v20'129/2).

Zato Sto postoji neprekidna ogranicena funkcija koja je identiteta na skupu vrijednosti
koje varijable u gornjoj konvergenciji mogu poprimiti, pomocu slabe konvergencije mjera
moZemo uzeti o¢ekivanje s obje strane. Koriste¢i jednakost (A5]) onda dobivamo

Elexp(i(uA, +vB,))] — exp(—uzoﬁ/2 - VZO'%/Z).

To je upravo karakteristi¢na funkcija bivarijatne normalne razdiobe, i onda po teoremu
neprekidnosti za slucajne vektore (Teorem 13.18. u [20]) slijedi tvrdnja leme. O

Iduca lema nam koristi za racune koji ukljucuju konvergenciju po distribuciji. Navo-
dimo ju bez dokaza.

Lema A.7 (Slutskyev teorem [7]). Neka su X,, X, Y, (realne) slucajne varijable takve da

D P D
vrijedi X, — X i Y, —— c gdje je c konstanta. Tada vrijedi X,, + Y, — X + ¢,

n—o0o n—00

X,Y, i) cX te uz uvjet ¢ # O vrijedi i X,/ Y, i) X/c.

n—0o0o
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Sazetak

U ovome radu prezentiramo problem izgladivanja na opéenitim skrivenim Markovljevim
modelima. Problem izgladivanja i srodni problemi sa sekvencijalnom strukturom distribu-
cija su se rjesavali Kalmanovim i proSirenim Kalmanovi filtrom koji imaju snazne pretpos-
tavke o normalnosti i linearnosti modela. Sekvencijalni Monte Carlo algoritmi su nastali
iz potrebe da se takvi problemi rijeSe na opcenitijoj klasi modela, i uz slabije pretpostavke.
Prezentiramo i motiviramo nastanak algoritma sekvencijalnog uzorkovanja po vaznosti s
reuzorkovanjem koji sluZi kao prototip svih sekvencijalnih Monte Carlo metoda.

Prvo poglavlje motivira proucavanje skrivenih Markovljevih modela s primjerima i po-
kazuje kako oni pokrivaju vrlo Siroku klasu modela. Dajemo teoretsku podlogu Markov-
ljevim lancima na opcenitom prostoru stanja i formalno definiramo skrivene Markovljeve
procese te problem izgladivanja.

Zatim u drugom poglavlju obradujemo algoritam uzorkovanja po vaZnosti i njegova
proSirenja, sve s ciljem kasnije primjene na problemima sa sekvencijalnom strukturom
poput izgladivanja. Obradujemo samo-normalizirajucu varijantu i dodatak reuzorkovanja.
Poopcéujemo definiciju asimptotske normalnosti na dvostruke nizove i uvodimo alate koji
sluZe za asimptotsku analizu uvjetno nezavisnih dvostrukih nizova, sve s ciljem dokaziva-
nja da korak reuzorkovanja ¢uva asimptotsku normalnost.

Kao proSirenje tehnike uzorkovanja po vaznosti na skrivene Markovljeve modele, u
tre¢em poglavlju opisujemo sekvencijalno uzorkovanje po vaznosti i dajemo nekoliko na-
¢ina na koje moZemo implementirati instrumentalnu distribuciju u tom algoritmu. Poka-
zujemo prisutnost problema degeneracije u algoritmu te da ga dodavanje reuzorkovanja
uspjesno rjeSava. Na kraju, dajemo dovoljne uvjete i dokazujemo asimptotsku normal-
nost sekvencijalnog algoritma sa reuzorkovanjem, pritom se oslanjajuéi na dokaz Cuvanja
normalnosti koraka reuzorkovanja.






Summary

In this thesis we present the problem of smoothing on general state space hidden Markov
models. Smoothing and other related problems with sequential structure have been solved
by using the Kalman filter and the extended Kalman filter, which have strong assumptions
on normality and linearity of models. Sequential Monte Carlo methods were developed
with the goal of not needing such strong model assumptions. We present and motivate
the development of an algorithm called sequential importance sampling with resampling,
which serves as a prototype for all sequential Monte Carlo methods.

The first chapter motivates exploration of hidden Markov models with examples, and
tries to argue that it is a very versatile class of models. We also give a theoretical backgro-
und on general state space Markov chains and formally define hidden Markov processes
and the smoothing problem.

Then in the second chapter, we present importance sampling and some of it’s exten-
sions, with the goal of applying it on problems with a sequential structure, as in the case
of smoothing in hidden Markov models. The extensions we present are self-normalizing
importance sampling and importance sampling with resampling. For proving asymptotic
normality of estimators that those algorithms give, we show generalizations of asymptotic
normality for triangular arrays and tools which we use for the analysis of conditionally
independent triangular arrays.

In the third chapter we present sequential importance sampling and describe several
possible ways of implementing instrumental kernels. That algorithm is a generalization
of importance sampling which can be used for smoothing in hidden Markov models. We
describe how weight degeneracy occurs in sequential importance sampling and present
reasons why resampling is a necessary addition to sequential importance sampling. At the
end, we present a proof of asymptotic normality of sequential sampling with resampling.






Zivotopis

Rodio sam se u Koprivnici, 7. travnja 1995. Svake godine od 7. razreda osnovne $kole su-
djelujem na DrZzavnim natjecanjima iz matematike. NajuspjeSniji natjecateljski rezultati u
srednjoj Skoli bili su bron¢ana medalja na Medunarodnoj matematickoj olimpijadi i prolaz
na Hrvatsku informati¢ku olimpijadu.

Kroz studij na Prirodoslovnom-matematickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu drzao
sam demonstrature iz Programiranja [ i 11, Algebarskih struktura i Matematicke logike.
U V. gimnaziji sam drzao redovnu grupu dodatne matematike kroz cetiri godine i ¢lan
sam udruge Mladi nadareni matematicari - Marin Getaldi¢ kroz koju sam sudjelovao u
pripremi srednjoskolskih ucenika za natjecanja iz matematike.

Obavio sam nekoliko programerskih praksi u Zagrebu i1 inozemstvu, i istraZivacku
praksu na Australskom nacionalnom sveuciliStu.
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