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Uvod

Graf s teZinama se prirodno moZe interpretirati kao slucajni proces te kao takvog ima smisla
koristiti teoriju slucajnih procesa i Markovljevih lanaca za opisivanje strukture grafa. Na-
ime, vrhove grafa moZemo smatrati stanjima slucajnog procesa, a tezine grafa odreduju
vjerojatnosti prijelaza iz jednog stanja u drugo. Svojstvo prolaznosti odnosno povratnosti
je jedno od temeljnih svojstava slu¢ajnog procesa koje ¢emo proucavati u ovom diplom-
skom radu. Cilj diplomskog rada je promatrati stabilnost navedenih svojstava s obzirom na
odredene perturbacije grafa. Struktura diplomskog rada je sljedeca:

U prvom poglavlju se prisjecamo osnovnih definicija i svojstava grafova i slucajnih
Setnji koji ¢e nam biti korisni u radu te definiramo grubu izometriju. Gruba izometrija
¢e se pokazati kao preslikavanje koje dovoljno dobro “€uva” strukturu grafa kako bi se
zadrzalo jedno od temeljnih svojstava slucajnog procesa.

U drugom poglavlju uvodimo nove pojmove vezane u grafove: Laplacian i energijsku
formu koje ¢e nam kroz niz rezultata omoguciti da bolje opiSemo strukturu i svojstva grafa.

U trecem poglavlju razvijamo teoriju elektri¢nih mreza. Graf se takoder moZe interpre-
tirati i kao elektri¢na mreZa. Na elektricnoj mreZi se prirodno pojavljuje koncept efektivnog
otpora za koji ¢emo pokazati da predstavlja zgodnu interpretaciju prolaznosti i povratnosti
grafa.

U Cetvrtom poglavlju proucavamo varijacijske probleme koji ¢e nam biti korisni za
dokazivanje kako se svojstva prolaznost i povratnosti ponasaju nad grubim izometrijama.
Varijacijski problemi predstavljaju nadogradnju na teoriju elektricnih mreza. Poglavlje
zavrSavamo dokazom prolaznosti i povratnosti nekih primjera koje smo naveli kroz rad
koriste¢i tehnike koje smo dokazali u prethodnim poglavljima.

Peto poglavlje nam dokazuje osnovni rezultat diplomskog rada: prolaznost i povratnost
grafova s teZinama je stabilna nad grubim izometrijama.






Poglavlje 1

Koncept slucajne Setnje na grafovima i
grube izometrije

1.1 Opcenito o grafovima

Podsjetimo se formalne definicije grafa: graf je uredeni par I' = (V, E), pri ¢emu je skup
vrhova V konacan ili prebrojiv, a skup bridova E podskup skupa VX V. Zaskup A C V
oznacavamo s |A| broj elemenata u A, odnosno kardinalitet skupa A.

Uvodimo neke pojmove vezano uz grafove koje ¢emo koristiti kroz rad:

e Koristimo oznaku x ~ y za x,y € V i kaZzemo da su x 1 y susjedi ako je {x,y} € E.
Pretpostavljamo da za nijedna dva ista vrha ne postoji brid u E koji ih povezuje te da
ne postoji viSe bridova koji povezuju isti par vrhova.

e Putyul jeniz xg, xy, ..., X, takvih da je x;_; ~ x; za sve 1 < i < n. Duljina puta y je
broj bridova u y. KaZzemo da je put 7y ciklus ili petlja ako je xo = x,. Kazemo da je
put jednostavan ako su svi vrhova u putu razliciti.

e Prirodno se uvodi metrik:ﬂ na grafu: d (x,y) je duZina najkraceg puta izmedu x 1 y.
Ako ne postoji takav put, stavljamo d (x,y) = +oo. Sada je lako proSiri definicija od
dzaxeViACV:

d(x,A) = min{d (x,y) : y € A}.

Podsjetimo se definicije metrike: metrika d : V x V — [0, +oo) je funkcija za koju vrijedi:
. d(x,y)=0

.dx,y)=0 &= x=y

-~ d(xy) =d(y,x)

L dx) <d(xy)+d(y,2)

N S
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e Kazemo da je graf I povezan ako vrijedi d (x,y) < oo za sve x, .

e KaZemo da je graf I' lokalno konacan ako je N (x) := {y : y ~ x} je konaCan za svaki
x € V, odnosno ako svaki vrh ima konacan broj susjeda. Takoder, kazemo da je graf
I' konacne geometrije ako vrijedi sup, [N (x)| < oo.

e Koriste¢i metriku d definiramo kugle na grafu kao:
B(x,r)={y:d(x,y)<r}, xeV, rel0,+c0).

Uoc¢imo da naSa metrika d poprima vrijednosti u N, ali nam to ne stvara problem za
reR.

e Zaskup A C V se lako definira vanjski rub od A:
0A ={y e A°:postoji x € A td. x ~ y}

Sli¢no se definiraju zatvarac i interior:
0A=0(A)={yeA: postojixe A°td. x ~ y}
A=AUJdiA

A’=A\9A

Kroz teoreme 1 ostale tvrdnje koje cemo dokazivati pretpostavljati ¢emo da je graf povezan
1 lokalno konacan osim ako nije naglaSeno drukcije.
Sada prelazimo na definiciju grafa s teZinama.

Definicija 1.1.1. Pretpostavimo da postoje teZine (ili provodljivosti) i, x,y € V, koje
zadovoljavaju:

(1) My = Hyx

(i) pyy > 0zasve x,y €V,
(iii) ako je x #y, tada je i, >0 & x ~y.
Tada (I, ) zovemo grafom s teZinama

Prirodne teZine na I su dane s:

I, akojex~y
o = 0, 1inace.

Sada definiramo sumu svih teZina vrha x € V kao: p, = p(x) = X, 4. Definicija se
prirodno prosiruje na skup A C V kao: pu(A) = D, Us.
Ako je graf I lokalno konacan, tada vrijedi:
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(1) |B(x,r)|<oozasvexir
(i) p(A) < oo za svaki konacan A C V.
Tezine mogu imati neka svojstva koja nam mogu biti korisna u dokazivanju nekih tvrdnji:

Definicija 1.1.2. KaZemo da graf (I', u) ima ogranicene teZine ako postoji C; < oo takav
daCl_l <u,<Cizasvakieec Eiu, <CyzasvexeV.
KaZemo da graf (I, u) ima kontrolirane teZine ako postoji C, < oo takav da vrijedi

Hey 1
— 2> —Za X ~ Y.
C y

HMx 2

Primjer 1.1.3. Neki primjeri grafova koje ¢emo proucavati:

(i) Euklidska reetka Z¢. U ovom slucaju je V = 79, te vrijedi: x ~y < |x—y = L.
U kasnijim poglavljima proucavat éemo povratnost i prolaznost ovisno o d.

(ii) d-narno stablo je jedinstveno beskonacno stablo takvo N (x) = d + 1 bez ciklusa.

(iii) Zanimljiv primjer je i tzv. 'ukorijenjenog binarnog stabla’ B koje se konstruira po
razinama. Prvo, stavimo By = {0} izan > 1 imamo B,, = {0, 1}". Tada je skup vrhova
dan sV = U> B,. Za x = (x1,...,X,) € B zan > 2 definiramo a(x) = (xi, ..., X,—1)
kao prethodnika od x. (Posebno stavimo a(z) = o za z € B,.) Tada je skup bridova
dan sa:

E®B) = {{x,a(x)} : x € B - By}.

Ovo je binarno stablo jer svaki vrh ima dvoje djece koje dobije dodavanjem zadnje
koordinate (0 ili 1).

(iv) Proucimo jedan naizgled drukciji primjer grafa. Neka je (C, f] konacno generi-
rana grupa i A = {g, ..., g} skup generatora (ne nuZno minimalan). Neka je N\* =
{g1, ...,g,,,gl‘l, w81} NekajeV =(te{g,h} € E &< g 'he A*. Tada se ({,E) se
naziva Cayley-jevim grafom grupe { generirane s A.

Definicija grupe (£, ) :
(a)abel—a-bel
®ya,b,cel—-(a-b)y-c=a-(b-c)
(c) Postoji neutralni element e € { tj. zasvakia € { vrijedia-e=e-a=a
(d) Za svaki a € { postoji inverzb € { takavdaa-b=b-a=-e
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Moze se pokazati da je Z¢ Cayley-jev graf grupe Z&®- - -®Z s generatorima g, | < k < d;
pri ¢emu g; ima 1 na k-tom mjestu, a ostalo 0. S obzirom da druk¢iji skup generatora
daje drugi Cayley-jev graf. opcenito za grupu £ (s pripadnom operacijom) moZemo imati
mnogo razli¢itih Cayley-jevih grafova. Isto tako, d-narno stablo je Cayley-jev graf grupe
generirane s I' = {xi, ..., X1} za koju vrijedi x7 = --- = x5, | = 1.

Uvodimo neke operacije s grafovima koje bi nam mogle biti korisne za dokazivanje
tvrdnji.

Definicija 1.1.4. Za (I, u) graf s teZinama.

(1) Podgraf Za H C V, podgraf induciran s H je graf s teZinama sa skupom vrhova H, te
skupom bridova:

Ey = {{x,y} eE:xye€ H},
te pripadnim teZinama:
,ug = My, X,y € H.
Analogno videnom se na grafu definira u'! te ocito vrijedi u? < u,. Naravno (H, Eg)

ne mora biti povezan cak i ako je I" povezan.

(2) Zamjena skupa tockom Za A C V. Graf dobiven zamjenom skupa A tockom a (a ¢ V)
je graf (V' E’) zadan s:
V' =(V-A)U({a},

E = {{x,y} : x,er—A}U{{x,a} : xeaA}.

TeZine na (V', E') postavljamo W\, = iy, ako x,y € V- A i

Wy = Z,uxb,xe V- A.
beA

Vidi se da vrijedi (', < p, < oo te da je nas novi graf povezan ako je I povezan.

1.2 Koncept slucajne Setnje na grafovima

U ovom poglavlju povezujemo slucajne Setnje s grafovima, te uvodimo pojam povratnosti
1 prolaznosti. Prvo definiramo:
/’ny

X

Px,y) = (1.1)

Neka je X diskretan Markovljev lanac X = (X,,n > 0, P*, x € V) s prijelaznom matricom
(P (x,y)) na vjerojatnosnom prostoru (2, ). Ovdje je s P* dan zakon razdiobe lanca s
pocetnim stanje X, = x i prijelaznim vjerojatnostima:

P* (X1 =yIX, =x) =P (x,y).
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X nazivamo jednostavnom slu¢ajnom Setnjom na grafu (I, u) i prijelaznom matricom
(P (x,y)). Motivacija za ovakvu definiciju prijelaznih vjerojatnosti je proporcionalnost
tezina. Sto vrh ima vezu s veéom teZinom sa susjedom relativno s obzirom na ukupnu
tezinu vrha, to je veca vjerojatnost prelaska u taj susjedni vrh. Prethodna definicija nam
daje novi naCin proucavanja grafova s teZinama kao slucajnu Setnju ¢iji skup stanja pred-
stavljaju vrhovi grafa, a prijelaze izmedu stanja odreduju tezine grafa.

Uoc¢imo da je (P (x,y)) ,u-simetriéarﬂ Naime, uvrStavanjem iz definicije slijedi:

P (x,y) = P (¥, X) = iy

Uvodimo prijelaznu vjerojatnost u n koraka:
piPn (x,y) = PH (X, = y).
Lema 1.2.1. Za xy, xy, ..., x, € V vrijedi:
Mo P (Xo = X0, X1 = X1, 000, Xy = %) = pa, P (Xo = X0, X1 = X1, .00, Xy = Xp)

Dokaz. Dokaz slijedi koriStenjem Markovljevog svoj stveﬂ p-simetric¢nosti od £ 1 definicije
uvjetne vjerojatnostiﬂ O

Definicija 1.2.2. Vrijeme dolaska u skup A: Za A C V definiramo vremena dolaska u skup
A
Ty=minfn>0:X, € A}

Ty =minfn>1:X, €A}

uz konvenciju min= oo, odnosno Ty = co = X nikad "pogada” A. Isto tako, ako
Xo ¢ A tadajeTy, =Tj,.

Preko vremena dolaska se moZe definirati i vrijeme prvog izlaska iz skupa A:
Ta=Tyse=minin >0: X, ¢ A}.

Sljedeci teorem se dokazuje u teoriji Markovljevih lanaca i opisuje osnovno svojstvo koje
¢emo kod slucajnih Setnji promatrati:

Teorem 1.2.3. Neka je graf T povezan, lokalno konacan i beskonacan.
(T) Sljedecih 5 uvjeta su ekvivalentni:

3To svojstvo pokazuje da je lanac X reverzibilan.
4P(Xn = Xl X1 = Xpo1, .0 X1 = x1) = P(Xy = X0 Xpo1 = X01)

SP(X =xY=y) = P()}()(:;C’:);):y)
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(a) Postoji x € V takav da je P (T} < o) < 1.
(b) Za svaki x € V vrijedi P (T} < o) < 1.
(¢) Za svaki x €'V, N
ZSDn (x, x) < o0,

n=0
(d) Za sve x,y € N takvi da x # y vrijedi ili P* (Ty < oo) <1ili PP(T, <)< 1.
(e) Za sve x,y €V,
P* (X ”pogada” y konacno mnogo puta) = P* (Z Lix,=y) < oo] = 1.
n=0
(R) Sljedecih 5 uvjeta su ekvivalentni:
(a) Postoji x € V takav da je P(T} < c0) = 1.
(b) Za svaki x € V vrijedi P(T} < o) = 1.
(c) Za svaki x € V,
D Pl x) = .

n=0

L.

(d) Za sve x,y € V vrijedi P* (Ty < oo)

(e) Za sve x,y €V,

P* (X ”pogada” y beskonacno mnogo puta) = P* (Z Lix,=y) = oo] =1.
n=0

Ako lanac X (ili graf I') ima bar jedno od svojstava (T)(a)-(e) iz prethodnog teorema
kazemo da je X ili I" prolazan. Ako pak vrijedi jedno od svojstava (R)(a)-(e) iz prethod-
nog teorema kazemo da je X ili I' povratan. Ovo su klju¢na svojstva lanca (grafa) koja
¢emo dalje proucavati. Cilj nam je razvijati metode i tehnike za dokazivanje ovih svojstava.

Iduéi teorem povezuje pojmove prolaznosti/povratnosti s jednim od nasih primjera.
Teorem 1.2.4. Z¢ je povratan za d < 2 i prolazan za d > 3.

Postoje razni dokazi teorema od kojih je najées¢i kombinatorni dokaz. Mi ¢emo ovaj
teorem kasnije dokazati koristeci teoriju elektricnih mreza.
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1.3 Grube izometrije

Zanima nas kako je geometrija grafa I povezana s dugoro¢nim ponasanjem (ili svojstvima)
lanca X. Zelimo razviti tehnike koje su stabilne na odredene perturbacije grafa.
Zato definiramo pojmove poput stabilnosti na perturbacije i izometrija.

Definicija 1.3.1. Neka je P neko svojstvo grafa s teZinama (I, u) ili lanca X. KaZemo da
je P stabilno na ogranicene perturbacije teZina ako za svaki graf (I, i) koji zadovoljava
svojstvo P i za ' teZine na 1 za koje vrijedi:

-1
C My Sy S Clys XY EV,

tada (I', ") ima svojstvo P.
KaZemo tada da su teZine p i p’ ekvivalentne.

Definicija 1.3.2 (Gruba izometrija izmedu metrickih prostora). Neka su (X;,d;),i = 1,2
metricki prostori. Preslikavanje ¢ : X; — X, je gruba izometrija ako postoje konstante
C,, C, takve da vrijedi:

Cil (dy (x,y) — C) < dr (9 (%), (1) < Cy (dy (x,y) + Ca), (1.2)
Usex, Ba, (¢ (x),C3) = X;. (1.3)

Gruba izometrija izmedu dva prostora implicira da ti prostori imaju istu makroskopsku
strukturu. Medutim, kako bismo mogli iskorisiti grubu izometri¢nost, trebaju nam neka
od svojstava lokalne regularnosti, primjerice ograniCene tezine. Za grafove s teZinama
pokazati ¢e se da je svojstvo kontroliranih teZina dovoljno svojstvo koje nam je potrebno.

Lema 1.3.3. Pretpostavimo da graf s tezinama (I, u) ima svojstvo kontroliranih teZina
(Definicija |l. s konstantom C,. Tada graf ima ogranicenu geometriju (pogledaj u Po-
glavlje[l.1) i vryedl zan>0,|B(x,n)| <2C,, u(B(x,n) <2Chu,.

Dokaz. Svojstvo kontroliranih tezina nam daje: i, > ’“’—* ako je x ~ y. Koristeci to svojstvo
mamo: (, = Xy fyy = [N (X) I“—’;, a to povlaci |N (x) | S (>, odnosno svojstvo ograni¢ene
geometrije.

Mora vrijediti C, > 2 osim ako nije |V| < 2. Tada definiramo S (x,n) = {y : d (x,y) = n} te
vrijedi (koriste¢i ograni¢enu geometriju grafa):

IS (x,n)| < Z N (y) < GolS (x,n = 1)| < (induktivno) < C3|S (x,0)| = C3,

yeS (x,n—1)

n+1

1B (x, n)I—ZS(x k)<Zc’< éz_l <2c,
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jer je C, > 2. Dalje imamo:

pBED)=p(N @)= )y < Co Yy = Copr
y~x

y~x
Sada indukcijom slijedi zadnja tvrdnja leme. O

Definicija 1.3.4. (Gruba izometrija izmedu grafova) Neka su (I';,u;),i = 1,2 grafovi s
tezinama koji imaju svojstvo kontroliranih teZine (I.1.2). Preslikavanje ¢ : X; — X je
gruba izometrija izmedu grafova ako:

(1) ¢ je gruba izometrija izmedu metrickih prostora (Vy,dr,) i (Va,dr,) s konstantama C,
i Cy.
(2) postoji C3 < oo takav da za svaki x € V| vrijedi:

C5'ur (%) < o (9 () < Capty (x). (1.4)

Koriste¢i prethodnu lemu i definiciju grube izometrije na grafovima, moZemo odrediti
odnose mjera kugli na dvama grafovima.
KaZemo da su dva grafa grubo izometricna ako postoji gruba izometrija izmedu njih. Sada
moZemo definirati stabilnost svojstva P s obzirom na grube izometrije slicno kao u
Definiciji|l.3.1



Poglavlje 2

Prijelazne gustoce, Laplacian i
Dirichlet-ova forma

2.1 Prijelazne gustoce i Laplacian

Definiramo prijelaznu gustocu lanca X s obzirom na mjeru y ili toplinsku jezgru grafa I':

_Pulxy)  Pr(Xy=Yy)
Pn(x,y) = = .
Hy Hy

Uocimo da je py (x,y) = lﬂ—m 1p(x,y) =p(x,y) = :—L‘} Prijelazne gustoce predstavljaju

prijelazne vjerojatnosti normirane s tezinom vrha u koji prelazimo. Sada navodimo neka
svojstva prijelaznih gustoca:

Lema 2.1.1. (i) puim (%, ) = 2, Pu (X,2) P (2, V)14,
(ii) p1(x,y) = p1 (v, x),
(i) 2y Pn (V) py = 2 Pn (X, Y) e = L.

Napomena 2.1.2. Dajemo skicu dokaza leme:
(i) koristenjem sljedeceg svojstva prijelaznih vjerojatnosti Markovljevih lanaca: P, (x,y) =

2P (X, 2) P (2, ).
(ii) slijedi iz definicije prijelaznih vjerojatnosti: P, (x,y) = ‘%
(iii) slijedi iz 3., P, (x,y) = 1 te koriStenjem definicije prijelazne gustoce.

Definiramo prostora funkcija koje ¢emo promatrati:

e C(V)=R"={f:V-oR}

11
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o Co(V)=R" ={f:V >R, f ima konatan nosac}
pri cemu je supp (f) = {x: f(x) # O}
« C.(V)={f:V >R,
L] C0’+ = C() n C+

Sada se prirodno uvodi pojam norme na C (V) za p € [1, co):

A1 = D" 1f () P,

xeV
LP(V,u) ={f € C(V) : |Ifll, < co}.
Napomena 2.1.3. Dobro je uociti da je L (V, ) "klasicni” LP prostor uz mjeru p.

Dalje moZemo definirati skalarni produkt na L? (V, u) :

(fog)= ) FEWh.

xeV
Prakti¢no je 1 definirati niz operatora:
Pof ()= D Pule) FG) = D pue)) FO) ity = Ef (X, @.1)
yev yev

Lema[2.1.1|nam daje P, = P".

Vjerojatnosni Laplaciarﬂ A je definiran na C (V) s:

1
A= — 3 iy (FO) = F ) = Y pey) (FO) = f )y = EF X)) = £ ().
g

Hx xeV
(2.2)
U operatorskom zapisu vrijedi: A = P — 1. S ||A]|,—,,» oznaCavamo normu operatora s L” u
L7 NAllpepy = supllAflly < If1l, < 1)
Na vjerojatnosnim prostorima vrijedi L”> C L”' ako je p, > p;. Na diskretnim prostorima
poput I' vrijedi obratno uz uvjet da je u, omeden odozdo.

Lema 2.1.4. Uz pretpostavku i, > a > 0 za svaki x € V, za f € C(V) i p, > py, tada
vrijedi:
1£1lp, < a7 HIf1l,,-

lPostoji i kombinatorni Laplacian definiran kao: Aconf (X) = X ey oy (f ) — f (X))
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S

Dokaz. Zamjenom f s T

moZzemo pretpostaviti da je || f]/,, = 1.

I 1 1
||f||§i=1—2|f(X)|’”/lx = |fOI" <1 = |f(0O) " ps <#—<— = |f)<a .

xeV

||f||172 Zlf(x) |171|f(x) |p2 [Jlﬂx < Zlf(x) |171 —(p2— Pl)/l’llu < al pz/m”fH 1 pz/m

Ako stavimo p;, () = p, (x, -), tada jednakosti iz Leme mozemo zapisati:
® Puim (X,Y) =Py, P

* Pp,(y) = pu )

e Aip() =P -=Dp, ) =P, =Py ().

2.2 Dirichlet-ova ili energijska forma

Za f, g € C (V) definiramo formu:

1
E(F.8) =5 D D hn ()= FON (g ~g 0. (2.3)

xeV yeV

kad suma konvergira apsolutno, te prostor
H>(V,u) = H*(V) = H> = {(f e C(V) : (/. f) < o0} (2.4)
Ako odaberemo baznu to¢ku o € V, moZemo definirati:
If1l5: = E 1) + f (0).
Sljedec¢a propozicija nam daje neka svojstva energijske forme:
Propozicija 2.2.1. Neka je f € H* (V, u).
(a) Ako za x,y € V vrijedi x ~ y, tada:

f ) = FOI <y P8 N2

(b) E(f,f)=0 < f =const.



14 POGLAVLIE 2. PRIJELAZNE GUSTOCE I DIRICHLET-OVA FORMA

(c) Ako je f € L?, tada
E(f. ) <2113
§to povlaci L* ¢ H?.
Dokaz. (a)
1 1 1
BN =5 D, D ey (F ) = FON 2 330 (F @) = F O + 51130 (F ) = f ()’

x'eV y' eV
= iy (f () = f ()
Sada lako slijedi prva tvrdnja.

(b) Ako je E(f, f) = 0, iz prethodnog dijela slijedi da ako x ~ y, tada je f(x) = f (). S
obzirom da je I" povezan, slijedi da je f konstantnana V.
Obratna tvrdnja se dobije trivijalnim uvrStavanjem f = ¢ za neki c € R.

()
ESN=5 D Y otter (F() = L))

x'eV y' eV

< D Dk (PO + (£ 0N = 211

x'eV y' eV

O

Sljedeca propozicija povezuje povezuje Laplacian 1 Dirichlet-ovu formu, te zapravo
preslikava veéi prostor H> u L2

Propozicija 2.2.2. Neka je f € H*. Tada je Af € L?* i vrijedi:
IAfI5 < 28 (f, £) < 4IIf 5. (2.5)
Dokaz.

IAFIB = ) IAF () Pp
= D QO = f @)y
<DL Q O = FO 1) 1)
= ZZ(;@) — [ () oy = 28(;,f)-
=5

Desna nejednakost se dobije primjenom Propozicije[2.2.1] m|



2.2. DIRICHLET-OVA ILI ENERGIJISKA FORMA 15

Teorem 2.2.3 (Diskretni Gauss-Green-ov teorem). Neka f, g € C (V) zadovoljavaju:

D8I () = £ ) sy < oo (2.6)
xeV yeV
Tada vrijedi:
E(f,8) == ) (Af (X)) g (D s, 2.7)

i suma u konvergira apsolutno. Isto vrijedi i ako je f € H?* i g € L?, ili ako je bar
jedan od f, g u Cy (V) (konacan nosac).

Dokaz. Uvjet (2.6) nam daje apsolutnu konvergenciju obe strane jednakosti (2.2). Naime,
1imamo:

1
E(f.9)=50, 2, FO) = F NIy
X oy
1
-5 Z Z (f ) = () g (x) -

te obe sume na desnoj strani konvergiraju apsolutno zbog (2.6). Dalje, zamjenom indeksa
x1y udrugoj sumi te koristeCi simetriju teZina na grafu u,, = y,, imamo:

EU) == D FO-fg@my==> 80 > (fFO0) = F @)y
X y X y

== > g WAf (.

Jednakost moZemo zapisati i u ovom obliku: & (x,y) = (-Af, g).
Primjenimo to na p?, p;, (jer imaju konacan nosac):

E(Py> Py) = AP DY) = Py = Ppits P
= Ppim (X,Y) = Ppams1 (X, ) .

&E(f, f) se moZe smatrati energijom funkcije f.






Poglavlje 3

Teorija elektriCnih mreza

3.1 Koncept elektricnih mreZza na grafovima

Neformalno, elektri¢na mreza je skup Zica i ¢vorova. Graf s tezinama I' (V, E, u) moZemo
prirodno interpretirati kao elektri¢cnu mrezu: vrhovi su ’¢vorovi’, a brid {x,y} moZemo
shvatiti kao Zicu izmedu ¢vorova x 1y s provodljivoScu pu .

Definicija 3.1.1. Tok na grafu I je preslikavanje I : V XV — R takvo da je:

I, =0ako x +y,

I, = =1 za sve x,y.

Za brid {x,y} uzimamo otpor jednak ,u;; (zato teZine p,, zovemo provodljivostima).
Ako vrhovi x, y imaju potencijale f (x), f (v) respektivno, tada Ohm-ov zakon daje jakost
elektri¢ne struje kao:

Ly = oy (f () = f () (3.1)

te osipanje snage kao:

fy (f ) = f (). (3.2)

Uoc¢imo da zbrajanjem (3.2)) po svim bridova dobijemo & (f, f).
U naSem razmatranju teorije elektricnih mreza uzimamo potencijal f kao naS polazni
objekt 1 iz njega izvodimo jakost elektri¢ne struje. Moguca je i obratna konstrukcija.

Definicija 3.1.2. (a) Neka je f € C (V). Definiramo tok V f kao:

(V) = o (f () = f (). (3.3)

17
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(b) Za dani tok I definiramo:

Div I (x) = Z I.: (3.4)
x~y
divI(x) = DW—I(X) 3.5

X

Div I (x) zovemo ukupnim tokom kroz x, a div I (x) gustocom od Div s obzirom na p.
Zatok I i A 'V moZemo definirati ukupni tok kroz skup A kao:

Flux (I; A) = Z Div I (x). (3.6)

x€eA

Sljedeca lema povezuje prethodnu definiciju s Laplacianom:
Lema 3.1.3. Za f € C (V) vrijedi divV f (x) = Af (x).
Dokaz. Koristeéi (3.3) i (3.4)) te prisjecajuci se (2.2)) imamo:

divVf () =" D (T = 15" ) o (F O) = F () = Af ().
y~x

y~x

PonaSanje toka u mreZi je opisano dvama Kirchoff-ovim zakonima.
Prvi Kirchoff-ov zakon kazZe da za x € V, uz pretpostavku da ne postoje drugi tokovi koji
ulaze ili izlaze iz x, vrijedi:
DivI(x)= Y I,=0. 3.7)

x~y

Drugi Kirchoff-ov zakon kaze da za ciklus x, x1, ..., x, = xo u V vrijedi:

Z'u)_fil,xl'lxi—l’xi =0. (38)
i=1

Napomena 3.1.4. Uocimo da za proizvoljan tok struje I iz Kirchoff-ovih zakona slijedi eg-
zZistencija potencijala f na 'V takvog da je I = Vf. Potencijal f je jedinstven do na aditivnu
konstantu.

Dokaz ide induktivno na sljedeci nacin: neka je xy € V, postavimo f (xg) = 0. Pret-
postavimo da smo f definiralina A C V. Akojex € Aiy ~ xzay € AS, definiramo
fO)=fx+ ,u;yl I,. Uvjet @ nam osigurava da je f dobro definirana.
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Za stvaranje struje u elektri¢noj mrezi potreban je izvor struje. PoSto nam je cilj is-

koristiti teoriju elektricnih mreZa za proucavanje svojstava grafa I', fiksiramo graf I" kao
pasivnu mrezu i dopusStamo postojanje vanjskih izvora struje na razne nacine.
Neka je D c V. Pretpostavljamo da postoji potencijal fy na V — D (dodavanjem vanjskog
izvora struje) 1 pusStamo da struja tece kroz D prema Kirchoff-ovim zakonima. Neka je
f € C (V) rezultirajuci potencijal. Prema Ohm-ovom zakonu struja od x prema y je (Vf),,.
Za x € D, oCuvanje struje nam daje:

divV £ (x) = 0.
Lema nam daje Af (x) = (] Stoga je funkcija f rjeSenje Dirichlet-ovog problema:

f)=fo(x) naV-D, (3.9)
Af(x) =0naD. (3.10)

Lema 3.1.5. Neka je f proizvoljno rjesenje Dirichlet-ovog problema (3.9). Tada I = Vf
zadovoljava Kirchoff-ove zakone (3.7) i (3.8).

Dokaz. S obzirom da je I gradijent funkcije, za ciklus x, x1, ..., X, = xo u V vrijedi:

Z'u)_fi{l,xilxi—l’xi = Zlu)_ci:,xi (Vf)Xi—l,Xi = Z (f (x;) — f(xi—l) ) =0,
i=1 i=1 i=1

odnosno vrijedi (3.8). Dalje, iz Leme za x € D vrijedi:
Div I (x) = u,div I (x) = u,div Vf (x) = uAf (x) = 0.
]

Pretpostavimo da je f ogranicena funkcija i prisjetimo se vremena izlaska iz skupa D
7p iz Definicije[I.2.2] Tada definiramo:

@ (X) = Ex(ﬁ) (XT[)) 1{TD<OO] ) (311)

Teorem 3.1.6. Neka su D i ¢ definirani kao gore. Tada vrijedi:
(a) ¢ je rjesenje Dirichlet-ovog problema (3.9).
(b) Ako je D konacan, tada je ¢ je jedinstveno rjeSenje problema ([3.9).

(c) Ako je P*(tp <o) = 1 za sve x € V, tada je ¢ jedinstveno ograniceno rjesenje
problema (3.9).

1Za funkciju f za koju vrijedi Af (x) = 0 za svaki x, kaZemo da je harmonijska.
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Dokaz. (a) Ako je x € D iz Markovljevog svojstva te definicije operatora (2.1)) slijedi:

¢ (X) = E(fy (Xe) Lirpeo)) = ) E*(fo (Xe) : X1 = 3,7 < 00)
S

= > PV E(fo(Xey),Tp < 00) = D Px,)) () = Pp(x).
y y

Sada s obzirom da vrijedi: A = P — I, slijedi Ap (x) = (P - 1) ¢ (x) = 0.

(b) Neka je ¢’ joS jedno rjeSenje Dirichlet-ovog problema, tada definiramo /4 := ¢ — ¢’. Na
skupu D vrijedi Ah = Ap — A¢" =0,anaV — D je h = 0. Preostalo nam je pokazati da je
h=0inaD.

Kako je h € Cy (V), primjenimo diskretni Gauss-Green-ov teorem (Teorem [2.2.3)):

Eh,h) =- Z (Ah(x))h(x)u, = 0.

Propozicija[2.2.1|daje da je i konstanta, pa nuzno mora biti 2 = 0 jer ve¢ znamo daje h = 0
naV - D.

(c) Bududi da je f; ograniCena, tada su ¢ i ¢’ ograniCena rjeSenja Dirichlet-ove zadace.
Naravno, tada je i & = ¢—¢’ ograniCena funkcija. Stoga je M,, = h (X,,) ograni¢en martingal,
te po teoremu o opcionalnom zaustavljanju vrijedi:

h(x) = E*My = E*M,, = 0,
pajeh=0. O

Napomena 3.1.7. Ako je V prolazan i D beskonacan, tada je moZe vrijediti: hp (x) =
P (tp = 00) > 0 za neke x € D. U tom slucaju nemamo jedinstvenost rjesenja problema
(3-9) jer je za svaki A, funckija ¢ + Ahp takoder rjesenje problema (3.9). Stoga, za jedins-
tveno rjeSenje Dirichlet-ovog problema (3.9) nije dovoljno odrediti potencijal f i tok I koji
slijede iz potencijala fy na oD.

Lema 3.1.8. Neka je I tok struje na 'V s konacnim nosacem. Tada je:

Z DivI(x)=0.

xeV
Dokaz. Neka je A skup vrhova x takav da je I,, # 0 za neki y ~ x. Kako je A konacan
(zbog kona¢nog nosaca),

ZDivl(x):ZDivl(x):ZZIxy:—ZZIyx:—ZDivl(y):—ZDivI(y).

xeV x€A X€A yeA X€A yeA yeA yev
O

Napomena 3.1.9. U dokazu leme mozZemo zamijeniti poredak suma jer je nosac konacan.
Kad nemamo konacan nosac, zamjena poretka suma ne mora nuzno vrijediti. Primjerice,
za graf N s tokom I,,,.1 = 1 za sve n; DivI(n) =0zasven > 2, ali DivI (1) = 1.
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3.2 Prolaznost i povratnost

Neka su By, B; dva neprazna disjunktna podskupa od V i pretpostavimo da je D = V —
(Bp U B)) konacan. Neka je fy = 15, 1 neka je ¢ jedinstveno rjeSenje Dirichlet-ovog pro-
blema (3.9), dano s (3.11). Nekaje V—D = ByUB; (uzByNB; =0, fy =0na Byi fy =1
na B)). Tada je:

@ (x) =P (Tp, < Ts,). (3.12)
Neka je I = Ve pripadni tok struje. Kako je 0 < ¢ < 1 te prema Lemi vrijedi
Div I (x) = u,Ag (x), imamo:

x€B) = () =0 = DivI() = » Ly= Y 1ty (@) - 9x) 20,

y~x y~x
vEBl = ¢ =1 = DivIi() =Y Le= ) pulp()-¢() <0,
x~y x~y

zeD=V -(ByUB)) = Ap(z)=0 = DivI(z) = uAp(z) =0,

pri ¢emu zadnja implikacija vrijedi jer je ¢ rjeSenje Dirichlet-ovog problema (3.9).
Koriste¢i Lemu (jer konacnost mreZze implicira i konaCnost nosaca iz uvjeta leme)
uocavamo vezu izmedu protoka kroz skupove By i By:

Flux (I; By) = Z DivI(x) = — Z Div I(x) = —Flux(I; B)).

X€By X€EB|

Definicija 3.2.1. Neka je V konacan. Efektivni otpor konacne mreZe izmedu By i By, u
oznaci Rf;\} (Bo, By), definiramo kao Flux (I; By)™", pri cemu je I tok struje koji tece iz By
u B, kad drZimo potencijal u By na 0, a potencijal u B, na 1.

Teorem 3.2.2. Neka je By C A C V pri Cemu je A konacan. Tada je

1
> P (ra < T e = R BT~ A) (3.13)

X€By

Dokaz. NekajeD=A—-By, B =V —-A,pkaou (3.12) i I = Ap. Neka je x € By. Tada je
¢ (x) = 0 te koristeci (1.1]) vrijedi:

Div I(X) = Z Qo(y)ﬂxy = Z,uxypy (TBI < TBo)

y~x y~x

= ) P ) P (Ty, < Toy) = wP* (T, < T,).

y~x

Sumiranjem lijeve strane po svim x € By dobijemo Flux (I; By) pa tvrdnja teorema slijedi

iz Definicije |
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Napomena 3.2.3. Kao poseban slucaj gornjeg teorema za x, € A (A konacan) imamo:

1
Rf}\} (%0, V—-A) = .
P*o (TA < T;O ) M,

Sada nas zanima kako definirati efektivni otpor na beskona¢nom grafu s obzirom da su

Setnji.

Definicija 3.2.4. Neka je (I', u) beskonacni graf s teZinama te neka je By c Vi A, 1TV
takavE] da je By C Ay. Definiramo:

R.sr (By, ) = lirfan;\} (Bo, Ay). (3.14)

Napomena 3.2.5. Uoc¢imo da je D =V — (By U A%) C A,. S obzirom da je A, konacan,
zakljucujemo da je D konacan. Isto tako je i By konacan (jer je podskup konacnog skupa
A1), pa je izraz unutar limesa dobro definiran, odnosno u skladu s Definicijom[3.2.1]

Prirodno se postavlja pitanje dobre definicije efektivnog otpora u beskonacnosti. Iduca
lema daje odgovor na to pitanje i daje bitno svojstvo efektivnog otpora.

Lema 3.2.6. (a) Ako je By C Dy C D, i ako je D, konacan, tada vrijedi:

RIf (Bo, DY) <RI} (Bo, D5). (3.15)

(b) R.ss(By, o0) ne ovisi o nizu (A,) koji odaberemo.

Dokaz. (a) Kako vrijedi Tp, < 7p, jer je Dy C D, slijedi da vrijedi i P*(p, < Tj ), 2

P (TDZ <T Eo) . Sumiranjem po x € By i koristec¢i Teorem |3.2.2|slijedi (a) tvrdnja.

(b) Neka je A; neki drugi niz takav da A}, 17 V. Oznacimo limese nizova u (3.14) za nizove
A, 1A} s RiR respektivno. Za dani n postoji m, takavda A, C A jer oba niza rastu prema
V. Stoga koristeci (a) dio imamo:

RIY (Bo, AS) < RN (Bo. (A),) ) < lim RY}} (Bo.(4;,)) =R

Pustanjem n — oo imamo R < R’. Zbog simetri¢nosti potpuno analogno slijedi R < R. O

Napomena 3.2.7. PoveZimo svojstvo (a) Leme s Definicijom S obzirom da
A, 17 V oznacava rastuci niz konacnih skupova A, (odnosno A,, C A, za svaki n € N),
slijedi da je niz RZA; (Bo, AS) rastuci niz (po n). Da bi takav niz konvergirao, mora biti
omeden.

2Izraz A, 11 V oznadava konvergenciju prema V za A, rastuéi niz kona¢nih skupova takvih da je
UgAd, =V
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Sljedeci teorem daje karakterizaciju povratnosti/prolaznosti preko efektivnog otpora u
beskonacnosti:

Teorem 3.2.8. Neka je (I', u) beskonacni graf s teZinama.

(a) Za svaki x € V vrijedi:
1

P (T =)= ———
P ) R.sr (x,00)

(3.16)

(b) (I', u) je povratan ako i samo ako je R.sr (x, 00) = o0.
(c) (I',p) je prolazan ako i samo ako je R,y (x,00) < oo,

Dokaz. (a) Neka je By = {x} za proizvoljan x € V, te A, niz kona¢nih skupova u V tako da
jexeA, 1A, 1T V. Tada iz Teorema slijedi:

1

P (ta, <T))= ——
M ( Ay ) R:—;\JJC (X, Af,)
Djelovanjem s lim, na prethodnu jednakost te koriste¢i Definiciju [3.2.4] slijedi tvrdnja s
obziromda A, TT V.
(b) Iz Teorema slijedi da je graf povratan ako i samo ako je P(T} < c0) = 1. To
implicira da je P (T} = oo0) = 0. Koristeéi (a) dio slijede oba smjera dokaza.
(c) Iz Teorema slijedi da je graf prolazan ako i samo ako je P (T} < o) < 1. To
implicira da je P (7T} = co0) > 0. Koriste¢i (a) dio slijede oba smjera dokaza. O






Poglavlje 4

Energijski i varijacijski problemi

U ovom poglavlju razvijamo teoriju varijacijskih problema koji ¢e nam biti korisni za do-
kazivanje nekih svojstava elektricnih mreZa 1 prolaznosti/povratnosti.

4.1 Varijacijski problem 1

Neka je (I', u) graf s teZinama, By, B; C V takav da je By N B; = (. Definiramo novi
potprostor funkcija koji éemo razmatrati u varijacijskim problemima:

V(Bo, B) = {f € H (V) : flg, = 1, flg, = O} (4.1)
Na tom potprostoru promatramo sljedeci varijacijski problem:
Cerr (Bo, By) = inf{&E(f, f) : f € V(By, B))}. 4.2)

C.ss (Bo, By) nazivamo efektivnom provodljivos¢u izmedu B, i B, i pokazat Ce se da
je recipro¢no R* J{‘} (By, By) (u slu¢ajevima kad je R j{\} (By, B;) dobro definirana).

Napomena 4.1.1. Ako je ByN By # 0, tada je V (By, By) = 0, pa u tom slucaju stavimo da
Jje Cerr (Bo, By) = 0.

Lema 4.1.2. (Cl) Ceff (B(), Bl) = Ceff (Bl, Bo)
(b) Cerr(Bo, By) < o0 ako je jedan od By i By konacan te vrijedi By N By = 0.
(c) Cerr(Bo, By) je rastuci po By i B;.

Dokaz. (a) Neka je f € V (By, By). Ako definiramo g := 1 — f, lako se vidi da je tada
g € V(By, By). Isto tako, direktnim uvrStavanjem u definiciju energijske forme vidi se
da vrijedi i & (f, ) = E(g, g). Dobili smo bijektivno preslikavanje skupova, pa vrijedi
tvrdnja o jednakosti infimuma.

25
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(b) 1z (a) dijela imamo simetriju, pa je dovoljno dokazati da tvrdnja vrijedi ako je B,
konacan. Stavimo f = 1p,, pa imamo & (f, f) = u(B;) < oo zbog lokalne konac¢nosti
grafa, stoga vrijedi tvrdnja.

(c) Zbog simetrije iz (a) dijela, tvrdnju je dovoljno dokazati za B;. S obzirom da je
V (B, B}) €V (By, B) za B, C B}, slijedi tvrdnja.
O

Napomena 4.1.3. Hilbertov prostor je potpuni metricki prostor sa skalarnim produktom
koji inducira danu metriku.

Sada dokazujemo teorem o svojstvima na Hilbertovim prostorima koji ¢e nam biti ko-
ristan za rjeSavanje varijacijskog problema (4.2).

Teorem 4.1.4. Neka je H Hilbertov prostor i A C H neprazan zatvoren i konveksan pod-
skup.

(a) Postoji jedinstveni g € A s minimalnom normom.
(b) Ako je (f,) nizu A takav da ||f,|| — ligll, tada i f, —> g u H.
(c) Ako je h € H i postoji § > 0 takav da je g + Ah € A za sve |A| < 6, tada je (h,g) = 0.

Dokaz. (a) UocCimo da minimum postoji jer je A zatvoren i || - || neprekidno preslikavanje
omedeno odozdo. Neka je:

M = inf(|IfI : f € A}.

Nekasu g1, g, € A takvida||gi||*> < M+€,i=1,2zaneki € > 0. Kako je A konveksan,
slijedi da je h := % (g1 + g2) € A paimamo:

4M < (2h,2h) = ||g1l* + 2(g1, &2) + lIgall < 2M + 2€ + 2(g1, £2),
iz Cega slijedi da je —2(g;, g2) < —2M + 2e. Dalje:
(81— 82,8182 <2(M+¢€)—2(g1,8) < 4e. (4.3)
1z toga slijedi da je minimalni element jedinstven.

(b) Neka je (f,) niz u A za koji vrijedi ||f,]] — M, stavimo 6, = ||f,|[*> — M. Tada prema
(4.3) imamo ||, — full <4(5, V 6,,), pa je (f,) Cauchyjev niz koji konvergira prema f.
Jerje ||f]| = M, tadaje f = g.
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(c) S obzirom da g ima minimalnu normu:
0 < (g +Ah, g+ Ah) — (g, 8) = 24(g, h) + A*(h, h).

S obzirom da ovo vrijedi za svaki || < ¢, mora vrijediti: (g, h) = 0.
O

Sljedeci teorem nam daje odgovor na varijacijski problem (4.2)) te povezuje isti s Dirichlet-
ovim problemom ((3.9).

Teorem 4.1.5. Pretpostavimo da je C,sy (By, B;) < oo.

(a) Postoji jedinstveni f koji minimizira (4.2)).

(b) f je rjieSenje Dirichlet-ovog problema (3.9):
f(x)=0na B,y

f(x)=1nabB,
Af(x)=0naV —(ByU By).

Dokaz. (a) Promotrimo Hilbertov prostor H* (V) s baznom to¢kom x, € By. PokaZimo
da je V = V(By, B;) konveksan podskup od H? (V). Naime, za g;,g, € V te za
proizvoljan a € (0, 1) vrijedi:

E(agi +(1-a)grag +(1 - a)g) < (@E(g1,81) + (1 —)E(gr, 82) )* < 0.

Takoder, ocito je: (ag1 + (1 -a)g)lg, = 11 (agi + (1 -a)g)lg, = 0, pajeV

konveksan.

Dalje, ako niz (f,) C V konvergira prema f u H? (V), tada je f € V, pa je V zatvoren.
Stoga po Teoremu postoji jedinstveni f koji minimizira ||g||z2vy pa time i E (g, g)
posvim g € V.

(b) Potrebno je pokazati da za f vrijedi: Af(x) = OnaV — (ByU B;). Uzmimo x €
V — (Bp U By) i definirajmo A (y) := 1, (v). Tada za svaki A € R funkcija f + Ah € V,
pa prema Teoremu §.1.4] vrijedi & (f, h) = 0. Kako je h € C,, (V) (ima konacan nosac),
prema diskretnom Gauss-Green teoremu slijedi:

0=8&(f,h)=mAf(x),

posebno i Af (x) = 0.
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Sljedeca propozicija govori o prelasku s grafova s konacnim brojem vrhova na grafove
s beskonacnim brojem vrhova.

Propozicija 4.1.6. Neka V,, 1T V. Pisemo C,ss (-,+;'V,) za efektivnu provodljivost na V.
Tada za By, B; C V vrijedi:

lim Ceff (B() N Vn, Bl N Vn; Vn) = Ceff (B(), Bl) . (44)

Dokaz. Uo€imo prvo da vrijedi:

Ceff (BO N Vn’ Bl N Vn;vn) < Ceff (BO N Vn’ Bl N Vl’l;vl’l+1)

S Corf (BoNVyy, BiNV,i15 Vi)

S Copf(BoNVyy, BiN V1)

< Cepr (B, By).
Prva i tre¢a nejednakost vrijede jer za svaki f € C (V) vrijedi &y, (f, f) < Ey,,, (f, f) <
E(f, ). Druga i Cetvrta nejednakost vrijede zbog Leme [d.1.2]
Iz gornjeg razmatranja zakljucili smo da je niz s lijeve strane jednakosti (4.4) monoton i
ograni¢en odozgo pa je i konvergentan.
Neka je ¢, optimalno rjeSenje za (4.2) na V,, u kojem se poprima minimum C,sr (By N'V,,, By N V,,; V).
ProSirujemo ¢, na'V s O na podrucjuizvan V,. Nekaje C = lim,,oo Corr (Bo NV, By NV,;; V).
Ako je C = co, nemamo Sto dokazati. U suprotnom, &y, (¢, ¢,) su uniformno ogranicene,
pa postoji podniz ny takav da ¢, konvergira po to¢akama u V prema funkciji ¢ pa imamo:

E(p, ) < liminf &y, (@n, @,) = C.

Jer ¢,, konvergiraju prema ¢ i jer su ¢, optimalne funkcije za varijacijski problem (#.2)
naV,,, slijedi daje ¢ = kna By za k = 0, 1 pa je ¢ dopustiva za varijacijski problem (4.2)
na V. Iz definicije C,¢¢ (By, B1) 1 C vrijedi:

Cerr (Bo, B)) < E(p,9) < C,
iz Cega slijedi tvrdnja. O

Dalje, vratamo se na promatranje elektricnih mreza i Zelimo izgraditi teoriju na toko-
vima struje. Prvo definiramo Hilbertov prostor za tok struje. Neka je E skup svih usmjere-
nih bridovau V x V: .

E ={(xy):{x,y} € E}.

Za tokove [ 1 J definiramo:

1
E(LD) =50, ) il lndy (4.5)

X y~x

unutra$nji produkt na prostoru L? (E , ,u‘l). E (I,]) zovemo energijom osipanja struje 1.
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Napomena 4.1.7. Uocimo da za f, g € H?* vrijedi:
E(Vf,Vg) =&(f.8). (4.6)
Navodimo par tehnickih lema koje ¢e nam biti korisne.

Lema 4.1.8. Neka je I tok struje. Tada vrijedi: ||divl||> < 2E (I, I).

Dokaz.
IdivI|}3 = Zux(Zux y) = Zux (Z [Ty ST
y~x
< Zux O ) i)y =237 il = 2B (1L ).
yx y~x X yex
pri ¢emu smo iskoristili Cauchy-Schwartz-ovu nejednakost. O

Lema 4.1.9. Neka je f € C (V) i I tok struje. Ako je I € L2( ) i f € L? tada vrijedi:

EWVf)<EW D&, ', 4.7)
(=divI, f) < divl, divD)"*(f, f)?. (4.8)

Isto tako vrijedi:
EVf) == ) divI(x) f (x) iy 4.9)

ako vrijedi jedan od sljedecih uvjeta:
(a) 1ili f imaju konacan nosac,

(b) 1€ *(E)ifel?

(c) IeLZ( ) divl € Cy i f € H.

Dokaz. Prve dvije nejednakosti slijede primjenom Cauchy-Schwartz-ove nejednakosti slicno
kao u dokazu prethodne leme.
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(a) Pretpostavimo da ili / ili f imaju konacan nosaC u skupu A. Stavimo A; = A kao
zatvaraC od A. Tada iz (3.3) i (4.5) imamo:

ELVN =53 S idla Ny =5 3 3 1o (F0) = ()

X y~x X€A| yeA|
DD N IUEED WA
X€A| yEA| X€A| yEA|
== > D f == F WD Ly
X€A| yEA XEA| YEA|

== > F@divl (x) p, = (~divl, f).
pri ¢emu smo za zamjenu poretka suma koristili pretpostavku o kona¢nom nosacu te
tvrdnju 1,, = —1,,.
(b) Neka je f, € Cy niz takav da f, — f u L?. Tada f, — f u H%. 1z (a) dijela vrijedi:
E(I,Vf,) = —divl, f,)
Sada zbog dviju nejednakosti u te konvergencije niza u L? vrijedi:

E(,Vf,) > EUNVf)
—{divl, f,) = —({divl, f).

pa vrijedi tvrdnja.
(c) Slijedi sli¢no kao i (b) dio.
m]

Sljedeci rezultat povezuje pojam efektivne provodljivosti C.;; s pojmom efektivnog
FN
otpora R, e
Propozicija 4.1.10. Pretpostavimo da je V konacan, By, By C V takvi da je By N By = 0.
(a) Jedinstvena funkcija koja rjesava problem je:

QD(X) =pP* (TBl < TBO)-

(b) Tok I = Vo zadovoljava:

Flux(I; By) = Y Divl (x) = E(¢,¢) = Ceyy (Bo, B).

x€By
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(c)

Cerr(Bo, By) = ReF}} (Bo, B))™". (4.10)

Dokaz. (a) Teorem [.1.5|nam kaZe da postoji jedinstvena funkcija koja rjeSava problem
(#.2) i koji zadovoljava (3.8)). Posto ¢ zadovoljava (3.8), te po Teoremu [3.9) Dirichlet-
ov problem ima jedinstveno rjeSenje, slijedi da je ¢ rjeSenje problema (4.2)).

(b) Neka je I = V. Prisjetimo se da vrijedi: divl (x) > 0 ako je x € By, divl (x) < 0 ako
je x € By te divl (x) = 0 ako je x € V — (By U By). Primjenimo Lemud.1.9na f = ¢ i
I =Ve:

Cosy (Bo, BY) = E(p,¢) = = ) ¢ (x) divl (¥) i,

= _ Z Div (x) = —Flux (I: By) = Flux(I; By) .

X€EB|

(¢) Ranije smo definirali R’ j{\} kao Flux (I; By)™".

Napomena 4.1.11. Uocimo da Propozicija vrijedi samo za konacne V.

Sada prirodno prosirujemo definiciju efektivnog otpora preko efektivne provodljivosti
1 na beskonacne V koriste¢i intuiciju iz Propozicije 4.1.10

Definicija 4.1.12. Neka su By, By C V takvi da By N By = 0, tada definiramo efektivni
otpor:
R.ir (Bo, By) = Copp (Bo, By) ™" (4.11)

Zanimljivo bi bilo pogledati Sto se dogada s efektivnim otporom ako izbacimo brid
ili ako brid zamijenimo novim vrhom. S obzirom da smo uveli karakterizaciju prolaz-
nosti/povratnosti preko efektivnog otpora, tehnike brisanja ili skra¢ivanja ¢e nam biti ko-
risne pri dokazivanju prolaznosti/povratnosti. Prvo formalno definiramo pojmove skraé¢ivanja
i brisanja.

Definicija 4.1.13. Neka je (I',u) graf s teZinama, te neka je ey = {x,y} proizvoljan brid

grafa.
Graf (F(C), ,u(c)) nastao brisanjem brida e je graf s teZinama sa skupom vrhova V, skupom
bridova E©© = E — {ey)} i teZinama bridova danim s:

© _ He er €
¢ 0 e=e
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(Uocimo da graf ne mora ostati povezan.)
Graf (F(‘Y),,u(”) nastao skraéivanjem brida {x,y} je graf s teZinama kojem je brid {x,y}
zamijenjen novim vrhom a.

Korolar 4.1.14. Neka su p, p* teZine na grafu T, te R.sy, R, ” pripadni efektivni otpori za
grafove s teZinama (I, w) i (I', u*).

(a) Ako vrijedi u < c\u*, tada vrijedi:

Cerr (Bo, B1) < ¢1C, ;¢ (Bo, By)
Resr (Bo, B1) 2 1R, ¢ (Bo, B1)

(b) Brisanje brida povecava R.sr (By, By).
(c) Zamjena brida smanjuje R.¢s (By, By).

Dokaz. (a) 1z definicije energijske forme vidi se da vrijedi & < ¢;&*. 1z definicije efek-
tivne provodljivosti slijedi prva tvrdnja. Druga tvrdnja slijedi iz definicije efektivnog
otpora preko efektivne provodljivosti.

Fiksirajmo brid ¢y = {x,y}. Neka je &, (f, f) energija funkcije f na grafu (F, ,uﬂ), pri
¢emu je u = . ako je e # eg i ) = A. PiSemo C,fy (-,-, 1) za efektivnu provodlji-

vost grafa (F, ,u/l), te Ci;)f (,)1 Cij,)f (-,-) za efektivnu provodljivost grafova (F("’), ,u(c))

i (F(S), ,u(s)), respektivno.
(b) Uotimo da vrijedi C., (Bo, B1) = Ceyy (Bo, B1,0), pa tvrdnja slijedi iz (a) za ¢, = 1.

(c) Definiramo preslikavanje F : V — V’ tako da je F identitetana V — {x,y} 1 F (x) =
F (y) = a. Isto tako, neka je B;. =F (Bj) za j =0,1. Ako su By N B} = 0, tada vrijedi:

Cﬁ})f (By, B)) = 111_{{)10 Cerr (By, By, ) (4.12)

stoga monotonost ponovno slijedi iz (a). Ako je pak B N B| # 0, tada je desna strana
u jednakosti (4.12)) beskonacno pa i lijevu stranu stavljamo da je beskonacno.
m]

4.2 Varijacijski problem 2

Drugi varijacijski problem odnosi se na minimizaciju energijskih tokova u V.
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Definicija 4.2.1. Neka su By i B, disjunktni neprazni podskupovi od V. Definiramo ko (By, By)
kao skup svih tokova I s konacnim nosacem za koje vrijedi.:

divi(x) =0, xe V- (ByNBy), (4.13)
Flux(I:By) =1, (4.14)
Flux(I: By) = —1. (4.15)

Dodatno, neka je ky (By, By) zatvarac skupa kq (By, By) s obzirom na E (-, -).
Promatramo sljedeci varijacijski problem:

min  E (1, ]). (4.16)
IEE()(B(),B])

Idu¢im teoremom cilj nam je povezati dva varijacijska problema:

Teorem 4.2.2 (Thompson-ov princip). Neka su By i B; disjunktni neprazni podskupovi od
V. Tada ({.16)) ima jedinstveno rjesenje I* i vrijedi:

Rerr(Bo, B)) = E(I',I") =inf{E (I, 1) : I € ko (By, By)}. 4.17)
Ako je Cory (By, By) < o0, neka je ¢ jedinstveno rjesenje problema (#.2)). Tada vrijedi:
I" =R.sr (By, By) Ve (4.18)
Ako je Corf (Bo, By) = oo, tada je I" = 0.

Dokaz. S obzirom da je k, zatvoren i konveksan, jedinstveno rjeSenje problema (4.16)
postoji prema Teoremu [d.1.4] Ako je J € k proizvoljan, tada prema Lemi [4.1.9] vrijedi:

E (J,Vg) = (~divJ, ) = — Z div (x) ¢ (%) i,
xeByUB,
== div] (), = Flux(J; B)) = 1,

X€EB|

jer je @ (x) = P*(T5, < Tr,) te po definiciji skupa ko (Bo, B) vrijedi divi (x) = 0 za x €
V — (By U By). Pretpostavimo da je C.rr (By, By) < oo, tada imamo:

1=EW, Vo) <EW, D&, p)"?

prema Lemi Sada koristimo tvrdnje da je C.sr (Bo, B1) = E (¢, ¢) 1 vezu efektivnog
otpora i efektivne provodljivosti:

EWJJ) > =R.sr (Bo, By).

E(p, 9)
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Posljednja nejednakost vrijedi trivijalno ako je C.zs (Bo, By) = 0.

Ako je J' € k(By, By), tada postoji niz J,, € ko (By, By) takavdaje E(J' - J,,J' = J,) = 0
zbog svojstva zatvaraCa. Kako je iz prethodnog jasno da vrijedi E (J,,, J,) > R.¢¢ (Bo, By)
za svaki n, slijediida je E(J',J’) > R.ss (Bo, B1), pa smo dokazali:

Regs (Bo, B) <inf{E (J,J) : J € %o (Bo, B)}.

Neka je I* definiran kao u (4.18). Uocimo da vrijedi E (Vo, V) = E (¢, ¢) zbog (4.6). 1z
toga imamo:
E(I',I") = Ross (Bo, B1)* E (¢, ) = Ress (Bo, By). 4.19)

Preostaje nam pokazati da je I* € k(By, By). Pretpostavimo prvo da je V konacan. Tada
sli¢no kao gore zbog (@.19) vrijedi:

1
l=—  E("TI')= E(I"'.Vo) = (~divI".¢) = = > divI" (x) i1, = —Flux (I", B,) .
R.rr (Bo, By) ¢ ¢ Z H 1

XEB)

Iz svojstava ¢ dalje slijedi Flux (I*, By) = 1 paje I" € ko (By, B}).

Sada pretpostavimo da je V beskonacan. Neka za niz konacnih V,, vrijedi V,, TT V i neka
je I, rjesenje (4.16) izmedu V, N By i V,, N By na grafu V,,. Tada je svaki I, € x (B, B;) pa
prema Propoziciji 4.1.6] vrijedi:

E (Im In) = Reff (BO N Vn, BO N Vn; Vn) - Reff (BO’ Bl) =E (I*’ I*) .
Prema Teoremu {.1.4]slijedi E (1, — I*,1, — I') — 0, pa je I"* € ko (Bo, B1). ]

4.3 Otpor u beskonacnost

Dalje uzimamo da je B; konac¢ni skup, a By da je *beskonacnost’. Definiramo varijacijske
probleme u beskonacnosti ekvivalentne varijacijskim problemima (4.2)) i (4.16)):

C(By, o) =inf{(E(f, f): fls, =1, f € H}), (4.20)

R(Bi,00) =inf{EU,I): Flux(I;B,) = -1, divi(x) =0, xe V - B;}. 4.21)
Definirajmo:

@ (x) = P*(Tp, < ). 4.22)

Prisjetimo se da smo Definicijom definirali R, ¢s (By, o). Ranije smo dokazali da na
disjunktnim podskupovima By, By C V vrijedi C.zr (Bo, B1) = Ry (By, B))"!. Sada se
prirodno proSiruje definicija efektivne provodljivosti u beskonacnosti:

C.rf (By, ) = R,fr (Bg, )"

Sljedeca propozicija daje rjeSenje varijacijskog problema 1 u beskonacnosti:
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Propozicija 4.3.1. (a) Funkcija ¢ € Hg (V) i za nju se poprima minimum problema 1 u

(b)

(#20).

Ako je f € Hg takva da je f = 1 na By, tada

E(@, ) = (~Dp, 1) = Royy (Bi, )" . (4.23)

Dokaz. (a) Prema Teoremu postoji jedinstvena funkcija ¢ koja minimizira prvi pro-

(b)

blemu . Neka je g, € Cy niz takavda g, — pu H>. TadaE(g,, ¢,) — C (B, ).
Kako je B; konacan i ¢, konvergira po tockama prema ¢, mozemo pretpostaviti da je
¢, = 1 naB,.

Uzmemo xy € B; i definiramo A, := supp (¢, k <n) te V, = B(xo,n) U A, tako da
V. 11 V. Neka je ¢, (x) = P*(Tg, < 7v,). Prema Propoziciji ¢, je rjeSenje za
za skupove 9V, i By na kona¢nom grafu V, U dV,. Kako je ¢, dopustivo rjeSenje
za taj problem, slijedi da je & (¢,, ¢,) < E(9,,9,). Isto tako, kako je ¢, dopustivo
rjeSenje za prvi problem u (4.20), imamo:

E(p,0) = C(By,) < E(@n, ) < E(0,9).

Prema Teoremu m slijedi da ¢, — @ u H} pa konvergira i po to¢akama. Isto tako,
imamo da ¢, (x) T ¢(x) za svaki x, pa zbog jedinstvenosti limesa vrijedi ¢ = @ te
¢ € H}. Iz definicije C, s (B, c0) imamo:

Cerr(By, ) = li;n Cerr(By,Vy) = li’gnS(son,cpn) =&(p, ¢),

Sto nam dokazuje tvrdnju.
S obzirom da je B, konacan, koriste¢i Propoziciju [d.1.10(b) vrijedi:

(=A@, 1p,) = 1i’£n (=A@, 1)) = 1irIlnCeff (B1,V;) = Cepp (B, ).

Neka je f € Hj takva da je f = 1 na B;. Neka je f, € Cy(V) niz takav da f, — f
u Hg (V). Slicnim argumentom kao u (a) dijelu dokaza moZemo pretpostaviti da je
f» = 1 na B;. Tada je:

E (@, fn) = (A, f) = (—Ap, 1p,).

Djelovanjem s n — oo slijedi tvrdnja.
O

Sljedec¢a lema nam daje rezultat o vezi izmedu R (B, o0) i efektivnog otpora R, s (B, ).
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Lema 4.3.2. Neka je I dopustivi tok za problem (#.20). Tada je E (I,1) 2 R,z (B}, ).

Dokaz. Nekaje V, 11 V i neka je ¢, definiran kao u Propoziciji #.3.1] Prema Lemi [d.1.9}
EU,D">E(@n, 0)'* 2 E(I,Ap,) = (~divl,¢,) = —Flux(I; B)) = 1,

paje
E(II) = Ress (B, V).

Djelovanjem s lim,_,, na prethodnu nejednakost slijedi tvrdnja. m|

Sljededi teoremi povezuje varijacijske probleme (4.20) i sa svojstvom prolaz-
nosti/povratnosti.

Teorem 4.3.3. Neka je (I, u) povratan graf s teZinama, B; C V konacan podskup. Tada
vrijedi:

(a) 1 € H?,

(b) Hy = H*,

(¢) Reyp(Bi, ) =00,
(d) R(By,00) = 0.

Dokaz. 1z svojstva povratnosti imamo ¢ (x) = P*(Tp, < c0) = 1 za svaki x € V. Sada (a)
slijedi iz Propozicije d.3.1]

Dokazujemo (b) dio. U (a) dijelu smo dokazali 1 € HS. Tada postoji niz u, € Cy(V) za
koji vrijedi ||1 — u,||2 < n~>. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti 0 < u,, < 1.
Stavimo v, = nu,, tada & (v,,v,) < n~!, ali posto u, — 1 po tockama, slijedi v, (x) — oo
za sve x € V. Sada neka je f € H?, stavimo f, = f A v, takav da je f, € Co (V). Za svaki
x € Vrijedi f, (x) = f(x) za velike n. Neka je € > 0 proizvoljan 1 odaberemo konac¢ni
skup A takav da ako je B =V — A, tada &z (f, f) < €. Biramo n > 1/€ takav f, (x) = f (x)
za sve x € A. Tada jer vrijedi f — f, = (f — v,),., slijedi:

Ef=tuf—f)=E(f = fur [ = [0)
<Ep(f =V f =)
<285 (f, f)+2E (vy,vy) < 4de.

Dakle, pokazali smo da f, — f u H? paje f € H;. S obzirom da se svaka f € H* moZe
zapisati na sljededi na¢in: f = f, — f_ pri Cemu su f,, - € H? slijedi tvrdnja (b).

(c) slijedi iz Teorema [3.2.8]

(d) slijedi iz Leme [#.3.2] O
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Teorem 4.3.4. Neka je (I', ) prolazan graf s teZinama, By C V konacan podskup. Tada
vrijedi:
(a) funkcija ¢ (x) = P*(Tp, < o) je rjeSenje problema @)
(b) E(p,p) = Ceopp (B1,0) = Ropp (By, o) ",
(¢) Repp(By,00) < o0.
(d) 1¢H;.
(e) I' = R,¢¢ (B, o) Vo je rjesenje problema i vrijedi:
E(I",I") = R(By, ) = R,y (B}, ) < 0. (4.24)
Dokaz. U Propoziciji 4.3.1]smo dokazali (a) i (b) dio. Teorem [3.2.8 nam daje (c) dio.
Za dokaz (d) dijela, kad bi vrijedilo 1 € HZ, tada iz definicije energijske forme vrijedi
&(1,1) = 0 pa bi infimum problema (4.20) bio 0 Sto je zbog (b) dijela ovog teorema u

kontradikciji s (c) dijelom ovog teorema.
Dokazimo jos (e) dio. Vrijedi:

Flux(I'; By) = )" divl* (x) pt, = Regy (Br,00) (Ag, 15,) = =1,

X€B)

prema Propoziciji jer je (A, 1p,) = —R.¢r (By, 00)”!. Prema tome, I* je dopustiva
tocka za problem (#.21)). Dalje imamo:

E(I',I') = Refy (B1, )’ E (Vo, V) = Refs (Bi, )’ E(p,¢) = Regy (B1, ).
Prema Lemi4.3.2|za tok /* se poprima minimum u (4.21]). O

Korolar 4.3.5. Graf's teZinama (I, i) je prolazan ako i samo ako postoji x; € V i tok J od
x1 do beskonacnosti s konacnom energijom.

Dokaz. Stavimo da je By = {x;} konacan skup. Teorem [4.3.4]i Teorem 4.3.3| nam daju da
je (I, u) prolazan ako i samo ako je R sr (B, o) < oo.

Ako je graf (I', ) prolazan, tada iz gornje ekvivalencije slijedi da tok J = R,¢¢ (B}, 00) Vo
ima energiju R, s (B, 00) < oo.

Obratno, ako postoji x; € Vi tok J od x; do beskonacnosti s kona¢nom energijom, tada je
infimum skupa za problem konacan pa je R, sr (B;, 00) < oo. Sada zbog ekvivalencije
s pocetka dokaza slijedi tvrdnja. O

Korolar 4.3.6. Neka je I podgraf od I'*. Tada vrijedi:
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(a) ako je I prolazan, tada je I'* prolazan.
(b) ako je I'* povratan, tada je I" povratan.

Dokaz. (a) dio slijedi iz Korolara[4.3.5|koji nam garantira egzistenciju toka J s kona¢nom
energijom iz x; u beskonacnost na I'. Taj tok J je takoder tok s konacnom energijom iz x;
u beskonacnost na I'*, pa je I'* prolazan.

(b) dio slijedi obratom po kontrapoziciji iz (a) dijela. m|

Dokazimo joS jedan koristan kriterij za dokaz povratnosti:
Teorem 4.3.7 (Nash Williams). Neka je (I, u) beskonacni graf s teZinama. Pretpostavimo
da postoji A 1T V takav da Ay, C Ayyy tako da vrijedi:

D" Reps (A, AY) = oo, (4.25)
k=1

Tada je T povratan.

Dokaz. Neka je Ej skup bridova e = {x,y} takvih da x € Ay iy € Aj. Uolimo da su
E; medusobno disjunktni zbog konstrukcije skupa A;. Neka je ¢ (x) = P* (TAk < TAE) 1z
rjeSenja varijacijskog problema (4.2). Tada slijedi:

Ropr (A AD) ™ = Copy (A AS) = E(p, ) = Z o

ecEy

Dalje, neka je I jediniCni tok od A; prema beskonaCnosti, tada je ..z |/ (e)| > 1. Pa
slijedi:

D<) Ml Pl < QL By () )"

ecEy ecEy ecEy
_ ¢ -1/2
= (Z L)' (Repy (A AD)
eeEy,

pri ¢emu smo primjenili jednakost s pocetka dokaza. Dalje imamo:

EULD =) pll 2 ) ) pell 2 ) Ry (A A)) = oo,
k k

ecE ecEy

pri ¢emu je s E oznacen skup svih bridova grafa I', te smo u zadnjoj jednakosti iskoristili
uvjet (4.25). Povratnost od I slijedi iz Korolara[4.3.5] m|
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Teorem 4.3.8. Neka je x € V. Graf (I, u) je prolazan ako i samo ako postoji ¢; = ¢ (x) <
oo takav da:
lf (O <&, f) zasve f e Co(V). (4.26)

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je graf (I', ) prolazan . Neka je f € Co (V) C Hj (V). Ako
je f (x) = 0, nemamo Sto dokazati. U suprotnom, definiramo funkciju g = f/f (x). Tada je

g dopustiva za (4.20), pa imamo:
E(f, /)= ()?E(8,8) = f (%) Cops (B, ).

Time smo dokazali prvi smjer.

Obratno, ako (4.26) vrijedi, neka su ¢,, ¢ definirani isto kao u Propoziciji Tada

vrijedi da je & (¢, ¢,) > cl‘l. Posto je E (¢, ) = lim,_, E (¢, ¢n), slijedi da je E (¢, ) >

cl‘l. Dalje imamo: R.¢¢ ({x},00) = & (¢, <,0)_1 < c¢; pa po Teoremu slijedi prolaznost.
m]

4.4 Dokazi prolaznosti/povratnosti

Teorem 4.4.1. Neka je (I', u) graf s teZinama takav da u (V) < oo. Tada je (I, u) povratan.

Dokaz. Neka je z € V proizvoljan i fiksiran te ¢ (x) = P*(T, = o). Tadaje 0 < ¢ < 1,
¢(z) = 0te Ap(x) = 0 ako je x # z prema Teoremu [3.1.6] (stavimo V — D = {z}) jer je
rjeSenje Dirichlet-ovog problema . Kako je u (V) < oo, funkcija ¢ € L? (V) pa imamo
prema Teoremu [2.2.3}

=&, 0) = (Ap,¢) = () Ap (D) u, = 0,

jer je Ap(x) = 0 za x # z. Prema Propoziciji [2.2.1] slijedi da je ¢ konstantna pa zbog
¢ (z) = Oslijedi ¢ = 0. Dokazali smo da je ¢ (x) = P*(T, = o0) = 0 za svaki x € V pa
vrijedi da je P* (T, < c0) = 1. Sada nam Teorem daje prolaznost grafa. O

U idu¢em primjeru dokazujemo prolaznost/povratnost za neke primjere s pocetka (Z,
Z?).
Primjer 4.4.2. Za dokaze prolaznostijpovratnosti u ovom primjeru koristimo karakteriza-
ciju preko efektivnog otpora, odnosno Teorem[3.2.8
(a) Z je povratan jer je Rf}} ({0}, [-n,n]) = 3 (n + 1).

(b) Z* je povratan. Smanjujemo efektivni otpor tehnikom zamjene kvadrata oko 0. Za
(x1, X2) € Z2, prisjetimo se standardne definicije beskonacne norme ||x||. = max {|x;], |x2|}
te uoc¢imo da je skup S, = {x : ||x||lc = n} kvadrat s centrom u 0 i duljinom stranice 2n.
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Svaka stranica od S, sadrZi 2n + 1 toc¢aka u 7 te je ukupan broj bridova izmedu S, i
S 11 jednak 4 2n + 1).

Ako vrsimo zamjenu na svakom kvadratu S, (bridove zamijenimo jednom tockom) za
svaki n, dobivamo novi graf ['s *vrhovima’ S 0,51, EI takav da svaki S ,, ima samo 2 su-
sjeda: S,_1 18 ,4+1. Koristeci formulu za otpornike u serijama imamo I%fl\; (S,.,S,41)=

1 -1 . )
1 2n—1)"", pa imamo.

RZ7(0,00) 2 Ry (So,00) = lim REY (So,Sw)

N-1
— 1; -1 -1 _
= lim 4™ Y Qk+ 17" = .
k=0
pri Cemu smo koristili svojstvo da tehnika zamjene smanjuje efektivni otpor. Zakljucak
je da Rf;. £(0,00) = oo, stoga je Z? povratan.
(c) Promotrimo jos jedan primjer. Neka je (I', ) graf sa skupom vrhova Z., i teZinama
n—-1

Hnn+1 = ay (ostale teZine su 0). Tada je Rf]ﬁ\} 0,n) = ¥y a;!, pajeT prolazan ako i
samo ako je Y, a;' < oo,

Sljedeéi primjer nam pokazuje korisnost Korolara [4.3.5] za dokazivanje povratnosti/
prolaznosti:

Primjer 4.4.3. (a) 73 je prolazan.
Promotrimo sljedeci tok I naZ3. Za (x,y,z) € Z2, stavimo daje A = x +y + 7, te

; B x+1
D T AL ) (A+2) (A +3)

(4.27)

Potpuno analogno definiramo I,y ) (xy+12) t Lixyo).(xy.z+1)- Prisjetimo se daje Divl (X) =
>v-x Ixy. Racunom se pokaZe da je Divl (X) = 0 za sve X = (x,y,z) osim 0. Iz toga
dalje imamo R,y ({0}, 0) < oo, pa po Teoremu[3.2.8|slijedi prolaznost.

(b) Uocimo da se Z* moZemo smatrati podskupom prostora Z¢ za d > 3. Stoga iz prolaz-
nosti od 77 slijedi prolaznosti svih Z% za d > 3.

Svaki S, se zamijeni jednom tockom pa novu to¢ku uistinu ima smisla oznaéiti s S, iako je oznaka
dvoznacna.



Poglavlje 5

Stabilnost nad grubim izometrijama

U ovom poglavlju promatramo stabilnost prolaznosti/povratnosti grafova s teZinama na

grube izometrije. Prisjetimo se prvo svojstva kontroliranih tezina za graf (I', u):
w1 .
postoji C, < oo takva da Ha > c kad godje x ~y
Hx 2

Ako graf ima svojstvo kontroliranih teZina, slijedi da je za x ~ y, y ~ z vrijedi:
My 2 Cz_lﬂy 2 Cz_lﬂyz-
Iterirajuéi za x, y takve daje d (x,y) = kix ~ x' iy ~ )y, imamo:
fyy < C5 . (5.1)

Propozicija 5.0.1. Neka su (I';, u;), i = 1,2 grafovi s teZinama koji imaju svojstvo kontro-
liranih teZina (s pripadnim skupovima vrhova V;, i = 1,2) i neka je ¢ : V|, — V, gruba
izometrija izmedu grafova. Tada postoji K < oo takav da za f, € Cy (V,) vrijedi:

Si1(frop, o) <KE (f2, f2). (5.2)
Napomena 5.0.2. (a) Propozicija nam daje vezu izmedu energija dvaju prostora koristeci

grube izometrije izmedu grafova sa svojstvom kontroliranih teZina.

(b) Lako se vidi da &, (f>, f) ne moZe biti "kontroliran” u terminima &, (f; o ¢, f> o ).
Primjerice, za grafove I'; = Z, i = 1,2 i grubu izometriju ¢ (n) = 2n uzmemo funkciju
fo(n) = 1,=1). Tada je f, o ¢ = 0, dok f, ima energiju razlic¢itu od 0.

Dokaz. Neka su C;, C,, Cs konstante vezane uz ¢ iz Definicije [1.3.2] i Definicije [[.3.4]
odnosno za koje vrijedi:

Cil(dy (x,9) = C) < dh (0 (1), 0 () < C1 (d; (x,y) + Cp)
Uyex, Ba, (¢ (x),C2) = X5
C5' 11 () < 2 (9 () < Capy (x).

41
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Neka je Cs konstanta za koju vrijedi da grafovi imaju I'; 1 I', kontrolirane teiineﬂ Dalje,
neka y; (x, y) oznaCavaju provodljivost za graf I';, i = 1,2. Definirajmo f; := f> o ¢.

Neka su x,y € V; takvi da x ~ y (ekvivalentno d; (x,y) = I)te X’ = ¢(x) 1y = ¢ ().
Tada vrijedi:

0<d,(¥,y)=dr (e(x), () < Ci (@ (x,) +Cr) =C; (1 + Cy),

odnosno 0 < d, (x',y") < C; (1 + Cy).
Neka je k = [C; (1 + C,)]. Stoga postoji put u V, koji povezuje x’ 1 y’. Neka je zp =
X', 21,...,2x =y’ jedan takav put. Tada imamo:

i =f0I=1AE) - A
k
YA ENACH]
i=1

k
S O ACI RN ACHTEN
i=1

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti koristili nejednakost n-terokuta, u drugoj Cauchy-
Schwartz-ovu nejednakosﬂ na R¥.
Koristeéi (5.1) za 1 < i < k te svojstvo kontroliranih teZina, slijedi:

C
fh (6,) < 1 (%) < Captn (9 (%)) = Capip (¥') < quz (z0,21)

Cy . .
< C—3C§+1M2 (Zi1,20) = C3C5u2 (2i=1, 27) -
5

Dalje, kombinirajuci prethodna dva rezultata imamo:

k
A @) = fi 0) P (6, 3) < (KC3CE) D 1A G = @) Pra @iooz). - (5.3)
i=1

Sumirajuéi po svim y € V; takvim da y ~ x, na lijevoj strani dobivamo &, (fi, fi) prema
, dok je desna strana manja od kC3C'5‘M82 (f2, f2), pri Cemu je M maksimum brojeva
parova x ~ y € V takvih da se isti brid w ~ w’ u V, pojavljuje u sumi u (5.3).

Ostaje pokazati da je M < oco. Fiksirajmo brid {w,w’} uI';. Ako je {w,w’} brid na putu
koji povezuje ¢ (x) i ¢ (y), pri ¢emu su x ~ y iz Vy, tada je d, (¢ (x) ,w) < k. Stoga ostaje

"Uo&imo da je to mogude napraviti. Ako su C ; i Cg konstante iz definicije kontrolirane teZine za grafove

I'y 1T, respektivno, tada samo stavimo Cs = max{C é Cg} 1 dobili smo konstantu za koju oba grafa jo§ uvijek
imaju to svojstvo.
2 1 < (1l
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ograniciti |A|, gdje je A = ¢! (B, (w, k)). Neka su z;, z, € A. Tada koristeéi svojstvo iz
Definicije [1.3.2] slijedi:

Ci' (di (z1,22) — C) < dh (¢ (21), ¢ (22)) < 2k,

paje d(z1,22) < c; = ¢1 (Cy, Cy) < co. Dakle, udaljenost izmedu svake dvije tocke u A je
ogranic¢ena, pa je i A nuzno konacan, odnosno |A| < ¢; = ¢, (Cy, (). 1z toga slijedi da je
M < cg. m|

Dolazimo do jednog od glavnih rezultata diplomskog rada koji povezuje grube izome-
trije 1 prolaznost/povratnost grafova s teZinama.

Teorem 5.0.3. Prolaznost i povratnost grafova s teZinama je stabilna nad grubim izome-
trijama.

Dokaz. Nekasu (I';, i), i = 1,2 definirani kao u Proziciji[5.0.Iinekaje ¢ : V| — V, gruba
izometrija izmedu prostora. Pretpostavimo da je (I';, u;) prolazan i neka je f, € Cy(V,)
proizvoljna i fi = f, o ¢. Neka je x, € V, takav da postoji x; € V; sa svojstvom da je
X = ¢ (x1). Koriste¢i Teorem 4.3.8|1 prolaznost od (I';, i;) postoji konstanta C takva da
vrijedi:

L) =@ =1fi )P < CE (fi, fi).
Koristeci Propoziciju postoji konstanta K takva da:

If2(x2) | < CE; (f1, 1)) = CE ([0, frop) < KCE(f2, f2).

Sada nam obrat Teorema [4.3.8|daje prolaznost od (I',, o).

S obzirom da se moZe pokazati da je gruba izometrija simetri¢na relacija, slijedi prolaznost
u oba smjera. PoSto je svaki graf, odnosno slucajna Setnja na grafu nuzno prolazna ili
povratna, slijedi da je svojstvo prolaznosti/povratnost stabilno na grube izometrije. O

Zadnja rezultati iz poglavlja vezani su uz Cayley-jeve grupe.

Propozicija 5.0.4. Neka je G konacno generirana beskonacna grupa i neka su ANy i A,
dva skupa generatora. Neka su I'y, I'; pripadni Cayley-jevi grafovi. Tada su T’y i I'; grubo
izometricni.

Dokaz. Stavimo da je ¢ (x) = x za x € G. Neka je d; metrika Cayley-jevog grafa (G, A;),
i = 1,2. Provjeravamo uvjete Definicije Jasno je da vrijedi svojstvo (1.3). Dalje
pokazujemo da vrijedi (1.2). Dovoljno je pokazati da postoji C,; > 1 takav da:

d2 (x’)’) = C21d1 (x’)’), X,y € g’
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Ci2d; (x,y) za sve x,y. Uzmemo C; = max{C,,Ci,}1 C, = 0 pa imamo (1.2)).
Prisjetimo se da se za A definira A* := {g, g”!, g € A}. Dodatno definiramo:

k/
Az(k):{]—[xj:xje/\;,k’ sk}

J=1

jer zamjenom d; 1 d, u dokazu slijedi da postoji Ci, > 1 takav da vrijedi: d; (x,y) =

kao produkt najviSe k elemenata iz A5. Lako se vidi da vrijede sljedece tvrdnje:
o dy(x,y) <k = x'yeA (k)
e zasve w; € Ay (kl) 1 wy € Ay (kz) Vrijedi wiw; € Ay (kl + kz)

Kako je grupa generirana s A} zapravo cijeli G, stoga za svaki g € A] postoji k (g) takav
daje g € A, (k(g)). Neka je Cyy = maxik(g),g € Ay}. Uocimo da C,; postoji jer je A,
konacni skup generatora.

Neka su x,y € G takvi da je d; (x,y) = m. Tada je x™'y = z; - - - 2, pri Cemu je z; € A} pa i
u A, (Cs;). Zbog diskusije gore imamo da je x~'y € A, (mC»;) pa dalje imamo:

dr (x,y) < Cyym = Cyid; (x,Y) .

Time smo dokazali tvrdnju. O

Prethodna propozicija nam u kombinaciji s Teoremom [5.0.3] govori da je kod Cayley-
jevih grafova dovoljno pokazati svojstvo prolaznosti ili povratnosti za samo jedan skup
generatora (odnosno graf generiran tim skupom generatora). Tada svi ostali grafovi imaju
isto svojstvo.

Korolar 5.0.5. Vrsta Cayley-jevog grafa je neovisna o izboru konacnog skupa generatora.
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Sazetak

Grafovi s teZinama se mogu interpretirati na viSe nacina: kao slucajni proces ili elektri¢na
mreza. Iz raznih interpretacija grafa slijede zgodna svojstva grafova koja nam mogu biti
korisna za opisivanje geometrije grafa. Osnovno svojstvo slucajnih Setnji su prolaznost i
povratnost.

Elektri¢ne mreze predstavljaju potpuno drukciji pogled na grafove od slucajnih Setnji
te omoguduju interpretaciju prolaznosti i povratnosti preko efektivnog otpora.

Varijacijski problemi se prirodno nadovezuju na teoriju elektri¢nih mreZza i omoguda-
vaju nam bolje razumijevanje geometrije grafa s obzirom na prolaznost i povratnost. Pri-
mjerice, kako brisanje i zamjena bridova utjeCe na efektivni otpor grafa. Koristeéi ovaj
pristup izvodimo nove tehnike za dokazivanje prolaznosti i povratnosti.

Razne vrste grafova moZemo povezati konceptom grubih izometrija koje Cuvaju odre-
dene odnose medu grafovima.

Glavni cilj ovog diplomskog rada je proucavati svojstva grafova vezanih uz slucajne
Setnje: prolaznost i povratnost te dokazati njihovu stabilnost na grube izometrije. Korisnost
ovog svojstva je sljedeca: za prolazan ili povratan graf, prolaznost ili povratnost grafa lako
slijedi za sve grafove koji su mu grubo izometri¢ni, Sto znaci da gruba izometrija Cuva
odredenu vrstu strukture u grafu koja je vazna.






Summary

Weighted graphs can be easily interpreted in several ways: as a stochastic process or elec-
tric network. From these different interpretations many different properties of graphs can
be derived and used to further describe its geometry. The fundamental properties of random
walks are transience and recurrence.

Electric networks represent completely different approach on graph interpretation re-
garding random walks and enable us to interpret transience and recurrence through the
concept of effective resistance.

Variational problems are natural upgrade on the theory of electric networks and ena-
ble us to further understand connection of graph geometry to transience and recurrence.
For example, how cutting and shorting the edges affect effective resistance. Using these
approaches we derive new techniques for proving transience and recurrence.

Furthermore, different types of graphs can be connected using concept of rough isome-
tries that preserve certain relations between graphs.

The main idea of this thesis is to investigate the properties of graphs connected to
random walks: transience and recurrence and prove their stability under rough isometries.
Usefulness of this property is following: for a graph that is transient or recurrent, transience
or recurrence comes easily for all graphs that are roughly isometric to him, meaning that
rough isometry preserves some kind of graph structure.
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Upisuje preddiplomski studij Matematika na Prirodoslovno-matematickom fakultetu
SveuciliSta u Zagrebu 2014. godine te stjeCe titulu sveuciliSnog prvostupnika matema-
tike 2017. godine s teZinskim prosjekom 4,90 na skali do 5. Tijekom preddiplomskog
Skolovanja primio je nagradu Matematickog odsjeka Prirodoslovno-matematickom fakul-
tetu u Zagrebu za izniman uspjeh na studiju u akademskoj godini 2016./2017. U istoj
ustanovi nastavlja svoje obrazovanje te 2017. godine upisuje diplomski sveucili$ni studij
Matematicka statistika.

Tijekom studija odradio je praksu u ZB Invest-u, UniCredit Grupa, druStvu za uprav-
ljanju fondovima, u Zagrebu te praksu u Commerzbank-u u Frankfurtu. Na fakultetu je
drzao demonstrature iz sljedecih kolegija: Linearna algbera 1 i 2, Vjerojatnost i Integrali
funkcija viSe varijabli.

Podrugja interesa obuhvacaju teoriju vjerojatnosti, stohasticke procese te optimizaciju.
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