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Sa�zetak

Uvodenjem diode kao nelinearnog elementa u elektri�cni titrajni krug, uspjeli smo

ga dovesti u re�zim kaoti�cnih oscilacija. Sastavili smo dva RLD kruga s razli�citim

zavojnicama i pratili smo postupan prelazak sustava u kaoti�cno pona�sanje na tri

na�cina: vremenskim prikazom, X-Y prikazom i pomócu frekvencijskog spektra. U

oba RLD kruga potvrdili smo teorijska predvidanja i vidjeli kada se u takvom sustavu

pojavljuju bifurkacije, kaoti �cno pona�sanje i otoci reda. Jedna od va�znijih zna�cajki ka-

oti�cnih sustava je univerzalnost koja se mo�ze o�citovati i u Feigenbaumovoj konstanti.

Izra�cunata je Feigenbaumova konstanta za oba RLD kruga; za RLD krug sa zavojni-

com induktiviteta 2/3 mH dobili smo vrijednost Feigenbaumove konstante � 1 = 3:61,

a za RLD krug sa zavojnicom induktiviteta 2 mH dobili smo � 2 = 3:79. Oba ova rezul-

tata odstupaju od teorijske vrijednosti � = 4:669, ali ta je vrijednost dobivena kada

promatramo uzastopne bifurkacije visokog reda. Da bi se mogla preciznije izmjeriti

Feigenbaumova konstanta, potreban je druga�ciji eksperimentalni postav koji će biti u

stanju razlu�citi vi �se bifurkacije.

Klju�cne rije�ci: nelinearni sustavi, bifurkacijski dijagram, dvoperiodi �cnost, Feigenba-

umova konstanta.



Chaotic oscillations in a non-linear electrical
oscillating circuit

Abstract

By introducing a diode as a non-linear element in the electrical oscillating cir-

cuit, we have succeeded to bring it to the state of the chaotic oscillations. We have

constructed two RLD circuits with different inductors and followed a gradual tran-

sition into a chaotic behaviour in three ways: waveform, X-Y display and frequency

spectrum. In both RLD circuits we have con�rmed theoretical hypothesis and seen

when would we in such systems observe bifurcations, chaotic behaviour and island

of order. One of more important features of chaotic systems is universality which can

be manifested in Feigenbaum constant. We have calculated the Feigenbaum constant

for both RLD circuits; for RLD circuit with inductor of inductance 2/3 mH we have

calculated the value of Feigenbaum constant of� 1 = 3:61 and for RLD circuit with

inductor of inductance 2 mH we got � 2 = 3:79. Both values differ from theoretical

value of Feigenbaum constant� = 4:669, but this value is calculated when we observe

successive bifurcations of higher order. In order to be more precise in measurement

of Feigenbaum constant, we need different experimental setup that would be able to

identify bifurcations of higher order.

Keywords: non-linear systems, bifurcation diagram, period-doubling, Feigenbaum

constant.
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1 Uvod

1.1 Put prema kaosu

Ako bismo htjeli govoriti o kaoti �cnim oscilacijama, prvo bismo trebali de�nirati u

kakvim se sustavima oni pojavljuju. Matemati�cari, �zi �cari (i znanstvenici općenito)

uvijek su poku�savali matemati�cki linearizirati znanstvene probleme jer su takve pro-

bleme mogli (vi �se ili manje) lagano rije�siti. Medutim, problem je u tome �sto je vécina

zakona u prirodi nelinearna, tj. jedva mo�zemo pronáci linearni proces u prirodi [1].

Zato su u �zici od posebnog zna�caja nelinearni dinami�cni sustavi (dinami�cni sustavi

su oni sustavi u kojima se sustav razli�cito pona�sa u razli�citim vremenima).

Kako bismo mogli de�nirati nelinearne sustave, moramo prvo de�nirati �sto su to

linearni sustavi. Kao primjer mo�zemo prvo uzeti dvodimenzionalni sustav koji lako

poslije generaliziramo na n dimenzija; dvodimenzionalni linearni sustav je sustav

oblika

_x = ax + by (1.1)

_y = cx + dy; (1.2)

gdje su a; b; c; dparametri. Ovakav sustav je linearan u pogledu da ako sux1 i

x2 rje�senja sustava (1.1) i (1.2), tada je i linearna kombinacija c1x1 + c2x2 takoder

rje�senje sustava (1.1) i (1.2) [9]. Ovaj rezultat se naziva princip superpozicije i

mo�ze se generalizirati na n-dimenzionalni sustav. Vodéci se ovom logikom, mo�zemo

zaklju�citi da su nelinearni sustavi oni sustavi koji se ne podvrgavaju principu super-

pozicije. Drugim rije �cima, nelinearni sustav je sustav�cija je vremenska evolucija ne-

linearna, tj. varijable koje opisuju svojstva sustava (polo�zaj, brzina, akceleracija,...)

pojavljuju se u nelinearnom obliku [1]. Posljedica principa superpozicije jest da ako

se vanjski poticaj (stimulus), koji djeluje na linearni sustav, poveća za faktor 2, tada

će se i odgovor sustava povécati za faktor 2. Ako gledamo isti slu�caj za nelinearni

sustav, odgovor nelinearnog sustaváce biti veći ili manji od 2.
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1.2 Ukratko o kaosu

Iako nema univerzalno prihvaćene de�nicije kaosa, vécina znanstvenika bi se dogo-

vorila oko sljedeće de�nicije; kaoti �cni sustav je onaj koji evoluira deterministi�cki, po-

kazuje dugoro�cno aperiodi�cno pona�sanje i veliku osjetljivost na po�cetne uvjete [2,9].

U ovom kontekstu pojam deterministi�cki ozna�cava da sustav nema nasumi�cnih ili

”bu�cnih” parametara ili vanjskih sila (interakcija). Nepravilno (nasumi �cno) pona�sanje

proizlazi iz nelinearnosti sustava, a ne zbog ”bu�cnih” vanjskih sila (tj. zbog kaoti �cnih

i aperiodi�cnih vanjskih pobuda). Pojam ”dugoro�cno aperiodi�cno pona�sanje” podra-

zumijeva da postoje putanje koje se ne ”smiruju” u nekim �ksnim to �ckama ili pe-

riodi �ckim (ili kvaziperiodi �ckim) orbitama kada t ! 1. I na kraju, osjetljivost na

po�cetne uvjete podrazumijeva da se susjedne putanje odvajaju vrlo brzo, tj. za male

promjene po�cetnih uvjeta, putanje sustava se mijenjanju drasti�cno.

U svakodnevnom rje�cniku se rije�c kaos poistovjécuje s nestabilno�ścu. Na primjer,

sustav _x = x (�cije je rje�senje x(t) = cet , gdje je c konstanta) deterministi�cki je sus-

tav i pokazuje eksponencijalno odvajanje susjednih putanja. Medutim, ovaj sustav

ne mo�zemo nazvati kaoti�cnim jer sve putanje te�ze u beskona�cnost, ali se nikada ne

vraćaju. Drugim rije�cima, beskona�cnost u ovom slu�caju igra ulogu privla�cne �ksne

to�cke (to�cke kojoj te�ze sve putanje sustava). Kaoti�cni sustav bi trebao biti aperiodi�can

i kao takav bi trebao isklju�civati �ksne to �cke i periodi�cko pona�sanje sustava [9].

Premda su svi kaoti�cni sustavni nelinearni, sama nelinearnost nije dovoljna da

sustav bude kaoti�can; klju�cnu ulogu u tome imaju dugoro�cno aperiodi�cno pona�sanje i

osjetljivost na po�cetne uvjete, poznatija kao ”efekt leptira” (”butter�y effect”) [2,10].

1.3 Univerzalnost kaosa

Jedan lijep na�cin kako mo�zemo prikazati pona�sanje nekog dinami�ckog sustava je

preko bifurkacijskog dijagrama (bifurkacija je pojava kada se dogodi kvalitativna

promjena u dinami�ckom sustavu). U bifurkacijskom dijagramu promatramo pove-

zanost vrijednosti parametra neke vanjske pobude i odgovora sustava na tu pobudu.

Primjer nekog takvog bifurkacijskog dijagrama dan je na slici 1.1. Ono�sto mo�zemo

primijetiti na tom dijagramu jest da sustav u po�cetku po�cne kao periodi�can, tj. za

2



Slika 1.1: Bifurkacijski dijagram. Preuzeto iz [1].

male vrijednosti parametra r, imamo to�cno odredenu vrijednost odgovora sustava

x. Svako ”grananje” na dva dijela ozna�cava bifurkaciju gdje mo�zemo vidjeti da za

neku vrijednost ulaznog parametra r, imamo dvije vrijednosti odgovora sustava x.

Daljnjim povećavanjem vrijednosti ulaznog parametra r mo�zemo opaziti daljnja gra-

nanja (bifurkacije) gdje za neku vrijednost ulaznog parametra r primje ćujemo �cetiri

vrijednosti odgovora sustava x, pa osam,... Vidimo da se te bifurkacije sve vi�se po-

navljaju dok se na kraju te grane ne mogu prepoznati (razlu�citi). To ozna�cava da je

sustav do�sao u kaoti�cno stanje. [1,7,9]

Ono �sto je posebno zanimljivo jest da daljnjim povécavanjem parametra r, sustav

izlazi iz kaoti �cnog re�zima; ta podru�cja se nazivaju otocima reda u kaosu. U tom

podru�cju za neku vrijednost ulaznog parametra r, odziv sustava oscilira izmedu tri

vrijednosti pa daljnjim pove ćanjem izmedu �sest, pa devet,... Medutim, kako mo�zemo

vidjeti na slici 1.1, sustav se véc za vrlo male promjene parametra r vráca u kaoti�cno

stanje. [9]

1.3.1 Feigenbaumova konstanta

Kao �sto smo vidjeli do sada, kaos u dinami�ckim sustavima ne dolazi bez najave i

sustav postepeno ulazi u kaoti�cni re�zim. Svaki kaoti�cni sustav trebao je próci taj put i

odatle vidimo neku univerzalnost kaosa, ali u prou�cavanju kaoti�cnih sustava mo�zemo

3



naići na jo�s vécu univerzalnost.

Krajem 20. stoljéca ameri�cki �zi �car Mitchell Feigenbaum po�ceo je prou�cavati dvo-

periodi�cnost kaoti�cnih sustava. Kada pogledamo bifurkacijski dijagram 1.1, mo�zemo

vidjeti da se udaljenosti izmedu uzastopnih bifurkacija smanjuju (uzdu �z horizontalne

osi). To isto je primijetio i Feigenbaum te zaklju�cio da je omjer razlika parametara

uzastopnih bifurkacija jednak uzdu�z cijelog bifurkacijskog dijagrama, tj. ako bi to

zapisali matemati�cki imamo

� n =
� n � � n�1

� n+1 � � n
; (1.3)

gdje je � n vrijednost parametra u kojoj se pojavljuje n-ta bifurkacija. Nadalje, Fe-

igenbaum je pokazao da omjer 1.3 konvergira prema odredenoj vrijednost kada se n

pribli �zava beskona�cnosti

� � lim
n!1

� n = 4:669201: : : (1.4)

Konstantu 1.4 nazivamo Feigenbaumova konstanta. Ono�sto posebno isti�ce ovu

konstantu jest �sto je ona univerzalna bez obzira na to kakav kaoti�cni sustav pro-

matramo. [1,9]

1.4 Kako prepoznati kaoti �can sustav?

Kao �sto smo véc napomenuli, u svakodnevno rje�cniku kaoti�cno pona�sanje se pois-

tovjećuje s nestabilno�ścu. Zato bi moglo izgledati neobi�cno da kaoti�cno pona�sanje

nije ba�s tako ”kaoti�cno”,tj. da se ne mo�ze predvidjeti. Naime, kaoti�cno pona�sanje ne

dolazi bez najave. Obi�cno sve po�cinje odvostru�cenjem perioda (dvoperiodi�cnost1).

Sustav se prebacuje u novo pona�sanje s periodom 2 puta vécim nego�sto je to bilo ori-

ginalno (u trenutku prije). Kako pove ćavamo parametar u sustavu, tako se povécava

i odziv sustava. Ali, za neku malu promjenu ulaznog parametra dogodi se bifurkacija

i sustav sada ima odziv�ciji je period sada 2 puta véci nego prije. Ako bi taj parametar

jo�s vi�se povécavali, posvjedo�cili bi daljnjim bifurkacijama u kojima bi odziv sustava

imao period 4 puta veći, pa 8 puta véci, i tako dalje, sve dok sustav ne bi u�sao u

kaoti�cno pona�sanje [1,9].

1period-doubling [16]
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1.4.1 Vremenski prikaz

Prvi i najosnovniji alat za identi�kaciju kaoti �cnog sustava jest vremenski prikaz (pri-

kaz kada gledamo kako se mijenja neka �zi�cka veli�cina, u ovom slu�caju napon u

vremenu). Iz bifurkacijskog dijagrama, na slici 1.1, mo�zemo vidjeti da ćemo, pri

pojavi prve bifurkacije, imati situaciju da pri jednoj vrijednosti ulaznog parametra,

odgovor sustava oscilira izmedu dvije vrijednosti. Pri idu ćoj bifurkaciji sustav će os-

cilirati izme du �cetiri vrijednosti,... [7,8]

Na slikama 1.2 i 1.3 mo�zemo vidjeti primjer nekog periodi �cnog sustava i primjer

kaoti�cnog sustava u kojem promatramo ovisnost polo�zaja o vremenu. Prije smo na-

veli da je zna�cajka kaoti�cnog sustava aperiodi�cnost pa onda mo�zemo promatrati je li

neki sustav kaoti�can pou�cavajúci njegov vremenski prikaz. U ovom slu�caju mo�zemo

zaklju�citi kako je na slici 1.2 bio prikazan periodi �can sustav, a na slici 1.3 dan je

primjer kaoti �cnog sustava.

Slika 1.2: Ovisnost polo�zaja o vremenu nekog periodi�ckog sustava. Preuzeto iz [1].

Problem u ovakvom prou�cavanju je taj �sto aperiodi�cnost odziva sustava ne podra-

zumijeva uvijek kaos. Mnogi signali mogu biti aperiodi�cni zbog statisti�cke buke ili

zbog kompleksnosti sustava, ali to ne zna�ci da je svaki aperiodi�cni sustav kaoti�can,

véc treba imati i ostale, véc navedene zna�cajke u poglavlju 1.2. Stoga se vremen-

ski prikaz treba prikazati za razli�cite po�cetne uvjete i tako pratiti razvoj i pojavu

kaoti�cnog pona�sanja sustava [1].
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Slika 1.3: Ovisnost polo�zaja o vremenu nekog kaoti�cnog sustava. Preuzeto iz [1].

1.4.2 Fazni portreti

Kako smo vidjeli, sami vremenski prikaz ima svoje nedostatke kada�zelimo identi�ci-

rati kaos. Drugi na�cin preko kojeg mo�zemo jednozna�cno odrediti kaoti �cno pona�sanje

jest fazni portret. Ono �sto se u njima promatra jest kakva je ovisnost izlaznog sig-

nala u odnosu na ulazni signal. Ako se u takvom prikazu prikazuje jedna petlja, to

zna�ci da je sustav periodi�can. Pri pojavi prve bifurkacije fazni portret će se promi-

jeniti tako da će se sada pojaviti dvije petlje (dvoperiodi�cnost) pa pri sljedécoj �cetiri

petlje,... [4,6].

1.4.3 Fourierov spektar

Prije smo naveli daće sustav pri pojavi prve bifurkacije oscilirati izmedu dvije vrijed-

nosti. No, period, izmedu kojih se dogadaju te oscilacije, ne ostaje nepromijenjen, véc

tada sustav oscilira dva puta vécim periodom, �sto onda nazivamo dvoperiodi�cnost.

Tako imamo jo�s jedan na�cin kako mo�zemo prepoznati kaoti�cno pona�sanje: frekventni

spektar nekog signala. Kada bismo prou�cavali frekventni spektar obi�cnog periodi�cnog

signala (signala koji cijelo vrijeme titra jednim periodom), ono �sto bismo o�cekivali

jest frekventni spektar poput na slici 1.4; na toj slici vidimo da je u frekventnom

spektru zastupljena samo jedna frekvencija [2,6].

Nakon prve bifurkacije, kada sustav oscilira izmedu dvije vrijednosti, o �cekujemo

da će sustav oscilirati dva puta vécim periodom. To zna�ci da bi na frekvencijskom

spektru trebali uo�citi liniju �cija bi osnovna frekvencija bila dva puta manja od frek-

vencije periodi�cnog sustava. Ali, kao�sto smo véc spomenuli u poglavlju 1.4.1, svaki
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Slika 1.4: Fourierov spektar nekog periodi�cnog sustava. Preuzeto iz [1].

aperiodi�cni sustav (pa tako i kaoti�cni), imati će kontinuum frekvencija u frekventnom

spektru (slika 1.5). Razlog tome je naravno aperiodi�cnost kaoti�cnog sustava.

Slika 1.5: Fourierov spektar nekog kaoti�cnog sustava. Preuzeto iz [1].

Iako se iz ove rasprave mo�ze vidjeti za�sto bi identi�ciranje kaoti �cnog sustava

preko prou�cavanja Fourierovog spektra bio dobar alat, moramo pripaziti. Naime,

Fourierov spektar potpuno nasumi�cnih signala je opet kontinuum frekvencija, ali na-

ravno, to ne zna�ci da imamo kaoti�cni sustav. Kako bismo pravilno koristili ovaj alat

za identi�kaciju kaosa, trebamo pratiti sustav kako prolazi kroz razli �cite bifurkacije i

tako identi�cirati kaoti �cno sustav. [1,4]
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2 Metodologija rada

2.1 Eksperimentalni postav kori �sten za potrebe izrade ovog di-

plomskog rada

Teorija kaosa ima vrlo ra�sirenu upotrebu u znanosti i tehnologiji, po �cev�si od meteoro-

logije, �zike, biologije, elektronike, komunikacije, itd. [9]. Me dutim, kaoti �cni sustav

mo�zemo promatrati i na vrlo jednostavnom primjeru: na RLD2 krugu. Na slici 2.1

dan je shematski prikaz strujnog kruga kori�stenog u ovom diplomskom radu. Kao

�sto mo�zemo vidjeti, serijski je spojen izvor sinusoidalnog signala Wavetek Model 29,

otpornik otpora 10 
, zavojnica induktiviteta 2 mH ili 2/3 mH (induktivitet 2/3 mH

dobiven je tako da su paralelno spojene zavojnice induktivitet 2 mH i 1 mH) i dioda

BB204. Za prou�cavanje signala na diodi i na izvoru kori�sten je dvokanalni osciloskop

Tektronix MDO3054.

Slika 2.1: Shematski prikaz RLD strujnog kruga kori�stenog za potrebe izrade ovog
diplomskog rada gdje je serijski spojen izvor sinusoidalnog signala, otpornik otpora
10 
 , zavojnica induktiviteta 2 mH, tj. 2/3 mH i dioda BB204.

Kako imamo izvor izmjeni�cnog napona u na�sem eksperimentalnom postavu, znamo

da će se na�s sklop, zbog prisustva diode, pona�sati na druga�ciji na�cin u razli �citim

smjerovima struje. Imamo dva slu�caja: kada je dioda spojena tako da je propusno

polarizirana i kada je nepropusno polarizirana. Kada je dioda propusno polarizi-

rana, to zna�ci da dioda néce pokazivati svoja ispravlja�cka svojstva i struja će móci

2eng. resistor-inductor-diode
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teći kroz nju (tu struju nazivamo propusna struja). A kada je dioda spojena tako da

bude nepropusno polarizirana, kroz nju te�ce vrlo mala struja (oko 50 nA za diodu

BB204 [15]) koju nazivamo reverzna struja.

Zato �sto se dioda (kada je nepropusno polarizirana) mo�ze aproksimirati konden-

zatorom, nije svejedno koju frekvenciju vanjskog signala (koji daje generator signala)

odabiremo. Radovi koji su véc radeni na sli�cnu temu ( [4, 5, 7]) su za prou �cavanje

kaosa u RLD strujnom krugu na�sli (a zatim i koristili) rezonantnu frekvenciju kruga.

Zato smo za oba slu�caja (kada smo spojili zavojnicu induktiviteta 2 mH i 2/3 mH)

tra�zili rezonantnu frekvenciju kruga te kaos prou�cavali na tim frekvencijama. Rezo-

nantna frekvencija je nadena tako �sto smo gledali odziv sustava (tj. napon na diodi)

kako smo mijenjali frekvenciju pobude. Kada smo vidjeli da je odziv sustava maksi-

malan, tada smo zaklju�cili da smo prona�sli rezonantnu frekvenciju kruga. Kada je u

strujnom krugu bila spojena zavojnica induktiviteta 2 mH, prona deno je da je rezo-

nantna frekvencija tog kruga na 281.5 kHz, a rezonantna frekvencija kruga kada je

spojena zavojnica induktiviteta 2/3 mH je 357 kHz.

2.2 Za�sto dolazi do kaosa u RLD krugu?

Jedan od prvih radova koji su se bavili kaoti�cnim oscilacijama u RLD strujnom krugu

bio je Linsayev rad [5]. U tom radu je dvoperiodi �cnost i kaoti�cnost sustava pripisana

nelinearnosti koju uvodi naponski ovisan kapacitet. Medutim, istra �zivanja Rollinsa i

Hunta [3] su pokazala da se kaoti�cnost RLD strujnog kruga obja�snjava preko vremena

oporavka diode.

Vrijeme oporavka diode � r je vrijeme potrebno da dioda potpuno prestane voditi

struju kada kroz nju te�ce struja u nepropusnom smjeru. Iako � r ovisi o razli�citim

veli�cinama kao �sto su struja u propusnom smjeru i iznos napona u nepropusnom

smjeru, Rollins i Hunt [3] predlo �zili su sljedéci izraz

� r = � m

h
1 � e� jI m j

I c

i
; (2.1)

gdje je jI m j maksimalni iznos prethodne struje u propusnom smjeru, a � m i I c su

konstante karakteristi�cne za diodu.

Na�cin rada nekog oṕcenitog RLD kruga, koji je tjeran ulaznim naponom oblika

V(t) = V0 cos(!t ), mo�zemo promatrati u dva slu�caja. Jedan slu�caj je kada struja te�ce
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u takvom smjeru tako da je dioda propusno polarizirana, a drugi slu�caj je kada je

struja kroz krug u takvom smjeru da je dioda nepropusno polarizirana.

Struja kroz krug I i odgovor diode Vd, u slu�caju kada je dioda propusno polarizi-

rana, u RLD je krugu je dano s izrazima [3]

I (t; A) =
�

V0

Za

�
cos (!t � � a) + Ae�Rt=L +

Vf

R
(2.2)

Vd(t) = �V f ; (2.3)

gdje je Vf pad napona na diodi kada je ona propusno polarizirana,Z 2
a = R2 + ! 2L2,

! a = arctan( !L=R ) i A konstanta odredena rubnim uvjetima.

Općenito rje�senje RLD kruga u slu�caju kada dioda ne provodi struju je dana s

izrazima [3]

I (t; B; �) =
V0

Zb
cos (!t � � b) + Be�2Rt=L cos (! bt + �) (2.4)

Vd(t; B; �) = V0 cos!t � I (t; B; �)R � L _I (t; B; �); (2.5)

gdje je Z 2
b = R2 + ( L=! )2(! 2 � ! 2

0)2, ! b = arctan [L(! 2 � ! 2
0)=(R! )], ! 2 = 1=(LC),

_I = dI=dt, ! 2
b = ! 2

0 � (R=(2L)) 2 te B i � konstante odredene rubnim uvjetima.

Detaljan prikaz za�sto dolazi do dvoperiodi�cnosti u RLD krugu je prikazan na slici

2.2. Va�zno je napomenti koje su karakteristike diode koja se promatra. Dioda néce

voditi struju sve dok napon na diodi Vd ne padne ispod Vd = �V f i vrijednost tog

napona na diodi ostaje �V f toliko dugo koliko dioda provodi. Drugim rije �cima,

ako gledamo sliku 2.2 dioda će po�ceti voditi u trenutku t1(n). Ako je maksimalna

struja kroz krug jI m j dovoljno velika u vodljivom ciklusu (interval a na slici 2.2),

dioda se néce odmah isklju�citi u trenutku t2(n). Dioda će se isklju�citi s odredenim

zaka�snjenjem (interval b na slici 2.2) zbog kona�cnog vremena oporavka dioda teće

zbog toga dozvoliti struji da te�ce iako je nepropusno polarizirana. Diodaće se onda

isklju�citi u trenutku t3(n) = t2(n) + � r (n). Ako struja u trenutku t3(n) prolazi kroz di-

odu u takvom smjeru da je ona nepropusno polarizirana, dioda prestaje voditi struju

u trenutku t3(n) i ona se po�cinje ”pona�sati” kao kondenzator. U tom slu�caju, rubni

uvjeti u trenutku t3(n) odreduju konstante Bn i � n . Tada su struja i pad napona na

diodi odredeni jednad�zbama 2.4 i 2.5 sve dok pad napona na diodi ne postigne vri-

jednost od �V f , gdje sti�zemo do trenutka t1(n +1) i ciklus ponovno po�cinje. Mo�zemo
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primijetiti da su za ovaj proces bila potrebna dva ciklusa vanjskog signala te ovaj

proces onda prepoznajemo kao bifurkaciju.

Ukoliko struja u trenutku t3(n) prolazi diodu u takvom smjeru da je ona propusno

polarizirana, tada idu ći ciklus s t1(n + 1) = t3(n).

Slika 2.2: Gornji graf prikazuje ovisnost struje kroz krug o vremenu, a donji graf
pokazuje ovisnost napona na diodi o vremenu. Negativni iznos struje kroz krug
ozna�cava onaj smjer u kojem je dioda spojena tako da je propusno polarizirana, a
pozitivan smjer ozna�cava smjer u kojem je dioda nepropusno polarizirana. Dioda je
provodi struju kada je Vd = �V f . Preuzeto iz [1].

Kada bi maksimalni iznos ulaznog signala jo�s vi�se povécali, onda se pojavljuju

bifurkacije s �cetiri puta većim periodom te bi sli�cno dobili sve vi�se bifurkacije [3].

2.3 Postupak dobivanja rezultata

Postavili smo RLD serijski krug sa�cinjen od otpornika otpora 10 
 , zavojnice 2 mH i

2/3 mH. Drugim rije �cima, prou�cavali smo kaoti�cna pona�sanja na dva razli�cita RLD

kruga.

U oba kruga smo prvo tra�zili rezonantnu frekvenciju kruga. Napon izvora sinu-

soidalnog signala postavili smo na vrlo male vrijednosti tako da nemamo nikakvu
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deformaciju signala na diodi. Zatim smo mijenjali frekvenciju kruga i prou �cavali

kako se pona�sa odziv sustava (napon na diodi). Znamo da smo pogodili rezonantnu

frekvenciju sustava kada je odziv sustava bio maksimalan (tada je najvi�se energije

sustav primio).

Kada smo na�sli rezonantnu frekvenciju, tada smo izvor sinusoidalnog signala

dr�zali cijelo vrijeme na toj frekvenciji i na njoj prou �cavali kaoti�cno pona�sanje sus-

tava. Po�celi smo s malim naponima vanjskog izvora signala, a zatim smo polako

povécavali taj napon (izvor napona kori�sten za potrebe izrade ovog diplomskog rada

mo�ze mijenjati amplitudu napona za vrijednosti od 0.01 V) i gledali kada će se poja-

viti bifurkacije sustava.

Kaoti�cnost sustava smo prou�cavali na tri na�cina. Prvi na�cin je vremenski prikaz

sustava. Prou�cavali smo istodobno signal vanjskog izvora i signal na diodi; kada je

odziv sustava (napon na diodi) po�ceo oscilirati izmedu dvije vrijednosti, znali smo da

smo opazili prvu bifurkaciju. Sli �cno smo onda mogli identi�cirati i ostale bifurkacije.

Drugi na�cin je fazni portret ovog sustava. Fazni portret mo�zemo promatrati na

na�sem osciloskopu tako da ga postavimo na X-Y na�cin rada. U tom slu�caju na x osi

gledamo vanjski napon, a na y osi odziv sustava. Kada vidimo lijepi krug, zna�ci da se

sustav nalazi u rezonanciji, a bifurkaciju prepoznajemo tako �sto vidimo dvije petlje

na X-Y prikazu.

Zadnji na�cin na koji smo prou�cavali kaoti�cnost na�seg sustava je Fourierov spektar.

Naime, na�s osciloskop (Tektronix MDO3054) imao je mogúcnost izrade frekvencij-

skog spektra nekog signala tako da signal kojem�zelimo odrediti frekvencijski spektar,

spojimo na RF ulaz na osciloskopu. Medutim, u po�cetku nismo dobivali dobar spek-

tar, tj. ono �sto smo mi dobili, bio je spektar u kojem su sve frekvencije bile pobudene

i dobivali smo neki �sum. Taj problem je rije�sen tako�sto nismo signal diode (tj. kanal

2 prema slici 2.1) spojili direktno na ulaz za spektre na osciloskopu, nego smo prije

toga taj signal spojili na diferencijalno pretpoja�calo. Na to pretpoja�calo smo spojili

napon na diodi i ulazni napon. Time smo postigli promatranje razlike napona na

diodi i ulaznog napona. Kako je izlaz bio prejak (amplituda signala), morali smo

spojiti i djelitelj napona prije nego smo taj signal spojili na RF ulaz na osciloskopu.

Tako smo smanjili signal i sprije�cili mogući kvar osciloskopa.
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3 Rezultati i diskusija

3.1 RLD krug sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Prvo smo spojili sklop prema slici 2.1 sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Kao �sto

smo véc spomenuli u poglavlju 2.3, prvo ćemo odrediti rezonantnu frekvenciju ovog

sklopa. Amplitudu sinusoidalnog signala smo stavili na 0.065 V (slike 3.1 i 3.2) te

smo vidjeli da je rezonantna frekvencija ovog sklopaf rez, 2/3 mH = 357 kHz. Zato ćemo

cijelo vrijeme dr�zati frekvenciju ulaznog napona na frekvenciji 357 kHz. Ono �sto jo�s

mo�zemo vidjeti iz slika 3.1 i 3.2, a pogotovo iz slike 3.3 (koja prikazuje frekvencijski

spektar signala na diodi), da je u signalu zastupljena samo osnovna (rezonantna)

frekvencija, tj. da imamo ”lijep” periodi �can signal. Naime, na vrlo malim naponima

Slika 3.1: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
0.065 V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.2: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 0.065 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.
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Slika 3.3: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 0.065 V sa
zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Jedina linija na frekvencijskom spektru se nalazi
na frekvenciji 385 kHz.

dioda ne pokazuje svoja ispravlja�cka svojstva i ona se pona�sa kao �cisti kondenza-

tor [7]. Zbog tog razloga krug oscilira kao i izvor signala te vidimo samo jednu

frekvenciju u frekvencijskom spektru (rezonantnu frekvenciju) na slici 3.3.

Mo�zemo primijetiti na frekvencijskom spektru 3.3 kako osnovna frekvencija kruga

koju na�s osciloskop o�citava (358 kHz) ne odgovara to�cno frekvenciji koju smo pos-

tavili na izvoru sinusoidalnog napona (357 kHz). Razlog ovoj maloj razlici u frek-

vencijama pripisujem �cinjenici da osciloskop, a ni izvor signala nisu savr�seni uredaji.

Naime, izvor signala proizvodi sinusoidalan signal frekvencije 357 kHz, ali taj signal

nije savr�sen, tj. mogúca su mala odstupanja od te frekvencije. Takoder, kada oscilo-

skop analizira signal na diodi (kada radi frekvencijski spektar), on ne o�citava to�cno

jednu frekvenciju, nego tu imamo neka odstupanja. Drugim rije�cima, linija na frek-

vencijskom spektru nije delta funkcija, nego ima odredenu debljinu i zbog tog razloga

osciloskop na frekvencijskom spektru ne daje istu frekvenciju koju smo podesili na

izvoru signala.

Takoder, isto tako mo�zemo primijetiti da je na frekvencijskom spektru na slici

3.3 istaknuta samo jedna linija (358 kHz) te da na ostalim frekvencijama vidimo

odredeni �sum (tzv. bijeli �sum).. Kako u prvoj aproksimaciji na�s RLD krug mo�zemo

aproksimirati RLC krugom, on slu�zi kako svojevrsna antena i onda taj na�s krug prima

i ostale frekvencije iz okoline. Kako je njihova amplituda puno manja od na�se je-

dine razlu�cive linije, zanemarujemo ih i pripisujemo bijelom �sumu. Taj bijeli �sum se

mogao smanjiti da smo cijeli sklop izolirali od vanjskih utjecanja (signala) na na�cin

da smo oko njega stavili svojevrsni Faradayev kavez. Time ne bismo u potpunosti
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otklonili taj �sum, nego bi ga mogli samo smanjiti �sto za potrebe ovog diplomskog

rada nije bilo potrebno uraditi. Tako der, na vrlo niskim frekvencijama primje ćujemo

da frekvencijski spektar daje signal velike amplitude. Ta pojava se naziva rozi�sum

(ili 1/f �sum) i on se pojavljuje u sustavima s frekvencijskim spektrom takvim da

je spektralna gustóca snage obrnuto proporcionalna frekvenciji signala (kao �sto je

i na�s sustav). Zato ćemo na frekvencijskim spektrima, u ovom diplomskom radu,

primjećivati rozi �sum koji je, na�zalost, neizbje�zan. [11,12]

Kako smo povécavali ulazni napon, primijetili smo da napon na diodi vi �se nije

”lijepo” sinusoidalan, tj. periodi �can, kao �sto mo�zemo vidjeti na slici 3.4. No, ovo

nije slu�caj prve bifurkacije jer odziv sustava (napon na diodi) i dalje oscilira izmedu

dvije vrijednosti. U to se mo�zemo dodatno uvjeriti ako pogledamo X-Y prikaz na slici

3.5. Kao �sto smo spomenuli u potpoglavlju 1.4.2, bifurkaciju ćemo prepoznati tako

�sto ćemo u X-Y prikazu vidjeti dvije petlje, �sto ovdje nije slu�caj. Do istog zaklju�cka

mo�zemo dóci ako gledamo frekvencijski spektar 3.6. Iako su se ovdje pojavile neke

nove linije u spektru, one se nisu pojavile zbog pojave dvoperiodi�cnosti sustava. Na-

ime, dvoperiodi�cnost sustava je pojava kada odziv sustava (napon na diodi) po�cinje

oscilirati dva puta većim periodom od ulaznog napona. Kako znamo vezu izmedu

frekvencije f i perioda T
�

f =
1
T

�
, zaklju�cujemo da bi se pri pojavi bifurkacije tre-

bala pojaviti nova linija u frekvencijskom spektru, �cija je frekvencija dva puta manja

od rezonantne frekvencije. Ono�sto se ovdje dogodilo jest da se dioda vi�se ne pona�sa

Slika 3.4: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
0.250 V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

kao �cisti kondenzator, véc po�cinje pokazivati svoja ispravlja�cka svojstva. Kako smo

povécavali napon ulaznog signala, tako je dioda dozvoljavala prolazak samo pola
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Slika 3.5: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 0.250 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.6: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 0.250 V sa
zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Linije, koje mo �zemo razlu�citi, se nalaze na frek-
vencijama 356 kHz, 714 kHz i 1071 kHz.

vala [7].

Naime, na�s osciloskop ima mogúcnost stvaranja frekvencijskog spektra pomócu

procesa kojeg nazivamo ”Fast Fourier Transform” (skráceno FFT). Obi�cno na osci-

loskopu gledamo samo ovisnost napona o vremenu, tj. gledamo signal u vremen-

skoj domeni. Medutim, kada �zelimo gledati kako na�s signal izgleda u frekvencijskoj

domeni, onda koristimo FFT [14]. Prema teoriji Fourierove analize, svaki signal

mo�zemo aproksimirati kao zbroj jednostavnih trigonometrijskih funkcija (sinusa i

kosinusa). Matemati�cki gledano, neku funkciju f(x) mo �zemo razviti u Fourierov red

kao

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)); (3.1)
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gdje su a0, an i bn Fourierovi koe�cijenti, a n je prirodni broj [13]. Jednad �zba 3.1

nam potvrduje da svaku funkciju f(x) (ili u ovom slu �caju signal na diodi) mo�zemo

razviti kao zbroj jednostavnih trigonometrijskih funkcija. Kada imamo jednostavan

sinusoidalan napon na diodi, kao na slici 3.1, osciloskop mo�ze izraditi frekvencijski

spektar ovog signala i dobit ćemo liniju na samo jednoj frekvenciji u frekvencijskom

spektru.

Pri amplitudi ulaznog napona od 0.25 V smo vidjeli da dioda pokazuje svoja is-

pravlja�cka svojstva�sto onda uzrokuje deformaciju signala. Kada osciloskop radi FFT

signala na diodi na slici 3.4, on tada taj signal razvija u Fourierov red te zbog toga

dolaze do izra�zaja dodatni �clanovi u jednad�zbi 3.1 s vécim n. Kao �sto vidimo na

slici 3.6, i dalje najveći doprinos daje linija na frekvenciji koja odgovara frekvenciji

ulaznog signala, �sto nazivamo osnovnom frekvencijom. Ali sada mo�zemo primijetiti

linije koje se nalaze na linijama koje se nalaze na vécim frekvencija od frekvencije

ulaznog signala. Iz prirode jednad�zbe 3.1 vidimo da bi te frekvencije trebale biti

vi�sekratnici osnovne frekvencije�sto je potvrdeno na frekvencijskom spektru 3.6. Te

linije nazivamo vi �sim harmonicima.

Daljnjim povećavanjem ulaznog napona, napon na diodi se sve vi�se povécava i na

frekvencijskom spektru smo dobivali jo�s vi�se linija koje su odgovarale vi�sim harmo-

nicima, ali se ni�sta kvalitativno nije mijenjalo u samom naponu na diodi. Medutim,

kada je napon povécan s 1.83 V na 1.84 V, vidjeli smo prvu bifurkaciju (slike 3.7,

3.8 i 3.9). Na slici 3.7 mo�zemo vidjeti da napon na diodi sad oscilira izmedu dvije

vrijednosti, ba�s kao�sto predvideno u teorijskom dijelu. Bifurkaciju mo �zemo opaziti i

na slici 3.8 koja prikazuje X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona. Predvidjeli

smo u potpoglavlju 1.4.2 kako bi se prilikom prve bifurkacije trebale pojaviti dvije

petlje u X-Y prikazu, �cemu mo�zemo posvjedo�citi na slici 3.8. Najzorniji dokaz da se

u sustavu dogodila bifurkacija mo�zemo vidjeti na slici 3.9. Kako smo véc spomenuli,

kada sustav do�zivi prvu bifurkaciju, on prelazi u re �zim u kojem oscilira dvostruko

vécim periodom od ulaznog signala (tj. dvostruko manjom frekvencijom). Zato,

kada gledamo sliku 3.9, vidimo liniju na frekvenciju od 179 kHz �sto bi odgovaralo

na�soj pretpostavci da bi nakon bifurkacije sustav trebao oscilirati dva puta manjom

frekvencijom (tj. da bi nova osnovna frekvencija sustava trebala biti dva puta ma-

nja od ”stare”). Ostale linije (356 kHz, 536 kHz, 714 kHz, 893 kHz) odgovaraju

vi�sim harmonicima. Razlog za�sto te vrijednosti ne odgovaraju to�cnim vrijednostima
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Slika 3.7: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od 1.84
sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.8: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 1.84 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.9: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 1.84 V
sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, nalaze se na
frekvencijama 179 kHz, 356 kHz, 536 kHz, 714 kHz, 893 kHz i 1070 kHz.
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je opet u nesavr�senosti mjernih instrumenata. I ovdje vidimo da linije nisu savr�sene

delta funkcije pa je zato osciloskopu te�ze odrediti kojoj to �cno frekvenciji odgovara ta

linija.

Iduću bifurkaciju je sustav do�zivio pri ulaznom naponu od 3.90 V �sto mo�zemo

vidjeti na slikama 3.10, 3.11 i 3.12. Na slici 3.10 opa�zamo da sustav oscilira izmedu

�cetiri vrijednosti napona. Takoder, na X-Y prikazu napona na diodi i ulaznog napona

(slika 3.11) vidimo sada �cetiri petlje, kao �sto smo predvidjeli u teorijskom djelu, �sto

je dokaz da je sustav do�zivio novu bifurkaciju. Isto tako vidimo na frekvencijskom

Slika 3.10: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
3.90 V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.11: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 3.90 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

spektru, na slici 3.12, da se pojavila nova linija �cija je frekvencija �cetiri puta manja od

frekvencije ulaznog napona. I ovo je predvideno u teorijskom uvodu kada smo rekli

da će sustav, nakon svake sljedéce bifurkacije, oscilirati dva puta većim periodom. I
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Slika 3.12: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 4.00 V
sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na
frekvencijama 90 kHz, 179 kHz, 268 kHz, 356 kHz, 446 kHz, 536 kHz, 624 kHz, 704
kHz, 803 kHz, 893 kHz, 982 kHz.

ovdje primjećujemo da frekvencije ostalih linija nisu to�cni vi�sekratnici frekvencije 90

kHz �sto opet pridajemo nesavr�senosti na�sih uredaja.

Razlog za�sto su prikazi na slikama 3.10 i 3.11 promatrani na ulaznim naponima

od 3.90 V, a frekvencijski spektar na ulaznom naponu od 4.00 V prakti�cne je naravi.

Naime, kada smo prou�cavali odziv sustava u vremenskom prikazu i na X-Y prikazu,

bifurkacija pri prijelazu napona s 3.89 V na 3.90 V bila je vidljiva. Medutim, kada

smo prou�cavali frekvencijski spektar, pojava nove linije nije bila toliko uo�cljiva i nije

se mogla jednozna�cno razlu�citi od ostalog �suma. Amplituda te linije se povécala tek

kada smo povécali ulazni napon i onda smo je mogli razlu�citi od ostalih linija.

Pri ulaznom naponu od 4.47 V sustav je do�zivio novu bifurkaciju i sada oscilira s

osnovnom frekvencijom od 45 kHz�sto je osam puta manja frekvencija od ulazne frek-

vencije, a to je predvideno u teorijskom dijelu. Na slikama 3.13 i 3.14 prikazano je

kako izgleda odziv sustava u vremenskom prikazu i X-Y prikazu kada je sustav do�zivio

novu bifurkaciju. U vremenskom prikazu vidimo da sustav sada oscilira izmedu osam

vrijednosti (tj. opa �zamo osam amplituda), a na X-Y prikazu mo�zemo vidjeti osam pet-

lji �sto je dokaz da je sustav do�zivio novu bifurkaciju. Na slici 3.15 mo �zemo vidjeti

frekvencijski spektar signala na diodi pri ulaznom naponu od 4.64 V na kojem se po-

javila nova linija na frekvenciji 45 kHz �sto je osam puta manja frekvencija od osnovne

frekvencije. Razlog za�sto smo promatrali frekvencijski spektar pri ovom naponu je

isti kao i prije; pri naponu od 4.47 V pojavila se nova linija na frekventnom spektru,

ali je ona bila slabo razlu�civa jer je njezina amplituda bila vrlo bliska bijelom �sumu.
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Slika 3.13: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
4.47 V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.14: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 4.47 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.15: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 4.64 V
sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na
frekvencijama 45 kHz, 90 kHz, 134 kHz, 179 kHz, 222 kHz, 268 kHz, 312 kHz, 357
kHz, 402 kHz, 446 kHz, 491 kHz, 536 kHz,...
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Ta linija je bila dobro razlu �civa tek kada smo povécali ulazni napon.

Kao �sto mo�zemo primijetiti, razlika izme du ulaznih napona svake nove bifurka-

cije je sve manji (1:84 V! 3:90 V ! 4:47 V). To je takoder predvideno u teorijskom

dijelu na bifurkacijskom dijagramu, na slici 1.1, na kojem je vidljivo da je razlika

na x osi (u na�sem slu�caju ulazni napon) sve manja i manja kako se javljaju vi�se bi-

furkacije. Takoder, véc smo spomenuli problem rozog�suma u kojem se pri niskim

frekvencija u spektru pojavljuje �sum velikih amplituda. Zbog ovih razloga se dalj-

njim povećavanjem ulaznog napona nije moglo razlu�citi u kojem je re�zimu trenutno

sustav (tj. oscilira li 16 puta većim periodom ili 32 puta ve ćim periodom i tako dalje).

Na slikama 3.16, 3.17 i 3.18 prikazan je vremenski prikaz, X-Y prikaz i frekvencij-

ski spektar pri ulaznom naponu od 7 V. Iz ovih slika primjećujemo da je sustav sada

kaoti�can. Na X-Y prikazu vi�se ne mo�zemo prebrojiti koliko ima petlji, a na frekvencij-

skom spektru su sada sve frekvencije pobudene.

Slika 3.16: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
7.00 V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Pri ulaznom naponu od 8.03 V sustav je iza�sao iz kaoti�cnog re�zima rada. Kao�sto

mo�zemo vidjeti sa slika 3.19 i 3.20, vi�se ne primjécujemo kaoti�cno pona�sanje te na

X-Y prikazu vidimo tri petlje, a u vremenskom prikazu opa�zamo tri amplitude titranja

napona na diodi. Nadalje, na slici 3.21 prikazan je frekvencijski spektar napona na

diodi. Na njoj mo�zemo primijetiti da je osnovna frekvencija ovog sustava 119 kHz�sto

je tri puta manje od frekvencije ulaznog signala. Ovakvo pona�sanje sustava predvi-

djeli smo u teorijskom djelu. Naime, u poglavlju 1.3 pretpostavili smo da će sustav,
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Slika 3.17: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 7.00 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.18: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 7.10 V sa
zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

nakon �sto se nalazio u kaoti�cnom pona�sanju, izáci iz njega daljnjim povećanjem ulaz-

nog parametra (napona na diodi). Podru�cje, u kojem se sustav nalazi nakon�sto izade

iz kaoti�cnog re�zima, nazivamo otokom reda i predvidjeli smo da će sustav oscilirati

tri puta većim periodom od perioda ulaznog napona. Kao�sto mo�zemo vidjeti iz na�seg

frekvencijskog spektra, njegova osnovna frekvencija pri naponu ulaznog signala od

8.03 V je 119 kHz �sto je to�cno tri puta manje od frekvencije ulaznog signala �cime

smo potvrdili na�sa predvidanja iz poglavlja 1.3.

Kada smo ulazni napon povécali na 8.63 V, uo�cili smo novu bifurkaciju. Na sli-

kama 3.22 i 3.23 uo�cavamo da sustav oscilira sa�sest amplituda. Takoder, na slici 3.24

prikazan je frekvencijski spektar signala na diodi i primjećujemo da je sada osnovna

frekvencija 59 kHz �sto je 6 puta manja frekvencija od frekvencije ulaznog signala, a

to odgovara teorijskom predvidanju. Ostale linije se nalaze na frekvencijama koje su

23



Slika 3.19: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
8.03 V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.20: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 8.03 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.21: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 8.03 V
sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na
frekvencijama 119 kHz, 238 kHz, 356 kHz, 475 kHz, 595 kHz, 714 kHz,...
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vi�sekratnik frekvencije 59 kHz. No, kao i na svim frekvencijskim spektrima do sada,

i ovdje uo�cavamo mala odstupanja u ovom pravilu. Na primjer, prema ovom pravilu

59 kHz� 6 = 354 kHz, a mi na frekvencijskom spektru uo�cavamo liniju na frekven-

ciji 357 kHz. Kao i do sada, ovo pripisujemo �cinjenici da na�si mjerni uredaji nisu

savr�seni i da će postojati odredena neodredenost pri odredivanju frekvencije te linije

jer te linije nisu delta funkcije, ve ć imaju odredenu debljinu.

Slika 3.22: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
8.63 V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.23: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 8.65 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

Véc za mala povécavanja ulaznog napona primijetili smo nove bifurkacije sustava.

Medutim, te bifurkacije nije bilo mogu će identi�cirati zbog ograni �cenosti opreme.

Véc pri naponima većim od 9 V uo�cili smo kaoti�cno pona�sanje sustava, kao�sto je

to i predvideno u teorijskom uvodu. Na slikama 3.25 i 3.26 prikazan je vremenski

prikaz sustava i X-Y prikaz sustava pri ulaznom naponu od 10 V. Mo�zemo prepoznati

25



Slika 3.24: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 8.63 V
sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na
frekvencijama 59 kHz, 118 kHz, 179 kHz, 238 kHz, 298 kHz, 357 kHz, 416 kHz,...

da je sustav pao u kaoti�cno pona�sanje na temelju X-Y prikaza jer na njemu vidimo

jako puno petlji �sto je karakteristi�cno za kaoti�cno pona�sanje. Takoder, na slici 3.27

mo�zemo vidjeti frekvencijski spektar signala na diodi. Na frekvencijskom spektru

primjećujemo da su sve frekvencije pobudene�sto je takoder karakteristika kaoti �cnog

sustava.

Slika 3.25: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od 10
V sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

Iz ovih rezultata mo�zemo izra�cunati i Feigenbaumovu konstantu koju smo uveli u

poglavlju 1.3.1. Feigenbaumovu konstantu � smo de�nirali kao

� n =
� n � � n�1

� n+1 � � n
; (3.2)
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Slika 3.26: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 10 V sa zavojnicom
induktiviteta 2/3 mH.

Slika 3.27: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 10 V sa
zavojnicom induktiviteta 2/3 mH.

gdje je � n vrijednost parametra u kojoj se pojavljuje n-ta bifurkacija. U na�sem slu�caju

parametar � je amplituda ulaznog napona. Vidimo iz jednad�zbe 3.2 da nam za

odredivanje Feigenbaumove konstante trebaju najmanje tri bifurkacije. Prva bifur-

kacija (kada je sustav pre�sao u oscilacije s dvostrukim periodom) pojavila se pri ulaz-

nom naponu od U1! 2 = 1:84 V. Drugu bifurkaciju (kada je sustav pre�sao s oscilacija

s dvostrukim periodom u oscilacije s �cetverostrukim periodom) primijetili smo na

naponu od U2!4 = 3:90 V, a treću na naponu od U4!8 = 4:47 V. Tada mo�zemo

izra�cunati Feigenbaumovu konstantu kao

� 1 =
U2! 4 � U1! 2

U4! 8 � U2! 4
:
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Ako uvrstimo vrijednosti iz eksperimenta, tada dobivamo

� 1 = 3:61: (3.3)

Ono �sto odmah mo�zemo primijetiti jest veliko odstupanje od predvi dene teorijske

vrijednosti. Naime, Feigenbaum je izra�cunao da bi vrijednost ove konstante kada

n ! 1, trebala iznositi � = 4:669. Za precizniji izra�cun Feigenbaumove konstante za

ovaj kaoti�cni sustav trebali bismo izvor sinusoidalnog signala koji bi mogao ”�nije”

mijenjati ulazni napon i osciloskop koji bi imao ve ću razlu�civost novih bifurkacija.

Time bismo mogli preciznije odrediti vi �se bifurkacije i preciznije odrediti Feigenba-

umovu konstantu.

3.2 RLD krug sa zavojnicom induktiviteta 2 mH

Nakon �sto smo prou�cili kako RLD krug sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH dolazi

do kaoti�cnog pona�sanja, spojili smo opet RLD krug sa zavojnicom induktiviteta 2

mH. Opet smo prvo tra�zili rezonantnu frekvenciju tako �sto smo postavili amplitudu

ulaznog sinusoidalnog signala na 0.071 V i mijenjali frekvenciju ulaznog signala.

Prona�sli smo da je rezonantna frekvencija ovog RLD krugaf rez, 2 mH = 281:5 kHz

te smo tu frekvenciju ostavili nepromijenjenu tijekom cijelog eksperimenta s RLD

sklopom sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Slika 3.28: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
0.071 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Na slikama 3.28 i 3.29 prikazan je vremenski prikaz ulaznog signala i signala
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Slika 3.29: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 0.071 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.

Slika 3.30: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 0.071 V sa
zavojnicom induktiviteta 2 mH. Jedina linija se nalazi na frekvenciji 281 kHz.

na diodi te X-Y prikaz ulaznog napona i napona na diodi. Iz tih slika vidimo lijep

sinusoidalan signal gdje dioda jo�s ne pokazuje svoja ispravlja�cka svojstva i pona�sa se

kao �cisti kondenzator. Zbog toga krug oscilira jednako kao i ulazni sinusoidalni signal

te na frekvencijskom spektru (slika 3.30) vidimo samo jednu liniju koja se nalazi na

rezonantnoj frekvenciji od 281.5 kHz.

Povécanjem amplitude ulaznog signala primjécujemo ispravlja�cka svojstva diode

pri �cemu se lagano deformirao signal (slika 3.31 i 3.32), ali se ni�sta kvalitativno ne

mijenja (nije se dogodila bifurkacija). Isto mo �zemo potvrditi i na slici 3.33. Kako na

frekvencijskom spektru uo�cavamo da je osnovna frekvencija i dalje jednaka ulaznoj

frekvenciji, zaklju �cujemo da se u ovom sustavu nije dogodila bifurkacije. Ostale linije,

koje mo�zemo vidjeti na frekvencijskom spektru, odgovaraju vi�sim harmonicima.

Prvu bifurkaciju prepoznali smo pri ulaznom naponu amplitude 1.58 V (slike 3.34
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Slika 3.31: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
0.500 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Slika 3.32: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 0.500 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.

Slika 3.33: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 0.400
V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH. Linije, koje se mogu razlu�citi, se nalaze na
frekvencijama 281 kHz, 563 kHz i 844 kHz.
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Slika 3.34: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
1.58 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Slika 3.35: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 1.58 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.

Slika 3.36: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 1.70 V sa
zavojnicom induktiviteta 2 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na frekven-
cijama 142 kHz, 281 kHz, 423 kHz, 563 kHz, 704 kHz,...
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i 3.35). Kako smo i predvidjeli u teorijskom uvodu, nakon prve bifurkacije na X-Y pri-

kazu bit će vidljive dvije petlje, a u vremenskom prikazu opa�zamo dvije amplitude.

Na frekvencijskom spektru (slika 3.36) mo�zemo vidjeti da je osnovna frekvencija

ovog kruga 142 kHz. Ta frekvencija je dva puta manja od frekvencije ulaznog signala

�sto se podudara s na�sim teorijskim predvidanjima da sustav po�cinje oscilirati s dvos-

truko većim periodom nakon prve bifurkacije. Frekvencijski spektar smo promatrali

na amplitudi ulaznog napona 1.70 V zato �sto je linija na frekvenciji 142 kHz bila

slabo vidljiva pri naponu od 1.58 V. Povécanjem amplitude ulaznog napona frekven-

cija te linije se nije promijenila, ali se povećala amplituda te linije pa se i sama linija

lak�se razlu�cila od ostalog �suma.

Slika 3.37: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
3.36 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Slika 3.38: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 3.36 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.

Iduću bifurkaciju smo prepoznali pri ulaznom naponu od 3.36 V �sto mo�zemo vi-

djeti na slikama 3.37 i 3.38. Na frekvencijskom spektru (slika 3.39) vidimo da je
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Slika 3.39: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 3.47 V sa
zavojnicom induktiviteta 2 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na frekven-
cijama 71 kHz, 142 kHz, 211 kHz, 281 kHz, 352 kHz, 423 kHz, 493 kHz, 563 kHz,
633 kHz,...

osnovna frekvencija ovog sustava sada 71 kHz�sto je �cetiri puta manje od frekvencije

ulaznog signala i to je u skladu s na�sim predvidanjima. To�cno �cetiri puta manja frek-

vencija od 281.5 kHz jest 70.375 kHz i to bismo mogli o�cekivati kada bi u idealnim

okolnostima osciloskop tu vrijednost zaokru�zio na 70 kHz. Ali, kao i slu�caju sklopa

sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH, ove linije nisu savr �sene delta funkcije, véc imaju

neku debljinu. Zbog tog razloga osciloskop ne daje to�cno o�cekivane vrijednosti frek-

vencija.

Slika 3.40: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
3.83 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Pri naponu od 3.83 V opa�zamo novu bifurkaciju �sto mo�zemo vidjeti na slikama

3.40, 3.41 i 3.42. U vremenskom prikazu primjećujemo osam amplituda, a na X-

Y prikazu osam petlji. Iz frekvencijskom spektra vidimo da je osnovna frekvencija
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Slika 3.41: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 3.83 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.

Slika 3.42: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 4.05 V sa
zavojnicom induktiviteta 2 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na frekven-
cijama 35 kHz, 71 kHz, 105 kHz, 140 kHz, 175 kHz, 211 kHz,...

signala na diodi sada 71 kHz�sto je osam puta manje od frekvencije ulaznog signala.

Frekvencijski spektar smo opet prou�cavali na malo vécem naponu od napona pri

kojem smo prepoznali novu bifurkaciju zbog toga �sto su tako niske frekvencije te�sko

razlu�cive zbog rozog�suma pa smo morali povécati amplitudu ulaznog napona kako

bismo lak�se razlu�cili tu liniju.

Daljnjim povećavanjem ulaznog napona te�sko su se identi�cirale nove bifurka-

cije. Véc pri vrlo maloj promjeni amplitude ulaznog napona, sustav se kvalitativno

promijenio, ali nije se moglo to�cno odrediti u kakvom je to�cno stanju sustav. U X-Y

prikazu nije se mogao izmjeriti to�can broj petlji, a u frekvencijskom spektru se, zbog

rozog i bijelog �suma, nisu mogle identi�cirati nove linije koje bi odgovarale vi �sim

bifurkacijama. Zato zaklju�cujemo da je sustav vrlo brzo pre�sao u kaoti�can re�zim rada
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Slika 3.43: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
5.00 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Slika 3.44: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 5.00 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.

Slika 3.45: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 5 V sa
zavojnicom induktiviteta 2 mH.

�sto mo�zemo vidjeti na slikama 3.43, 3.44 i 3.45. Na X-Y prikazu vi�se ne mo�zemo

prebrojiti koliko ima petlji, a na frekvencijskom spektru vidimo da su sve frekvencije
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pobudene�sto su sve obilje�zja kaoti�cnog sustava.

Slika 3.46: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
7.04 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Slika 3.47: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 7.04 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.

Kao�sto mo�zemo vidjeti na slikama 3.46, 3.47 i 3.48, pri ulaznom naponu ampli-

tude 7.04 V vi�se ne primjécujemo kaoti�cno pona�sanje. To zna�ci da se sustav nalazi u

tzv. otocima reda u kaosu, a to smo predvidjeli u teorijskom uvodu. U vremenskom

prikazu opa�zamo tri amplitude oscilacija napona na diodi, a na X-Y prikazu opa�zamo

tri petlje. Iz frekvencijskog spektra na slici 3.48 vidimo da je osnovna frekvencija

ovog sustava pri ulaznom naponu 7.04 V 94 kHz�sto je tri puta manje od frekvencije

ulaznog napona i sla�ze se s predvidanjima u teorijskom uvodu.

Daljnjim povećanjem napona moglo se primijetiti da se sustav vrlo brzo mije-

nja kvalitativno, tj. ve ć za male promjene primjécujemo nove bifurkacije sustava.

Medutim, te promjene su se te�sko identi�cirale i te �sko smo mogli odrediti u kakvom
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Slika 3.48: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 7.08 V sa
zavojnicom induktiviteta 2 mH. Linije, koje se mogu razlu �citi, se nalaze na frekven-
cijama 94 kHz, 188 kHz, 281 kHz, 375 kHz, 469 kHz, 563 kHz,...

Slika 3.49: Vremenski prikaz napona na diodi (plavo) i ulaznog napona (�zuto) od
9.0 V sa zavojnicom induktiviteta 2 mH.

Slika 3.50: X-Y prikaz napona na diodi i ulaznog napona od 9.0 V sa zavojnicom
induktiviteta 2 mH.
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Slika 3.51: Frekvencijski spektar napona na diodi pri ulaznom naponu od 9.03 V sa
zavojnicom induktiviteta 2 mH.

je to�cno stanju sustav (je li je osnovna frekvencija sustava sada�sest puta ili devet puta

manja od ulazne). Zato zaklju�cujemo, iz slika 3.49, 3.50 i 3.51, da je sustav vrlo brzo

pao u kaoti�cno pona�sanje. Iz X-Y prikaza vidimo jako puno petlji, a u frekvencijskom

spektru da su sve frekvencije pobudene �sto je sve karakteristi�cno za kaoti�cni sustav.

Vjerojatno bi se moglo i to�cnije odrediti u kojem je trenutno stanju sustav da smo, na

neki od véc navedenih na�cina, smanjili bijeli i rozi �sum sustava.

Na kraju mo�zemo i iz ovih rezultata izra�cunati Feigenbaumovu konstantu za na�s

sustav. Kao i za sklop sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH, trebamo vrijednosti ulaz-

nih napona za tri uzastopne bifurkacije: U1! 2 = 1:58V, U2!4 = 3:36V i U4!8 = 3:83V.

Tada iz jednad�zbe 1.3 imamo

� 2 =
U2! 4 � U1! 2

U4! 8 � U2!4

� 2 =
3:36 V� 1:58 V
3:83 V� 3:36 V

;

iz �cega na kraju dobivamo

� 2 = 3:79: (3.4)

I ovdje mo�zemo primijetiti relativno veliko odstupanje od predvi dene teorijske vri-

jednosti (� = 4:669). No, ta teorijska vrijednost je izra�cunata zan ! 1 �sto bi zna�cilo

da bi za neki precizniji izra�cun Feigenbaumove konstante, trebali biti u mogúcnosti

izmjeriti (tj. razlu �citi) vi �se bifurkacija. To bi mogli postići s izvorom sinusoidal-
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nog signala koji bi mogao �nije mijenjati napon i osciloskopom koji bi imao ve ću

razlu�civost. Takoder, pri identi�kaciji novih bifurkacija bi pomoglo smanjenje bijelog

�suma tako da sami sklop stavimo u svojevrstan Faradayev kavez.
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4 Zaklju �cak

Otkad su se po�celi prou�cavati nelinearni dinami �cki sustavi, bilje�zili su od samog

po�cetka veliki interes znanstvene (a i �sire) zajednice. Znanstvenoj zajednici je bilo

zanimljivo istra �zivati na koliko razli �citih sustava i grana znanosti se mogu primijeniti

neki općeniti koncepti iz kaosa i kako su ti rezultati univerzalni dok su se �siroj za-

jednici svidjeli gra� �cki prikazi koji se ve�zu uz kaoti�cna pona�sanja (osobito fraktali).

Tako smo i mi u ovom radu htjeli dotaknuti povr �sinu tog svijeta i malo je istra�ziti.

Kaos se mo�ze prepoznati u mnogim sustavima, ali mi smo odabrali RLD elek-

tri �cni krug. Najprije smo vidjeli da se u RLD krugu kaoti�cno pona�sanje pojavljuje

zbog �cinjenice da dioda ne prestaje odmah voditi struju kada kroz nju te�ce struja u

nepropusnom smjeru. Vrijeme potrebno da dioda potpuno prestane voditi struju na-

zivamo vrijeme oporavka diode i tu smo prona�sli glavni razlog kaoti�cnog pona�sanja

RLD kruga.

Zatim smo sastavili dva RLD kruga s razli�citim zavojnicama i prou�cavali kako

dolazi do kaoti�cnih oscilacija u RLD krugu. Postupan prelazak sustava u kaoti�cno

pona�sanje promatrali smo na tri na�cina: vremenskim prikazom, X-Y prikazom i frek-

vencijskim spektrom. Potvrdili smo sve pretpostavke iz teorijskog dijela i vidjeli kada

se u sustavu pojavljuju bifurkacije, kaoti�cno pona�sanje i otoci reda.

Kako smo mogli prepoznati samo tri uzastopne bifurkacije za oba strujna kruga,

bili smo u mogućnosti izra�cunati samo prvu Feigenbaumovu konstantu za oba RLD

kruga. Za RLD krug sa zavojnicom induktiviteta 2/3 mH dobili smo vrijednost Feigen-

baumove konstante od� 1 = 3:61dok smo za RLD krug sa zavojnicom induktiviteta 2

mH dobili � 2 = 3:79. Oba ova rezultata odstupaju od teorijske vrijednosti� = 4:669,

ali ta je vrijednost dobivena kada promatramo uzastopne bifurkacije visokog reda

(kada n ! 1). Da bi se mogla preciznije izmjeriti Feigenbaumova konstanta, potre-

ban je druga�ciji eksperimentalni postav koji će biti u stanju razlu�citi vi �se bifurkacije.
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5 Metodi �cki dio

5.1 Uvod

Teme kao�sto su deterministi�cki sustavi, bifurkacijski dijagrami, kaos i sli�cni se kao

takvi ne spominju u redovnoj nastavi �zike. Vi �se je razloga za to. Jedan od njih (a

mo�zda i najva�zniji) jest �sto su to vrlo kompleksne i apstraktne teme koje nisu pri-

mjerene za dob u�cenika koji pohadaju srednju �skolu. Drugi razlog jest taj �sto je za

takvo prou�cavanje potrebno véce predznanje iz �zike, ali i iz matematike. Tako bi

za prou�cavanje kaoti�cnih sustava, koji su predstavljeni u ovom radu, bilo potrebno

veliko predznanje iz (R)LC krugova; kako oni funkcioniraju i za �sto dolazi do takvih

oscilacija. Pokazalo se da u�cenici u prosjeku stje�cu slabo konceptualno razumijeva-

nje elektri�cnih titraja [17]. Kako su elektri �cni titrajni krugovi va �zni u tehnologiji,

smatram da je potrebno da se u srednjim�skolama kvalitetno obrade te sam stoga

odabrao ”LC titrajni krug” kao temu za metodi �cki dio.

Iako je sli�cnost matemati�ckih izraza za mehani�cke i elektri�cne sustave vrlo ve-

lika, ovdje mora biti jasno da su to potpuno druga�ciji sustavi. U mehani�ckim susta-

vima se prou�cavaju veli�cine kao �sto su masa i konstanta elasti�cnosti opruge dok se

u elektri �cnim sustavima prou�cavaju potpuno druga�cije veli�cine kao �sto su induktivi-

tet zavojnice i kapacitet kondenzatora. Naravno, zbog sli�cnosti matemati�ckih izraza

mehani�ckih i elektri �cnih sustava lako se mo�ze, po skrácenom postupku, napisati ana-

logna rje�senja za elektri�cno titranje ako poznajemo rje�senja za mehani�cko titranje.

Ova tema se nalazi na speci��cnom mjestu u gradivu �zike srednje �skole. Cijeli LC

elektri �cni titrajni krug se zasniva na titrajima koji nisu jednostavni za shvatiti. Doda-

tan problem je �sto se elektri�cna struja te svi pojmovi i koncepti vezani uz tu cjelinu

(elektromagnetska indukcija, kondenzator,...) rade u 2. razredu srednjih �skola, a

potrebni su za dubinsko konceptualno razumijevanje ovih sadr�zaja. Stoga smatram

kako bi na po�cetku nastavnog sata s u�cenicima trebalo ponoviti o elektromagnetnoj

indukciji.

Ishodi ove teme se mogu ostvariti na mnogo na�cina i puno toga ovisi o oprem-

ljenosti te �skole raznim instrumentima. Idealno bi bilo da se rade pokusi u grupama

(ili barem frontalno), kao i op ćenito u nastavi �zike, ali kao alternativa uvijek mogu

poslu�ziti ra �cunalne simulacije kojih ima jako puno na internetu (osobito na engle-

skom govornom podru�cju). Za ove potrebe ću pretpostaviti idealnu �skolu koja je
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opremljena raznolikom aparaturom (na primjer s osciloskopom) i u kojoj su izvedivi

svi pokusi predstavljeni u pripremi.

5.2 Nastavna priprema iz �zike: LC titrajni krug

Ovaj nastavni sat zami�sljen je za 3. razred srednjih �skola. Mo�ze se primijeniti i u

gimnazijama i u strukovnim �skolama. Ishodi, tj. postignuća koja se o�cekuje da će

u�cenici imati nakon obradivanja ova nastavne teme su:

OBRAZOVNI ISHODI:

� opisati dijelove LC titrajnog kruga

� objasniti za�sto dolazi do titraja u LC krugu

� opisati pretvorbe energije u LC titrajnom krugu

� objasniti kako se mijenjaju struja i napon na elementima LC titrajnog kruga

� opisati o �cemu ovisi period titranja i znati ga matemati �cki izraziti

� navesti i objasniti izraz za vlastitu frekvenciju

� opisati kako LC titrajni krug emitira elektromagnetske valove i kako ih mo�ze

primati

� razvijati sposobnost sistemati�cnog opa�zanja

� razvijati sposobnost logi�ckog mi�sljenja i znanstvenog zaklju�civanja.

ODGOJNI ISHODI:

� razvijati komunikacijske vje�stine

� razvijati sistemati�cnost

� argumentirano izra�zavati vlastito mi�sljenje

� uva�zavati tude mi�sljenje.

Za ostvarenje ovih ishoda predvidio sam 1 nastavni sat.
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5.2.1 Uvodni dio sata

UVODNI PROBLEM: Kako se primaju i emitiraju radio valovi?

U�cenici daju svoje ideje o uvodnom pitanju. Nakon toga ću navesti daće u ovom

nastavnom satu u�citi gradivo koje će im pomóci da na kraju odgovore na ovo pitanje.

Najprije ćemo serijski spojiti zavojnicu, izvor elektri�cnog napona, prekida�c i am-

permetar kao na slici 5.1.

Slika 5.1: Shematski serijski spojenog izvora elektri�cnog napona, prekida�ca, zavoj-
nice i ampermetra.

Razlikuje li se uspostavljanje struje kroz zavojnicu (kao na slici 5.1) od situ-

acije kada bi se umjesto zavojnice postavio otpornik jednakog omskog otpora?

Nakon u�ceni�ckih predvidanja izveo bih taj pokus (nekoliko puta) tako da u�cenici sami

opaze je li uspostavljanje struje kroz zavojnicu sporije nego kroz otpornik. Nakon

toga mo�zemo se vratiti na po�cetno pitanje i vodenom raspravom dóci do zaklju�cka

da će se kroz zavojnicu uspostavljati struja takvog predznaka kojaće se protiviti

povécanju struje. Zato je uspostavljanje struje u ovom slu�caju sporije kada je spojena

zavojnica.

Spojit ću strujni krug kao na slici 5.2 (gdje je paralelno sa zavojnicom spojen os-

ciloskop) i pitati u �cenike �sto o�cekuju da će se dogoditi. U ovom trenutku o�cekujem

da će u�cenici odgovoriti da će se na plo�cice kondenzatora dovesti naboj i daće kon-

denzator biti nabijen.

�Sto o�cekujete da će se dogoditi ( �sto ćete o�citati na osciloskopu) ako zatvo-
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Slika 5.2: Elektri�cna shema na kojoj je spojen izvor elektri�cnog napona, kondenzator,
zavojnica i dvije sklopke gdje je sklopka S1 je zatvorena, a sklopka S2 otvorena.
Paralelno sa zavojnicom spojen je jo�s i osciloskop.

Slika 5.3: Elektri�cna shema na kojoj je spojen izvor elektri�cnog napona, kondenzator,
zavojnica i dvije sklopke gdje je sklopka S1 je zatvorena, a sklopka S2 zatvorena.
Paralelno sa zavojnicom spojen je jo�s i osciloskop.

rimo sklopku S1, a otvorimo sklopku S2? Ovdje ne o�cekujem da u�cenici to�cno

predvide titraje, ali se mogu �cuti razli �cite ideje i na�cini razmi�sljanja. Izvest ćemo

pokus nekoliko puta gdje će u�cenici na osciloskopu opaziti prigu�sene titraje.

Kakva titranja opa �zamo? Kako ih prepoznajete? Kroz raspravu u�cenike vo-

dimo do zaklju�cka da promatramo promjenu struje kroz krug. Primjećujemo da se

iznos te struje mijenja na na�cin da su otkloni kazaljke na ampermetru sve manji i ma-

nji. Iz toga zaklju �cujemo da su ta titranja prigu�sena, a gu�senje nastaje zbog otpora

�zica i zavojnice.
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5.2.2 Sredi �snji dio

ISTRA�ZIVA�CKO PITANJE: Za�sto LC krug daje titraje?

U ovom dijelu sata ćemo istra�ziti kako (i za �sto) dolazi do titraja. Usporedno s

ovim pitanjima crtamo ovisnosti struje kroz krug o vremenu (slika 5.5) i ovisnost na-

pona na kondenzatoru o vremenu (slika 5.4). Cijeli problem ćemo kasnije promatrati

i preko energije.

�Sto će se dogoditi ako zatvorimo sklopku S1? Raspravom dolazimo do za-

klju �cka da će se kondenzator isprazniti.

Isprazni li se kondenzator trenutno? Vodenom raspravom dolazimo do odgo-

vora da se kondenzator néce trenutno isprazniti zbog induktiviteta zavojnice. Naime,

kako se zavojnica opire promjeni struje koja prolazi kroz nju, struja se uspostavlja re-

lativno polako.

Slika 5.4: Ovisnost napona na kondenzatoru o vremenu.

Slika 5.5: Ovisnost struje kroz LC krug o vremenu.
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�Sto se dogada s nabojem na kondenzatoru? Kakva je onda struja kroz taj

sustav? U�cenike vodimo zaklju�cka do će se kondenzator isprazniti te da će struja

kroz krug biti maksimalna.

�Sto se dogada sa strujom u krugu kada se kondenzator ispraznio, a struja je

maksimalna. Pada li ona na nulu trenutno? U�cenici zaklju�cuju da će se kondenza-

tor puniti suprotno od svog po�cetnog stanja, ali će induktivitet zavojnice sprije�citi da

vrijednost struje kroz krug padne naglo na nulu.

�Sto o�cekujemo kada struja padne na nulu? Kako je sada nabijen konden-

zator? �Sto će se sada dogoditi? Vodenom raspravom dolazimo do zaklju�cka da je

kondenzator sada opet napunjen i da se ciklus ponavlja, ali je situacija sada obrnuta.

Koje sve oblike energije imamo u ovom LC krugu? Kako se one pretvaraju

iz jednog oblika u drugi? U�cenici zaklju�cuju da u ovom krugu imamo energiju

sadr�zanu u elektri�cnom polju kondenzatora i u magnetskom polju zavojnice. Pro-

matramo cijeli ciklus titraja LC kruga i dolazimo do zaklju �cka da je u po�cetku sva

energija sadr�zana u elektri�cnom polju kondenzatora, a nakon �sto se kondenzator is-

prazni, sva energija je sadr�zana u magnetskom polju zavojnice. Usporedno s ovom

raspravom skiciramo crte�z sli�can slici 5.6

Slika 5.6: Shematski prikaz �sto se dogada s energijom kroz kondenzator i zavojnicu
tijekom jednog ciklusa titraja LC kruga. Preuzeto iz [22]

ISTRA�ZIVA�CKO PITANJE: O�cemu i kako ovisi period titranja u LC krugu?

Ovo pitanje mo�zemo istra�ziti pomoću simulacije na ra�cunalu. Konkretno, odli�cna

simulacija se mo�ze náci na poveznici [21]. Ono �sto je dobro kod ove simulacije

jest �sto se mogu promatrati na�se oscilacije u realnom vremenu. U ovom dijelu sam

zamislio da ćemo promatrati navedenu simulaciju i iz te simulacije izvaditi potrebne

podatke. Te podatke bi zatim zapisivali u excel tablicu i iz nje crtali potrebe grafove

i zaklju�civali o ovisnosti perioda o kapacitetu/induktivitetu. No, kako bi uzimanje
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tih podataka trajalo predugo, s u�cenicima bih pro�sao samo dio simulacije. Kod kúce

bih pripremio sve podatke i grafove tako da se ne izgubi previ�se vremena na samom

satu.

O kojim veli �cinama bi mogao ovisiti period titranja i za �sto? Razgovorom s

u�cenicima dolazimo do zaklju�cka da su te veli�cine kapacitet i induktivitet jer ako je

kapacitet véci, kondenzator se du�ze prazni, a ako je induktivitet veći, onda je opiranje

zavojnice véce. Zatim upoznajem u�cenike sa simulacijom i dogovaramo se za na�cin

rada.

Kako ćemo istra �zivati ovisnost jedne veli �cine o drugoj? Na �sto trebamo pa-

ziti? Otvaram simulaciju pred cijelim razredom i upoznajem ih sa zna�cajkama te

simulacije. Najprije mo�zemo promatrati ovisnost perioda o kapacitetu. Zajedno s

u�cenicima promatramo kako se mijenja period sustav u ovisnosti o kapacitetu pri

�cemu induktivitet zavojnice treba ostati konstantan (tj. trebamo paziti na kontrolu

varijabli). Me dutim, parametri, koje ću odabrati na satu, bit će jednaki onima koje

sam odabrao kod kúce, tako da će sama obrada rezultat (crtanje T-C iT2 � C gra-

fova) proći puno br�ze nego da se to obraduje na satu. Nakon�sto dobijemo rezultate,

crtamo T-C graf (slika 5.7).

Jesmo li dobili linearnu ovisnost perioda titranja i kapaciteta? Vodenom ras-

pravom dolazimo do zaklju�cka da nismo dobili linearnu ovisnost i da bismo mogli

probati druga�ciji graf. Konkretno, mo�zemo probati T2 � C graf (slika 5.8) i vidimo

da dobivamo pravac iz �cega mo�zemo zaklju�citi da postoji linearna ovisnost izmedu

T2 i C.

Slika 5.7: Graf ovisnost perioda titranja o kapacitetu kondenzatora.

Isti postupak ponovimo za ovisnost perioda o induktivitetu gdje takoder dolazimo
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Slika 5.8: Graf ovisnosti kvadrata perioda titranja o kapacitetu kondenzatora.

Slika 5.9: Graf ovisnosti perioda titranja o induktivitetu zavojnice.

Slika 5.10: Graf ovisnosti kvadrata perioda titranja o induktivitetu zavojnice.

do zaklju�cka da postoji linearna ovisnost izmedu T2 i L (slike 5.9 i 5.10).

Iz ovih razmatranja mo�zemo vodenom raspravom dóci do zaklju�cka da je kva-

drat perioda proporcionalan s kapacitetom kondenzatora i induktivitetom zavojnice

�sto zna�ci da mo�zemo napisati izraz za period u LC krugu kaoT = 2�
p

LC . Kako
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su povezani frekvencija i period? Kako bi izgledao izraz za frekvenciju LC

kruga? Vodenom raspravom dolazimo do zaklju�cka da je izraz frekvencija za LC

krug f =
1

2�
p

LC
. Ovu frekvenciju nazivamo vlastitom frekvencijom LC elektri�cnog

titrajnog kruga.

Ovakav LC elektri�cni titrajni krug ima mogu ćnost emitiranja elektromagnetskih

valova koji će imati frekvenciju jednaku vlastitoj frekvenciji titrajnog kruga. Naravno,

ako takav jedan titrajni krug mo �ze emitirati elektromagnetske signale, on ih mo�ze i

prihvatiti, tj. mo �ze biti i u rezonanciji s nekim drugim elektri �cnim titrajnim krugom.

5.2.3 Zavr �sni dio

Mo�zete li sada odgovoriti na pitanje iz uvodnog problema? Biste li mogli objas-

niti kako funkcionira neki radioprijemnik/oda �silja �c? Prihvaćam u�ceni�cke ideje

i dolazimo do zaklju�cka kako bi se mogla ugoditi vlastita frekvencija kruga tako

da se pogodi frekvencija odredene radio stanice. U�cenicima opisujem kako okre-

tanje
”
kota�ca“ za izbor stanice uzrokuje pomicanje kondenzatorskih plo�ca. Posljedica

toga je promjena kapaciteta, odnosno perioda titrajnog kruga koji rezonancijom
”
pri-

hvaća“ vanjski signal koji se reproducira putem zvu�cnika. Mogućnost promjene pe-

rioda titrajnog kruga omogu ćuje
”
prihvaćanje“ i emitiranje signala raznih frekvencija.

Za kraj sam predvidio da rije�simo nekoliko konceptualnih pitanja pomoću ABCD

kartica:

1. Ako u titrajnom krugu pove ćamo kapacitet otpornika 4 puta, kako će se pro-

mijeniti vlastita frekvencija kruga?

a. povéca se 4 puta,

b. povéca se 2 puta,

c. smanji se 2 puta,

d. smanji se 4 puta.

2. Ako u titrajnom krugu postoje ću zavojnicu zamijenimo drugom zavojnicom 20

puta većeg induktiviteta, a kondenzator zamijenimo onim 5 puta manjeg kapaciteta,
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kako se promijenio period?

a. povéca se 4 puta,

b. povéca se 2 puta,

c. smanji se 2 puta,

d. smanji se 4 puta.
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