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Uvod

U mnogim matematickim problemima zadane jednadzbe nisu egzaktno rjesive pa
posezemo za  alternativhim metodama, npr. metodom perturbacija.
Perturbacijske metode koriste se u diferencijalnim (obi¢nim i parcijalnim),
algebarskim, integralnim i mnogim drugim vrstama jednadzbi koje se javljaju u
primijenjenoj matematici. Cesto se koriste u problemima koji sadrze mali

parametar i koji su proizasli iz fizikalnih procesa.

Koeficijenti u perturbacijskim razvojima dobivaju se kao rjeSenja niza linearnih
problema. Clanovi najnizeg reda odredeni su problemima koji proizlaze iz
linearizacije pocetnog problema, dok do ¢lanova viseg reda dolazimo rjesavanjem

linearnih nehomogenih diferencijalnih jednadzbi.

Razlikujemo dvije razlicite metode perturbacija - metodu regularnih
perturbacija koja se primjenjuje u problemima u kojima direktna primjena
perturbacijskog razvoja vodi do uniformne aproksimacije i metodu singularnih
perturbacija koju koristimo kada metoda regularnih perturbacija ne daje

zadovoljavajuée aproksimativno rjesenje.

Cilj ovog rada je upoznati citatelja s gore navedenim metodama i, kroz razne

primjere, ukazati na nedostatke regularnih perturbacija.



Poglavlje 1

Regularne perturbacije

Metoda regularnih perturbacija djeluje samo u iznimnim slucajevima i opcéenito

nije ucinkovita.
1.1. Algebarske jednadzZbe

Prije promatranja diferencijalnih jednadzbi, osnovnu ideju perturbacijske metode

lako mozemo pokazati na jednostavnim algebarskim jednadzbama.

Primjer 1.1.1.

Razmotrimo alegbarsku jednadzbu

x*>+2ex—3=0,

pri cemu je & dovoljno mali pozitivan parametar. Pretpostavimo da je korijen

jednadzbe oblika asimptotickog reda
x(&) = xg + x16 + x8%2 + -+, (1.1)
Zamijenimo li x iz pocetne jednadzbe s x(&) dobivamo
(xo + x16 + x26% + )% + 2e(xg + x16 + X262 ++-) =3 =0.
Provedbom naznacenih racunskih operacija dobivamo

X2+ x2e? + x5et + o 4 2x0x16 + 2x0X282 + o0 4 2x12x,83 + - + 2x0€ + 2x, 2
+ 2x,63 + =3 =0.

Grupiramo li ¢lanove uz jednake potencije &

x§ — 3+ 2x0(xy + De + (xF + 2x9x, + 2x1)%e2 4+ - =0



i izjednac¢imo koeficijente, uz odgovaraju¢e potencije parametra &, s nulom

dobivamo
x6=3, x;=-1, x?+2xpx,+2x,=0,...

Rijesimo gornje jednadzbe

1

:i\/g’ X :—1’ —i—,
1 2\/§

i rjesenja uvrstimo u (1.1). Na taj nacin dobivamo dva aproksimativna rjesenja

1
x(e) =V3—eg+——=e2+ -,

2v/3

xz(s)z—ﬁ—s—ﬁs +-
Usporedimo aproksimativna rjesenja s egzaktnim rjeSenjima. Egzaktna rjeSenja
pocetne algebarske jednadzbe naéi ¢emo pomocéu formule za rjeSenja kvadratne

jednadzbe.

xl,Z = 2 =

—2&++V4e2 +12
— —&++/3+ &2

Raspisemo li korijen V3 + €2 pomoc¢u binomne formule, dobit ¢emo

m—\/_(1+—) \/_(1+—+ ).

Sada egzaktna rjesenja mozemo zapisati kao

£2
X12=—€xV3|{1+—+"-
vz < 2V/3 >

i vidjeti da su tako dobivena rjesenja jednaka rjesenjima dobivenima metodom

perturbacije.



1.2. Gibanje u sredstvu s otporom

Pretpostavimo da se tijelo mase m, s poCetnom brzinom V,, giba pravocrtno u
sredstvu koje pruza otpor av — bv?, gdje je v = v(r) funkcija koja predstavlja
brzinu tijela u ovisnosti o vremenu 7. Neka su a > 0 i b > 0 konstante takve da je
b < a. Stoga je nelinerani dio sile otpora mali u usporedbi s linearnim dijelom.
Konstante a i b, redom, imaju mjernu jedinicu sile po brzini i mjernu jedinicu sile

po brzini na kvadrat.

Po drugom Newtonovom zakonu (Temeljni zakon gibanja), jednadzba gibanja glasi

dv
m—=—av + bv?,  v(0) =V,.
dt
U daljnjem promatranju ove diferencijalne jednadzbe koristit ¢emo numericke
vrijednosti fizikalnih veli¢ina neovisno o izboru mjernih jedinica (bezdimenzionirali

smo varijable). Pocetna brzina tijela Vy je ujedno i maksimalna brzina jer se brzina

gibanja tijela u sredstvu smanjuje djelovanjem otpora sredstva. Bez prisustva

at
nelinearnog ¢lana bv? brzina bi se smanjivala poput e m. Tada je karakteristi¢no

vrijeme jednako m/a. Uvedimo bezdimenzionalne varijable

v . T
Y= Vo' " m/a’
pa zadani problem postaje
% = —y + &y?, t>0, (1.2)
y(0) =22 =1, (1.3)
Vo
gdje je
bV,
=—«1
a



Jednadzba (1.2) je Bernoullijeva diferencijalna jednadzba do Ccijeg egzaktnog
rjesenja mozemo doéi pomocu supstitucije w = y~1. Nakon supstitucije dobivamo

linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda ¢ije je rjesenje

e—t

Yex =717 slet—1)

Jednadzba (1.2) je u izmijenjenoj (perturbiranoj) formi u odnosu na jednadzbu sa

separiranim varijablama
dy
- =V y(0) =1, (1.4)

Cije je rjesenje y = e~t. Kako je &€ mali i nelinearan ¢lan ey? takoder mali, ¢ini se
da je funkcija et dobra aproksimacija ovog problema, pod uvjetom da je
skaliranje izvedeno ispravno. Egzaktno rjesenje y,, moguce je razviti u Taylorov

red potencija od € kao
Vex =€ tte(et—e 2) +e2(et —2e 2t +e73) + - (1.5)

Ako je € mali, vodeéi ¢lan glavnog reda y, = et je dobra aproksimacija rjesenja
ovog problema, ali ne ukljucuje uc¢inke nelinearnog ¢lana pocetne jednadzbe. Da
bismo dobili aproksimativno rjesenje metodom perturbacije koristimo asimptoticki

red. Pretpostavimo da je rjesenje jednadzbe (1.2) moguce prikazati u obliku

Y =yo(t) + ey () + 2y, () + - . (1.6)

Funkcije yg, ¥1,¥2, ... Cemo odrediti tako da supstituiramo (1.6) u diferencijalnu

jednadzbu (1.2) uz pocetni uvjet (1.3)
Yoteyitetyy o =—Qoteyr+ely + )+ ey + ey + ey, + )2

izjednac¢imo koeficijente uz jednake potencije od € i dobijemo niz linearnih

diferencijalnih jednadzbi



Yo = ~Yo,
Yi=-Y1+¥5
Y2 = =Yz + 2Y0¥1, -
Pocetni uvjet glasi
¥0(0) + &y1(0) + €y,(0) + - = 1.

Izjednacimo li koeficijente uz jednake potencije od &€, dobivamo niz uvjeta

Y0(0) =1, y,(0) =y,(0) =--=0.
Dobivamo skup linearnih pocetnih problema za yg,¥q,¥2, ... koje mozZemo
jednostavno razrijesiti
Yo =e",
y, =et—e 2t

Uoc¢imo da su y; i y, ¢lanovi prvog i drugog reda koji poboljsavaju aproksimaciju

t

glavnog reda y, = e™" sto se poklapa s (1.5) . Dobivamo troclano perturbacijsko

rjeSenje
ya=et+elet—e ) +e%(e7t —2e7 % +e73) (1.7)

koje je aproksimacija rjeSenja y, i koje uklju¢uje nelinearan efekt ¢lana &y? iz
pocetne jednadzbe. Uoc¢imo da je aproksimativno rjesenje y, jednako prvim trima
¢lanovima egzaktnog rjesenja. U ovom problemu poznato nam je egzaktno rjesenje
pa ga mozemo usporediti s aproksimativnim rjesenjem. Greska aproksimacije (1.7)

dana je razlikom

Yex — Va =m1(t)53+m2(t)54+“'; t>0,



za ogranicene funkcije my, m,, ... Za fiksan t > 0 greska tezi nuli kada &€ — 0 istom
brzinom kao $to €3 ide k nuli. Na intervalu 0 <t < o moZe se pokazati da je

konvergencija uniforma kada ¢ = 0.

1.3. Nelinearne oscilacije

U prethodnom primjeru regularnim perturbacijama dosli smo do rjeSenja koje je
dovoljno dobro u usporedbi s egzaktnim rjesenjem. U sljede¢em primjeru pristupit
¢emo problemu na isti nacin, ali ovaj put rjesenje nece biti zadovoljavajuce. To ¢e
nas potaknuti da modificiramo regularne perturbacije i razvijemo singularne
perturbacije. U primjeru koji slijedi, aproksimacija dobivena perturbacijskom
metodom ¢e biti dovoljno dobra samo ako su odredena dodatna ograni¢enja na

vremenskom intervalu.

Primjer 1.3.1. (Oscilator)

Neka je tijelo mase m pri¢vrséeno na oprugu (zanemarive mase) ¢ija je povratna
(elasti¢na) sila iznosa ky + ay3. Svojstva krutosti opruge okarakterizirana su
pozitivnim konstantama k i a. Pretpostavimo da je nelinearni dio povratne sile
mali u odnosu na njezin linearni dio, tj. a K k. Ako se tijelo odmakne od
ravnoteznog polozaja za A > 0, tada gibanje tijela, dano funkcijom y = y(t) koja
ovisi o vremenu t, zadovoljava Newtonov Temeljni zakon gibanja

d’y

Y s — 43
m——= = ky —ay®, 1>0, (1.8)

uz pocetne uvjete
d
y(0) = 4, 2(0) =0. (1.9)
Do egzaktnog rjesenja ovog problema ne mozemo doé¢i zbog prisutnosti nelinearnog

¢lana ay®. Kako je a < k pokuSat éemo ovaj problem rijesiti perturbacijskom

metodom.



Stoga, kako bismo ispravno pristupili problemu, uvedimo bezdimenzionalne

varijable. Konstante, k,a,m i A, danog problema imaju dimenzije

k] = masa [a] = masa [m] = masa, [A] = duljina.

vrijeme2’ duljina?- vrijeme?’

Ako zanemarimo mali nelinearni ¢lan ay® dobivamo diferencijalnu jednadzbu
my' = —ky, koja ima periodicno rjesenje oblika cos./k/mt ¢iji je period
proporcinalan s /m/k. Ocito je da ¢emo y skalirati amplitudom A pocetnog

odmaka. Uvodimo bezdimenzionalne varijable

Uvedemo li ove varijable u jednadzbu (1.8) i pocetne uvjete (1.9) dobivamo
ii+u+eu®=0, t>0

u(0) =1, u(0) =1, (1.10)

gdje 4 i u prestavljaju derivacije po vremenu T, a € bezdimenzionalni mali

parametar

A’ 1
- :

&

Sada postaje jasna pretpostavka o veli¢ini nelinearnog ¢lana povratne sile, toc¢nije
aA? < k. Jednadzba (1.10) je Duffingova diferencijalna jednadzba. TraZimo

rjesenje oblika
u(t) = up(t) + euq  (t) + %uy (t) + -+,

gdje nam preostaje odrediti ug, uy,uy, ... . Supstituiramo li u(t) u jednadzbu i
pocetne uvjete (1.10), izjednacimo koeficijente uz jednake potencije od ¢,

dobivamo niz linearnih problema



il +ug =0, uy(0) =1, 1y(0) =0, (1.11a)
il +u, = —ud, u,(0) =0, 1,(0) =0, ... (1.11b)
Lako se dolazi do rjesenja problema (1.11a)
uy(t) = cost
pa problem (1.11b) postaje
iy + u; = —cos’t, u,(0) = 1,(0) = 0.

Iskoristimo li trigonometrijski identitet cos 3t =4 cos3t — 3 cos t dobivamo

linearnu diferencijalnu jednadzbu 2. reda s konstantnim koeficijentima
iy +u = —i(3 cost + cos 3t), (1.12)
koju ¢emo rijesiti klasicnom metodom. Rjesenje pripadne homogene jednadzbe
iy +u, =0
je
u = Cycost+ Cysint.
Partikularno rjesenje je oblika
u, = Ccos3t+ Dtcost + Etsint,
gdje su C,D i E neodredeni koeficijenti.

Odredimo i, i uvrstimo u (1.12), izjednacimo koeficijente uz iste clanove i

dobivamo C = %,D =0iFE = —%. Sada partikularno rjesenje glasi

1 3. .
u, =-—cos3t—=tsint.
32 8



Opcée rjesenje diferencijalne jednadzbe (1.12) dobijemo kao zbroj pripadnog

homogenog i partikularnog rjesenja
u; = C;cost + C, sin t+%cos 3t — gt sint.

Kako bismo odredili realne brojeve C; i C, uvrstimo pocetne uvjete iz (1.12) i

dobivamo
U = i(cos31: —cost) —tsint
173 8 :

Dakle, uzimajuci u obzir skalirane varijable, dvoc¢lano aproksimativno rjesenje je
oblika

Vg = cost+s[%(cos 3t — cost) —gtsint]. (1.13)

Ponasanje vodeceg clana aproksimativnog rjesenja je funkcija cost, Sto je
oscilacija. Medutim, drugi ¢lan koji predstavlja gresku aproksimativnog rjesenja
nije mali. Za fiksno vrijeme t, taj ¢lan tezi nuli ako € - 0. No, odaberemo li t reda

. 1o s . 3, . . . .
veliéine €71 ili jo§ vedeg reda, tada je ¢lan —gtsint velik. Takav se ¢lan naziva

sekularni ¢lan. Ocekujemo da ¢e amplituda aproksimativnog rjesenja rasti, no to
se kosi sa fizikalnim zakonima. Doista, lako je pokazati da je amplituda ograni¢ena
za svaki t > 0. U ovoj aproksimaciji, za dovoljno mali g, ¢lan pogreske ne moze biti
proizvoljno mali za tiz (0,0). Ne mozemo poboljsati (1.13) uzimajuéi u obzir
clanove viseg reda jer ¢e i oni takoder sadrzavati sekularne cClanove koji nece
ponistiti uc¢inke clanova nizeg reda. Namece se pitanje postoji li uopce ijedna
vrijednost aproksimativnog rjesenja (1.13). Za ograni¢en slucaj odgovor je
potvrdan. Ako restringiramo nezavisnu varijablu t na segment [0,T], tada za

dovoljno mali € ¢lan pogreske € [% (cos3t —cost) — %t sin t] postaje takoder
proizvoljno mali, za svaki t € [0, T]. Dakle, za ogranic¢en t i mali &, koeficijent % je

mali pa ¢lan vodeéeg reda cost je dobro aproksimativno rjesenje.

10



1.4. Poincaré-Lindstedtova metoda

Izravna primjena regularne perturbacijske metode na pocetni problem (1.10)
Duffingove jednadzbe dovela je do sekularnog ¢lana koji je narusio aproksimativno
rjesenje osim za restringirani t. U ovom dijelu predstavit ¢emo metodu kako bismo
korigirali singularno ponasanje koje se pojavljuje u svim slucajevima periodickog
gibanja. Klju¢ ove analize je prepoznati da uz to sto ¢lan pogreske raste s
amplitudom, on niti ne ispravlja razliku izmedu egzaktnog perioda oscilacije i
aproksimativnog perioda 2m c¢lana vodeceg reda cost. Nakon nekoliko oscilacija
pogreska izmedu perioda raste sve dok aproksimativno i stvarno rjeSenje ne budu

potpuno izvan faze.

Ideja Poincaré-Lindstedtove metode je uvodenje reskaliranog vremena pomodu

asimptotickog reda. Posebno, stavimo

u(t) = up(7) + uy (v) + €2uy (t) + -+, (1.14)
gdje je
T = wt, (1.15)
i
w=1+cw, + 2w, + . (1.16)

Ovdje je wo odabran kao jedinica, tj. frekvencija rjesenja neperturbacijskog

problema.
Transformacijom (1.15) pocetni problem (1.10) postaje
w?u'" +u+eud =0, >0, (1.17)
u(0)=1, u'(0)=0, (1.18)

gdje je u = u(r). Uvrstimo 1i (1.14) i (1.16) u (1.17) i (1.18) dobivamo

11



(14 2ewiwy + - )(uy +euf + ) + (ug + euy + ) + e(ud + 3eudu; ++-) =0

up(0) + eu,(0) + - =1, uy(0) + eug(0) + -+ =0.
Grupiramo li ¢lanove uz iste potencije od € i izjednacimo li koeficijente, dobivamo
ug +uy =0, uy(0) =1, uy(0) =0, ..., (1.19)
uy +u; = —2ewuf —ud,  u(0) =uy(0) =0,.... (1.20)
Rjesenje jednadzbe (1.19) je
uy(t) = cosT.
Tada diferencijalna jednadzba (1.20) postaje

uy +u; = —2ecost—cos®T = (2(4)1 - E) oS T — = cos 3. (1.21)
4 4

Kako je cost rjesenje homogene jednadzbe, izraz uz cost na desnoj strani
jednadzbe dovodi do partikularnog rjesenja tcost. To partikularno rjesenje je
sekularni ¢lan kojeg mozemo izbjeéi izaberemo li
(l)l =
Tada jednadzba (1.21) postaje
ui + u; = ——cos 37,
1 1 2
C¢ije je opce rjesenje oblika
_ 1
u;(t) = C;cost + C,sint + ﬁcos 37.

Uvrstimo 1i poc¢etne uvjete, dobivamo

12



1
u, (1) = o (cos 3t — cosT).
Stoga je perturbacijsko rjesenje problema (1.10)

1
u(r) = cost + ﬁs(cos 3t —cosT) + -,

gdje je
—t+3 t+
T= 88 )

Poincaré-Lindstedtova metoda uspjesna je i u slicnim problemima. Opéenito,

pomocu te metode mozemo rijesiti ve¢inu jednadzbi oblika
u” + wiu = eF(t,u,u’), 0<e<K1.

Tom jednadzbom opisani su problemi ¢iji je vodeéi red oscilatora frekvencije wy.
Osnovna tehnika je promijeniti varijable u novu varijablu s razlicitom
frekvencijom, T = (wy+ w e+ --)t i pretpostaviti da je u=wu(r) u obliku
asimptotickog reda potencija od €. Konstante wg, wq, ... se biraju u svakom koraku

kako bismo izbjegli prisutnost sekularnog c¢lana.
1.5. Asimptoticka analiza

U ovom odjeljku definirat é¢emo pojmove vezane uz termine konvergencije i
uniformnosti. U prethodnim primjerima vidjeli smo da supstitucijom asimptotickog
reda u diferencijalnu jednadzbu ne dolazimo uvijek do to¢ne aproksimacije. Idealno
bi bilo kada bismo mogli re¢i da nekoliko pocetnih ¢lanova asimptotickog reda, za
odredeni €, daje aproksimativno rjeSenje za cijeli segment varijable t. Kao sto smo
vidjeli u prijasnjim primjerima, to nije uvijek tako. Nazalost, to¢na rjeSenja se

dobivaju rjede nego pogresna.

Kako bismo poboljsali analizu aproksimativnog rjesenja uvodimo osnovne pojmove

i terminologiju pomocéu kojih ¢emo usporedivati dvije funkcije u slucaju kada se

13



njihovi argumenti priblizavaju istoj vrijednosti. Ove usporedbe nazivamo relacije

veli¢ine redova.

Neka su f(e) i g(¢€) definirane u okolini € = 0. Pisemo

f(e)=o0(g(e)) kada €-0, (1.22)
ako je
@]
}el—{% g 0.
Pisemo
f(e) =0(g(e)) kada &e-0, (1.23)

ako postoji konstanta M > 0 takva da je
If ()l < Mlg(e)l

za svaki € u okolini od nule. Funkciju g koju usporedujemo s funkcijom f zovemo
bazdarna funkcija. U ovoj definiciji, € > 0 mozemo zamijeniti jednostranim
limesom ili s € = &j, gdje je & bilo koji konacan ili beskonac¢an broj. Ako vrijedi
(1.22) kazemo da je f malo 0 od g kada € = 0, odnosno ako vrijedi (1.23) kazemo
da je g weliko O od g kada € - 0. Bazdarne funkcije su najcesée oblika g(e) = ™,
za neki eksponent n, ili g(e) = e™(Ine)™, za neke eksponente n i m. Da je funkcija
f ograni¢ena u okolini € = 0 zapisat ¢emo krace f(e) = 0(1), dok ¢ée f(e) = o(1)
podrazumijevati da f(g) - 0 kada € » 0. Ako je f = 0(g), tada f tezi nuli brze od
g kada € = 0. Sljededi primjeri ilustriraju nekoliko metoda za dokazivanje relacija

veli¢ine redova.
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Primjer 1.4.1.

Pomoé¢u L'Hospitalovog pravila provjerimo da vrijedi €2 Ine = o(¢).

Imamo

. € lne _ (0] _ 4. Ine _ (oo) _ .. . . _
11m£_>0+T— 5j = lim === -5 = lim % ——11m+8—

Primjer 1.4.2.

Provjerimo da sine = 0(¢) kada € - 07.

Po teoremu srednje vrijednosti znamo da postoji broj ¢ izmedu 0 i € takav da

sine —sin0

= cosc.
e—0
Odavde je |sing| = |ecosc| < |e]. Alternativno, mogli smo uociti da je
. sing . .. .. sine . .
h%l+ — = 1. Kako limes postoji, funkcija —Je omedena s 0 < € < g, za neki &,.
E—

Stoga je |¥| < M, za neku konstantu M > 0 pa je % = 0(¢).

Definicije iz ovog odjeljka mogu biti prosirene, tj. mozemo promatrati funkcije koje
ovise o € i nekoj drugoj varijabli t iz intervala I. Kao prvo vratimo se na pojam
uniformne konvergencije. Neka je h(t, &) definirana za & u okolini &€ =0, osim
mozda za € = 0, i za t iz intervala I koji moze biti konacan ili beskonac¢an. Kazemo

da
lim,_,o h(t, &) = 0 uniformno na I,

ako je konvergencija k nuli jednaka za svaki t iz I, tj. ako za svaki n > 0 mozemo
pronaéi &y, koji ne ovisi o t, takav da |h(t,€)| <n za svaki t iz I, kad god je
le] < &. Drugim rije¢ima, ako za dovoljno mali € mozemo h(t, &) uciniti po volji

malim na cijelom intervalu I, tada govorimo o uniformnoj konvergenciji.
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Ako je limgo h(t, &) = 0 za svaki fiksan t iz I, radi se o konvergenciji po tockama

na I.

Da bismo pokazali lim,_ h(t, &) = 0 uniformno na I, dovoljno je pronaéi funkciju
H(e) takvu da |h(t,e)| < H(e) za svaki t iz I, gdje H(¢) - 0 kada € = 0. Da
bismo pokazali da konvergencija nije uniformna na I, dovoljno je naéi t iz I takav

da |h(t, )| = n za nekin > 0 i svaki € > 0.

Neka su f(t,€) i g(t, &) definirane za svaki t iz I i za svaki € u okolini od € = 0.
Ako je

f(te)
g(te)

lim,_, =0  po tockama na | (1.24)

pisemo
f(t,e) =0(g(t ) kada & - 0.

Ako je limes uniforman na I, piSemo f(t, &) = 0(g(t, €)) kada € - 0 uniformno na
I

Ako postoji pozitivna funkcija M (t) na I takva da

Ift )l <M(t)lg(t, o)l

za svaki t iz I i za svaki € u okolini od nule, pisemo
f(te) = 0(g(t,e)) kada e >0, t €.
Ako je M(t) ogranicena funkcija na I, piSemo

f(te) = 0(g(t, E)) kada & — 0, uniformno na I.
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Definicija 1.4.3.

Za funkciju y,(t,e) kazemo da je uniformna asimptoticka aproksimacija
funkcije y(t, €) na intervalu I ako greska E(t, &) = y(t, &) — y,(t, €) konvergira u

nulu kada € = 0, uniformno za t € I.

Cesto napominjemo da je E(t,&) ili O(e™) ili o(e™), za neki n, kada € - 0 da
bismo eksplicitno pokazali kojom brzinom greska ide u nulu te da je konvergencija

uniformna.

Primjer 1.4.4.

Neka je
y(t,e)=et, t>0 <1
Prva tri ¢lana Taylorovog razvoja potencija od € daju nam aproksimativno rjesenje
Vo(t,e) =1—te+ %tzsz.
Greska je
E(t,e) = et — (1 —te + %tzsz) = -3 4

Za fiksan t, gresku mozemo uciniti dovoljno malom birajuc¢i dovoljno mali €. Stoga,
E(t, ) = 0(£?) kada € —» 0. Ako je ¢ fiksan, moZemo odabrati dovoljno veliki t za
koji ¢e aproksimacija biti potpuno pogresna pa nije uniformna na I = [0, ). Ako

1

za t odaberemo t =§ tada je greska E G,s) =e” —% sto nije mala greska. Zato

ne smijemo pisati E(t, &) = 0(&?) kada & - 0, uniformno na [0, o).

U slucaju diferencijalnih jednadzbi, egzaktna rjesenja rijetko su poznata pa ne
mozemo provesti direktan izracun pogreske pomoéu gore navedenih definicija.

Prema tome, potrebni su nam neki pokazatelji koji nam govore koliko dobro
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aproksimativno rjesenje zadovoljava diferencijalnu jednadzbu te njezine rubne i

pocetne uvjete. Promotrimo diferencijalnu jednadzbu
F(t,y,y',y",e)=0, t€lL

Kazemo da y,(t,&) aproksimativno rjesenje zadovoljava gornju diferencijalnu

jednadzbu za t € I kada € = 0 ako
r(t,€) = F(t,¥.(t,€), ya(t, ), ¥4 (t,€),€) =0

uniformno na [ kada € = 0. r(t,&) predstavlja rezidualno odstupanjeza koje se
nadamo da mjeri koliko dobro aproksimativno rjeSenje y,(t,e) zadovoljava

diferencijalnu jednadzbu.

Primjer 1.4.5.

Promotrimo pocetni problem
j+y2+ey=0, t>0, 0<e<l,

y(©0)=0, y(0)=1
Supstituiramo 1i asimptoticki red y = y, + €y; + -+ u pocetni problem, dobivamo

Jo+y6=0  t>0,

¥0(0) =0, ¥o(0) =1,
za Clan vodecéeg reda y,. Lako se dolazi do y,(t) = In(t + 1) pa je
r(t,€) = Vo + Y2 + ey = eln(t + 1).

Prema tome, r(t, &) = 0(¢) kada € — 0, ali ne uniformno na [0, o). Na bilo kojem
kona¢nom segmentu [0, T] vrijedi |eln(t + 1)| < eIn(T + 1) pa r(t, &) = 0(¢) kada

¢ — 0, uniformno na [0, T].
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Posebno, regularna perturbacijska metoda daje nam asimptoticki razvoj

Vo) + y1(O)e + y,(D)e? + -,

iz kojeg mozemo dobiti prvih nekoliko clanova asimptotickog rjesenja. Takav
razvoj potencija od £(1,¢,€2,...) zovemo asimptoti€ki red potencija. U nekim

problemima, razvoj je oblika

3
Yo(t) + yl(t)\/E + y,(t)ez + ---.
U nekim drugim problemima potreban je razvoj oblika
Yo(®)Ine +y,(D)elne + y;(t)e?In? e + y,(£)e? Ine + ys (t)e? + --- .

Oblik razvoja ovisi o problemu koji rjeSavamo. Opcenito, kazemo da je niz

bazdarnih funkcija {g,(t, €)} asimptoticki niz kada € - 0, t € I, ako
Gnn68) = o(gat,8))  kada &0,

za n=0,1,2.. . Stoga, svaki ¢lan niza tezi nuli brze nego prethodni ¢lan, kada
€ = 0. Za danu funkciju y(t, ) i asimptoticki niz {g,(t, €)} kada € - 0, kazemo da

je red

[ee)

> angn(t,)

n=0

asimptoticki razvoj funkcije y(t, €) kada € = 0, ako

N

Y(t,€) = ) anga(t€) = 0(gu (&)

n=0

kada € = 0, za svaki N. Vidimo da je za bilo koju parcijalnu sumu ostatak jednak
malom o posljednjeg ¢lana. Ako je konvergencija uniformna za t € I, onda kazemo

da se radi o uniformnom asimptotickom nizu i uniformnom asimptotickom razvoju.
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Poglavlje 2

Singularne perturbacije

2.1. Algebarske jednadzZbe

Kao sto smo vidjeli u Poglavlju 1, jednostavna primjena regularnih perturbacijskih
metoda nije dovela do zeljenih rezultata zbog pojave sekularnih ¢lanova u
razvojima koji su doveli do neuniformnih aproksimacija. Pokusali smo poboljsati
rezultate skaliranjem varijabli u svrhu podesavanja frekvencija oscilacija. U ovom
poglavlju ukazat ¢emo na drugaciji tip singularnog ponasanja. Promotrimo prvo

nekoliko jednostavnih algebarskih problema.

Primjer 2.1.1.

Rijesimo kvadratnu jednadzbu

ex’+2x+1=0, 0<e«kl.

Ovu je jednadzbu moguce rijesiti egzaktno, ali nas cilj je pokazati gresku regularne
perturbacijske metode. Uoc¢imo da je dana jednadzba neznatna promjena

neperturbacijske jednadzbe
2x+1=0,

Cije je rjesenje x = —%. Neperturbacijski (linearni) problem je u osnovi drugaciji od
pocetnog (kvadratnog problema). Pokusajmo ga rijesiti regularnim perturbacijama.

Supstituirajmo asimptoticki red

X = Xg + X6 + x8% + -,
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grupirajmo koeficijente uz iste potencije od € i izjednac¢imo ih s nulom. Dobivamo

niz jednadzbi
2xo+1=0,

xE +2x;, =0,
2x1x0 + 2x2 = 0, ™

i, ... . Dosli smo do jedinog

. D 1 1
Odavde dobivamo rjesenja xo = —=,x; = —=,x, = —
2 8 16

perturbacijskog rjesenja

Namece se prirodno pitanje - sto se dogodilo s drugim rjesenjem? Regularnom
perturbacijom pretpostavili smo red vodeteg c¢lana pa nije ¢udno da smo dobili
samo jedno rjesenje. Drugo rjesenje moze biti drugacijeg reda, ili manjeg ili veceg.
Da bismo nasli drugo rjeSenje, moramo poblizZe ispitati sljedeé¢a tri ¢lana - ex?,2x i
1. Zanemarimo li ex? dobit éemo rjesenje priblizno x = —% i u tom slucaju je clan

2

£x? zanemariv u odnosu na 2x i 1. Kod drugog je rjeSenja ¢lan &x?2

mozda velik,

jer je x velik. Kod zanemarivanja ¢lanova razlikujemo dva slucaja:

i. &ex?i1suistogredai2x <1

ii. ex?i 2x suistog reda, te su oba velika u odnosu na 1

U slucaju (i.) jex =0 G) Sto je kontradikcija s 2x < 1.

U slucaju (ii.) jex =0 (é) pa su ex? i 2x oba reda % i velika u odnosu na 1. Stoga
je red drugog rjesenja g Odaberimo novu varijablu y reda 1 definiranu sa

y = = &X.

mIHIR

Uvrstimo varijablu y u pocetnu jednadzbu koja je sada oblika

y2+2y+e=0.
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Sada zbog pravilnog skaliranja svaki ¢lan ima veli¢inu definiranu svojim

koeficijentima. Supstitucijom asimptotickog reda
Y =Yo+yie+y€% + -,
dobivamo niz jednadzbi
Y8 +2y0 =0,
2y9y1 + 2y, +1=0,....

Odavde dobivamo rjesenja yo = —2,y; = %, ... . Dosli smo do

_ o4lieq
y_ 28 4

odnosno drugog rjesenja
X = — E + l + cee |
£ 2

Vidimo da su rjeSenja razli¢itih redova veli¢ine i dobivanjem jednog rjesenja ne

dolazimo do drugog rjesenja.

Napomena 2.1.2.

Razmatranje redova veli¢ine svakog pojedinog ¢lana u odnosu na druge c¢lanove

nazivamo dominatno uravnotezenje.

Primjer 2.1.3.

Pronadimo aproksimaciju vodeceg ¢lana cCetiriju rjeSenja jednadzbe
ext—x—-1=0, 0<e«Kl.

Kada je &€ =0 dobivamo jedinstveno rjesenje x = —1 reda velicine 1. Za

odredivanje redova ostalih rjesenja koristit ¢emo dominantno uravnotezenje. Ako
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1
su prvi i tre¢i ¢lan u ravnotezi tada je x = 0 (S_Z) sto je veliko i kontradiktorno.

1
Ako su prvi i drugi ¢lan u ravnotezi tada je x = 0 (8_5) sto je veliko u odnosu na

1
1 i konzistentno. Stoga, reskaliranje provodimo pomocu y = g3x, sto daje

1
yt—y—e3=0.
2mi_2mi
Za glavni ¢lan y*—y =0 je y=1,e3,e 3. Za y=0 je x=0, ali to ne
zadovoljava jednadzbu pa ¢emo to rjesenje odbaciti. Prema tome, ponasanje

glavnih redova cetiriju rjesenja je

_1 _1 2mi _1 _2m
x=-1, €3, &3e3, € 3e 3,

Tri od cetiri su velika, pa bismo mogli asimptotickim redom
1 2
Yy =Yotesy +tesy, + -,
dobiti ¢lanove viseg reda.
2.2. Diferencijalne jednadzZbe

U ovom odjeljku ¢emo se susresti sa drugacijim tipom ponasanja, singularnim
ponasanjem, koje nastaje zbog pojave sekularnih ¢lanova u asimptotickom redu.
Cesto neki problemi ne dopustaju izra¢un ¢lana glavnog reda pomocu

asimptotickog reda jer su perturbacijski problemi razli¢iti od neperturbacijskih.

Pogledajmo sljedeéi rubni problem
ey'"+(1+ey' +y=0, 0<x<1l 0<e«K],
y(©0) =0 y@1)=1 (2.1)

i naivno pretpostavimo da je asimptoticki red oblika

y =yo(x) + ey (x) + 2y, (x) + -+ .
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Supstituirajuéi red u pocetnu jednadzbu dobivamo

sy +ey! + ety + )+ (o + ey €2y 4+ ) + (eyg + €2y + 3y + ) +
(Vo +eyy + €2y, + ) = 0.

Grupirajmo koeficijente uz iste potencije od € i izjednac¢imo ih s nulom. Dobili smo

niz problema
Yo+ Y0 =0,
Yi+Y1==Y0 =Yoo
s rubnim uvjetima
¥0(0) =0, (1) =1,

}’1(0) = 0; yl(l) =0,...

Problem vodeéeg reda je

Yo+ Yo =000 =0 y,(1)=1. (2.2)

Veé mozemo uociti poteskoce. Radi se o diferencijalnoj jednadzbi prvog reda, a

imamo dva rubna uvjeta koja moramo zadovoljiti. Opce rjesenje jednadzbe je

Yo(x) = Ce™.
Uvrstimo li rubni uvjet y,(0) =0 u opée rjeSenje, dobivamo C = 0, odnosno
yo(x) = 0 koje ne zadovoljava rubni uvjet za x = 1. S druge strane, uvrstimo li
rubni uvjet y,(1) = 1 u opée rjeSenje, dobivamo C = e, odnosno y,(x) = e'™ koje
ne zadovoljava rubni uvjet za x = 0. Usli smo u slijepu ulicu, metoda regularne

perturbacije je neuspjesna ve¢ u prvom koraku.
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2.3. Rubni slojevi

Pomno promatranje prethodnog problema ukazuje na greske pri odabranoj metodi
i put k ispravnoj i sistemati¢noj metodi za dobivanje boljeg aproksimativnog
rjeSenja. Kao prvo, trebali smo biti sumnjicavi od samoga pocetka.

Neperturbacijski problem, za € = 0, je
y'+y=0 y0) =0 y()=1. (2.3)

Taj problem drugacijeg je karaktera od perturbacijskog problema (2.1) u tome sto
je problem vise prvog nego drugog reda. Zbog umnoska malog parametra s
derivacijom viseg reda u (2.1), ¢lan s drugom derivacijom nestaje za € = 0. Ovaj
tip fenomena ukazuje na neuspjeh regularne perturbacije u gotovo svim
slucajevima. Linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima (2.1)

moze se rijesiti egzaktno

() =—— (e - e'f). (2.4)

e"l-e’ ¢

Slika 1: Graf egzaktnog rjesenja (2.4)
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Sa grafa egzaktnog rjesenja lako mozemo vidjeti razlog poteskoca pri rjesavanju.
Mozemo uociti da se y(x) vrlo brzo mijenja na uskom intervalu, na pocetku, kojeg
nazivamo rubni sloj. Malo dalje od pocetka, vidimo da se y(x) mijenja sporije i
taj interval zovemo vanjski sloj. Ne moZemo jednom prostornom skalom opisati
varijacije oba sloja. Radije, uzmimo dvije prostorne skale, zasebno za svaki sloj.

Dobro bi bilo izra¢unati derivacije od y i procijeniti veli¢inu ¢lanova u jednadzbi.

1 _ 1 X

y = (e —2e),
e"l-e ¢ €

1 _ 1 X

y'= (e*—ze™)
e"l-e ¢ €

Prvo promotrimo drugu derivaciju. Pretpostavimo da je € mali i da se x nalazi u
uskom rubnom sloju u blizini x = 0. Za pokazivanje ogranicenosti, pretpostavimo

da je x = €. Tada

y'(©) = (e e t) = 07

e l—e:

Stoga je y" wvrlo velik na tom uskom intervalu i ¢lan ey’ nije mali, dapace
ey = 0(e71). Vidimo da je naSa pretpostavka kod regularnih perturbacija bila
pogresna jer c¢lanovi koji se na prvi pogled ¢ine malim nisu uvijek tako mali.
Problem je u tome sto diferencijalna jednadzba (2.1) nije ispravno skalirana za
mali x i potrebno ju je reskalirati. Za vrijednosti x koje su udaljenije od rubnog

o 0 L . o 1,
sloja, ¢lan €y"’ je zaista mali i mozemo ga zanemariti. Na primjer, za x = 5 Je
L (1 1 01
e
e l—es €

Zbog toga, u vanjskome sloju €y’ je mali i mozemo ga zanemariti. Do sli¢nog
zakljucka mozemo doci vezano za ¢lan u prvoj derivaciji. Prema tome, u vanjskom
sloju, glavni red problema (2.3) dobiven za € = 0 je dobra aproksimacija pocetnog

problema za x = 1. Stoga,

Yolx) = e'™. (2.5)
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Dobivena aproksimacija je konzistentna s egzaktnim rjeSenjem (2.4). Za mali € je

1

1 — e~ e”! pa y mozemo aproksimirati sa

e

x 1-=

y(x) ~ el™ —e .

X

. 1—
Za x reda 1 imamo e” ¢ = 0 pa

y(t) ~el™t, x=0(1).

(2.6)

Aproksimativno rjesenje (2.4), koje je dobro za vanjski sloj, zovemo vanjska

aproksimacija.

Sto se tie aproksimativnog rjeSenja u rubnom sloju blizu x = 0, za mali x, iz

(2.6), dobivamo

y(x) = e— el

(2.7)

Aproksimativno rjesenje uskog rubnog sloja, gdje su nagle promjene monotonosti

funkcije, zovemo unutarnja aproksimacija i oznacavamo y, (x).

Pogledajmo na Slici 2. ove nove pojmove.

w

—

254 ‘\.}z

egzaktno rjeSenje

- rubni sloj

4

vanijski sloj

0.5

08

Slika 1: Graf egzaktnog riesenja (2.4) te unutarnja i vanjska aproksimacija
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U ovome problemu prednost je bila poznavanje egzaktnog rjesenja, ali jos uvijek
nemamo pravu ideju kako odrediti unutarnju aproksimaciju bez poznavanja
egzaktnog rjesenja. Klju¢ analize rubnog sloja je u reskaliranju Sto smo ranije
pokazali na algebarskim jednadzbama. Clan e€y” rubnog sloja nije mali kao §to smo
mislili na pocetku promatranja. Zato moramo reskalirati nezavisnu varijablu x u
rubnom sloju odabirom prostorne skale koja ¢e ukazivati na brze i neocekivane
promjene toka funkcije. U sljede¢em odlomku razvit ¢emo opcenite postupke u

radu s rubnim slojevima.

Prije nego poc¢nemo s analizom rubnog sloja, sumirajmo nasa zapazanja i donesimo
neke generalne zakljucke. Primijetili smo da 'maivna' metoda regularnih
perturbacija ne donosi uvijek dobra aproksimativna rjeSenja. Postoji nekoliko

znakova koji ¢esto ukazuju na pogresku.

1. Kada mali parametar mnozi najveéu derivaciju problema.

2. Kada mali parametar izjedna¢imo s nulom, mijenjamo karakter problema.
Na primjer, parcijalne diferencijalne jednadzbe u tom slucaju mijenjaju tip,
algebarske jednadzbe mijenjaju stupanj. Drugim rije¢ima, rjesenje za € =0
se bitno razlikuje od rjesenja za € u okolini nule.

3. Kada su problemi zadani na beskona¢nim domenama dolazi do pojave
sekularnih ¢lanova.

4. Kada su prisutne singularne tocke u intervalu koji nas zanima.

Kada se u jednadzbama fizikalnih procesa javljaju vise vremenskih i

prostornih skala.

Perturbacijski problemi s takvim znacajkama spadaju opcenito u singularne
perturbacije. Kod obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pojava rubnih slojeva je vrlo
Cesta pa ih je potrebno, ako postoje, i locirati. Ako rubni sloj zaista postoji, tada je
aproksimacija prihvatljivo rjesenje za vanjski sloj za € = 0. Kasnije ¢emo se jos
pozabaviti aproksimacijom u unutarnjem sloju do koje mozemo doci reskaliranjem.
Pokazat ¢emo da mozemo i uskladiti uniformu aproksimaciju na ¢itavom intervalu.
U ovom kontekstu, metodu singularnih perturbacija cesto nazivamo i teorijom

rubnog sloja.

28



Poglavlje 3

Analiza rubnog sloja

3.1. Rubni slojevi

Vratimo se rubnom problemu (2.1)
ey'"+(1+ey' +y=0, 0<x<1 0<e«K],
y(0)=0, y(1)=1 (3.1

Analizom egzaktnog rjesenja u blizini x = 0 uocili smo nagle promjene kod y,y" i
y"" koje upuéuju na malu karakteristicnu duljinu. Ponovno napominjemo kako ¢lan
€y’ nije mali kao $to se ¢ini. Podalje od rubnog sloja, u podrucju gdje je x = 0(1),
primijetili smo da su ¢lanovi €y” i ey’ mali pa rjeSenje mozemo dobro

aproksimirati za € = 0 i tada je jednadzba iz (3.1) oblika
y'+y=0,
uz rubni uvjet y(1) = 1. Sada mozemo doéi do vanjske aproksimacije

Yolx) = e'™*. (3.2)

Za analiziranje ponasanja unutar rubnog sloja uoc¢imo znacajne promjene funkcije
y na uskom intervalu koje ukazuju na skaliranje varijable x funkcijom &(¢€).

Uvedimo nove skalirane varijable

X

§=5—, Y() =y, (3.3)

T8’

pomocu kojih diferencijalna jednadzba (3.1) postaje

& 1+¢

Y'() +-5Y' () +Y(§) =0. (3.4)

6(e)? 8(¢e)

Koeficijenti cetiriju ¢lanova diferencijalne jednadzbe (3.4) su
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& 1 &

307 3@ 3@ (3:5)

Ako je skaliranje pravilno ucinjeno, svaki koeficijent utjecat ¢e na red veli¢ine
¢lana u kojemu se pojavljuje. Za odredivanje faktora skaliranja §(&) procjenjujemo
redove velicina svih dominantnih ravnoteza medu parovima (3.5). U obzir
uzimamo i prvi ¢lan koji je bio zanemaren kod razmatranja vanjskoga sloja. Zbog
pojednostavljenja problema neéemo u obzir uzimati sva tri ¢lana zajedno pa imamo

samo tri mogucnosti. Zbog lakse notacije, za clanove istog reda koristit ¢emo

oznaku ~.
b3 & 1 &
i lanovi —— i — ist reda 1 ved dn na ¢lanove —1i 1.
Clano 57 | 3o stog su re ¢eg u odnosu ove 5o
b3 & & 1
il. lanovi i1ist reda i veé dn na ¢lanove — i —.
Clano OE stog su re eéeg u odnosu 0 5@ 30

i istog su reda i veéeg u odnosu na ¢lanove — i 1
— v ve — 1 1.
5o ' 5(e) OB & 5(0)

iii. Clanovi

€
6(e)?

Slucaj (ii.) nije mogué jer ako ~ 1, onda §(¢) = 0(\/5) sto je u kontradikeiji s

a1 . li 1
5co J¢ mali naspram 1.

£ £
52  8(a)

Slucaj (iii.) takoder nije mogué jer ako onda 6(g) = 0(1) sto nas vodi
k vanjskoj aproksimaciji.

e .1
8?2 8

U slucaju (i.) su iz Cega slijedi §(e) = 0(¢). Tada su oba clana reda i

pa su veteg reda u odnosu na %S) i 1. Prema tome, jedino je moguce skaliranje za
&(e) = 0(e). (3.6)
Sada skalirana diferencijalna jednadzba (3.4) glasi

Y'+Y +eY +e¥ =0, (3.7)

koju lako i uspjesno mozemo razrijesiti metodom regularne perturbacije. Kako nas
zanima samo aproksimacija vodec¢eg reda, koju ¢emo oznaciti s Y;;, uvrstimo € = 0
u (3.7) i dobivamo
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Y, +Y'=0. (3.8)
Opce rjesenje (3.8) dano je s
Y,(5) = C; + Cre%.

Buduéi da je rubni sloj blizu x = 0, uvrstavajuéi rubne uvjete y(0) = 0 odnosno
Y, (0) = 0 dobivamo C, = —C;. Sada je

Y.() = (1 -e?). 3.9

U terminima x i y,opce rjesenje je
Yu(x) = Cy (1 —e7F), (3.10)
i predstavlja unutarnju aproksimaciju za x = 0(¢).

Dosli smo do aproksimativnog rjesenja

Yo(x) =e'™, x=0(1)

@ =06 (1-¢), x=0(). (3.11)

Ostaje nam jo$ odrediti konstantu C; $to ¢emo uciniti uskladivanjem dobivenih

aproksimacija.
3.2. Uskladivanje

Pod pojmom uskladivanje ne mislimo na odabir vrijednosti &y, za koji je
Yo(€0) = yu (&), u svrhu odredivanja konstante C;. Postupak uskladivanja je u
stvari spajanje dviju aproksimacija kako bismo dobili jednu neprekidnu
aproksimaciju za neki fiksni x = g5. Cilj nam je konstruirati jednu aproksimaciju
koja ¢e vrijediti na cijelom segmentu [0,1] kada &€ — 0. Bez smanjenja opcéenitosti,
pretpostavimo da je Sirina rubnog sloja jednaka &. Faktor skaliranja §(€) odreden

je Sirinom rubnog sloja. Medutim, mozemo problemu pristupiti i na sljedeéi nacin.
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Cini se da se unutarnja i vanjska aproksimacija djelomice podudaraju na domeni

preklapanja, odnosno domeni koja se nalazi izmedu rubnog i vanjskog sloja.

™~ unutarnja aproksimacija

/ vanjska aproksimacija

2.5¢

»1.5f

vanjski sloj

/ domena preklapanja

\\ unutarnji sloj

0.5

0 0.2 04 0.6 08 1
!

Slika 3: Graf egzaktnog riesenja te domena preklapanja

Ako je x = O0(¢) tada se x nalazi u rubnom sloju, a ako je x = 0(1) onda je x iz
vanjskog sloja. Zato za x iz domene preklapanja uzimamo x = 0(\/5) Uvodimo

novu nezavisnu varijablu n iz domene preklapanja

n= % (3.12)

Za uskladivanje mora biti zadovoljeno poklapanje unutarnje i vanjske

aproksimacije kada € - 0%, u smislu prijelazne varijable 1. Simbolima zapisano,
lim,_,,+ yo(\/En) =lim,_, o+ yu(\/En). (3.13)
Za nas problem uvjet uskladivanja glasi

limg_q+ yo(Ven) = Elirgl+ el=Ven = ¢

_n
lim,_,,+ yu(\/Er]) = gli%hcl (1 —e 8) = (.
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Uskladivanje zahtjeva C; = e te sada nasa unutarnja aproksimacija glasi
v(x)=e (1 — e_E). (3.14)

Zato Sto trazimo aproksimaciju samo vodecéeg reda, mozemo zanemariti prijelaznu

varijablu i za uvjet uskladivanja pisati

lim,_, o+ yo(x) = s}im Y.(9). (3.15)

3.3. Uniformna aproksimacija

Da bismo dosli do uniformne aproksimacije na cijelom segmentu [0,1], pogledajmo

zbroj unutarnje i vanjske aproksimacije

ey x (el +e; x=00)
Vo) + () =e " te—e e i :
2e—e ¢; x=0(¢)

Oduzimanjem zajednickog limesa (3.13) dobivamo

X

Ya(X) = yo(x) + y(x) —e = e — e, (3.16)

X

Za x iz vanjskog sloja, drugi ¢lan je mali i y,(x) =~ e1™*, odnosno y,(x) je vanjska

1-x

aproksimacija. Za x iz rubnog sloja je e € pa iz toga slijedi da je
Va(x) = e(l—e_g), odnosno y,(x) je unutarnja aproksimacija. U domeni

preklapanja i vanjska i unutarnja aproksimacija priblizno su jednake e pa je zbroj
Yo(x) + v, (x) priblizno jednaka 2e i zato smo oduzimali limes od zbroja. Uo¢imo

da je y,(x) uniformna aproksimacija na cijelom segementu [0,1].

Uvrstimo 1i y,(x) u pocetnu diferencijalnu jednadzbu, dobivamo

&y +(1+8)y,+y, =0
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i vidimo da y,(x) zadovoljava danu diferencijalnu jednadzbu na (0,1). Provjerimo

jos rubne uvjete

1
y,(0) =0, y,(1)=1—¢""

Rubni uvjet u nuli je u potpunosti zadovoljen, dok je rubni uvjet u jedinici u

0(g™), n > 0, zato sto je

1
el

=0,

elﬂg* en
za svaki n > 0. Stoga je y, dobra uniformna aproksimacija na segmentu [0,1].

Primjer 3.3.1.

Pomoc¢u singularnih perturbacija odredimo aproksimativno rjesenje rubnog

problema
ey'"+y' =2x, 0<x<1 0<e«]l,
y0)=1, y(@1)=1.

Metoda regularnih perturbacija u ovom problemu ne bi nam pomogla jer je

neperturbacijski problem

\<\
I
N
R

Cije je opce rjesenje oblika
y(x) =x*+C,

koje ne zadovoljava oba rubna uvjeta. Zato pretpostavimo da je rubni sloj u blizini

x = 0 i uvrstimo rubni uvjet y(1) = 1 kako bismo dobili vanjsku aproksimaciju
yo(x) =x%  x=0(D).

Za odredivanje Sirine faktora skaliranja §(¢), skaliramo podrucje blizu x = 0 sa
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§ Y(§) =y).

X
&)
Sada dana diferencijalna jednadzba glasi

& " 1 I _
@Y +%Y = 26(8){'—

1
~ 268(¢) dominantna ravnoteza, onda je (&) =0(85), a — =

Ako je 50

8()?

1
0(8_5) sto nije malo naspram dominantnih ¢lanova. Zato pretpostavimo da je

6(;2 ~ % dominantna ravnoteza. U tom slucaju su &(e) = 0(¢) i 26(e) = 0(¢)

& _ -1 . L_ -1 .
5(8)2—0(8 ) i 5@—0(8 ). Stoga je

istog reda koji je mali u usporedbi s

§(e) = € dobar odabir. Sada skalirana diferencijalna jednadzba glasi
Y"+Y' =2e%.
Unutarnja aproksimacija prvog reda zadovoljava jednadzbu
Y, +Y,=0,

Cije je opce rjesenje

Y(&) =C, + Ce8.
U terminima x i y

y(x)=C + Cze_g.

Uvrstavanjem rubnog uvjeta y(0) =1 dobivamo C; =1-—C, i unutranja

aproksimacija je
yu(x) = (1 —C) + Cye =

Za odredivanje konstante C, uvodimo domenu preklapanja reda veli¢ine e i

pripadnu prijelaznu varijablu skaliranja
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U=TE-

Tada je x = Ven i za fiksan n uvjet uskladivanja glasi
lim yo(Ven) = lim, y,(Ven),
tj.
_n
glir(§1+en2 = glir51+ [(1 —C,) + Cye ﬁ].
Izracunamo li limese, dobivamo C, = 1 i unutarnja aproksimacija glasi

Yu(x) =e ..

Zbrajanjem unutarnje i vanjske aproksimacije te oduzimanjem limesa iz domene

preklapanja dobivamo uniformnu aproksimaciju

Ya(x) = x% +e7e.

3.4. Opci postupak

U prethodnim primjerima rubni sloj pojavljivao se blizu x = 0, tj. na lijevom kraju.
Opcenito se rubni slojevi mogu pojaviti oko bilo koje tocke iz intervala pa tako i
na desnom kraju ili u unutrasnjosti intervala. Nije isklju¢eno ni da se rubni slojevi
u istom problem javljaju vise puta. Prilikom rjesavanja problema trebali bismo
pretpostaviti postojanje rubnog sloja oko x = 0 (odnosno lijevom kraju intervala) i
zatim nastaviti s postupkom. Ako smo pogresno pretpostavili doéi éemo do
kontradikcije prilikom uskladivanja unutarnjeg i vanjskog sloja te tada
pretpostavimo da se rubni sloj nalazi na desnom kraju intervala. Analiza, za desni
kraj, provodi se analogno uz skalu transformacije za definiranje unutarnje varijable

rubnog sloja
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Xg— X

£= 5

gdje je xo desni kraj intervala i Y (&) = y(xy — 6(€)¢). Iako smo u prethodnim
primjerima vidjeli da je Sirina faktora skaliranja bila §(¢), to ne mora uvijek biti
tako. Takoder, za uskladivanje smo koristili samo ¢lanove glavnog reda unutarnje i
vanjske aproksimacije. Profinjenije uskladivanje moze sadrzavati i ¢lanove viseg
reda. Naglasimo samo da ovo nije univerzalna metoda. Za neke klase problema je
ucinkovita, a za neke probleme ju je potrebno modificirati. Teorija singularnih
perturbacija aktivno je podrucje proucavanja u primijenjenoj matematici i striktna
dobro razvijena teorija dostupna je samo za odredene vrste diferencijalnih
jednadzbi.

Teorem 3.3.2.

Neka je
ey +p(x)y +qx)y=0, 0<x<1 0<e<K1l,
y(0)=a, y(@) =), (3.17)

rubni problem, gdje su p i q neprekidne funkcije na 0<x <1 i p(x)>0 za

0 < x < 1. Tada postoji rubni sloj blizu x = 0 s unutarnjom aproksimacijom

yu(x) =C +(a— Cl)e‘Lg)x (3.18)
i vanjskom aproksimacijom
Yo(x) = be ¥, (3.19)
gdje je
€, = belro™ (3.20)
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Dokaz:

Za dokaz teorema, pokazat ¢emo da je pretpostavka o rubnom sloju oko x =0
konzistentna i dovodi do gore navedenih aproksimacija. Ako je rubni sloj oko

x = 0, tada ¢e vanjska aproksimacija zadovoljavati
P(x)yo +q(x)yo =0,
yo(1) = b.

Separacijom varijabli i uvrstavanjem uvjeta za x = 1 dobivamo (3.19). U rubnom

sloju uvodimo skaliranu varijablu & = %8) pri cemu jos moramo odrediti §(¢). Za

Y (&) = y(6(e)§) diferencijalna jednadzba postaje

£ " p(8(&)$) 1, _
s Y+ EEOy 4 q(5()O)Y = 0. 3.21)

Kada &€ - 0% se ponaSaju kao

£ p(0)
5 =~ q0).
6(g) 6(e)
.. . € p(0) . .« e . .
Lako se vidi da je 557~ 5@ dominantna ravnoteza pa je Sirina rubnog sloja

§(e) = 0(¢). Uzmimo 6(¢) = €. Tada jednadzba (3.21) postaje
Y" +p(e)Y' +eq(ef) =0,
koja vodi do ¢lana vodeceg reda
Y, +p(0)Y, =0.
Opée rjesenje jednadzbe je
Y, (&) = C; + C,e PO%,

Uvrstavanjem rubnog uvjeta Y,(0) =a dobivamo C; =a—C; pa unutarnju

aproksimaciju kao
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_p(0)x

Yu(x) =C1+(@—Ce = . (3.22)

Za uskladivanje uvodimo prijelaznu varijablu n = \% )
lim y, (Ven) = lim_y,(Ven).
£-0 £-0

Uvjet uskladivanja sada glasi

_p(o)x 140,
lim (Cl +(a—C)e = ) = lim be™em®
e-0% e-0%

pomocu kojeg dolazimo do

1q(s)
Jop@®s.

C1=b€

Stoga je unutarnja aproksimacija dana kao u iskazu teorema (3.18) i (3.20) i

gotovi smo s dokazom.
Q.E.D.
Uniformna aproksimacija y,(x) dana je s

Va(x) = yo(x) + y, (x) — ;.

Moze se pokazati da je y,(x) — y(x) = 0(¢) kada € > 0T uniformno na [0,1], gdje
je y(x) egzaktno rjesenje problema (3.17).

Ako je p(x) <0 na 0 < x <1, tada uskladivanje nije moguée jer bi u tom slucaju
Yu(x) raslo eksponencijalno, osim za C; =a. S druge strane, uskladivanje je
moguce ako je p(x) < 0 i rubni sloj je oko x = 1. Moze se pokazati da je rubni sloj
oko x = 0 ako je p(x) > 01iux =1 ako je p(x) < 0. Pritom je nemoguée da rubni
sloj bude oko bilo koje unutarnje tocke iz (0,1).
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Sazetak

Na pocetku rada, u poglavlju Regularne perturbacije, pokazana je osnovna ideja
perturbacijske metode ilustrirana jednostavnom algebarskom jednadzbom Ccije je
egzaktno rjesenje unaprijed poznato. Promatranjem fizikalnog procesa, u primjeru
Oscilator, i koristenjem regularnih perturbacija dosli smo do nezadovoljavajuéeg
aproksimativnog rjesenja zbog pojave sekularnih c¢lanova.Poincaré-Lindstedtovom
metodom korigirali smo singularno ponasanje koje se pojavljuje u svim sluc¢ajevima
periodickog gibanja.U asimptotickoj analizi definirali smo pojmove vezane uz
konvergenciju i uniformnost kako bismo nadopunili analizu aproksimativnog

rjeSenja.

U drugom poglavlju, bavili smo se metodom singularnih perturbacija. Prvo smo
uveli pojam dominantnog uravnotezenja kojim smo objasnili izostanak rjesenja kod
regularnih perturbacija. Zatim smo, kroz primjere, proucavali graf egzaktnog
rjesenja rubnog problema i predstavili pojmove: rubni sloj, vanjski sloj te

unutarnja i vanjska aproksimacija.

U posljednjem, tre¢em poglavlju, proveli smo analizu rubnog sloja te uskladili
vanjsku i unutarnju aproksimaciju pomoc¢u uvjeta uskladivanja. Na samom kraju

rada dan je opéi postupak za rjesavanje rubnih problema.
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Summary

In the chapter entitled Regular perturbations at the beginning of this thesis, the
basic idea of the perturbation method, illustrated by a simple algebraic equation,
in which the exact solution is known upfront, has been demonstrated. By observing
the physical process during the Oscillator example and using regular perturbations
we reached an approximate solution which was unsatisfactory due to the occurence
of secular terms. The singular behaviour which appears in all periodic motion has
been corrected by using Poincaré-Lindstedt method. In order to complement the
analysis of the approximate solution, terms related to convergence and uniformity

have been defined in the asymptotic analysis.

In the second chapter, the singular perturbation method has been dealt with.
Firstly, the term dominant balancing was introduced, allowing for the explanation
of the absence of the solution in the regular perturbations. Then we studied, across
examples, the graph of the exact solution to the boundary problem and introduced
the following terms: boundary layer, outer layer and inner and outer

approximation.

In the third and last chapter we conducted an analysis of the boundary layer and
brought into conformity the outer and inner approximation through matching
conditions. At the very end of the thesis a general procedure for solving boundary

problems has been provided.
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