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Uvod

Cilj ovog rada je dati pregled temeljnih rezultata teorije Banachovih i C*-algebri. Jed-
nostavnost dokazivanja tvrdnji u apstraktnom okviru Banachovih algebri bila je jedna od
motivacija za daljnje proucavanje tih objekata. Tako, naprimjer, C*-algebre apstrahiraju
svojstva operatora na Hilbertovim prostorima pa bi se moglo reéi da je prostor B(H), gdje
je H Hilbertov, prototipi¢an primjer C*-algebre.

U prvom poglavlju se definiraju pojmovi i izlaZu rezultati bitni za razumijevanje ostatka
rada, kao Sto su temelji algebarskih struktura i funkcionalne analize.

U drugom poglavlju Citatelj se upoznaje s teorijom Banachovih algebri. Pokazuju se
veze izmedu spektra, spektralnog radijusa 1 norme. Uvodi se pojam multiplikativnog li-
nearnog funkcionala te se pokazuje veza izmedu prostora takvih funkcionala te ideala u
komutativnoj Banachovoj algebri. Takoder, u komutativnom slu€aju, definira se i dokazuje
egzistencija Geljfandove transformacije.

U tre¢em poglavlju fokus rada se suzava na promatranje C*-algebri. Dokazuje se bi-
jektivnost Geljfandove transformacije na komutativnim C*-algebrama. U drugom dijelu
poglavlja se definira pozitivni element te se pokazuju osnovni rezultati vezani za tu klasu.

U Cetvrtom poglavlju se nastavlja proucavanje C*-algebri. U prvom dijelu se proma-
traju ideali i hereditarne C*-podalgebre. Drugi dio promatra svojstva pozitivnih linearnih
funkcionala te kulminira rezultatom o reprezentaciji nekomutativnih C*-algebri.



Poglavlje 1

Osnove

Da bismo napravili pregled teorije Banachovih 1 C*-algebri, prvo ¢emo uvesti potrebne os-
novne pojmove. Definirat ¢emo pojam algebre te navesti osnovne rezultate funkcionalne
analize. Takoder cemo se prisjetiti nekih pojmova iz kompleksne analize i topoloskih pros-
tora.

Rezultate koji slijede uglavnom navodimo bez dokaza.

1.1 Pregled teorije algebarskih struktura

Definicija 1.1.1. Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna operacija zbrajanja
+ : VXV — Vioperacija mnoZenja skalarima iz polja F, - : E XV — V. KaZemo da je
uredena trojka (V, +, -) vektorski prostor nad poljem F ako vrijedi:

l.a+(b+c)=(@+b)+c,Ya,b,ceV;
. 10 € Vsasvojstvoma+0=0+a=a,YaeV;
.YaeVd-aeVtakodajea+ (—a)=—-a+a=0;

.a+b=b+a,Ya,b,eV;

2
3
4
5. Aua) = AWwa,YA,ueF YaeV;
6. A+wa=Aa+ua, YA, uecF, YaeV;
7. la+b)=Ada+ Ab,YA€F, Ya,be V;
8 1l-a=a VaceV.

Iako se prethodna definicija odnosi na opcenito polje FF, u ovom radu ¢emo se orijenti-
rati samo na vektorske prostore nad kompleksnim poljem C.

2



POGLAVLIJE 1. OSNOVE 3

Definicija 1.1.2. Algebra je vektorski prostor A nad poljem F na kojem je zadana binarna
operacija - : A X A — A koja zadovoljava iduca svojstva:

1. a(bc) = (ab)c, VYa, b, c € A (asocijativnost);
2. (da)b = a(Ab) = A(ab), Ya,b € A iV A € F (kvaziasocijativnost);
3. ab+c)=ab+aci(a+b)c=ac+bc, Ya,b,c € A (distributivnost).

Ako je F = C, algebru nazivamo kompleksnom.

Element e € A takav da je ea = ae = a, Ya € A, nazivamo jedinicom u algebri A. Ako
Jedinica postoji, ona je nuzno jedinstvena pa ¢emo je ubuduce oznacavati s e. Unitalnom
algebrom nazivamo algebru u kojoj postoji jedinica.

Ako je A unitalna algebra, onda s G(A) oznacavamo skup invertibilnih elemenata al-
gebre A.

Kako je G(A) zatvoren na mnoZenje, G(A) je ujedno i grupa.
Definicija 1.1.3. Potprostor B algebre A nazivamo podalgebrom ako vrijedi

a,be B = abe B, Ya,beB.

Podalgebra je takoder algebra s obzirom na iste operacije. Ako je A unitalna, kaZemo da
Jje B unitalna podalgebra ako sadr?i jedinicu algebre A.

Definicija 1.1.4. Neka su A, B algebre. Preslikavanje ¢ : A — B nazivamo homomorfiz-
mom algebri ako je linearno i multiplikativno, tj.

e(aa + Bb) = ap(a) + Bp(b) Va,B € C,Ya,b € A;
@(ab) = p(a)p(b) Va,b € A.

Neka su sad A 1 B unitalne algebre s jedinicama e, 1 eg. Ako je ¢ homomorfizam
algebri A i B te ako vrijedi ¢(e4) = ep, onda se ¢ naziva unitalnim homomorfizmom.
Monomorfizam je injektivni homomorfizam, epimorfizam je surjektivni homomorfizam,
a izomorfizam je bijektivni homomorfizam. KaZemo da su algebre A i B izomorfne ako
postoji izomorfizam algebri ¢ : A — B.

Definicija 1.1.5. Neka je A algebra i neka je I potprostor od A. KaZemo da je I:
o lijeviideal u A ako je AI C I, tj. Ya € A)(Nb € I)(ab € I);
e desniideal u A ako je IA C I, tj. Ya € A)(¥Yb € I)(ba € I);

e (dvostranifobostrani) ideal u A ako je I i lijevi i desni ideal u A.
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Za lijevi/desni/dvostrani ideal u A kaZemo da je pravi ako je I # {0} i [ # A.
Za pravi lijevi/desni/dvostrani ideal M u A kaZemo da je maksimalan ako M nije
sadrZan niti u jednom drugom pravom lijevom/desnom/dvostranom idealu u A.

Napomena 1.1.6. Ako je I pravi lijevi/desni/dvostrani ideal u unitalnoj algebri A, tada I ne
sadrZi jedinicu. Stovise, I ne sadrZi niti jedan invertibilni element. Obje tvrdnje su ocite.

Teorem 1.1.7. Neka je A komutativna unitalna algebra. Ako je I # A neki ideal u A, onda
postoji barem jedan maksimalan ideal M u A takav da I C M. Kao posljedicu imamo da u
A postoji barem jedan maksimalan ideal.

Teorem 1.1.8. Neka je A komutativna unitalna algebra. Tada je M maksimalan ideal u A
ako i samo ako je A/M polje.

Dokaz prethodnog dva teorema se moZe pronaci u [5].

1.2 Osnove kompleksne analize

U fokusu naseg proucavanja su kompleksne algebre pa ¢e nam u dokazima biti svakako
korisni neki rezultati iz kompleksne analize.
Teoreme navodimo bez dokaza, ali mogu se naci u [6].

Definicija 1.2.1. Neka je U C C otvoreni f : U — C. KaZemo da je funkcija [ analiticka
(holomorfna) ako je njena derivacija f’ definirana u svakoj toc¢ki skupa U, tj. ako u svakoj
tocki 7o € U postoji limes
, . 2)— f(z
) = tim TS
7720 Z— 20
Ako je funkcija f holomorfna na C, kazemo da je cijela.

Teorem 1.2.2 (Liouville). Neka je f : C — C cijela i ogranicena na C. Tada je f kons-
tantna funkcija.

Teorem 1.2.3. Neka je Q C C otvoren skup, f : Q — C derivabilna. Tada f ima derivacije
svakog reda, i sve su one holomorfne funkcije na €.

1.3 Osnove funkcionalne analize

Definicija 1.3.1. Neka je X neprazan skup te T familija podskupova od X koja zadovoljava
sljedeca svojstva:

1. skupovi 0 i X su elementi familije t;
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2. unija proizvoljne familije podskupova od T je opet element familije t;
3. presjek konacne familije podskupova od T je element od .

Tada (X, ) nazivamo topoloSkim prostorom, a t topologijom. Elemente familije T na-
zivamo otvorenim skupovima, a skupove Ciji je komplement element familije T nazivamo
zatvorenima.

Definicija 1.3.2. Neka su (X,7x) i (Y,Ty) topoloski prostori. KaZemo da je funkcija f :
X — Y homeomorfizam ako zadovoljava sljedece uvjete:

1. f je bijekcija;
2. f je neprekidna;
3. f7!je neprekidna.

Definicija 1.3.3. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje || - || :
X — R sa svojstvima:

1. ||x]| = 0,¥Vx € X;
2. x[ =0 x=0;
3. |lax|| = |a|llx|l, Yo € F,Vx € X;
4. lx + yll < llxll + 1Iyll, Y, y € X.
Ureden par (X, || - ||) se naziva normiran prostor.

Definicija 1.3.4. Neka je S neprazan skup. Niz u S je funkcija a : N — S. Umjesto a(n)
pisemo a,, i cijeli niz oznacavamo s (a,) ili (a,),en-

Definicija 1.3.5. Neka je (X, || - ||) normiran prostor i (x,) niz u X. KaZemo da niz (x,)
konvergira ako postoji x, takav da vrijedi

Ve>0, dnpeN, YneN, n>ny = ||x,— x|l < €.
Xo nazivamo limes niza (x,).

Definicija 1.3.6. Neka je (X, || - ||) normiran prostor i neka je (x,) niz u X. KaZemo da je
(x,) Cauchyjev niz ako vrijedi

Ve>0, dngeN, Ym,neN, mn>ny = ||x, — x.l <e.

Propozicija 1.3.7. Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.
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Definicija 1.3.8. Normiran prostor je potpun (Banachov) ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira.

Definicija 1.3.9. KaZemo da je normiran prostor X separabilan ako postoji prebrojiv skup
S C X takav da vrijedi S = X. KaZe se joS da je S gustu X.

U ovom radu ¢e nam za opis topologija biti potrebna generalizacija nizova koje zovemo
hipernizovi.

Definicija 1.3.10. Usmjeren skup je ureden par (A, <) koji se sastoji od nepraznog skupa
A i binarne relacije < definirane na A za koju vrijedi:

1. a<a Va €A
2. a<B B<y=>a<y Va,B,ycA;
3. za sve a, B € A postojiy € A sa svojstvoma < yif3 <.

Definicija 1.3.11. Neka je (A, <) usmjeren skup i X normiran prostor. Hiperniz u X je
preslikavanje x : A — X. Umjesto x(a) pisemo x, i hiperniz oznacavamo s (Xq)aea-
KaZemo da hiperniz (x,)qea u X konvergira ako postoji x € X takav da

Ve>0, dage A, Ya €A, gp <a = |lx, — x|]| <e.

U tom slucaju pisemo x = limyep X,.
KaZemo da je hiperniz (xy)qea u X Cauchyjev ako

Ve>0, dapg € A, Va,an €A, ap L a1, a0 = ||xy, — Xo,ll < €.
Propozicija 1.3.12. U Banachovom prostoru svaki Cauchyjev hiperniz je konvergentan.

Neka je J proizvoljan beskonacCan skup. Za svaku danu familiju vektora {x; : j € J}
u normiranom prostoru X promatramo familiju ¥ := {F C J : F je konaCan}. Za F|,
F, € ¥ definiramo F; < F, ako vrijedi F; C F,. S tako definiranom relacijom (7, <) je
usmjeren skup pa je sad prirodno promatrati hiperniz (sp)rer, gdje je sp = X jer X;-

Definicija 1.3.13. Neka je dana funkcija x : J — X pri cemu je J proizvoljan beskonacan
skup, a X normiran prostor. KaZe se da je familija vektora {x(j) = x; : j € J} sumabilna te
da je njena suma vektor xo € X ako je xo = limgpeg sg. U tom slucaju pisemo xo = 3, je; X;.

Propozicija 1.3.14. Neka je X Banachov prostorix : J — X. Ako je familija {||x;l| : j € J}
sumabilna uR, onda je sumabilnaifamilija{x; : j € J}u X te vrijedi ||Zjej xj” < Djes Xl

Propozicija 1.3.15. Normiran prostor X je Banachov ako i samo ako za svaki niz vektora
u X (fp)nen konvergencija reda o || 1]l povlaci sumabilnost familije {f, : n € N} u X.
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Definicija 1.3.16. Neka je X Banachov prostor. Funkcija ¢ : X — C je ogranicen linearan
Junkcional ako su zadovoljena sljedeca svojstva:

L plaf +Bg) = ap(f) +Pe(g), V.8 € X,Va,B € C;
2. postoji M > 0 takav da |p(f)| < M ||fl|,Vf € X.

Propozicija 1.3.17. Neka je X Banachov prostor, ¢ linearan funkcional na X. Ekvivalentno
je:

(a) ¢ je ogranicen;
(b) ¢ je neprekidan;
(c) ¢ je neprekidan u 0.

Definicija 1.3.18. Neka je X* vektorski prostor ogranic¢enih linearnih funkcionala na Ba-
nachovom prostoru X. Za ¢ € X* definirajmo

3 le(HI
”“0”_51”’{ T ¢O}' )

X* zovemo dualni prostor prostora X.

Lako se provjeri da je formulom (%) definirana norma na X* te je zovemo operatorskom
normom.

Propozicija 1.3.19. Neka je X Banachov prostor. Tada je i X* Banachov.

Definicija 1.3.20. Za topoloski prostor X kazemo da je Hausdorffov ako za svake dvije
tocke x,y € X, x #y, postoje otvorene okoline U, od x i U, od y takve da U, N U, = 0.

S obzirom na to da je pojam konvergencije po to¢kama prirodan u okviru promatranja
funkcionala, vazni ¢e nam biti i pojmovi i rezultati vezani uz slabe topologije.

Definicija 1.3.21. Neka je X skup, Y topoloski prostor i ¥ familija funkcija s X u Y. Slaba
topologija na X inducirana familijom ¥ je najmanja topologija T na X za koju je svaka
funkcija iz ¥ neprekidna.

Dakle, 7 je topologija generirana skupovima {f~'(U) : f € ¥, U otvorenu Y}. Ko-
nvergencija hipernizova je opisana konvergencijom po tockama. Ako je Y Hausdorffov i
¥ separira vektore iz X, onda je slaba topologija Hausdorffova.

Definicija 1.3.22. Za svaki f u X oznacimo s f funkciju na X* definiranu s f(¢) = o(f).
w*-topologija na X* je slaba topologija na X* inducirana familijom funkcija {f : f € X}.
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Propozicija 1.3.23. w*-topologija na X* je Hausdorffova.

Propozicija 1.3.24. Hiperniz (¢,)aea € X* konvergira prema ¢ € X* u w*-topologiji ako i
samo ako limyeq @, (f) = @(f) za svaki f € X.

Propozicija 1.3.25. Neka je M gust podskup od X i (¢,)aca uniformno ogranicen hiperniz
u X* takav da limyeq ¢o(f) = @(f) za f € M. Tada (¢y)aeca konvergira prema ¢ u w*-
topologiji.

Definicija 1.3.26. Jedinicna kugla u Banachovom prostoru X je skup {f € X : ||fl| < 1} i
oznacavamo ju s (X);.

Teorem 1.3.27 (Alaoglu). Jedinicna kugla u dualu Banachovog prostora je kompaktna u
w*-topologiji.

Sljedeci teorem je jedan od najbitnijih teorema funkcionalne analize. Njegove poslje-
dice ¢emo viSe puta koristiti u teoriji Banachovih 1 C*-algebri.

Teorem 1.3.28 (Hahn-Banach). Neka je X normiran prostor, M < X. Ako je ¢ ogranicen
linearni funkcional na M, onda postoji ® € X* takav da O(f) = ¢(f) za sve f € M i
DIl = llell.

Korolar 1.3.29. Neka je X normiran prostor, f € X. Tada postoji ¢ € X* takav da ||¢|| = 1
io(f) = Il

Korolar 1.3.30. Neka je X normiran prostor, f € X. Ako je o(f) = 0 za svaki ¢ € X*, onda
je f=0.

Prisjetimo se za kraj Hilbertovih prostora.

Definicija 1.3.31. Skalarni produkt na kompleksnom vektorskom prostoru X je preslika-
vanje {-,-) : X X X — C sa sljedecim svojstvima:

~

A x) >0, Vxe X;
A x) =0 x=0;
. Aax,y) = alx,y), Ya e C, Vx,y € X;

. <xl + x2’y> = <x19y> + <-x25y>) vxl»-xz’y € X;

b A W N

A y)y =, x), Vx,y e X.

Ureden par (X, (-, -)) se naziva unitaran prostor.
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Propozicija 1.3.32. Ako je (X, (-, -)) unitaran prostor, onda je norma || - || na X pridruZena
skalarnom produktu na X definirana s || f|| = {f, f) za f € X.

Sljedeca nejednakost se vrlo Cesto koristi pri promatranju unitarnih prostora.

Propozicija 1.3.33 (Cauchy-Schwarz nejednakost). Neka je X unitaran prostor. Tada za
sve x,y € X vrijedi

G, < [l HIyl-

Definicija 1.3.34. Potpun unitaran prostor se naziva Hilbertov prostor.

Teorem 1.3.35 (Rieszov teorem o reprezentaciji funkcionala). Neka je H Hilbertov prostor
i ¢ ogranicen linearan funkcional na H. Tada postoji jedinstveni vektor g € H takav da

vrijedi o(f) = (f,&) za f € H.

Spomenimo jos§ pojam hermitski adjungiranog operatora, pri ¢emu pod ~operator” mis-
limo na ogranicene linearne funkcionale.

Propozicija 1.3.36. Ako je T operator na Hilbertovom prostoru H, onda postoji jedinstven
operator S na X takav da vrijedi

(Tf.g)=(f.5¢, Vf.geX

Definicija 1.3.37. Ako je T operator na Hilbertovom prostoru H, za operator S na H takav
da vrijedi

<Tf’g> = <f’Sg>’ Vf,gEX,

kazemo da je hermitski adjungiran operatoru T te ga oznacavamo s T*.
Ako je X unitaran i T € B(X) takav da postoji 7" € B(X), kazemo da je operator 7
e hermitski, ako je 7" = T;;
e unitaran, ako je T°T =TT" = I;
e normalan, ako je 7°T = TT".

Sljedeca propozicija sazima svojstva preslikavanja B(H) — B(H), T — T7, koje je
primjer involucije. Involuciju ¢emo definirati u treCem poglavlju gdje uvodimo pojam C*-
algebre.

Propozicija 1.3.38. Ako je H Hilbertov, onda vrijedi:

(1) T* = (T*) =T za T € B(H);
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(2) ITII =TIl za T € B(H);

(3) (@S +BT) =aS* +ET* i(ST)y =T*S*zasvea,€CisveS,T € B(H),
(4) (T*)"' = (T™Y* za invertibilni T € B(H);

(5) ITI? = IT*T|| za T € B(H).

10



Poglavlje 2

Banachove algebre

U ovom poglavlju upoznajemo se s pojmom normirane i Banachove algebre. Pokazat
¢e se osnovni rezultati 1 primjeri vezani uz teoriju Banachovih algebri. Takoder ¢emo
definirati Geljfandovu transformaciju i promotriti svojstva multiplikativnih funkcionala na
komutativnim Banachovim algebrama.

2.1 Uvod

Definicija 2.1.1. KaZe se da je algebra A s jedinicom e normirana ako je A normiran
vektorski prostor te ako norma na A zadovoljava:

1. |labl| < llalllibll, Ya,b € A;
2. llell = 1.

KaZe se da je normirana algebra A Banachova algebra ako je A Banachov prostor u
predmetnoj normi.

U ovom radu fokusirat ¢emo se samo na kompleksne Banachove algebre te ¢emo u
daljnjem to podrazumijevati bez eksplicitnog navodenja.

Primjer 2.1.2. Za X Banachov prostor, prostor svih ogranic¢enih linearnih operatora na X
B(X) s operatorskom normom je Banachova algebra, pri cemu je jedinicni element opera-
torl : X — X, I(x) = x. Algebra B(X) je komutativna samo u sluc¢aju kad je dimenzija
prostora X jednaka 1.

Specijalno, algebra n X n kompleksnih matrica M, (C) s operatorskom normom je Ba-
nachova algebra. Naime, prostor M,,(C) je izomorfan prostoru B(C").

11
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Primjer 2.1.3. Za kompaktan Hausdorffov prostor X, prostor C(X) kompleksnih nepre-
kidnih funkcija je komutativna Banachova algebra. Operacije zbrajanja i mnoZenja su
definirane po tockama, a jedinicni element je konstantna funkcija x — 1.

Primjer 2.1.4. Promotrimo skup Z* = NU{0} i skup svih ogranicenih kompleksnih funkcija
na Z* koji oznacavamo s [*(Z"). Uz operacije zbrajanja i mnoZenja po tockama te normu
lfllo = sup{lf(n)| : n € Z*}, I*(Z") postaje komutativna Banachova algebra. Stovise, ona
Jje i unitalna; jedinica u algebri I®(Z") je konstantna funkcija 1(n) = 1, n € Z*.

Primjer 2.1.5. Neka je Q topoloski prostor. Tada je skup svih ogranicenih kompleksnih
funkcija na Q [*(QQ) takoder Banachova algebra, uz normu ||f|l = sup{|f(x)| : x € Q} i
operacije po tockama.

S C,(Q) oznacavamo skup svih neprekidnih ogranicenih kompleksnih funkcija defini-
ranih na Q. Cy(Q) je zatvoreni potprostor od () pa je C,(2) ujedno i zatvorena po-
dalgebra od [*(Q). Posebno, C,(L2) je unitalna Banachova algebra. Ako je Q) kompaktan,
onda vrijedi C,(Q) = C(Q), gdje s C(L) oznacavamo skup svih neprekidnih kompleksnih
funkcija na Q.

Primjer 2.1.6. Za Q lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, kazemo da neprekidna funk-
cija f 1 Q — C isCezava u beskonacnosti ako je za svaki € > 0 skup {w € Q : |f(w)| >
€} kompaktan. S Cy(Q) oznacavamo skup svih neprekidnih kompleksnih funkcija koje
iS¢ezavaju u beskonacnosti. Uocimo da je Cy(€2) zatvorena podalgebra od Cy(QQ) pa je
i sama Banachova algebra. Nadalje, Cy(Q2) je unitalna ako i samo ako je Q kompakt, a
tada vrijedi i Co(Q) = Cp(Q2). Prostor Cy(QQ) ce nam se pokazati vrlo bitnim u nastavku
rada.

Propozicija 2.1.7. Neka je A normirana algebra. MnoZenje (a,b) — ab je neprekidna
funkcija s A x A u A. Stovise, mnoZenje je i uniformno neprekidno na ogranicenim skupo-
vima.

Dokaz. Neka su a, b € A. Neka je M > 0 takav da vrijedi max{||al|, |||} < M i€ > 0.
Definirajmo ¢ = min {1, Wil} Zax,ye Atakvedajel|lx —al < dilly— b|l <6 imamo:

llxy — abll = |l(x — a)(y — b) + a(y — b) + (x — a)b||
< llx = alllly = bll + llall Ily = &Il + [lx — b||||b]]
<O+ MS+6M<S5+2Ms =61 +2M) < e.

O

Propozicija 2.1.8. Neka je A normirana algebra. Tada je preslikavanje a — a™' nepre-

kidna bijekcija s G(A) u G(A).
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Dokaz. Neka je a € G(A). Uzmimo x € G(A) takav da vrijedi ||x — al| < m Tada je

1
bl =lla™ < ke = a7l = Il o= e < ke = atfla™]] < 3 7]
Dakle, imamo ||x‘1|| <2 ||a‘1||. Ubacimo li ovaj podatak u prethodni racun, dobivamo

_ _ _ _ —1112
b = el < f ke = at o™ < 2l | ibe -
O

Teorem 2.1.9. Neka je A Banachova algebra i a € A takav da je ||a|| < 1. Tada je e —a €

GA)i
(e—a)!= Z a".
n=0
Takoder vrijedi
lite —a)™'ll < :
1 —{lall

Dokaz. Vrijedi ||@"|| < |la|l" < 1 pared ), ||la"|| konvergira. Kako je A ujedno i Banachov
prostor, konvergira i red )’ ,a". Ozna¢imo sumu tog reda sa s, a parcijalnu sumu sa
Sy = ZZ;& a*. Vrijedi s,(e — a) = (e — a)s, = e — a". Prelaskom na limes kad n — oo i
koristeci neprekidnost mnoZenja dobivamo (e — a)s = s(e — a) = e.

Nadalje,

lite —a)~'ll =

Propozicija 2.1.10. Neka je A Banachova algebra s jedinicom. Tada je grupa regularnih
elemenata G(A) otvoren skup u A.

Dokaz. Nekajea € G(A)ixe K(a, ||a£1||)' Tada je

le =™+ = fla@ = )| < fla”"[[lla = 5l < 1

pa je po prethodnom teoremu e — (¢ — a~'x) = a~'x € G(A) iz Cega slijedi da je i x €
G(A). O

Primjer 2.1.11. Ako unitalna normirana algebra A nije potpuna, tada G(A) nije nuZno
otvoren podskup od A. Primjerice, promotrimo algebru C[z] i pokaZimo da ona nije Ba-
nachova, tj. nije potpuna.

Definirajmo polinome p,(z) = % + 1, n € N. Kako je p,(—n) = 0, Yn € N, oni nisu
invertibilni u C[z]. S druge strane, lim, oy p, = 1 $to je invertibilan element u C[z]. Dakle,
G(Clz]) nije otvoren skup u C|z].
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2.2 Spektar i spektralni radijus

Definicija 2.2.1. Neka je B Banachova algebra i f € B. Spektar elementa f definiramo

kao skup
op(f) ={1€C: f— Anije invertibilan u B}.

Rezolventni skup elementa f definiramo kao

ps(f) = C\ op(f).

Spektralni radijus elementa f se definira kao

ve(f) = sup{|d| : 1 € op(f)}.

U daljnjem podrazumijevamo o (f) = og(f), p(f) = ps(f) 1 v(f) = vp(f) kada je ocito
iz konteksta na koju se Banachovu algebru ovi pojmovi odnose.

Takoder, za 4 € C i jedinicu e piSemo A umjesto de kad je jasno iz kojeg je prostora
element u pitanju.

Primjer 2.2.2. Neka je X kompaktan Hausdorffov prostori f € C(X). Za A € C, f(x)—Aje
razlicito od 0 za svaki x € X ako i samo ako A nije sadrZano u slici funkcije f. Zakljucujemo

da je o(f) = f(X).

Pokazat ¢emo da je spektar elementa Banachove algebre neprazan i kompaktan. U
dokazu nepraznosti spektra bitna je Cinjenica da se radi o kompleksnoj Banachovoj algebri.

Propozicija 2.2.3. Neka je B Banachova algebrai f € B. Tada je o(f) kompaktan i vrijedi
v(f) < IIf1l-

Dokaz. Definirajmo funkciju ¢ : C — B sa ¢(1) = f — A. Tada je ¢ neprekidna pa je
o(f) = ¢"'(G(B)) otvoren jer je skup regularnih elemenata G(B) otvoren prema propoziciji
2.1.10. Slijedi da je o(f) = C\ p(f) zatvoren.

Da bismo pokazali da je o(f) kompaktan, preostaje nam joS pokazati ograni¢enost.
Uzmimo 4 € C, |4| > ||f]|. Tada je

- -2)

iz Cega slijedi prema propoziciji 2.1.9 daje 1 — ! invertibilan pa je ondai f — A invertibilan.
Dakle, A je nuzno sadrzan u p(f), tj. v(f) < ||fll, te je o(f) ogranicen. O

Sljedeci teorem je jedan od temeljnih rezultata u teoriji Banachovih algebri.
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Teorem 2.2.4. Neka je B Banachova algebra, f € B. Tada je o(f) neprazan.

Dokaz. Promotrimo funkciju F : p(F) — B definiranu sa F(1) = (f — A)~'. Za 4 € p(f)
imamo:

i F) — F(d) _ lim (f =) '[(f =) = (f = DI(f =)'
A-1 A— /10 - A—- /l()

= }L%(f - ) (-

= (f -2

Dakle, F je analiticka. Posebno, za ¢ € B* je ¢ o F kompleksna analiticka funkcija na

().

PokaZimo joS§ da F trne u beskonacnosti. Za |1] > [|f|| je kao u dokazu prethodne

propozicije 1 — % invertibilan te vrijedi

(-

1 -1
lim [|F(D)]| = lim ‘ - (f - 1) H

1
< —.
L—|If/Al

Sada moZemo ocijeniti F(1):

A\4

1
<lmsuyp———F— =0
e PR = (171D

Dakle, za ¢ € B* imamo lim,_,., ¢(F(1)) = 0.

Pretpostavimo sad da je o(f) prazan, tj. p(f) = Cineka je ¢ € B*. Tada je ¢ o F cijela
funkcija koja trne u beskonacnosti. Prema Liouvilleovom teoremu slijedi da je ¢ o F = 0.
Posebno je za fiksirani A € C ¢(F(1)) = 0, Yo € B*. Prema korolaru 1.3.30 slijedi da je
F (1) = 0 sto je u kontradikciji s definicijom funkcije F. O

Sljedeci rezultat je direktna posljedica prethodnog teorema i klju€an je u dokazivanju
Zeljenih svojstava Geljfandove transformacije.

Teorem 2.2.5 (Geljfand-Mazur). Neka je B Banachova algebra s jedinicom e u kojoj je
svaki ne-nul element invertibilan. Tada postoji izometricki izomorfizam s B u C.

Dokaz. Neka je f € B. Prema prethodnom teoremu o (f) je neprazan. Ako je Ay € o(f),
onda f — As nije invertibilan po definiciji. Kako je u algebri B svaki ne-nul element inverti-
bilan, mora vrijediti f = A;. Za A # Ay imamo da je f — A = Ay — A # 0 $to je invertibilno.
Dakle, za svaki f € B o(f) se sastoji od tono jednog skalara A.
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Definirajmo preslikavanje ¢ : B — C s ¢(f) = As. ¢ je oCito traZeni izometricki
izomorfizam.
]

Propozicija 2.2.6. Neka je A unitalna algebra.

(i) Za f € Ai p € Clz] vrijedi
a(p(f) = pa(f)) = {p(D) : A € T(f)}.
(ii) Za sve f € G(A) vrijedi
o(f =) = {1 ae o))

Dokaz. (1) Neka su zadani f € A, p € C[z].
Dokazimo prvo inkluziju p(o(f)) € o(p(f)). Neka je A € o(f). Tada postoji polinom
q € C[z] takav da je

p(@) = p) = (z = Dg(2). (1)
Definirajmo preslikavanje ¢, : C[z] — A sa ¢(p) = p(f). ¢y je unitalni homomorfizam
algebri.
Ako sad na jednakost (1) djelujemo homomorfizmom ¢, dobivamo

p(f) = p(D) = (f = Dg(f).

Pretpostavimo da je p(f) — p(X) invertibilan u A te definirajmo b := (p(f) — p(1))~!. Sad
imamo

1 =b(p(f) = p(D) = ba(f)(f = ) = (f = Dbq(f)
iz Cega slijedi da je f — A invertibilan u A $to je u kontradikciji s pretpostavkom da je
A € o(f). Dakle, pretpostavka je bila kriva; p(f)— p(A) nije invertibilan, tj. p(1) € o(p(f)).
Pokazimo sad obratnu inkluziju. Pretpostavimo da je stp = n i neka je u € o(p(f)).
Prema osnovnom teoremu algebre postoje @ # 0, 4, ..., 4, € C takvi da vrijedi

pP@)—u=az-A)z—A) ... (2—A,).

Primijenimo li opet homomorfizam ¢, na gornju jednakost, dobivamo

p(f)—pu=a(f =) ... (f = ).

Kako je u € o(p(f)), p(f) — u nije invertibilan pa zakljucujemo da postoji j € {1,...,n}
takav da element f — A; nije invertibilan, tj. A; € o(f). Slijedi da je u = p(4;) sadrZzan u
p(o(f)). Kako je u € o(p(f)) bio proizvoljan, zakljucujemo o (p(f)) C p(a(f)).
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(i) Nekaje f € A1 A € o(f). Vrijedi

A=f=A"=Df

iz Cega slijedi daje 4! € o-(f~!). Time smo dokazali o(f)~! C o(f~!). Substituiranjem f~!
umjesto f dobivamo o-(f~!)™! C o(f) §to nam daje traZenu inkluziju o(f™') C o(f)"'. O

Propozicija 2.2.7. Neka je A unitalna algebra. Tada vrijedi

o(fe)\ {0} = o(gf/)\ {0}, Vf.g€A.

Dokaz. Pretpostavimo da je A ¢ o(ab), A # 0. Tada je A1 — ab invertibilan pa postoji c € A
takav da je (1 — ab)c = c(1 — ab) = e. Slijedi da je abc = Ac — e = cab. Pokazimo da je
A — ba invertibilan:

1 1 1 1
14— ba)(ze + Zbca) =e+ bca - iba - zb(abc)a =e.

Sli¢no dobivamo i da je (e + 1bca)(d — ba) = e. Dakle, A — ba je invertibilan, tj.
A ¢ o(ba). Zamjenom uloga a i b dobivamo da invertibilnost elementa A — ba povlaci
invertibilnost elementa A — ab. Time smo ujedno i pokazali tvrdnju propozicije. O

Propozicija 2.2.8. Neka je B Banachova algebra. Vrijedi:
(i) v(Af) = |Av(f), Vf € B, VA € C;
(ii) v(f") =v(f)",Vf e B,VYneN;
(iii) v(fg) =v(gf), Vf,g € B.
Dokaz. Tvrdnje lako slijede iz prethodnih dviju propozicija. O

Ako algebra koju promatramo nema jedinicu, moZe ju se proSiriti do algebre s jedini-
com.

Za algebru A definiramo njenu unitizaciju A = A ® C. MnoZenje na tom vektorskom
prostoru je definirano na sljedeci nacin:

(a, V)(b,u) = (ab + Ab + ua, Au), a,beA, A,uccC.

Tako definirano mnoZenje ¢ini prostor A algebrom s jedinicom (0, 1).
Preslikavanje
A—> A, aw (a,0),
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je injektivan homomorfizam pomocu kojeg promatramo algebru A kao ideal u A. Umjesto
(a, A) piSemo a + A. Preslikavanje

A~—>(C, a+Ade- A,

je unitalni homomorfizam cija je jezgra A, a naziva se kanonskim homomorfizmom.
Unitizacije algebre A je komutativna ako je i A komutativna.
Ako je A normirana, A postaje normirana algebra s normom definiranom pomocu

lla + Al = [lall + |4].

Ako je A Banachova, onda je i njena unitizacija Banachova.
Za Banachovu algebru A bez jedinice i a € A definiramo:

oala) = oji(a), v(a) =supfld]: A€ oji(a)}.

Primijetimo da je u ovom slucaju 0 sadrZan u spektru elementa algebre A.

2.3 Multiplikativni linearni funkcionali

Pojam (ogranicenog) linearnog funkcionala je vrlo bitan u proucavanju normiranih pros-
tora. U slucaju Banachovih algebra, posebice prostora C(X), bitan je pojam multiplikativ-
nog linearnog funkcionala.

Definicija 2.3.1. Neka je B Banachova algebra s jedinicom. KaZemo da je kompleksan
linearan funkcional ¢ na B multiplikativan ako zadovoljava sljedeéa svojstva:

1. o(fg) = e(f)e(g), Vf.g € B;
2. p(e) = 1.

Propozicija 2.3.2. Neka je B Banachova algebra s jedinicom i ¢ multiplikativan linearan
funkcional na B. Tada vrijedi:

(i) o(f) #0,Vf € GB);
(ii) ¢(f) € G(B), Vf € B.
Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz
L= g(e) = @(ff7) = e(Ne(f .

(i1) Neka je 4 € p(f). Tada je f — A invertibilan pa je prema prethodnoj tvrdnji 0 #
o(f =V =e(f) -4, 4. o(f) # A O
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Skup svih multiplikativnih linearnih funkcionala na B oznacavamo s Q = Q(B). U
sljede¢im tvrdnjama ¢emo pokazati da je skup € ogranicen te da je QQ w* -kompaktan
podskup jedini¢ne kugle dualnog prostora od B.

Propozicija 2.3.3. Neka je B Banachova algebra s jedinicom i ¢ € Q. Tada je ||¢|| = 1.

Dokaz. Oznacimo s R jezgru funkcionala ¢, tj. R = {f € B : ¢(f) = 0}. Jer je
o(f = ¢(f) = ¢(f) = e(f)gle) = 0,

slijedi da se svaki element algebre B moZe zapisati kao u obliku A+ f za neki f € R. Slijedi

ol = sup @ _ o WAEDI W
w0 81 geriso 1A+ AT pemaso I+ fIl ek I+

jer kad bi vrijedilo ||1 + A|| < 1, onda bi 4 bio invertibilan prema korolaru 2.1.9 iz ¢ega
bi slijedilo & ¢ R. O

Propozicija 2.3.4. Ako je B Banachova algebra s jedinicom, onda je Q w*-kompaktan
podskup jedinicne kugle dualnog prostora B*.

Dokaz. Neka je (¢4)qca © € hiperniz multiplikativnih linearnih funkcionala koji konver-
gira u w*-topologiji na (B*); prema ¢ € (B*);. Da bismo pokazali da je Q w*-kompaktan,
dovoljno je prema teoremu 1.3.27 pokazati da je € zatvoren, tj. da je ¢ € Q. Dakle,
potrebno je pokazati multiplikativnost i svojstvo ¢(e) = 1:

¢(fg) = lim g.(fg) (¢, multiplikativan)
= lim g, (f)ga(g)
= lim ¢, (f) lim ¢,(g)
= o(f)e(8);

ple) = lirg wale) = [pale) = 1] = lirgl 1=1.
(|

Pokazali smo da je Q kompaktan Hausdorffov prostor u relativnoj w*-topologiji. Pri-
sjetimo se familije funkcija {f : f € B}, definiranih pomocu f(¢) = @(f), ¢ € B*. w*-
topologija je definirana tako da su te funkcije neprekidne. Kako je prema prethodnoj pro-
poziciji Q w*-kompaktan podskup od (B*);, tada su i restrikcije tih funkcija f | o heprekidne
na Q. Takoder, skup {¢ € Q : |p(f)| > €} je kompaktan za svaki € > 0 pa je f|Q € Co(Q),

VfeB.



POGLAVLIJE 2. BANACHOVE ALGEBRE 20

Definicija 2.3.5. Neka je B Banachova algebra s jedinicom. Geljfandova transformacija
Jje funkcija I : B — Co(Q) definirana s T'(f) = f|,, . T(/)(@) = ¢(f), ¢ € Q.
Propozicija 2.3.6. Neka je B Banachova algebra s jedinicom i I Geljfandova transforma-
cija na B. Tada vrijedi:

(i) T je homomorfizam algebri;

(ii) ITNllee < Nlfll za f € B.
Dokaz. (i) T je linearna:
L(af+Bg)(¢) = p(af+Bg) = ap(f)+Bp(g) = al () (@)+BI(¢), Vf.g € B,Va,€C,Vp e Q.
Preostaje joS pokazati multiplikativnost:

I'(f8)(e) = ¢(f8) = e(Ne’) = T(N@I(®)p) = [[(NHT(I@), Yf g€ B, TpeQ.
(i1) Neka je f € B.
I = Flall., < A1l = maxlieCh < maxliglifl = I1£]

jer je prema propoziciji 2.3.3 ||¢|| = 1. O

Prisjetimo se sad kvocijentnih prostora. Neka je X Banachov prostori M < X zatvoren.
Neka X/M oznacava vektorski prostor koji je sacinjen od klasa ekvivalencije {[ ] : f € X},
gdjeje [f1={f —g: g € M}. Norma na X/M je definirana sa

LA = ;gﬁi;llf—gll = hlerbflllhll-
Lako se pokaZe da je X/M s tako definiranom normom Banachov prostor.
Neka je B Banachova algebra 1 pretpostavimo da je M zatvoreni (dvostrani) ideal u B.

M je takoder zatvoren potprostor od B pa je B/M prema prethodnom Banachov prostor.
PokaZimo da je B/M Banachova algebra:

11l = inf 11— g = 1

jer kad bi ||[1 —gl|| < 1, onda bi prema teoremu 2.1.9 g bio invertibilan, a pravi ideal ne moze
sadrzavati invertibilne elemente. Nadalje, za f, g € B imamo

L1l = 1ILf&lll = inf {ifg — Al
<, inf I = h)(g = ho)l
< Inf |lf =Ml inf {lg = Al
= LA
Dakle, B/M je Banachova algebra.
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2.4 Komutativne Banachove algebre

Posebnu pozornost obra¢amo na komutativne Banachove algebre te svojstva Geljfandove
transformacije u tom slucaju.

Propozicija 2.4.1. Neka je B komutativna unitalna Banachova algebra. Tada postoji bi-
Jjekcija izmedu skupa Q multiplikativnih linearnih funkcionala na B i skupa maksimalnih
dvostranih ideala u B.

Dokaz. Nekajep € QinekajeR=keryp ={f € B: ¢(f) = 0}. Rje pravi dvostrani ideal
u B. Za f ¢ R jedinicu moZemo zapisati u obliku

(LL)
o(f)  (f)

Primijetimo daje (1-f/¢(f)) € R palinearna ljuska koja je razapeta s f i R sadrZi jedinicu.
Zakljucujemo da je R maksimalni dvostrani ideal u B.

Pretpostavimo da je M pravi dvostrani ideal u B. Kako M ne sadrZi invertibilne ele-
mente, slijedi da je ||[1 — f|| > 1 za svaki f € M prema teoremu 2.1.9. Dakle, zatvarac
skupa M ne sadrZi e. Kako je M opet dvostrani ideal koji ne sadrZi jedinicu, vrijedi da je
M C M ¢ B. Kako je M maksimalan ideal u B, zaklju¢ujemo da je M nuZno zatvoren.
Tada je B/M Banachova algebra. Stovise, prema teoremu 1.1.8 svaki ne-nul element te
algebre je invertibilan pa prema teoremu 2.2.5 postoji izometri¢ki izomorfizam ¢ algebri B
i B/M. Oznacimo li prirodni homomorfizam 7 s B u B/M, onda je kompozicijay = pon
multiplikativni linearni funkcional na B, razli¢it od nul-funkcionala. Dakle, ¢ € Q i vrijedi
M = kern = ker .

Pretpostavimo sad da postoje dva multiplikativna linearna funkcionala ¢; 1 ¢, s jedna-
kom jezgrom, ker ¢, = ker ¢, = M. Tada je

(e1(f) — o2 Ne = (f —2() = (f —1(f))

istovremeno element skupa M i umnozak skalara i jedinice. Kad bi vrijedilo ¢;(f) # ¢2(f),
onda bi jedinica bila sadrzana u M Sto je kontradikcija jer je M pravi ideal. Dakle, mora

vrijediti ¢;(f) = ¢2(f), Vf € B. O

Propozicija 2.4.2. Neka je B komutativna unitalna Banachova algebra i f € B. Tada je f
invertibilan u B ako i samo ako je U'(f) invertibilan u C(L).

Dokaz. Pretpostavimo da je f invertibilan u B. Tada je

COTS N = TSN = e(Ne(f™) = e(ff ) = ¢le) = 1
za svaki ¢ € Q pa zaklju¢ujemo da je I'(f~') inverz od I'(f) u C(Q).
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Ako f nije invertibilan u B, onda je M, = {gf : g € B} pravi ideal u B jer M ne sadrZi
jedinicu. Iz teorema 1.1.7 slijedi da je M, sadrZzan u nekom maksimalnom idealu M. Po
prethodnoj propoziciji postoji ¢ € € Cija je jezgra jednaka M. Tada je

L) =e(f)=0
Sto znaci da I'(f) nije invertibilan u C(Q). O

Sljedeci teorem daje pregled dosadasnjih rezultata u slu¢aju komutativne Banachove
algebre.

Teorem 2.4.3 (Geljfand). Neka je B komutativna unitalna Banachova algebra, Q pripadni
prostor multiplikativnih linearnih funkcionala te I' : B — C(Q) Geljfandova transforma-
cija. Tada vrijedi:

(i) Q je neprazan;
(ii) T je homomorfizam algebri;

(iii) IT(Nlleo < IS, Vf € B;
(iv) f je invertibilan u B ako i samo ako je I'(f) invertibilan u C()).

Da bismo dosli do Geljfandove formule spektralnog radijusa, potrebna su nam sljedeca
dva korolara.

Korolar 2.4.4. Neka je B komutativna unitalna Banachova algebra i f € B. Tada je

o(f) = ImI(f) iv(f) = ()l

Dokaz. Nekaje A € C\o(f). Tadaje f — A invertibilan u B Sto prema prethodnom teoremu
implicira da je I'(f) — A invertibilan u C(Q2). Dakle, za svaki ¢ iz Q imamo (I'(f)—A)(¢) # 0
& (I'(f))(¢) # A. Obratno, ako A nije sadrzan u slici od I'(f), onda je I'(f) — A invertibilan
u C(Q) pa ponovno prema prethodnom teoremu slijedi da je f — A invertibilan u B. Dakle,
A nije sadrzan u o (f). O

Sljedeci rezultat, formulu spektralnog preslikavanja, pokazali smo u slu¢aju polinoma.
Pomocu Geljfandove transformacije sada to lako mozemo pokazati za bilo koju cijelu funk-
cijuna C.

Korolar 2.4.5. Ako je B unitalna Banachova algebra, f € Bi ¢ cijela funkcija na C, tada
je
a(e(f) = e(a(f) = {e(D) : 1 € o(f)}.
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Dokaz. Ako je ¢(z) = Y-, a,Z" Taylorov red za ¢, onda ¢(f) = .,°, a,f" konvergira u B.
Neka je B, podalgebra od B generirana elementima e, f i elementima oblika (f — 1)~
za A € p(f)i(e(f) — )" za u € p(e(f)). Primijetimo da je tako definirana algebra komu-
tativna te da vrijedi o5(f) = 0p,(f) 1 os(¢(f)) = o,(¢(f)). Dakle, moZemo pretpostaviti
da je B komutativna i primijeniti Geljfandovu transformaciju.
Koristeci prethodni korolar dobivamo da vrijedi

a(e(f) = ImI(e(f)) = ImeI'(f)) = e(ImT(f)) = @(o(f)).
O

Teorem 2.4.6. Neka je B unitalna Banachova algebra i f € B. Tada vrijedi vg(f) =
lim, oo |11

Dokaz. Neka je B, algebra generirana jedinicom e, f i elementima oblika (f" — 1)~! za
A€ pp(f"), n € Z*. By je zatvorena komutativna podalgebra od B i za svaki n € Z* vrijedi

os(f") = o, (")
Koriste¢i prethodni korolar za funkciju ¢(z) = 7", z € C, dobivamo da vrijedi op,(f") =
o g,(f)" odakle slijedi
ve(f)" = v, (f)" = v, (f") = va(f") < If"Il.
Iz vp(f)" < |If"|| dobivamo da je vg(f) < ||f"||", Yn € Z*, pa zakljuujemo da vrijedi

vp(f) < lim inf |11,

2[5

koja konvergira za |1| > limsup,_,, || f”||5 prema propoziciji 1.3.14. Primijetimo da je za
|[4] > |IfIl f — A invertibilan te prema teoremu 2.1.9 vrijedi da je

-1 ) n
(f-D7"'= %(% - e) = —% ;(%) = F(Q).

Zakljucujemo da je vp(f) > limsup,_, || f"lli. Konacno, iz prethodnih zakljucaka
dobivamo da je

Promotrimo sad analiti¢ku funkciju

1
F(/l) = —z

M

vp(f) 2 limsup [|f"II* 2 lim inf |[£"1I* 2 vs(f).

n—oo
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Korolar 2.4.7. Neka je B komutativna Banachova algebra. Geljfandova transformacija
na B je izometrija ako i samo ako je ||f*|| = ||f|* za svaki f € B.

Dokaz. Prema korolaru 2.4.4 znamo da je v(f) = |[I'(f)|lw~ za svaki f € B. Dakle, I je
izometrija ako 1 samo ako je v(f) = ||f|| za svaki f € B. Prema korolaru 2.4.5 imamo da je
v(f?) = v(f)? odakle slijedi da je I izometrija ako i samo ako je ||f2|| = ||fI[*>. O

Podsjetimo se; za neprazan kompaktni skup K € C njegov komplement C \ K sadrzi
tocno jednu neograni¢enu komponentu. Ograni¢ene komponente skupa C \ K nazivamo
rupe kompakta K. U propoziciji 2.2.3 smo pokazali da je spektar elementa Banachove
algebre kompaktan skup.

Teorem 2.4.8. Neka je A unitalna Banachova algebra i B njena zatvorena podalgebra koja
sadrZi jedinicu od A.

(1) Skup G(B) je otvoren i zatvoren podskup od B N\ G(A).

(2) Za svaki b € B vrijedi

(3) Ako je b € B i oa(b) ne sadrZi rupe, tada je o 4(b) = o(b).

Dokaz. (1) Ocito je G(B) otvoren u B N G(A). Preostaje pokazati da je zatvoren. Neka
je (b,) € G(B) niz koji konvergira prema b € B N G(A). Zbog neprekidnosti invertiranja
niz (b;') € G(B) konvergira prema b™' u A. B je zatvorena pa je b~' € B. Dakle, b je
invertibilan u B pa je G(B) zatvoren u B N G(A).

(2) Iz G(B) € G(A) slijedi inkluzija o4(b) C o(b).

Neka je sad A € dog(b). Tada postoji niz (4,) € C \ op(b) ¢iji je limes A. Dakle,
elementi b — A,, n € N, su invertibilni u B, a b — A nije pa b — A nije invertibilan ni u A. Za
svaki n € N b — 4, je invertibilan pa je A, sadrzan u o4(b). Kako je A4 € o4(b) i limes niza
sadrzanog u C \ o4(b), slijedi da je A € doA(b).

(3) Neka je b € B i neka 04(b) nema rupa. Tada je C \ o4(b) povezan. Prema prve
dvije tvrdnje teorema C \ o p(b) je otvoren 1 zatvoren podskup od C \ o4(b) pa slijedi da je
C\ opb) = C\ 0a(d), tj. op(b) = T4(b). O



Poglavlje 3
C*-algebre

Prelazimo na centralni objekt interesa u ovom radu - C*-algebre. Cilj ovog poglavlja je
pokazati Geljfandov teorem koji tvrdi da su sve komutativne C*-algebre izomorfne algebri
Co(Q), gdje je Q lokalno kompaktan Hausdorffov prostor.

3.1 Uvod

U definiciji C*-algebre bitna je involucija pa taj pojam prvo definiramo u ovom poglavlju.

Definicija 3.1.1. Neka je A algebra. Involucija je antilinearno preslikavanje a — a* na A
takvo da vrijedi (a*)" = a te (ab)" = b*a” za sve a, b € A.
Uredeni par (A, *) naziva se involutivna algebra ili <-algebra.

Ako je § € A, oznaCavamo S* = {a* : a € §}. Akoje S = S*, kaZzemo da je S
samoadjungiran.

Samoadjungirana podalgebra B od algebre A je *-podalgebra od A i %-algebra s involu-
cijom restringiranom na B.

Presjek familije *-podalgebri od A je opet *-algebra pa za svaki podskup S od A postoji
najmanja *-algebra B od A koja sadrzi S i1 kazemo da je B generirana skupom §'.

Ako je I samoadjungirani ideal u A, onda je kvocijentna algebra A/ x-algebra na kojoj
je involucija definirana formulom

(a+D*=a +1, acA.
Na unitizaciji A #-algebre A involucija je definirana izrazom
(a, )" =(a*,1), Yac A,1€C.

S tako definiranom involucijom A je *-algebra u kojoj je A samoadjungirani ideal.

25
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Kazemo da je element a € A samoadjungiran ili hermitski ako je a* = a. Za svaki
a € A postoje jedinstveni hermitski elementi b, c € A takvi da vrijedi a = b + ic. Vrijedi
b=1(a+a")ic=5(a—a"). Primijetimo da su elementi a*a i aa* hermitski.

Skup hermitskih elemenata u A oznacavamo s Ag,.

Kazemo da je a € A normalan ako je a*a = aa*. Tada je *-algebra generirana s {a}
komutativna.

Element p € A je projektor ako vrijedi p = p* = p.

U algebri A s jedinicom e vrijedi e* = (ee*)” = e.

Ako je a invertibilan u A, tada je (a*)™! = (a™')*. Dakle, za svaki a € A vrijedi

o@)=oc() ={1: 1€ c(a)}.

Element u € A zovemo unitarnim ako je u*u = uu* = 1.

Neka su A 1 B *-algebre i ¢ : A — B homomorfizam. Ako ¢ Cuva adjungiranje, tj.
ako za svaki a € A vrijedi ¢(a*) = (¢(a))*, kazemo da je ¢ *-homomorfizam. ker(y)
je samoadjungirani ideal u A, a Im A je *-podalgebra od B. Ako je ¢ ujedno i bijekcija,
kaZemo da je ¢ *-izomorfizam.

Ako je =-algebra A ujedno i Banachova algebra s normom za koju vrijedi ||a*|| = ||a]|
Va € A, kazemo da je A Banachova *-algebra. Ako A sadrzi jedinicu e takvu da vrijedi
lle]l = 1, kaZzemo da je A Banachova x-algebra s jedinicom ili unitalna Banachova x-
algebra.

Definicija 3.1.2. Banachovu *-algebra za koju vrijedi
lla*all = llal’, Ya € A,
zovemo C*-algebrom.

Zatvorena *-podalgebra C*-algebre je takoder C*-algebra pa ju mozemo zvati C*- po-

dalgebrom.

Primijetimo da u unitalnoj C*-algebri vrijedi |le|| = 1 jer je |le|| = |lee|| = |le*ell = |le]|*.
Sli¢no, za ne-nul projektor p vrijedi da je [|pll = [Ip°ll = llp*pll = lIpll* pa zaklju¢ujemo da
je |lpll = 1. Za unitarni element u € A vrijedi ||ul| = 1 jer je ||lul]* = |lu*ul| = |le]| = 1. Dakle,
or(u) je sadrZan u jedini¢nom krugu. Kako je u™' = u*, vrijedi da je o(u™") = o(u*) = {3 :

A € o(u)}. Odatle zakljuCujemo da je o(u) sadrZan u jedini¢noj kruznici.

Primjer 3.1.3. Polje C je unitalna C*-algebra gdje je involucija funkcija kompleksnog
konjugiranja.

Primjer 3.1.4. Za Q lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, Cy(QQ) je C*-algebra na kojoj
je involucija preslikavanje f > f.
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Primjer 3.1.5. Neka je H Hilbertov prostor. Tada je B(H) C*-algebra s involucijom koja
operatoru iz B(H) pridruZuje njemu hermitski adjungiran operator.

Ova C*-algebra je od posebnog interesa u Geljfand-Naimarkovom teoremu koji cemo
dokazati u sljedecem poglaviju.

Teorem 3.1.6. Neka je a samoadjungirani element C*-algebre A. Tada vrijedi v(a) = ||a||.

Dokaz. Vrijedi ||a®|| = |la*all = ||la?|| pa se indukcijom lako pokaZe da je ||la®'|| = |lall*",
Vn € N. Odatle slijedi da je

V(@) = lim [la"|" = lim fla”| = |lall
O
Iz prethodnog teorema slijedi ovaj zanimljiv rezultat:
Korolar 3.1.7. Postoji najvise jedna norma na *-algebri koja je ¢ini C*-algebrom.
Dokaz. Pretpostavimo da su || - ||; i || - ||, norme na *-algebri A s obzirom na koje je A

C*-algebra. Tada za proizvoljan a € A vrijedi
||a||§ =|la*all; = v(a*a) = sup{|ld| : A€ o(@a)}, j=1,2,

gdje jednakost [|a*al|; = v(a®a) slijedi iz prethodnog teorema i Cinjenice da je a*a samo-
adjungiran.

Kako definicija spektralnog radijusa ne ovisi o normi, zaklju¢ujemo da je ||a||; = ||all,.

]

Jos jedan interesantan rezultat pokazuje kako je zahtjev u definiciji C*-algebre prejak,
tj. nije nuzno zahtijevati jednakost, ve¢ je dovoljno zahtijevati nejednakost.

Teorem 3.1.8. Neka je A Banachova algebra nad kojom je definirana involucija takva da
za svaki a € A vrijedi ||al|* < |la*all. Tada je A C*-algebra.

Dokaz. 1z |lall* < |la*all < |lall|la*|| slijedi da je |la|| < |la*]|l. Kako onda vrijedi i ||a*|| <
l(a*)*|| = |lall, zakljuCujemo je ||a|| = |la*||. Odatle slijedi da je ||a?|| = ||la*al|. O

U prethodnom poglavlju smo pokazali da je unitizacija Banachove algebre takoder Ba-
nachova algebra s normom ||(a, A)|| = |la|| + |1|. Posebno, unitizacija Banachove *-algebre
je takoder Banachova =#-algebra s istom normom. No, unitizacija C*-algebre nije nuzno
C*-algebra s tako definiranom normom.

No, moZemo snabdjeti A normom s kojom ona postaje C*-algebra. Da bismo to poka-
zali, trebaju nam dvostruki centralizatori.
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Definicija 3.1.9. Dvostruki centralizator C*-algebre A je uredeni par (L, R) ogranicenih
linearnih preslikavanja na A takav da za sve a, b € A vrijedi

L(ab) = L(a)b, R(ab) = aR(b), R(a)b = aL(b).
Primjer 3.1.10. Neka je A C*-algebra te ¢ € A. Definirajmo sljedeca preslikavanja na A:
L.(a) = ca, R.(a) = ac.

L. i R. su ocito linearna preslikavanja te je (L., R.) dvostruki centralizator na A. Iz sub-
multiplikativnosti norme imamo

licll = sup [lcbl| = sup ||bc]]
Ibli<1 i<

pa slijedi da je ||IL|| = |IR.|| = ||l
Lema 3.1.11. Ako je (L, R) dvostruki centralizator na C*-algebri A, tada je ||L|| = ||R|.
Dokaz. Za a,b € A vrijedi |laL(b)|| = [|R(a)b]|| < ||R||||alll|b]| iz Cega slijedi

IL(B)I| = sup |laL(b)l| < [IR[[{D]].
llall<1
Dakle, ||L|| < ||R||. Analognim zakljucivanjem iz ||R(a)b|| = ||aL(b)|| < ||L||||al|||b|| dobivamo
da je
IR(@)|| = sup [|[R(@)b]| < [IL][||all
lIbl|<1

pa vrijedi da je ||R]| < [|L]]. O
Skup dvostrukih centralizatora na C*-algebri A oznaCavamo s M(A). Na tom skupu se

zbrajanje 1 mnoZenje skalarom definira po komponentama. Uz tako definirane operacije
M(A) postaje vektorski prostor. Normu na tom prostoru moZemo definirati pomocu

L, BRI = IILIF = [IRIl, (L, R) € M(A),

te je ona dobro definirana zbog prethodne leme. Lako se provjeri da je M(A) zatvoreni
potprostor prostora B(A) @ B(A).
Za (L, Ry), (Ly, Ry) € M(A) definiramo njihov produkt na sljedeci nacin:

(L1, R)(La, Ry) = (L1 Ly, RyRy).

Direktnim ra¢unom se pokaZe da je mnoZenje na M(A) dobro definirano, tj. produkt dva
dvostruka centralizatora na A je ponovo dvostruki centralizator na A te je M(A) algebra s
tako definiranim mnoZenjem.
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Za preslikavanje L : A — A definiramo L* : A — A pomo¢u L*(a) = (L(a"))*. Tako
definirano preslikavanje L* je linearno te je preslikavanje L — L* antilinearna izometrija
s B(A) u samog sebe. Vrijedi da je L™ = L te (LiL;)" = L{L;. Ako je (L,R) dvostruki
centralizator na A, onda je (L,R)" = (R*,L*). Primijetimo da je preslikavanje (L,R) —
(L, R)" involucija na M(A).

Teorem 3.1.12. Ako je A C*-algebra, onda je M(A) C*-algebra s gore definiranim mnoZenjem,
normom i involucijom.

Dokaz. Jedino je potrebno provijeriti uvjet na normu u definiciji C*-algebre; vrijedi li za
T =(L,R)e MA) |IT*T|| =TI Zaa € A, ||lal]| < 1 imamo:

L@ = I(L(a))" L(a)|
= [IL*(a")L(a)|
= [IL*(a"L(@))|
= |la"R" L(a)||
< [IR°L|l
= IT*TI|

iz Cega slijedi

ITIP = ILIP = sup IL@I® < IT*T| < ITIP.

llall<1ll

Dakle, ||T*T|| = ||T|]. O

Algebra M(A) se zove multiplikatorska algebra od A.

U primjeru 3.1.10 smo pokazali da je preslikavanje
A = M(A), ar (L, Ry),

izometricki *-homomorfizam pa moZemo identificirati A kao C*-podalgebru od M(A).
Stovise, vrijedi sljedeci rezultat.

Lema 3.1.13. Ako je A C*-algebra, onda je A ideal u M(A).

Dokaz. Nekaje T = (L, R) dvostruki centralizatorna A te § = (L,, R,), pricemusu L, iR,
definirani u primjeru 3.1.10. Tada je TS = (L,R)(Ls,R,) = (LL,, R,R). Zelimo pokazati
da je TS oblika (L,,R,) za neke x,y € A. Kako je LL,(b) = L(ab) = L(a)b = Ly, (b) te
R.R(b) = R(b)a = bL(a) = Ry (b), slijedi da je TS = (L), Rr)). Analogno se pokaze
daje1 ST dvostruki centralizator tog oblika. O
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Uocimo takoder da je M(A) unitalna algebra; jedinica je dvostruki centralizator (idy, id,)
pri ¢emu s id oznacavamo identitetu pa zakljuCujemo da je A izomorfna M(A) ako i samo
ako A posjeduje jedinicu.

Sljedeci teorem je razlog uvodenja prostora dvostrukih centralizatora na C*-algebri.

Teorem 3.1.14. Neka je A C*-algebra. Tada postoji jedinstvena norma na njenoj unitizaciji
A s kojom prostor A postaje C*-algebra te koja prosiruje normu na A.

Dokaz. Ako pokazemo egzistenciju takve norme, jedinstvenost slijedi iz korolara 3.1.7.
Pretpostavimo da je A unitalna. Tada je preslikavanje ¢ : A — A ® C definirano s

pla, ) =@+ 1,2

x-izomorfizam. Dakle, A postaje C*-algebra s normom definiranom pomodu tog preslika-
vanja; [l(a, D)l = lle(a, Dl za (a, 2) € A.

Pretpostavimo sad da A ne posjeduje jedinicu. Ako s 1 ozna¢imo jedinicu u M(A),
onda je A N C1 = {0}. Preslikavanje ¢ s A u C*-podalgebru A @ C1 od M(A) definirano s
¢(a, 1) = a + A1 je *-izomorfizam. Dakle, A s normom definiranom pomocéu

i@, DIl = llpla, D, (a, ) € 4,
je C*-algebra. O

U nastavku, uvijek ¢emo na unitizaciji C*-algebre promatrati onu normu uz koju uniti-
zacija postaje C*-algebra.

Spomenuli smo da su u sluc¢aju kad je A unitalna prostori A i M(A) izomorfni. Kada
to nije slucaj, prostor M(A) moze biti puno veci. Naprimjer, kada je Q lokalno kompaktan
Hausdorffov prostor, Cy(£2) ne sadrZzi jedinicu te je M(Cy(Q2)) = Cp(L2).

Primijetimo da se svaki *-homomorfizam izmedu =-algebri A i B moZe na jedinstven
nacin proSiriti do unitalnog *-homomorfizma izmedu njihovih unitizacija.

Teorem 3.1.15. Neka je A x-algebra, a B C*-algebra. x-homomorfizam ¢ : A — B je
kontrakcija.

Dokaz. Zbog prethodnih razmatranja moZemo pretpostaviti da su algebre A 1 B unitalne te
da je ¢ unitalni *-homomorfizam izmedu tih algebri.
Za a € A vrijedi o(¢(a)) C o(a) pa odatle slijedi:

@I = llp(@) e@l

llp(a”a)ll

=v(p(a"a)) (o(p(a)) € o(a))
<v(a'a) < lla*all < |lall®.
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Dakle, [lg(a)ll < llall.
O

Sljedeci teorem ¢emo iskazati, ali ga neCemo dokazivati (pogledati teorem 2.1.8. u [4]).
Dokaz nije kompliciran, ali koristi teoriju koja nije spomenuta u radu.

Teorem 3.1.16. Spektar hermitskog elementa C*-algebre je realan.

Teorem 3.1.17. Ako je ¢ multiplikativan linearan funkcional na C*-algebri A, tada ¢ ¢uva
adjungiranje.

Dokaz. Neka je a € A. Tada postoje jedinstveni hermitski elementi b, c € A takvi da je
a = b + ic. Zbog prethodnog teorema i Cinjenice da je ¢(x) € o(x) za svaki x € A, ¢(b) i
¢(c) su realni. Dakle,

@(a@’) = (b —ic) = p(b) — ip(c) = (¢(b) + ip(c))" = p(a)".
Od

U prethodnom poglavlju (teorem 2.4.3) smo pokazali da je prostor multiplikativnih li-
nearnih funkcionala na unitalnoj komutativnoj Banachovoj algebri neprazan pa to posebno
vrijedi i za C*-algebre. No, postoje neke netrivijalne komutativne Banachove algebre bez
jedinice Ciji je prostor multiplikativnih linearnih funkcionala prazan. U slucaju C*-algebri
taj prostor je uvijek neprazan.

Neka je A ne-nul komutativna C*-algebra koja ne sadrzi jedinicu. Tada postoji ne-nul
element a € A €iji je rastav na realni 1 imaginarni hermitski dio a = b + ic, b,c € Ag,.
Pretpostavimo da je b # 0. Tada je v(b) = ||b|| prema teoremu 3.1.6 pa slijedi da postoji
multiplikativan linearan funkcional ¢ na A takav da je |@(b)| = ||b|| # 0. Restringiranjem tog
preslikavanja na A dobivamo ne-nul homomorfizam, tj. multiplikativan linearan funkcional
naA.

Sljedec¢im teoremom ¢emo u potpunosti opisati komutativne C*-algebre. Vrlo je znacajan
u konstrukciji funkcionalnog racuna koji je iznimno koristan alat u prouc¢avanju nekomu-
tativnih C*-algebri.

Teorem 3.1.18 (Geljfand). Ako je A ne-nul komutativna C*-algebra, onda je Geljfandova
transformacija
I':A - Cy(QA)), a a,

izometricki *-izomorfizam.

Dokaz. Prema razmatranjima koja su prethodila ovom teoremu znamo da je (A) nepra-
zan, a prema teoremu 3.1.15 slijedi da je homomorfizam I' ujedno 1 kontrakcija za koji
vrijedi da je |[['(a)|| = v(a), Ya € A. Za ¢ € Q(A) vrijedi:

T(a*)(g) = g(a*) = p(a) = T(@)*(p)
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paje I' x-homomorfizam.
Takoder, I je izometrija Sto slijedi iz

IT@I% = 0@ T(@)lle = IN(a" @l = v(a*a) = lla*all = llal’, VYa € A.

Dakle, Im I je zatvorena #-podalgebra od Cy(£2(A)) te za svaki ¢ € (A) postoji a € A
takav da je I'(a)(¢) # 0. Prema Stone-Weierstrassovom teoremu ([2], teorem 2.40) sada
slijedi da je ImT" = Cy(Q(A)). O

Neka je A C*-algebra 1 § € A. C*-algebra generirana skupom S je najmanja C*-
podalgebra od A koja sadrzi S. Ako je S = {a}, C*-podalgebru od A generiranu sa S
oznacavamo s C*(a). Primijetimo da je C*(a) komutativna kad je a € A normalan. Ako je
A jos i unitalna, onda je i C*-podalgebra od A generirana s {e, a} komutativna.

Primjenjujuéi prethodni teorem na C*(a), gdje je a normalan element C*-algebre A,
dobivamo da je v(a) = ||al|.

Teorem 3.1.19. Neka je A unitalna C*-algebra te B njena C*-podalgebra koja sadrZi jedi-
nicu od A. Tada za svaki b € B vrijedi

o p(b) = T4(b).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je b € B hermitski. Kako je tada o p realan, onda nema rupa
pa prema teoremu 2.4.8 slijedi da je o g(b) = o 4(b).

Neka je sad b € B invertibilan A, pri ¢emu je a € A njegov inverz. Tada vrijedi da je
a’b* =b'a* = 1. Iztogaiiz ab = ba = 1 slijedi da je bb*a*a = 1, tj. bb* je invertibilan
u A. Kako je bb* takoder hermitski, prema prethodnom dijelu dokaza zakljucujemo da je
bb* invertibilan i u B. Neka je ¢ € B njegov inverz u B, tj. vrijedi bb*c = 1. ZakljuCujemo
da je b*c inverz od b pa vrijedi a = b*c, tj. a je sadrzan u B.

Dakle, pokazali smo da je proizvoljan element iz B invertibilan u A ako i samo ako je
invertibilan u B iz ¢ega direktno slijedi tvrdnja teorema. O

Sljedeci dio poglavlja postavlja temelje funkcionalnog raCuna za Sto nam prvo treba
par opservacija.

Neka su Q i Q" dva kompaktna Hausdorffova prostora. Za neprekidno preslikavanje
0 : Q — ', definiramo transpoziciju s

g :CQ)— CQ), fr fob,

koje je unitalni *-homomorfizam. Ako je § homeomorfizam, onda je 6 *-izomorfizam.
Takoder, direktna posljedica teorema 3.1.15 je da je *-izomorfizam C*-algebri nuZno
izometrija.
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Teorem 3.1.20. Neka je A unitalna C*-algebra, a € A normalan te 7 : o(a) — C inkluzija.
Tada postoji jedinstveni unitalni x-homomorfizam ¢ : C(o(a)) — A za koji vrijedi ¢(z) = a.
Nadalje, ¢ je izometrija, a Im ¢ je C*-podalgebra od A generirana elementima e i a.

Dokaz. Neka je B C*-podalgebra od A generiranaseiatel : B — C(€(B)) Geljfandova
transformacija. Po teoremu 3.1.18 I" je *-izomorfizam. Preslikavanje a : QU(B) — o(a),
¢ — ¢(a), u potpunosti odreduje djelovanje funkcionala v € Q(B) pa zakljucujemo da je
a homeomorfizam. Prema opasci prije ovog teorema slijedi da je @' : C(o(a)) — C((B))
x-izomorfizam. Neka je preslikavanje ¢ : C(0(a)) — A definirano s ¢(z) = I''(@'(z)). ¢ je
unitalan *—homomorfizam te vrijedi:

0(z) =T Na'(2) =T"") = a.

Prema Stone-Weierstrassovom teoremu znamo da je C(o(a)) generiran s {e, z} iz Cega sli-
jedi da je takav ¢ jedinstven.
Ocito je ¢ izometrija te Im ¢ = B. O

Neka je a normalan element unitalne C*-algebre A kao u prethodnom teoremu te z :
o(a) — C inkluzija. Jedinstveni unitalni *-homomorfizam ¢ : C(o(a)) — A takav da je
©(z) = a zovemo funkcionalni racun u C*-algebri A za normalan element a.

Za polinom p vrijedi ¢(p) = p(a) pa za svaki f € C(o(a)) piSemo f(a) umjesto ¢(f).
Primijetimo takoder da je f(a) normalan.

Neka je B = Im¢. B je C*-algebra generirana skupom {e,a}. Za v € Q(B) vrijedi
f(t(a)) = 7(f(a)) bududi da su preslikavanja f — f(t(a)) 1 f — 1(f(a)) s C(o(a)) uC
*-homomorfizmi koji se podudaraju na generatorima C(o(a)) id i z.

Za kraj ovog poglavlja iskazujemo rezultat o prostoru multiplikativnih linearnih funk-
cionala C*-algebre C(X) kad je X kompaktan Hausdorffov prostor. Dokaz se moZe pronaci
u [4], teorem 2.1.15.

Teorem 3.1.21. Neka je X kompaktan Hausdorffov prostor. Za svaki x € X oznacimo s o,
preslikavanje
01 C(X) = X, 6.(f) = f(n).

Tada je preslikavanje
X - Q(C(X)), x> 6,

homeomorfizam.

3.2 Pozitivni elementi C*-algebri

U ovom dijelu uvodimo parcijalni uredaj na skupu hermitskih elemenata C*-algebre. Cilj
ove tocke je pokazati egzistenciju i jedinstvenost pozitivnog korijena svakog pozitivnog
elementa u C*-algebri.
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Primjer 3.2.1. Neka je X lokalno kompaktan Hausdorffov prostor. Skup hermitskih eleme-
nata prostora Cy(X) je jednak skupu svih realnih funkcija iz Co(X), a parcijalni uredaj na
tom skupu prirodno je zadan po tockama;

f < g ako i samo ako f(x) < g(x), Vx e X.

Element f € Cy(X) je pozitivan (f > 0) ako je f oblika gg za neki g € Cyo(X). Takav
element ima jedinstven pozitivan korijen; funkciju x — \/]Tx)

Ako je f = ?, uvjet pozitivnosti moZemo izraziti i pomocu norme; za t € [0,00) f je
pozitivan ako je ||f —t|| < t, aako je||fl|<tif >0, ondajelf—t| <t

Definicija parcijalnog uredaja i pozitivnih elemenata na proizvoljnoj C*-algebri ce biti
generalizacija ovog primjera.

Neka je A unitalna algebra s jedinicom e 1 B podalgebra od A takva da B + C1 = A.
Tada vrijedi o p(b) U {0} = 04(b) U {0}, Vb € B. Ako B ne sadrZi jedinicu, tvrdnja proizlazi
iz ¢injenice da je preslikavanje B — A, (b, 1) — b + Ae, izomorfizam. Ako B ima jedinicu
ep razliCitu od jedinice e u A, onda za svaki b € Bi 1 € C, 4 # 0, invertibilnost elementa
b + Ade u A je ekvivalentna invertibilnosti elementa b + Aep u B.

Iz ovih razmatranja te teorema 3.1.19 proizlazi da za svaku C*-podalgebru B C*-algebre
A vrijedi og(b) U {0} = 04(b) U {0}, Vb € B.

Definicija 3.2.2. KaZemo da je element a C*-algebre A pozitivan ako je a hermitski i ako
je o(a) C [0, co).

Pozitivnost elementa a oznacavamo s a > 0. Skup pozitivnih elemenata od A oznacavamo
sA*.

Zbog prethodne opaske zakljucujemo da za proizvoljnu C*-podalgebru B vrijedi B =
BNA".
Ako je A C*-algebra i a € A hermitski, primijetimo da je C*(a) zatvara¢ skupa svih

polinoma u a ¢&iji je slobodni ¢lan jednak O.

Teorem 3.2.3. Neka je A C*-algebra i a € A*. Tada postoji jedinstveni element b € A*
takav da vrijedi b* = a.

Dokaz. Neka je Q = Q(C*(a)). Prema teoremu 3.1.18 C*(a) je izometricki *-izomorfan
prostoru Cy(Q2). Egzistencija elementa b sada proizlazi iz primjera 3.2.1 uz pomo¢ Gelj-
fandove transformacije.

Pretpostavimo sad da postoji ¢ € A* takav da je ¢> = a. Jer ¢ i a komutiraju, ¢ nuzno
komutira i s b, buduéi da je b limes niza polinoma u a.

Neka je B C*-podalgebra od A generirana elementima b 1 ¢, nuzno komutativna. Neka
je ' : B — Cy(€(B)) Geljfandova transformacija. Tada su I'(b) i I'(¢) pozitivni korijeni
elementa I'(a) u Cy(€2(B) pa jos jednom primjenom primjera 3.2.1 dobivamo da je I'(b) =
I'(c),paondaib = c. O
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Neka je A C*-algebraia € A. Element b € A* takav da vrijedi b* = a oznatavamo s
a'’? te ga zovemo pozitivnim korijenom od a.
Ako je ¢ € A hermitski element, onda je ¢? pozitivan pa moZemo uvesti oznake

1 1
el := (@), "= Sl +0), ¢ = (el = o).

Koristenjem Geljfandove transformacije C*-algebre C*(c), lako se provjeri da su |c|, ¢*
i ¢~ pozitivni elementi od A takvi da vrijede jednakosti

c=c"—=c, lcdJ=c"+c, cc=0.

Napomena 3.2.4. Ako je a hermitski element zatvorene jedinicne kugle unitalne C*-algebre
A, onda je 1 — a? pozitivan, a elementi

u=a+ivVl-a2, v=a-iVl -a?

su unitarni te vrijedi a = %(u + v). Dakle, unitarni elementi linearno razapinju Ay, Kako
Ay, linearno razapinje A, zakljucujemo da unitarni elementi linearno razapinju A Sto ce
nam ubuduce biti vrlo koristan rezultat.

Lema 3.2.5. Neka je A unitalna C*-algebra, a € A hermitski i t € [0, ). Tada je a > 0
ako |la — t|| < t. Obratno, ako je ||a|| < tia > 0, onda je |la —t|| < t.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je A C*-podalgebra generirana elementima e i a pa je
prema teoremu 3.1.18 A izometriCki *-izomorfna s Cy(€2(A)). Tvrdnja leme sada slijedi
primjenom primjera 3.2.1. O

Iz prethodne leme slijedi da je skup pozitivnih elemenata od A zatvoren u A.
Lema 3.2.6. Zbroj dva pozitivna elementa C*-algebre je pozitivan element.

Dokaz. Neka je A C*-algebra te a,b € A™. MoZemo pretpostaviti da je A unitalna.
KoriStenjem leme 3.2 za ¢ = ||a|| 1 ¢t = ||b|| dobivamo da je |la —||a|| || < |lal| 1|6 —||b]] || <
1b]]. Odavde slijedi

lla + b — (llall + [16IDIF < lla = llall [ + {16 = 1511 | < llall + {1&]l.
Ponovnom primjenom leme dobivamo da je a + b pozitivan. O

Teorem 3.2.7. Neka je A C*-algebra i a € A proizvoljan. Tada je a*a pozitivan.
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Dokaz. Pokazimo prvo da iz pozitivnosti elementa oblika —c*c nuzno slijedi ¢ = 0. Neka
je ¢ € A takav da je —c*c pozitivan. 1z o(—c*c) \ {0} = o(—cc*) \ {0} zakljuCujemo da je
tada i —cc* pozitivan. ZapiSimo ¢ u obliku ¢ = f + ig, gdje su f, g € A hermitski. Tada je

ce+ect = (f —ig)(f +ig) + (f +ig)(f —ig) = 2f* +2¢°

iz Cega zakljucujemo da je c*c = 2f% + 2g* — cc* pozitivan. Dakle, o(c*c) = {0}. Iz
jednakosti [|c|* = |lc*c|| = v(c*c) = 0 slijedi da je ¢ = 0.

Pretpostavimo sad da je a proizvoljan netrivijalan element od A te ozna¢imo b := a*a.
b je hermitski element pa moZemo pisati b = b* —b~. Definirajmo ¢ := ab™. Tada je —c*c =
—~b~a*ab™ = —-b~(b* — b )b~ = (b")? € A*. Prema prvom dijelu dokaza zaklju¢ujemo da je
c=0paiz0=—c'c = (b))’ slijedi b~ = 0. Dakle, a*a = b = b* € A™. O

Iz prethodnog teorema slijedi da moZemo prosiriti definiciju apsolutne vrijednosti ele-
menta sa skupa pozitivnih elemenata na cijelu C*-algebru. Neka je A C*-algebrate a € A
proizvoljan. Definiramo |a| = (a*a)'>.

Za C*-algebru A, skup hermitskih elemenata od A s relacijom < definiranom pomocu

a<b & b-acA".

je parcijalno ureden. Relacija je tranzitivna, tj. vrijedia+c < b+c, Ya, b, c € Ay,. Takoder
za svake a,b € Ay, vrijedi:

a<b = ta<th, ¥Vt>0,
a<b & —-a>-b.

Sljedeci teorem sumira elementarne rezultate vezane uz skup pozitivnih elemenata C*-
algebre.

Teorem 3.2.8. Neka je A C*-algebra.

(1) A* ={a*a:a € A}

(2) Zaa,b € Ay, a < b povlaci c*ac < c*bc za sve c € A.

(3) Ya,be A,0 <a <b=l|al <|Pbll

(4) Ako je A unitalna te a,b € A" invertibilni, onda a < b povlaci 0 < b™' < a™'.

Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi iz egzistencije pozitivnog korijena pozitivnih elemenata i te-
orema 3.2.7.
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(2) Neka su a, b € A hermitski takvi da vrijedi a < b. Po definiciji relacije < to znaci
da je b — a pozitivan pa prema tvrdnji (1) vrijedi b —a = dd*, zanekid € A*. Zac € A
imamo:

c'bc—c'ac=c"(a+dd ) —c"(b—dd)c =c"(a—b+2dd")c = c*dd"c = (d*¢c)" (d"¢)

iz ¢ega primjenom tvrdnje (1) slijedi tvrdnja (2).

(3) MoZemo pretpostaviti da je A unitalna. Primjenom Geljfandove transformacije na
C~-algebru generiranu s e 1 b dobivamo nejednakost b < ||b||. Odavde slijedi 1 a < ||b||. Po-
novnom primjenom Geljfandove transformacije na C*-algebru generiranu s e i a dobivamo
da je [lall < [1bll.

(4) Uocimo prvo da je ¢ € A takav da vrijedi ¢ > 1 invertibilan. To slijedi iz ¢injenice da
je o(c) sadrzan u [1, co). Primjenom Geljfandove transformacije na C*-algebru generiranu
s eicdobivamo daje c™! < 1. Neka susad a,b € A* invertibilni, @ < b. Primjenom upravo
pokazanog te tvrdnje (2) slijedi

a<b = 1=a"?aa"?<a"?ba'?
= @"ba ) <1
= ad*b'd? <1

= b—l < (al/Z)—l(al/Z)—l — a—l.

Teorem 3.2.9. Neka je A C*-algebra, a,b € A*. Tada a < b povlaci a'’* < b'/2.

Dokaz. Ako pokazemo da a> < b* povladi a < b, slijedi tvrdnja teorema. Pretpostavimo

da je A unitalna. Neka je ¢ > 0 te promotrimo element (¢ + b + a)(t + b — a) 1 njegov rastav
na realni i imaginarni hermitski dio (¢ + b + a)(t + b — a) = ¢ + id. Tada je

c = %[(t+b+a)(t+b—a)+(t+b—a)(t+b+a)]

= 2 +2th+b*-d°

> £ >0.

Dakle, c je pozitivan i invertibilan. Primijetimo prvo da za svaki hermitski element f € A
te svaki 7 € Q(C*(1, f)) vrijedi 7(1 +if) = 1 +it(f) # 0. Odatle zakljucujemo da je 1 + if
invertibilan u C*(1, f). Vrijedi 1 + ic™"?dc™'? = ¢™V%(c + id)c™'? te je 1 + ic™?dc™'/?
invertibilan pa slijedi da je i ¢ + id invertibilan. Odavde zakljucujemo da ¢ + b — a ima lijjevi
inverz, a kako je t + b — a hermitski, mora biti invertibilan. Dakle, —¢ ¢ o (b — a). Kako je
t > 0 bio proizvoljan, zaklju€ujemo da je o(b — a) C [0, ), tj. b — a je pozitivan. O



Poglavlje 4

Ideali i pozitivni funkcionali u
C*-algebrama

U ovom poglavlju ¢emo pokazati da se svaka C*-algebra moze prikazati kao C*-podalgebra
prostora B(H) za neki Hilbertov prostor H. To je upravo tvrdnja Geljfand-Naimarkovog
teorema, jednog od fundamentalnih rezultata teorije C*-algebri. Da bismo ga dokazali,
moramo uspostaviti vezu izmedu pozitivnih linearnih funkcionala i reprezentacija alge-
bri. Takoder ¢emo spomenuti hereditarne C*-podalgebre koje su svojevrsna generalizacija
ideala i bitan objekt u ovom poglavlju.

4.1 Ideali u C*-algebrama

U prethodnim poglavljima smo Cesto koristili unitizaciju C*-algebre te rezultate dokazi-
vali pomocu tog pojma. No, nije uvijek prikladno promatrati unitizaciju. U ovoj sekciji
¢emo uvesti pojam aproksimativne jedinice koja ¢e nam Koristiti u dokazu raznih rezultata
vezanih uz ideale i homomorfizme na C*-algebrama.

Neka je A C*-algebra 1 A skup svih pozitivnih elemenata a € A za koje vrijedi ||la|| < 1.
U prethodnom poglavlju smo uveli relaciju < na skupu hermitskih elemenata A, uz koju
je Ay, parcijalno ureden. Kako je A C Ay, (A, <) je takoder parcijalno ureden.

Lema 4.1.1. Neka je A C*-algebrai A = {a € A" : ||la|| < 1}. Tada je (A, <) usmjeren skup.

Dokaz. Nekasua,b e A*,a<b. Tadasul +ail + b invertibilni u A. Po teoremu 3.2.9
vrijedi (1 +a)™' > (1 +b)7',jer0 <a < bpovlati 1 +a < 1+ b. Sada imamo
(I+a)'>20+b)" = 1-(I+a)'<1-1+b)"!
=5 l+a)(l+a) ' -+ ' <A +b)1+b) ' =1 +b)"!
= a(l+a)' <b1+b)".

38
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Primjenom Geljfandove transformacije C*-podalgebre generirane elementima e i a na
a € A" dobivamo da je a(1 + a)~! sadrzan u A.
Neka susad a,b € A. Ozna¢imo @’ = a(l1 +a)™, o’ =b(1 +b) 'ic = (@ + b+)(1 +
a +Db')!'. Tadajec € A,akakojed <a' +b ia=a(l+a)", dobivamodajea < ¢
primjenjujuci ponovo nejednakost iz prvog dijela dokaza.
Analagno se dokaze b < c.
O

Primijetimo da smo dokaz prethodne leme provodili u unitizaciji C*-algebre A. Slicno
¢emo raditi i u nastavku rada, bez eksplicitnog navodenja.

U prethodnoj lemi smo pokazali da je (A, <) usmjeren skup pa moZemo definirati
aproksimativnu jedinicu.

Definicija 4.1.2. Neka je A C*-algebra. Aproksimativna jedinica C*-algebre A je rastuci
hiperniz (u,)ep pozitivnih elemenata zatvorene jedinicne kugle od A takav da vrijedi

a= liinauﬂ, Ya € A.

Ekvivalentan je zahtjev
a= li/llnuﬂa, Ya € A.

Sljedeci teorem tvrdi da za svaku C*-algebru postoji aproksimativna jedinica.

Teorem 4.1.3. Neka je A C*-algebra i A skup pozitivnih elemenata u zatvorenoj jedinicnoj
kugli od A. Ako definiramo u, = A za A € A, onda je hiperniz (uy)cp aproksimativna
jedinica od A koju nazivamo kanonskom aproksimativnom jedinicom.

Dokaz. Za A € A definirajmo u,; = A kao u iskazu teorema. 1z prethodne leme znamo da je
(1) 0ea rastuéi hiperniz sadrzan u zatvorenoj jedini¢noj kugli prostora A*. Preostaje nam
pokazati da vrijedi a = lim, u,a, za svaki a € A. Po napomeni 3.2.4 slijedi da skup A
linearno razapinje A. Dakle, dovoljno je tvrdnju pokazati za svaki a € A.

Neka jea € Ai1e > 0. Neka je ¢ : C'(a) — Cy(€2) Geljfandova transformacija.
Ako ozna¢imo f = ¢(a), onda je skup K = {w € Q : |f(w)| > €} kompaktan pa prema
Urisonovoj lemi postoji neprekidna funkcija g : Q — [0, 1] s kompaktnim nosacem za
koju vrijedi g(w) = 1, Yw € K. Odaberimo ¢ > O takavdaje o < 116 > 1 — €. Tada vrijedi
lf — 6gfll < €. Ako stavimo 4y = ¢~'(0g), onda je Ay € A te vrijedi ||a — u,,al| < €. Neka
jesad 1 € A, 1> Ay. Tadaje e —u,y < e —u,y, pa vrijedi a(l — u,y)a < ale — u,,)a. Odavde
slijedi
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lla — waall® = lite — up)'*(e — up)'*all?
< lite — up)"*all®
= lla(e — up)all
< lla(l = uyy)all
<11 = uy) " ?all

<€

¢ime je pokazano a = lim, u,a. O

Napomena 4.1.4. U separabilnoj C*-algebri A postoje i aproksimativne jedinice koje su
nizovi. Jer je A separabilna, postoji niz konacnih skupova (F,), takav da vrijedi F1 C F, C
. CF,iF =\, F,jegustuA. Neka je (u,), proizvoljna aproksimativna jedinica od
A Zae>0iF,={ay,...,a,}postoje Ay, ..., A, takvida |la; —ajuyl| < e za A > A;. Neka
je dc € Atakav da Ac > Ay, ..., A,. Tada je |la —auy|| < ezasvea € F,i A > A

Dakle, zan € Nie = ,llpostoji A, = Ac € A takav da ||la — ad,|| < ﬁ za sve a € F,.
MozZemo odabrati (A,), tako da vrijedi A, < A,41, za sve n € N. Iz toga slijedi da je

lim, o |la — auy || = 0, za sve a € F, a kako je F gust u A, to vrijedi za sve a € A. Dakle,
(U0, )nen je aproksimativna jedinica za A.

Teorem 4.1.5. Neka je A C*-algebra. Ako je L zatvoren lijevi ideal u A, onda postoji
rastuci hiperniz (uy)en pozitivnih elemenata u zatvorenoj jedinicnoj kugli od L takav da
vrijedi a = lim, au, za sve a € L.

Dokaz. Definirajmo B = L N L*. Tada je B C*-algebra pa prema teoremu 4.1.3 postoji
aproksimativna jedinica (u,),ca 0d B, gdje s A oznaCavamo skup pozitivnih elemenata u
zatvorenoj jedini¢noj kugli od L.

Ako je a € L, onda je a*a € B pa po definiciji aproksimativne jedinice vrijedi 0 =
lim, a*a(e — u,). Odavde slijedi

limfla - au,|* = lim [l(e —upa’ale = upll < lim lla”ale — ull = 0.

Dakle, (u,)ca je aproksimativna jedinica od L. O

Teorem 4.1.6. Neka je A C*-algebra. Ako je I zatvoren ideal u A, onda je I samoadjungiran
pa onda i C*-podalgebra od A. Ao je (uy)en aproksimativna jedinica od I, onda za svaki
a € A vrijedi

lla + 11| = li}n lla — uqall = lip lla — auy]|.
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Dokaz. Prema teoremu 4.1.5 postoji aproksimativna jedinica (#,)en. Za a € I vrijedi
a = lim, au, odakle slijedi a* = lim, u,a*. Kako su svi u, sadrzani u /, slijedi da je a* € I,
tj. I je samoadjungiran.

Neka je (1) .4 proizvoljna aproksimativna jedinica od / te nekasua € Ai € > 0. Tada
postoji b € I takav da |la + b|| < |la + I|| + §. Kako je b = lim, u,b, spostoji 4y € A takva da
lb — ub|| < 5 za sve A > Ay. Dakle, za 4 > Ay imamo

lla — uaall < ll(e —ua)(a + bl + [lb — u,bll
< lla + bl + 116 — uabl|

<lla+I|+<+S
< la —+ =
272

odakle slijedi ||la + I|| = lim, |la — u,a|| paonda i |la + I|| = |la* + I|| = lim, |la* — u,a’|| =
lim, |la — au,||. O

Napomena 4.1.7. Neka je I zatvoren ideal u C*-algebri A i J zatvoren ideal u I. Tada je J
takoder ideal u A. Da bismo to dokazali, dovoljno je pokazati

ac€A, beJ" = ab, bacl

jer J* linearno razapinje J. Neka je (uy)en aproksimativna jedinica u I. Tada je b'* €
C*(b) € J C I pa vrijedi b'? = lim,yu,b'?. Odavde slijedi ab = lim, Au,b'*b''?. Za-
kljuc¢ujemo da je ab € J jer je b'/? € J, au;b'? € I, a J ideal u I. Takoder je i a*b sadrian
u J pa onda i ba = (a*b)* jer je J samoadjungiran prema teoremu 4.1.6.

Teorem 4.1.8. Neka je A C*-algebra i I zatvoren ideal u A. Tada je kvocijentni pros-
tor A/l i sam C*-algebra s uobicajeno definiranim operacijama zbrajanja i mnoZenja te
kvocijentnom normom.

Dokaz. Neka je (uy),ea aproksimativna jedinicaod I. Zaa € Aib € [ vrijedi:

2_ g 2
lla + 11" = lim,lla — au,||

= lim|l(e — ua"ale — uy)ll
< Sup Ie —u)(@’a+ b)e — upll + lim I(e — uble — u)
<|la*a + b|| + liﬁmllb — bu,||
= |la"a + b||.
Dakle, |la + I||* < |la*a + I||. Po lemi 3.1.8 slijedi da je A/I C*-algebra. O

Teorem 4.1.9. Ako je ¢ : A — B injektivni x-homomorfizam izmedu C*-algebri A i B, onda
je ¢ nuzno izometrija.
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Dokaz. Pokazat ¢emo da vrijedi |l¢(a*a)l| = |la*all, Ya € A, $to je ekvivalentno tvrdnji
llp(a)ll* = |lall*, Ya € A. MoZzemo pretpostaviti da je A i B komutativne (inafe promatramo
C(a*a) kao domenu i Im ¢ kao kodomenu). Takoder, pretpostavljamo da su A, B ¢ unitalni
(inage promatramo njihove unitizacije i prosirenje @ : A — B).

Ako je T € Q(B), onda je T o ¢ € Q(A). Preslikavanje

¢ 1 Q(B) > QA), TP TOo,

je neprekidno pa onda kompaktnost prostora €(B) povlaci kompaktnost skupa ¢’ (€X(B)).
Dakle, ¢'(€X(B)) je zatvoren u CQ(A).

Ako je ¢’ (€(B)) # €(A), onda prema Urisonovoj lemi postoji netrivijalna neprekidna
funkcija f : Q(A) — C koja iS¢ezava na ¢’(€2(B)). Prema teoremu 3.1.18 postoji a € A
takav da je f = a. Dakle, za svaki 7 € Q(B) vrijedi 7(¢(a)) = a(t o ¢) = f(top) = 0.
Odavde slijedi ¢(a) = 0, a kako je ¢ injektivan, zakljuCujemo da je a = 0. f je netrivijalna
pa smo dobili kontradikciju jer je O = a = f. Dakle, mora vrijediti ¢’(€2(B)) = Q(A) pa za
svaki a € A vrijedi

llall = llalles = sup [r(@)l = sup [r(p(a))] = llea)ll.
T€Q(A) T€Q(B)

O

Teorem 4.1.10. Ako je ¢ : A — B x-homomorfizam C*-algebri A i B, onda je Im¢ C*-
podalgebra od B.

Dokaz. Preslikavanje
A/kero — B, a+kery — ¢(a),

je injektivni *-homomorfizam C*-algebri pa je prema prethodnom teoremu izometrija. Sli-
jedi da je prostor Im ¢ potpun pa onda i zatvoren u B. O

Teorem 4.1.11. Neka je A C*-algebra, B njena C*-podalgebra i I zatvoren ideal u A. Tada
je B+ 1 C*-podalgebra od A.

Dokaz. B + I je podalgebra §to slijedi iz Cinjenice da je I ideal u A. B je samoadjungirana
po definiciji C*-podalgebre, a I po teoremu 4.1.6. Dakle, B + I je *-podalgebra od A.
Preostaje pokazati zatvorenost.

Neka je m : A — A/I kvocijentni homomorfizam. Ako je i : B — A inkluzija, onda
jew =moi:B — A/l *-homomorfizam C*-algebri. Prema prethodnom teoremu ¢(B) je
zatvoren. Kako je 7 neprekidan, slijedi da je 77! (¢(B)) C A zatvoren. Sada je 7~ (p(B)) =
n ' (n(B)) = B+ I. Dakle, B+ I C A je zatvoren.

Lagano se pokaze da je B/(B N I) x-izomorfan prostoru (B + I)/1. O
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4.2 Hereditarne C*-podalgebre

U ovoj sekciji upoznajemo se s posebnom klasom C*-podalgebri koje se nazivaju here-
ditarnim. Imaju dobra svojstva vezana uz proSirenja pozitivnih linearnih funkcionala te
koncept prostih algebri.

Definicija 4.2.1. KaZemo da je C*-podalgebra B C*-algebre A hereditarna ako vrijedi
YacA",beB" a<b = acB.

Primjerice, {0} i A su ocCito hereditarne C*-podalgebre od A. Takoder, svaki presjek
hereditarnih C*-podalgebri je opet hereditarna C*-podalgebra. Stoga, moZemo definirati
hereditarnu C*-podalgebru generiranu skupom S kao najmanju hereditarnu C*-podalgebru
od A koja sadrzi S .

Primjer 4.2.2. Ako je p projektor u C*-algebri A, onda je C*-podalgebra pAp hereditarna.
ZabeA*iae€ A, b < pappovilaci 0 < (1 — p)b(1 — p) < (1 — p)pap(1 — p) = 0 odakle
slijedi (1 — p)b(1 — p) = 0. Stoga vrijedi ||b"*(1 = p)|I*> = ||(1 = p)b(1 — p)|| = 0 pa je onda
b(1 — p) = 0. Zakljucujemo da je b = pbp € pAp.

Sljedeéi teorem nam daje korisnu vezu izmedu hereditarnih C*-podalgebri i zatvorenih
lijevih ideala.

Teorem 4.2.3. Neka je A C*-algebra.

(1) Ako je L zatvoren lijevi ideal u A, onda je L N L* hereditarna C*-podalgebra od A.
Preslikavanje L — L N L* je bijekcija sa skupa zatvorenih lijevih ideala od A u skup
hereditarnih C*-podalgebri od A.

(2) Ako su Ly i L, zatvoreni lijevi ideali od A, onda je L, C L, ako i samo ako je Ly N L} C
L,NnL,.

(3) Ako je B hereditarna C*-podalgebra od A, onda je skup
L(B)={a€A:a'a € B}
Jjedinstven zatvoren lijevi ideal od A pridruZen B.

Dokaz. (1) Neka je L zatvoren lijevi ideal u A. Tada je B = L N L* C*-podalgebra od A.
Neka sua € A" 1 b € B takvi da vrijedi a < b. Po teoremu 4.1.5 postoji aproksimativna
jedinica (u,),ea u zatvorenoj jedini¢noj kugli od L™ takva da vrijedi lim, bu, = b. Odavde
slijedi 0 < (e — uy)a(e — u,) < (e — uy)b(e — u,) Sto povlaci

lla'? = a'Pul? = lie = upate — u)ll < lie = un)ble = up)ll < b = bu,|l.



POGLAVLIJE 4. IDEALI I POZITIVNI FUNKCIONALI U C*-ALGEBRAMA 44

Dakle, a'/? = lim, a'/?u, pa vrijedi a'* € L jer je (uy)cn € L, a L je zatvoren. Slijedi da je

a € B pa zakljucujemo da je B hereditarna C*-podalgebra od A.

(2) Neka su sad L; 1 L, zatvoreni lijevi idealiod A. Smjer L; C L, = LiNL] € L,NL;
je ocit. Pretpostavimo da vrijedi Ly N L} € L, N L5. Neka je (uy)ea aproksimativna jedinica
odLiNLjia€ L. Tadaiza"a € L; N Lj slijedi

limfla - au,|* = lim l(e — up)a’a(e = upll < lim lla”a(e — ull = 0.

Dakle, a = lim, au, pa zakljuCujemo da je a € L, budu¢i da je (uy)aen © L1 N L] C L.
(3) Neka je B hereditarna C*-podalgebraod Ai L = L(B). Za a, b € L vrijedi

(a+b)(a+b)<(a+b)(db)+(a—-b)'(a—b)=2a"a+2b'beB
paje(a+b)'(a+b)e Btea+be L. ZaacA,bel,
(ab)*(ab) = b*a*ab < ||a|*b*b € B

pajeiab € L. Slicno dobivamo da je L zatvoren na mnoZenje skalarom. Dakle, L je lijevi
ideal, a zatvorenost od L slijedi iz zatvorenosti od B. Ako je b € B, onda je b*b € B pa
slijedi b € L. Dakle, BC LN L*. Akoje b >0ib € LN L*, onda je b> = b*b € B pa slijedi
beB,tj. LNL*C B. Dakle, LNL" = B.

Pokazali smo da je svaka hereditarna C*-podalgebra oblika L N L*, gdje je L zatvoreni
lijevi ideal u A. Takoder, L N L* je hereditarna C*-algebra za svaki zatvoreni lijevi ideal od
A. Time smo pokazali i tvrdnju (1) o bijektivnosti. O

Direktno dobivamo sljedeci korolar.
Korolar 4.2.4. Svaki zatvoreni ideal C*-algebre je hereditarna C*-algebra.

Dokaz. Neka je A C*-algebra i I zatvoren ideal u A. Tada je prema teoremu 4.1.6 I = I".
Kako je I lijeviideal, I = INI* je hereditarna C*-podalgebra od A prema teoremu 4.2.3. 0O

Korolar 4.2.5. Neka je A komutativna C*-algebra. Tada je I C A hereditarna C*-podalgebra
od A ako i samo ako je I zatvoren ideal u A.

Dokaz. Svaki zatvoreni lijevi ideal u A je dvostran zbog komutativnosti pa je onda i samo-
adjungiran prema teoremu 4.1.6. Dakle, bijekcija L +— L N L* izmedu zatvorenih lijevih
ideala 1 hereditarnih C*-podalgebri od A je zapravo L +— L. O

Teorem 4.2.6. Neka je B C*-podalgebra od C*-algebre A. Tada je B hereditarna u A ako i
samo za svaki b, b’ € B i svaki a € A vrijedi bab’ € B.
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Dokaz. Ako je B hereditarna C*-podalgebra od C*-algebre A, onda je prema teoremu 4.2.3
B = L N L* za neki zatvoreni lijevi ideal L od A. Dakle, za b,b’ € B1ia € A vrijedi
bab' = b(ab") € L1 (bab’)" = b"*(a*b*) € L pa zakljuCujemo da je bab’ € B.

Obratno, pretpostavimo da je B C*-podalgebra od C*-algebre A za koju vrijedi

Vb,b' € B, Yae€ A bab’ € B.

Neka je (u,),ea aproksimativna jedinica od B. Neka sua € A*, b € B* takvida je a < b.
Tada je 0 < (e — uy)a(e — uy) < (e — uy)b(e — u,) odakle slijedi |la'/? — a'?uy|| < ||b'/? -
b'%u,||. Jer je b'/? € B, vrijedi b'* = lim,; b'?u, pa onda i a'/?> = lim, a'/?u,. Dakle,
a = limy uau, € B. O

Korolar 4.2.7. Neka je a € A C*-algebraia € A*. Tada je aAa hereditarna C*-podalgebra
od A generirana s a.

Dokaz. Nekaje A C*-algebraia € A*. Prema teoremu 4.2.6 slijedi da je aAa C B za svaku
hereditarnu C*-podalgebru B koja sadrzi a.

Pokazimo da aAa sadrzi a. Neka je (u,).e aproksimativna jedinica od A. Tada vrijedi
@ = lim, au,a pa je a®> € aAa. aAa je C*-algebra pa slijedi a = (a*)"/? € aAa.

Kako je aAa = Aa N (Aa)*, prema teoremu 4.2.3 je aAa hereditarna C*-podalgebra od
A. i

Teorem 4.2.8. Neka je B separabilna hereditarna C*-podalgebra C*-algebre A. Tada pos-
toji pozitivan element a € B takav da je B = aAa.

Dokaz. B je separabilna C*-algebra pa prema napomeni 4.1.4 postoji aproksimativna jedi-
nica (u,),”, uB. Red }, | u,/2" konvergira apsolutno pa moZemo definiratia = 3,7 | u,/2".
Kako je a € B*, slijedi aAa C B.

Za svaki n € N vrijedi u,/2" < a, a kako je aAa hereditarna i generirana s a, slijedi da
je u, € aAa, ¥n. Za b € B vrijedi b = lim, u,bu, te u,bu, € aAa pa zaklju¢ujemo da je b
sadrzan u aAa. Dakle, B C aAa. O

Teorem 4.2.9. Neka je A unitalna C*-algebra, B njena hereditarna C*-podalgebra i a €
A*. Ako za svaki € > 0 postoji b € B* takav da vrijedi a < b + €, onda je a € B.

Dokaz. Neka je je € > 0. Po pretpostavci teorema tada postoji b, € B* takav da vrijedi
a < b? + € odakle slijedi a < (b, + €)>. Dakle, (b, + €)"'a(b. + €)”' < 1 odakle slijedi

l(be + €)'a(be + €)' < 1. Vrijedi 1 — be(b, + €)™! = (b, + €)7! iz Cega slijedi:

la' ~ ab(be + &' = lla e(be + )7 IP
€l(be + €)' alb. + 7|

< €.
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Dakle, a'’? = lim._,g a'/?b (b +€)~", a adjungiranjem slijediia'/? = lim_,o(b. +€)'b.a'’>.
ZakljuCujemo da vrijedi a = lim (b, + €)"'b.ab.(b. + €)~'. Kako je b.(b. + €)' € Bi
(be + €)' < b, € B,slijedidajei (b, + €)'b.ab (b, + €)' € B. Dakle, a € B. o

Za kraj ove sekcije ¢emo prikazati vezu izmedu ideala u C*-algebri i njenih hereditarnih
C*-podalgebri.

Teorem 4.2.10. Neka je A C*-algebra, B njena hereditarna C*-podalgebra i J zatvoren
ideal u B. Tada postoji zatvoren ideal I u A takav da vrijedi J = BN 1.

Dokaz. Definirajmo I = AJA. Tada je I zatvoren ideal u A. Prema korolaru 4.2.4 J je C*-
algebra, a pomocu egzistencije aproksimativne jedinice od J se pokaZe da vrijedi J = J°.
Pomocu teorema 4.2.6 te aproksimativnih jedinica pokaze se da vrijedi BNI = BIB. Dakle,
BN1 = BIB = B(AJA)B = BAJ?AB C BJB jer su BAJ i JAB sadrZani u B po teoremu
4.2.6. Buduc¢i da je BJB = J, slijedi BN I € J. Inkluzija J € B N I slijedi iz postojanja
aproksimativne jedinice u A. O

Sljedeci objekt koji definiramo pokazuje se bitnim u teoriji C*-algebri pa ga stoga ovdje
spominjemo te iznosimo jedan rezultat vezan uz hereditarne C*-podalgebre.

Definicija 4.2.11. KaZemo da je C*-algebra A prosta ako su {0} i A jedini zatvoreni ideali
uA.

Teorem 4.2.12. Neka je A prosta C*-algebra. Svaka hereditarna C*-podalgebra od A je
prosta.

Dokaz. Neka je B hereditarna C*-podalgebra od A te J zatvoreni ideal u B. Prema pret-
hodnom teoremu je J = BN I za neki zatvoreni ideal I u A. Kako je 7 ili {0} ili A, slijedi da
je J jednak ili {0} ili B pa je B takoder prosta. O

4.3 Pozitivni linearni funkcionali

U slucaju komutativnih C*-algebri mogli smo u potpunosti odrediti njihovu strukturu pomocu
prostora multiplikativnih linearnih funkcionala $to moZemo shvatiti kao jednodimenzi-
onalnu reprezentaciju. PokaZze se da je u slu¢aju nekomutativnih C*-algebri situacija drukcija
1 kompleksnija; reprezentacija takvih C*-algebru moze biti proizvoljne dimenzije.

Ovu sekciju ¢emo posvetiti prouCavanju pozitivnih linearnih funkcionala C*-algebre
jer postoji duboka veza izmedu njih i reprezentacija C*-algebre.

Definicija 4.3.1. Neka su A, B C*-algebre. KaZemo da je linearno preslikavanje ¢ : A — B
pozitivno ako vrijedi p(A*) C B*.



POGLAVLIJE 4. IDEALI I POZITIVNI FUNKCIONALI U C*-ALGEBRAMA 47

Ako je ¢ pozitivan linearan funkcional izmedu C*-algebri A 1 B, onda takoder vrijedi
¢(Asq) C By, te je preslikavanje ¢l 1 A, — By, rastuce.
Uocimo da je svaki *-homomorfizam pozitivan.

Primjer 4.3.2. Promotrimo prostor B(C") i linearno preslikavanje

tr:BC) 5 C, A Y (Aeiey),

i=1

koje zovemo trag. Za svaki A € B(C") vrijedi:

tr(A*A) = Z(A*Aei, e) = Z(Ae,-,Ae,-) > 0.

1

Kako je svaki pozitivni element prostora B(C") oblika A*A, zakljucujemo da je trag poziti-
van linearan funkcional.

Neka je V kompleksan vektorski prostor. Preslikavanje (-,-) : VXV — C je seskviline-
arna forma ako vrijedi:

(Aa,b) = Aa,b), (a,Ab) = Aa,b), Ya,be V,1€C,

tj. ako je linearno po prvoj varijabli i antilinearno po drugoj.
Lako se provjeri da je za seskvilinearnu formu (-, -) na V ekvivalentno:

1) (b,a) =(a,b),Ya,b eV,
(i) (a,a) e R,YaeV.

Seskvilinearna forma koja zadovoljava ova ekvivalentna svojstva zove se hermitska.
KaZe se da je seskvilinearna forma (-, -) pozitivna ako je (a,a) > 0 zasveaiz V.
Neka je A C*-algebra 1 7 pozitivan linearan funkcional na A. Tada je preslikavanje

AXA —C, (a,b)— 1(b*a),

pozitivna seskvilinearna forma na A. Dakle, 7(b*a) = 7(a*b) te vrijedi |[t(b*a)| <
t(a*a)'*t(b*b)"/? po Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti. Nadalje, funkcija a — 7(a*a)'/?
je polunorma na A.

Neka je sad 7 samo linearan funkcional na A i M € [0, o) takav da je |t(a)| < M za sve
pozitivne a iz zatvorene jedini¢ne kugle od A. Lako se pokaze da je T tada ograniCen te da
vrijedi ||7]| < 4M.

Teorem 4.3.3. Svaki pozitivan linearan funkcional na C*-algebri A je ogranicen.
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Dokaz. Neka je T pozitivan linearan funkcional na C*-algebri A te pretpostavimo da nije
ograni¢en. Tada je prema razmatranjima prije teorema sup,.¢ 7(a) = oo, pri emu je S
skup svih pozitivnih elemenata od A ¢ija norma nije veca od 1. Dakle, postoji niz (a,) € S
takav da za svaki n € N vrijedi 2" < 7(a,). Definirajmo a = } 7, a,/2". Vrijedia € A" te
1 < 7(a,/2"), Vn. Dakle, za svaki N € N vrijedi

N-1 a, N-1 a,
vedr(g) =S5z

n=0

Dakle, 7(a) je gornja meda za N S§to je nemoguce. Zaklju¢ujemo da je pretpostavka bila
kriva, odnosno 7 je nuZno ogranicen. O

Teorem 4.3.4. Neka je T pozitivan linearan funkcional na C*-algebri A. Tada je T(a”) =
w(a) i [r(@)f < |tllr(a*a).

Dokaz. Neka je (u,),ca aproksimativna jedinica od A. Tada je

7(a*) = liin T(a*uy) = li/Iln T(u,a) = 1(a).

Nadalje, |r(a)|* = lim, |t(u,a)]* < sup, T(uﬁ)r(a*a) < |rllr(a*a). |

Teorem 4.3.5. Neka je T ogranicen linearan funkcional na C*-algebri A. Sljedece tvrdnje
su ekvivalentne.

(1) 7 je pozitivan.
(2) Za svaku aproksimativnu jedinicu (u,),cp od A vrijedi ||t|| = lim, T(u,).
(3) Za neku aproksimativau jedinicu (uy),cn od A vrijedi ||| = lim, 7(u,).

Dokaz. Mozemo pretpostaviti ||7]| = 1.

(1) = (2): Neka je 7 pozitivan 1 (u,),cp aproksimativna jedinica od A. Tada je
(T(u)))1ea rastuci hiperniz u R pa konvergira prema svom supremumu koji ne moze biti
veéi od 1. Dakle, lim, 7(u,) < 1. Neka je sad a € A, ||a|| < 1. Tada je

lr(ua)f < T(u%)r(a*a) <1(uy)r(a*a) < li/Iln T(uy)

pa vrijedi |t(a)]*> < lim,7(x;). Dakle, 1 < lim, 7(u;) pa kona¢no zakljuujemo 1 =
lim, 7(u,).
Smjer (2) = (3) je odit.
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(3) = (1): Neka je (#4)1ca aproksimativna jedinica takva da vrijedi 1 = lim, 7(u,).
Neka je a € A, takav daje |la|| < 117(a) = @ + iB, a, B € R. Pretpostavimo da je 8 < 0 te
pokaZimo da je 7(a) realan broj. Za n € N imamo

. 2 . .
lla — inuy||I” = ||(a + inuy)(a — inw,))||
= |la* + nzui —in(auy — u,a)||

< 1+n*+nl|lau, — uyal|
odakle slijedi
It(a — inw))> < 1+ n® + nllauy — uzall. (+)

Kako je lim, 7(a — inu, = 7(a) — in, alim, au, — u,a = 0, iz () kad A — oo zakljuCujemo
It(a) — in]* = |a +iB—in]* <1+ n*
odakle dobivamo da za svaki n € N vrijedi
2nB < 1-p*-a’

Bududi da je B < 0, nejednakost vrijedi za sve n € N te a® + % < 1, zakljucujemo da je
nuzno S = 0. Dakle, za hermitski a 7(a) je realan.

Pretpostavimo sad da je a pozitivan i ||a|| < 1. Tada je u, — a hermitski te vrijedi
||y —all < 1 pa je prema prethodnom dijelu dokaza 7(u, —a) < 1. Odavde slijedi 1 —7(a) =
lim, 7(u, — e) < 1 pa zakljuCujemo da je 7(a) > 0. Dakle, 7 je pozitivan. O

Korolar 4.3.6. Ako je T ogranicen linearan funkcional na unitalnoj C*-algebri, onda je T
pozitivan ako i samo ako vrijedi T(e) = ||7]|.

Dokaz. Zau, = e, YA € A, hiperniz (u,),ca je aproksimativna jedinica od A. Primjenom
prethodnog teorema slijedi tvrdnja korolara. O

Korolar 4.3.7. Neka su v, T’ pozitivni linearni funkcionali na C*-algebri. Tada je ||t+7'|| =
Izl + [17]l.

Dokaz. Neka je (u,),ca aproksimativna jedinica algebre, tada je prema teoremu 4.3.5 || +
|| = limy(7 + ') (uy) = lim, 7(uy) + lim, v/ (uy) = ||7)| + ||77]]- O

Definicija 4.3.8. Neka je A C*-algebra. KaZemo da je pozitivan funkcional T na A stanje
ako vrijedi ||t|| = 1.
Skup svih stanja od A oznacavamo sa S (A).

Teorem 4.3.9. Neka je A ne-nul C*-algebra i a € A normalan. Tada postoji stanje T od A
takvo da vrijedi ||a|| = |t(a)|.
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je a # 0. Neka je B C*-algebra generirana elemetima e 1
au A. Buduéi da je B komutativna i & neprekidna na kompaktnom prostoru Q(B), postoji
multiplikativan linearan funkcional 7, na B takav da vrijedi ||a|| = |||l = |T2(a)|. Po Hahn-
Banachovom teoremu postoji ograni¢en linearan funkcional 7, na A koji prosiruje 7, i uva
normu pa je ||71|| = 1. Kako je 7;(e) = 12(e) = 1, 71 Je pozitivan po korolaru 4.3.6. Neka je
7 = T1|4. Tada je T pozitivan linearan funkcional na A takav da vrijedi ||a|| = |r(a)|. Dakle,
llall = |r(a)| < |I7llllall odakle zakljuujemo da je ||7|| > 1. Obratna nejednakost slijedi iz
||T1l] = 1. Dakle, 7 je stanje na A. O

Teorem 4.3.10. Neka je T pozitivan linearan funkcional na C*-algebri A.
(1) Za svakia € A 1(a*a) = 0 ako i samo ako je T(ba) = 0 za sve b € A.
(2) Za sve a,b € A vrijedi 1(b*a*ab) < ||la*al||t(b*b).

Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti.
Da bismo pokazali tvrdnju (2), zbog tvrdnje (1) mozemo pretpostaviti da vrijedi 7(b*b) >
0. Preslikavanje
p:A—>C, ¢ 1(b’ch)/t(b*D),

je linearno 1 pozitivno. Neka je (u,)cp aproksimativna jedinica od A. Tada je prema
teoremu 4.3.5

lloll = Tim p(u2) = im 7(b"u2b)/7(b"b) = 7(b"b)/1(b"b) = 1.

Dakle, p(a*a) < ||la*a|| odakle slijedi T(b*a*ab) < ||la*al|T(b*b). |

Teorem 4.3.11. Neka je A C*-algebra, B njena C*-podalgebra i T pozitivan linearan funk-
cional na B. Tada postoji pozitivan linearan funkcional v" na A koji prosiruje v tako da
vrijedi ||T’|| = ||7]|.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A = B. Definirajmo linearan funkcional 7’ na A pomo¢u
Tb+A) =1b)+ Atl| zab € B, 1 € C. Neka je (u,),ea aproksimativna jedinica od B.
Prema teoremu 4.3.5 vrijedi ||7|| = lim, 7(u,). Neka susad b € B, u € C. Tada je

7 b+l = [lim 7(buy) +plim ()| = HHim 7((b+pu)] < 53P||T||||(b+ﬂ)u/1|| < [lzlHIb+uall.

Dakle, ||7’|| < ||r]|. Obratna nejednakost je ocita. ZakljuCujemo da je ||7’|| = ||7]| te vrijedi
7'(e) = 1(e) = ||7|| = ||7’|| pa je T’ pozitivan prema korolaru 4.3.6.

Pretpostavimo sad da je A proizvoljna C*-algebra i B njena C*-podalgebra. Mozemo
pretpostaviti da je A unitalna te da B sadrZi jedinicu od A (po potrebi zamijenimo A i B s
njihovim unitizacijama). Po Hahn-Banachovom teoremu postoji funkcional 7" € A* koji
prosiruje T cuvajuéi normu. Bududi da je 7/(e) = (1) = ||7]| = ||7’|], kao prije zakljuCujemo
prema korolaru 4.3.6 da je 7’ pozitivan. m|
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U slucaju hereditarne C*-podalgebre iz prethodnog teorema pokaze se da vrijedi jaci
rezultat.

Teorem 4.3.12. Neka je A C*-algebra, B njena hereditarna C*-podalgebra i T pozitivan
linearan funkcional na B. Tada postoji jedinstven pozitivan linearan funkcional v na A
koji prosiruje T i cuva normu. Nadalje, ako je (u,y),ca aproksimativna jedinica od B, onda
je v'(a) = lim, 7(u, au,) za svaki a € A.

Dokaz. Egzistencija proSirenja 7’ slijedi iz prethodnog teorema.

Neka 7’ pozitivan linearan funkcional na A koji proSiruje 7 Cuvajuc¢i normu. Sada
moZemo 7’ prosiriti na A uvajuéi normu do funkcionala 7. Neka je (u,),ea aproksima-
tivna jedinica od B. Vrijedi lim, 7(u,) = ||7]| = ||[7”|| = 7(e) odakle slijedi lim, 7" (e — u,) =
0. Koristeéi teorem 4.3.10 te (e — u,)* < (e — u,) pokazujemo da za svaki a € A vrijedi

IT"(a) - T(uaauy)| < I7'(a - ua)l + |T"(MM — uaaiy)|

< T//((e _ u/l))l/Z //((/Z a)1/2 +T//(a*a)1/2 //((e u ) )1/2'

Bududi da je lim, 7’(e — u,) = 0, zakljucujemo da vrijedi lim, 7(u,au,) = 7v'(a). O

4.4 Geljfand-Naimarkova reprezentacija

U ovoj finalnoj sekciji pokazujemo da svaku C*-algebru mozemo poistovjetiti s C*- podal-
gebrom prostora B(H), gdje je H neki Hilbertov prostor. Zbog ove reprezentacije teorija
C*-algebri je pristupacnija od generalne teorije Banachovih algebri.

Definicija 4.4.1. Reprezentacija C*-algebre A je par (H, ) gdje je H Hilbertov prostor,
a ¢ : A — B(H) x-homomorfizam. KaZemo da je reprezentacija (H, ) vjerna ako je ¢
injektivan.

Ako je (H,, ¢)ea familija reprezentacija od A, direktnu sumu tih reprezentacija dobi-
vamo definirajuéi H = &,H,, ¢(a)((x)),) = (@i(a)(x)))1 zasve a € A, (xy), € H. Lako se
provjeri da je (H, ¢) doista reprezentacija od A. Ako za svaki ne-nul element a € A postoji
A € A takav da vrijedi ¢,(a) # 0, onda je (H, ¢) vjerna reprezentacija.

Podsjetimo se da za unitarni prostor H postoji jedinstven skalarni produkt na njego-
vom upotpunjenju do Banachovog prostora H koji prosiruje skalarni produkt na H te je
norma dobivena od tog skalarnog produkta upravo norma na H. H s navedenim skalarnim
produktom zovemo upotpunjenjem prostora H do Hilbertovog prostora.

Svakom pozitivnom linearnom funkcionalu je pridruZena reprezentacija. Neka je 7
pozitivan linearan funkcional an C*-algebri A. Definiramo

N.={a€A: t(a*a) =0}.
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Prema teoremu 4.3.10 N, = {a € A : 7(ba) = 0,Yb € A}. Lako se pokaze da je Nt
zatvoreni lijevi ideal u A te da je preslikavanje

A/N. xA/N, - C, (a+ N, b+ N;)— 1(b*a),

dobro definiran skalarni produkt na prostoru A/N,. Ozna¢imo upotpunjenje prostora A/N-
do Hilbertovog s H,.
Za a € A definiraymo operator ¢(a) € B(A/N;) pomocu

@(a)(b + N;) = ab + N..
Koristeci teorem 4.3.10 pokaZze se da vrijedi
(@) (b + No)II* = ©(b*a*ab) < ||all*t(b*b) = ||all*lb + N.||*

odakle slijedi ||¢(a)|| < |lal|. Operator ¢(a) ima jedinstveno proSirenje do ograni¢enog ope-
ratora ¢.(a) na H,. Preslikavanje

¢r 1 A = B(H,), a ¢.(a),

je *-homomorfizam.

Reprezentacija (H., ¢.) od A se zove Geljfand-Naimark-Segalova reprezentacija (krace,
GNS reprezentacija) pridruzena pozitivnom funkcionalu 7.

Ako je A ne-nul C*-algebra, definiramo njenu univerzalnu reprezentaciju kao direktnu
sumu familije reprezentacija ((H:, ¢1))resa)-

Teorem 4.4.2 (Geljfand-Naimark). Ako je A C*-algebra, onda A ima vjernu reprezentaciju.
Konkretno, njena univerzalna reprezentacija je vjerna.

Dokaz. Neka je (H, ¢) univerzalna reprezentacija C*-algebre A i neka je a € A takav da
vrijedi ¢(a) = 0. Prema teoremu 4.3.9 postoji stanje 7 na A takvo da vrijedi 7(a*a) = |la*a||.
Ako ozna¢imo b = (a*a)'’*, onda slijedi

lal? = 7(a*a) = 7(b*) = llp-(b)(b + NI = 0

bududi da je ¢.(b*) = ¢.(a*a) = 0 paonda i ¢.(b) = 0. Dakle, a = 0 pa slijedi da je ¢
injektivan. o

Geljfand-Naimarkov teorem se vrlo Cesto primjenjuje, a mi navodimo primjenu na al-
gebri matrica jer su one vazan objekt u K-teoriji C*-algebri.

Za algebru A M,(A) je algebra nXn matrica ¢iji su elementi iz A. Operacije se definiraju
kao i za matrice sa skalarnim elementima. Ako je A x-algebra, onda je i M, (A) =-algebra s
ivolucijom (a;;); ; = (aj.l.),; j
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Ako je ¢ : A — B *-homomorfizam izmedu =-algebri A i B, onda je preslikavanje
¢ M,(A) — M,(B), (aij)i,j = (QO(Clij)i,j,

*-homomorfizam koji se naziva inflacija.

Ako je H Hilbertov, pisSemo H™ za ortogonalnu sumu 7 kopija od H. Norma na tom
prostoru je dana s ||(x1, ..., x,)ll = X, xill, (x15...x,) € H™. Zau € M,(B(H)) defini-
ramo operator ¢(u) € B(H™) s

n n

o) (X1, ..., X,) = Zulj(xj),...,Zunj(xj) , (x1,...,x,) € H™.

j=1 j=1

Preslikavanje
¢ : My(BH)) = B(H™),u — ),

je *-homomorfizam te ga nazivamo kanonskim x-izomorfizmom s M,(B(H)) u B(H™) te
ga koristimo da bismo poistovjetili ove dvije algebre.

Ako za operator b € B(H™) takav da je v = ¢(u) za neki u € M, (B(H(”))) , onda
u zovemo matricom operatora v. Normu na M, (B(H("))) s kojom ta algebra postaje C*-
algebra definiramo pomodu

llull = lle@ll, ue M, (B(H)).

Lako se provjeri da vrijede sljedece korisne nejednakosti:

n
gl < el < > loagll, Vi, j € (1., m).
k=1

Teorem 4.4.3. Neka je A C*-algebra. Tada postoji jedinstvena norma na M,(A) uz koju je
prostor M,(A) C*-algebra.

Dokaz. Neka je (H, ¢) univerzalna reprezentacija od A, gdje je ¢ : M,(A) — M,(B(H))
injektivan *-homomorfizam. Norma uz koju M, (A) postaje C*-algebra je definirana s ||a|| =
llp(a)ll, a € M,(A). Potpunost se provjeri pomocu nejednakosti koje su prethodile ovom
teoremu, a jedinstvenost proizlazi iz korolara 3.1.7. O

Za kraj pokazujemo rezultat gdje se vrlo prirodno primjenjuje Geljfand-Naimarkov
teorem, iako postoje alternativni dokazi koji ga ne koriste.

Teorem 4.4.4. Neka je A C*-algebraia € Ay,. Tada je a € A* ako i samo ako je t(a) > 0
za sve pozitivne linearne funkcionale T na A.
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Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi 7(a) > 0 za sve pozitivne funkcionale 7 na A. Neka je
(H, ¢) univerzalna reprezentacija od A i x € H. Tada je preslikavanje

7:A—>C, b {(pb)(x),x),

pozitivan linearan funkcional pa vrijedi 7(a) = (¢(a)(x),x) > 0. Kako ova nejednakost
vrijedi za sve x € X, a ¢(a) je hermitski, slijedi da je ¢(a) pozitivan operator na H. Dakle,
p(a) € p(A)*. Odatle zakljucujemo da je a pozitivan jer je preslikavanje ¢ : A — @(A)
x-izomorfizam. O
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Sazetak

U ovom radu dan je kratki pregled teorije Banachovih i C*-algebri. Banachove algebre su
potpune normirane algebre, a C*-algebre su Banachove algebre s involucijom a — a* koje
imaju svojstvo da za svaki njihov element a vrijedi ||a|* = ||la*al.

Na Banachovim algebrama se promatraju multiplikativni linearni funkcionali te je po-
kazana veza izmedu multiplikativnih linearnih funkcionala i maksimalnih ideala komuta-
tivne Banachove algebre. Takoder, izneSeni su rezultati o spektru elementa Banachove
algebre. Definira se te se pokazuje egzistencija Geljfandove transformacije na komutativ-
nim Banachovim algebrama. Pokazuje se da je to preslikavanje izometricki *-izomorfizam
na komutativnim C*-algebrama pa se koristi za identifikaciju komutativne C*-algebre s
algebrom neprekidnih funkcija koje iS¢ezavaju u beskonacnosti.

Uvodi se pojam hereditarne C*-algebre te je pokazana uska veza izmedu te klase po-
dalgebri i njenih zatvorenih lijevih ideala. Definiraju se pozitivni elementi C*-algebre te
se dokazuje egzistencija i jedinstvenost pozitivnog korijena. Pokazuju se osnovna svojstva
pozitivnih funkcionala na C*-algebrama. Konac¢no, dokazano je postojanje vjerne repre-
zentacije svake C*-algebre u Geljfand-Naimarkovom teoremu.



Summary

This thesis gives an overview of Banach and C*-algebras theory. Banach algebras are
complete normed algebras, whereas C*-algebras are Banach algebras with involution a —
a* satisfying the condition ||a||> = ||a*al| for every element a.

Multiplicative linear functionals on Banach algebras have interesting properties and
an important relation with maximal ideals when the algebra is abelian. Additionaly, the
thesis includes a brief study of spectral theory. Gelfand transformation is defined and its
existence is shown on abelian Banach algebras. Moreover, on abelian C*-algebras the
Gelfand transformation is an isometric *-isomorphism. Hence, it gives a way to identify
abelian C*-algebras with algebras of continuous functions that vanish at infinity.

After introducing hereditary C*-algebras, their relation with closed left ideals is shown.
Positive elements of C*-algebras are defined and the existence and uniqueness of positive
root of a positive element is proven. Also, the properties of positive functionals on C*-
algebras are studied. Finally, the existence of a faithful representation for every C*-algebras
is proven in the Gelfand-Naimark theorem.
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