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Uvod

Stokesov sustav je specijalan slucaj Navier-Stokesovog sustava koji opisuje gibanje Newto-
novog fluida. Mi promatramo samo slucaj nestlac¢ivog, homogenog fluida u kojem je
gustoca mase vremenski 1 prostorno konstanta. Stokesov sustav (kao i Navier-Stokesov
sustav) moZe biti stacionarni i nestacionarni (evolucijski). Stacionarni Stokesov sustav
dobijemo iz stacionarnog Navier-Stokesovog sustava zanemarivanjem nelinearnog ¢lana
(u-V)uion glasi:

—uAu+Vp=f uQcR’d=2,3

diva=0 uQ (1)

u=g na 0Q,

gdje je u > 0 viskoznost fluida — konstanta, f: Q — R dana vanjska volumna sila, dok
subrzinau: Q — R?i tlak p: Q — R nepoznanice.

Metoda konacnih elemenata se formulira u dva koraka. U prvom koraku se formulira
varijacijska aproksimacija, a u drugom koraku se definira prostor konacnih elemenata koji
se koristi u varijacijskoj aproksimaciji. Varijacijska aproksimacija se dobiva jednostav-
nom zamjenom beskonac¢nodimenzionalnih prostora kona¢nodimenzionalnim. Prije toga
treba matematicki formulirati problem pomocu mjeSovite varijacijske formulacije (koja je
osnova za metodu konacnih elemenata za Stokesov sustav).
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Stokesov sustav

1.1 Matematicki model

Jednadzbe koje opisuju gibanje nestlacivog viskoznog fluida su izvedene iz dva zakona
ocuvanja. To je zakon oCuvanja mase i koli€ine gibanja. Zakon oCuvanja mase zapisuje se
u obliku jednadzbe kontinuiteta:

dp

Ey + div(pu) = 0, (1.1)

gdje je u brzina fluida, a p gustoca mase fluida. U slucaju inkompresibilnog fluida s kons-
tantnom gusto¢om jednadZba kontinuiteta se svodi na div u = 0. Za izvod jednadZbe
kontinuiteta vidjeti [4] ili [7]. Formula koja ¢e nam trebati u nastavku je akceleracija u

Eulerovoj reprezentaciji

ou
Y= EWL(H'V)U, (1.2)

¢iji jednostavni izvod je takoder u [4] 1 [7]. Zapis zakona za oCuvanje koli¢ine gibanja ili
impulsa je fundamentalni zakon gibanja ([4]], [[7])

py = f +divo. (1.3)

U njemu je f volumna sila, a o tenzor naprezanja. Tu dolazimo do pojma viskoznosti
Newtonovog fluida. Viskoznost Newtonovog fluida je posljedica relativnog gibanja dije-
lova fluida, a mjera tog gibanja je gradijent brzine. Newtonov fluid je fluid kod kojeg ten-
zor naprezanja linearno ovisi o simetricnom gradijentu brzine (inace je nenewtonovski).
Newtonov fluid je najjednostavniji matematicki model viskoznih fluida. Prema tome

o = u(Vu + (Vu)") - pl, (1.4)
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gdje je u dinamicki koeficijent viskoznosti, a p tlak. Dakle, ako sumiramo zakon oCuvanja
mase i1 zakon oCuvanja koli¢ine gibanja dobivamo da je gibanje homogenog i nestlacivog
newtonovskog fluida odredeno Navier-Stokesovim jednadZzbama

p(i—‘t‘ +(u-Vu) =f + pAu - Vp, (1.5)
divu = 0. (1.6)

Uz navedene jednadzbe potrebno je postaviti rubne i inicijalne uvjete za brzinu. Rubni
uvjeti za tlak se ne postavljaju jer je tlak posve zadan (do na aditivhu konstantu) ako je
poznata brzina. Jedan moguci rubni uvjet za brzinu je u = 0 na rubu (tzv. no-slip rubni
uvjet), a oplenito u = g na rubu gdje je g zadana vektorska funkcija. Inicijalni uvjet moze
biti u(x, 0) = uy(x).

Bezdimenzionalni zapis Navier-Stokesovih jednadzbi ukljucuje u sebi bezdimenzionalni
parametar koji se zove Reynoldsov broj koji mjeri laminarnost odnosno turbulentnost toka.
Kod laminarnosti dominiraju viskozne sile i male brzine, a kod tubulentnosti prevladava
nelinearan ¢lan i velike brzine. Za dani problem, neka je L karakteristicna duljina i U ka-
rakteristi¢na brzina toka ¢ime je odredeno karakteristi¢no vrijeme 7 = L/U. Tada uvodimo
bezdimenzionalne veli¢ine

X =x/L, uw=u/U t=1t/T. (1.7)

Koriste¢i ovakvu zamjenu varijabli, lako je provjeriti ([8]) da (kad definiramo Reynoldsov
broj Re kao Re = LU/v, gdje je v = u/p kinematicka viskoznost) se Navier-Stokesove
jednadzbe mogu zapisati bezdimenzionalnim varijablama
ou 1
—+@-V)u— —Au+Vp =f1, 1.8
5 F - Vju- —Au+Vp (1.8)
divu =0, (1.9)

gdje je “novi’ p = (’stari’ p)/(pU?), a "novi” £ = (stari” f)L/U?. Sada uvodimo
dva pojednostavljenja. Prvo pojednostavljenje je da promatramo samo stacionarni slucaj
(0u/dt = 0). Drugim pojednstavljenjem pretpostavljamo da je brzina u dovoljno mala (i Re
dovoljno mali) da moZemo zanemariti nelinearni ¢lan (u - V)u nasuprot ¢lanu RleAu. Tada
dobivamo poznati oblik Stokesovog sustava

~uAu+Vp=f uQcR%d=2,3
divua=0 uQ (1.10)
u=g na 0Q.

Slijedi formalni izvod u najjednostavnijem slucaju f = 0. Za to nam je potreban toerem o
dekompoziciji ([2]).
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Teorem 1.1.1. Neka je D domena s glatkim rubom 0D. Dovoljno glatka funkcija w na D
se moZe rastaviti na jedinstven nacin u oblik

w=u+Vp, (1.11)
gdjejediva=0iu-n=0naadD.

Dokaz. Prvo dokaZimo relaciju ortogonalnosti

fu-Vp:O. (1.12)
D
Koristeci jednakost

div (pu) = (divu)p +u - Vp, (1.13)

uz div u = 01 teorem o divergenciji dobivamo

fu~Vp:fdiv(pu):f pu-n=0, (1.14)
D D oD

jer jeu-n = 0 na dD. Koristimo ortogonalnost da dokaZemo jedinstvenost. Pretpostavimo
dajew=u; + Vp; =u, + Vp,. Tada

0=u —w+V(p - pa) (1.15)

Skalarnim mnoZenjem s u; — u, i integriranjem dobivamo

0=f{||111 — W’ + (u; —wy) - V(py - po)) =f||ul - wl, (1.16)
D D

koriste¢i ortogonalnost. Dakle, u; = u, 1 Vp; = Vp,. Akow = u + Vp, tada divw =
divVp =Apiw-n =n-Vp. Ovo koristimo kako bismo dokazali egzistenciju. Uistinu, za
dani w, neka je p dan rjeSenjem Neumannovog problema

dp

Ap=divw uD, s a—:w~n na dD. (1.17)
n

Taj problem ima rjeSenje koje je jedinstveno do na aditivnu konstantu, jer vrijedi fD divw =
faD w - n. S takvim p definiramo u = w — Vp. Tada, ocito u ima Zeljena svojstva divu = 0
iu-n=0. |

Sada je prirodno uvesti operator P, operator ortogonalne projekcije, koji preslikava w
na svoj dio u s divergencijom jednakom nula. Uocimo da tada Pu = u i P(Vp) = 0.
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Da bismo mogli usporedivati nelinearni i viskozni (disipativni) ¢lan, eliminirat ¢emo tlak
pomocu gornjeg teorema. Tada dobivamo

1
ou="P —(u-V)u+—Au), (1.18)
Re

jer bududi da je divergencija u jednaka nuli, tada je i divergencija d,u jednaka nuli (ako je
u dovoljno glatka). Pretpostavljajuéi da je Re malo, moZzemo zanemariti (u - V)u prema
Au/Re, pa imamo

1
Ju = —P(Au). (1.19)
Re

Time vidimo da se zada¢a moZe formulirati samo u terminima brzine. Prema definiciji
operatora P, postoji tlak p, takav da je

1 1
—P(Au) = —(Au) — Vp, 1.2
Re(u) Re(u) p (1.20)
pa iz (I.19) dobivamo
1
ou=—(Au) - Vp, (1.21)
Re

odnosno tlak u Stokesovom sustavu je moguce rekonstruirati iz brzine. Za stacionarni tok
u dimenzionalnom obliku Stokesov sustav glasi

—uAu+Vp =0,
Limza? 122

Ocekujemo da linearni Stokesov sustav dobro opisuje tok Newtonovog fluida ako je Re
malo. To je Stokesov tok koji se ostvaruje, na primjer, u slucaju velike viskoznosti ili
male brzine kada inercijske sile, reprezentirane nelinearnim ¢lanom (u - V)u ne dolaze do
izrazaja.

1.2 Prostori funkcija

Uvedimo prostore funkcija koje éemo koristiti u matemati¢koj analizi sustava (I.10) (d = 2
ili d = 3). To su prostori kvadratno integrabilnih funkcija L*(Q) i (L*(Q))’:

L*Q) ={u: Q- R f lu]> < co}. (1.23)
Q

Zatim prostor Soboljeva H'(Q)

HY(Q) = {ueL*(Q)| (Vu), € L*(Q)zai=1,...,d uslabom smislu}. (1.24)



POGLAVLIJE 1. STOKESOV SUSTAV 6

i kartezijev produkt prostora H'(Q): (H'(Q))? = H'(Q) x --- x H'(Q) (d-puta). VaZni su
nam i prostori funkcija iz Soboljevljevih prostora koji se poniStavaju na rubu 92 u smislu
tragova Hy(Q) i (Hy(Q))?

Hy(Q) = {u € H(Q) | ulgo = 0O}, (1.25)

gdje je notacija ulsq opravdana teoremom o tragu [3], te L3(Q) = {q e LX(Q)| [ q= O}.

1.3 Slabo rjeSenje

Razmotrimo sada Stokesovu zadacu s nehomogenim rubnim uvjetom oblika

—uAu+Vp=f uQcR‘d=2,3
diva=0 uQ (1.26)
u=g na 0Q.

Nehomogeni rubni uvjeti se teorijski mogu tretirati kao homogeni ([6]). Naime, ako zadaca
ima rjeSenje u prostoru (H'(Q))? onda postoji funkcija G € (H'(€2))? koja zadovoljava:

divG =0, Glo=g (1.27)

Samo rjeSenje je jedna takva funkcija. Uz tu pretpostavku, rjeSenje u moZemo zapisati u
obliku u = w + G, gdje funkcija w zadovoljava:

—uAw +Vp =f+ uAG uQ (1.28)
divw=0 uQ (1.29)
w =0 naodQ. (1.30)

Time smo polazni problem sveli na zada¢u s homogenim rubnim uvjetom i promijenje-
nom desnom stranom. Zato od sada u teorijskim razmatranjima uzimamo g = 0. Pret-
postavljamo da je f € (L*(Q))¢. MnoZenjem (prva jednadzba) s v € V gdje je
V.= (Hé (©))? i integriranjem, te koristenjem Greenovih formula dobivamo

u(Vu,Vv) — (p,divv) = (f,v) VveV, (1.31)
gdje smo s (, ) oznadili skalarni produkt u (L*(Q))¢. Definiramo prostor
Viw={veV|divv=0naQ]}, (1.32)

koji je potprostor od V i normu na njemu ||v|| := [|[VV]|;2q) koja je ekvivalentna H 1(Q) normi
zbog Poincaréove nejednakosti ([3]) ([v|g1 ~ [[Vl[z) 1 pri ¢emu druga jednadzba iz (1.26)
ulazi u prostor i stoga nestaje iz varijacijske jednadzbe. Slijedi da je bilinearna forma

aw,v) ;= u(Vw,Vv), w,ve, (1.33)
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koercitivna na V;, X V. Buduéi da je preslikavanje v — (f, v) linearno i neprekinuto na
Vv, zaklju€ujemo pomocu Lax-Milgramove leme da problem

naéiu € Vy, s a(u,v) = £, v) VYveVy, (1.34)

ima jedinstveno rjeSenje. Sada ostaje pitanje tlaka. Tu nam pomaze De Rhamov teorem

(3]

Teorem 1.3.1. Neka je Q C R ogranicena Lipschitzova domena i L € V' funkcional koji
se ponistava na V. Tada postoji funkcija p € L*(Q) takva da je

L(v) = (p,divv) VvelV. (1.35)
Funkcija p je jedinstveno odredena do na aditivnu konstantu.
Sada je dovoljno uoditi da funkcional
L(v) = u(Vu, Vv) — (£, v), (1.36)
zadovoljava uvjete leme i stoga postoji funkcija p € L*(Q) takva da je
u(Vu, Vv) — (p,divv) = (f,v) (1.37)

Unato¢ matematickoj eleganciji ovakvo izvodenja egzistencije i jedinstvenosti, nije po-
godno za formulaciju metode kona¢nih elemenata u praksi jer je teSko napraviti kona¢nodi-
menzionalan potprostor od prostora V;,. Probajmo zato s drugacijim pristupom. Defini-
rajmo prostor Q := LZ(Q) kako bismo imali jedinstvenost tlaka i bilinearne forme:

a:VxV R, b:VxQ—R, (1.38)
a(u, v) = u(Vu, Vv), (1.39)
b(u,q) = —(q,div u). (1.40)

Tada imamo mjeSovitu zadacu koja je dobra zbog toga Sto sadrZi jednostavne za imple-
mentaciju prostore Vi Q:

NaciueV,peQ:
a(u,v) +b(v,p)={f,v) VveV (1.41)
b(u,q) =0 Vge Q.

Teorem 1.3.2. Zadaca (1.41) ima jedinstveno rjesenje.
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Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost brzine. Prema (1.41)) (druga jednadzba) dobivamo da
vrijedi div u = 0 s.s. na Q jer ta jednadzba vrijedi za sve funkcije ¢ € L*(Q). Stoga je u €
Vaiv- Uzimajuéi v € V;, u (I.41)) (prva jednadzba) izlazi da u zadovoljava jednadZzbu koja
izlazi iz jednadzbe (1.37]), tj. jednadzbu (1.34) za koju prema Lax-Milgramovoj lemi postoji
jedinstveno rjeSenje u € V. Egzistencija i jedinstvenost tlaka. Prema De Rhamovom
teoremu postoji funkcija p € L*(Q) takva da vrijedi (T.41)) (prva jednadzba). Kada bi
postojala dva tlaka p; 1 p, njihova bi razlika zadovoljavala

fdiv v(p1 — p2)dx =0, VvelV. (1.42)
Q

Odavde slijedi da je p; — p, € H'(Q) te da je V(p; — p») = 0. Time dobivamo da je p; — p,
konstanta, a kako je py, p> € Q slijedi p; — p, = 0. m|

Zaklju¢imo ovu sekciju s nekoliko jednostavnih ocjena. Koriste¢i Poincaréovu nejed-
nakost moZemo pokazati da postoje konstante a > 0, M, i M, takve da je

YveV, alvl?<alv,v), (1.43)
Yv,weV, la(v,w)| < M|vlyllwlly, (1.44)
VYveV,ge Q, [b(v,q|< M|Vlvigllo. (1.45)

Pokazimo jos da za svako g € Q postojive V, v #01iv-n=0nadQ, tako da je

(g, divv) = B|IVllvllgllo, (1.46)

gdje je B* konstanta neovisna o ¢ i v. Dokaz ide konstrukcijom. Za dano ¢ € Q rijeSimo
problem

{Ap:q ug (1.47)

Vp-n=0 naodQ,
i definiramo v = Vp. Ovakvim izborom (1.46)) je zadovoljen jer ||v|ly < Cllgllo-
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Numerika za Stokesov sustav

2.1 Varijacijska aproksimacija

Uvodimo kona¢nodimenzionalne prostore V,, ¢ Vi Q, C Q koji ovise o h (opisan u
sljedec¢em potpoglavlju). Tada aproksimiramo (1.41) s diskretnim problemom

Nacdi u, €V, Pn € Qh .

a(u,, vy) + b(vy, py) = (£, v;) Vv, €V, (2.1)
b(uy,q1) =0 Vg, € Q.

MjeSovita formulacija je dobro proucena u literaturi ([3], [8]) 1 pogodna je za konac¢ne ele-
mente za razliku od formulacije (I.34) koja u sebi ima diferencijalnu jednadzbu ugradenu
u prostor. Ipak, ni ovdje ne moZemo prostore V), i Q) odabrati nezavisno jedan o drugome.
Pretpostavimo da prostori V), 1 Q,, zadovoljavaju sljedeci uvjet: postoji 5 > 0 tako da

Ygn € On v, € Vi, vy £ 02 (gn, div v,) = BlIVillvligallo- (2.2)

Ovaj uvjet se zove uvjet kompatibilnosti ili LadiZenskaja-Babuska-Brezzijev (LBB) uvjet.
Uoc¢imo da on implicira da je dimQ), < dim(divV,). Naime, kad to ne bi bio slucaj, postojao
bi g, € Q) ortogonalan prostoru {div v, | v, € V,}, §to je kontradikcija s (2.2)).

Teorem 2.1.1. Neka prostori V,, ¢ Vi Q, C Q zadovoljavaju LBB uvjet (2.2)). Tada zadacéa
(2.1) ima jedinstveno rjeSenje koje zadovoljava sljedece apriorne ocjene:

1 1 M,
[ ly < allfllLZ(g), lpallo < B(l + F)Hf“y(g)- (2.3)

Dokaz. Budu¢i da promatramo kona¢nodimenzionalni problem, zadaéa se svodi na rjeSavanje
linearnog sustava s kvadratnom matricom pa je dovoljno dokazati jedinstvenost. Neka su

9
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(u;, p) i (w7, p7) dva rjeSenja. Razlika u, = u, —u’ i p, = p} — p; zadovoljava

a(,, vy) +b(vy, pp) =0 Vv, €V, (2.4)
b(w,,qy) =0 Vg, € O (2.5)

Stavljajuéi u prvu jednakost v, = wu;, te uzimajuéi u obzir drugu jednakost dobivamo
a(uy,u,) = 0, odakle zbog koercitivnosti forme a(, ) slijedi u, = 0. Time prva jednakost
daje

b(Vh,ph) = fdlv Vhphdx =0 Vv,eV, (26)
Q

Sto prema LBB uvjetu povlacéi p, = 0. Prva ocjena u (2.3)) slijedi uvrStavanjem v, = u, u
(2.1I) i primjenom koercitivnosti bilinearne forme a(, ). Iz LBB uvjeta dobivamo

b(vi,pr) 1 K, v;) — a(u,, v;)

1
llpallo < = sup = — sup . 2.7)
Me=p o illy Buev, vally

Koristeci ograniCenost bilinearne forme a(, ) te ||Vallz2) < [IV4lly dobivamo

1 1 M
lpallo < IE(”ﬂlQ + Millully) < B(l + ;1)||f||L2(9)- (2.8)

Algebarski sustav

Oznacimo s Ny, i M, dimenzije Vi, 1 Qp, redom, is{¢; [ j=1,... . Ny} i{y;|j=1,..., My}
baze za V), i Qy, redom. Zapis rjeSenja zadaée (2.1)) u ovim bazama ima oblik:

Np My
W) = Y wid (), ()= Y ps(n). (2.9)
j=1 J=1

Uvedimo oznake za vektore rjeSenja
u=(u;)eR"™ p=(p;)eR". (2.10)
Algebarski sustav sustava (2.1]) ima oblik:
B BEH
gdje je matrica A = (a;;) € RV matrica B = (b;;) € R te vektor f = (f;) € R™.
Posebno a;; = a($;,$,), bi; = b(d;,¥), a fi = (£,¢,), gdje smo koristili (v,); = ¢; i
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(gn)i = ;. Matrica A je simetri¢na i pozitivno definitna i stoga regularna. Ako raspiSemo
znacenje LBB uvjeta dobivamo: Postoji konstanta 8 > 0, takva da za svako g € Q), postoji
element v € V,,, v # 0, takva da vrijedi

(q,divv) = =b(v,q) = =Bv - q = BligllolIvlly. (2.12)

Time smo zakljucili da ako odaberemo q # 0, onda postoji vektor v # 0 takav da je
Bv - q # 0. Drugim rije¢ima B'q # 0 za svako q # 0 odnosno operator B” je injektivan,
Ker(B") = {0}. Iz Au = f — Bp i Bu = O slijedi

u=A"'f-B"p), Bu=BA'(f-B'p) =0, (2.13)

Sto daje sustav za tlak:
BA™'BTp = BA”'f. (2.14)

Matrica sustava BA™' BT € RM»M: je simetri¢na i pozitivno definitna:
BA'B"q-q=A"'B"q-B"q > «a||B"q|* > 0, (2.15)

za svako q # 0, §to povladi pozitivnu definitnost matrice BA™'BT. Time sustav za tlak
(2.14) ima jedinstveno rjeSenje, a onda je i brzina jedinstveno odredena jednadzbom: u =
= A~'(f — B"p). Sto se ti¢e rjeSavanja tog sustava, najjednostavnije je koristiti Gaussove
eliminacije koje daju rjeSenje u kona¢nom broju koraka i kod kojih se matrica rastavlja na
produkt LU, gdje je L donjetrokutasta, a U gornjetrokutasta matrica, a zatim iz Ly = b 1
Ux =y dobivamo rjeSenje x.

LBB uvjet i nestabilnost

LBB uvjet (2.2) povlaci da je prostor V) diskretnih brzina dovoljno velik u odnosu na

prostor diskretnih tlakova Q,. Druga implikacija LBB uvjeta je da sprjecava oscilacije u

tlaku prilikom izracunavanja. Naime, ako je p; funkcija sa svojstvom (div w, p;) = 0 za

svako u,, € Vj i ako je pj izraCunati tlak sustava, onda je i p,, + p; takoder rjeSenje sustava

za tlak. To se u praksi manifestira kao nestabilnost izracuna za tlak. Izracun brzine je

stabilan jer ocjene (2.3) (prva nejednakost) i (2.17)(u nastavku) ne ovise o parametru 3.
Uvedimo prostor

Zy =A{vi € Vi | (qn,divvy) =0 Vg € Op}. (2.16)
Z, € Vy, je prostor funkcija iz V), koje imaju diskretnu divergenciju jednaku nuli.
Teorem 2.1.2. Neka je zadovoljen LBB uvjet i neka je f € L>(Q). Neka je (u,p) € V x Q
rjesenje zadace (1.41)), a (ay, py) € V), X Q), rjieSenje zadace (2.1)). Tada vrijedi

M, . M, .
lu—wylly < (1+—) inf [u—wlly + — inf [Ip - gllo, (2.17)
WiEZy @ qn€0Qn
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M M M, MM
1P = pillg < —-(1+ =) inf flu = wylly + (1 + —> + ——
B a B

WhEZ)

Dokaz. Oduzimanjem prvih jednakosti u (2.1)) i (I.41) dobivamo
a(w, —u,vy) +b(vy,pp—p) =0, Vv, eV,
Odaberimo proizvoljno w;, € Z; 1 g, € Q). Imamo:
a(u, — Wy, Vi) + b(Vi, pp = qn) = a(@ = Wy, Vi) + b(Vi, p = q1),  YVj € V.

Uzimajuéi v, = u;, — w;, € Z;, dobivamo,

a(uh - W, 0, — Wh) + b(llh — Wy, Ph — qh) = Cl(ll - W, 0, — Wh) + b(llh — Wy, p— qh)

inf = qillo-
W3>%wﬂm qnllo

12

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Zbog p, — q; € Oy, drugi Clan na lijevoj strani propada pa mozZemo iskoristiti koercitivnost

i neprekidnost bilinearnih formi kako bismo dobili:
2
alluy, — wylly < Milja = willvlla, = wlly + Mal|la, — willvllp = gallo,

odnosno 1
[lwy, — wplly < 5(M1||ll = Willv + Mallp = qillp)-

Po nejednakosti trokuta imamo

M, M,
lu—wlly <+ —)llu—-wlly + —llp = gallo,
« «
Sto daje (2.17). Primjenimo li LBB uvjet na funkciju p, — g5, i € Oy, dobivamo

1Pn — agullo < 1 sup b pr=gn) _ 1 sup a(u -, v,) + b(vy, p — qp)
T Bue vl By villy :

gdje smo iskoristili (2.20). Na osnovu ogranicenosti bilinearnih formi dobivamo:

M, M,
—lu—wlly + —

I ﬁlm—me

lpn = qnllo <
Nejednakost trokuta daje
M M
llp = pallg < Fluu —wlly + (1 + f)up — gillg-

Pomocu ocjene (2.24)) dobivamo

M M M MM
p = pallp < f(l + Fl)llu —willy + (1 + ==+ —2)Ip - qillo»

B af
Sto daje ocjenu (2.18).

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Teorem 2.1.3. Neka prostori V), i Q) zadovoljavaju LBB uvjet (2.2)) i neka su operatori
By: Vi, = (Qn) i B, : Oy — (V}) definirani s

(Brv,q) = b(v,q) VYveV, VqgeQ, (2.29)

(B,g,V) = (Biv,q) = b(v,q) VVEV), Vg€ Q. (2.30)
Tada vrijedi da je restrikcija operatora By|z; : Z;* — (Qn) bijektivna.

Dokaz. Prema LBB uvjetu operator B) je injektivan (8 |[vllg, < ||B;,V||v,;) sa zatvorenom sli-
kom ([3]]) (zatvorenost slike slijedi iz toga Sto se radi o operatoru na kona¢nodimenzionalnim
prostorima). Iz injektivnosti operatora B, na osnovu teorema o zatvorenoj slici, Im(B;,) =
Ker(B;l)O, gdje je s nulom oznacen anihilator skupa (X° := {g € X" | (g,v) = 0 Vv € X}),
zakljuCujemo da je operator B), surjektivan, odnosno da je Im(B;) = (Q;)’. On opcenito
nije injektivan jer mu je jezgra jednaka Z,. Prostor Vj, moZemo rastaviti na ortogonalnu
sumu prostora Z, i njegovog ortogonalnog komplementa Z;-. Restrikcija operatora By,

Bilz:: 7t — (QW)'s (2.31)
je stoga bijektivna. O
Teorem 2.1.4. Neka prostori V), i Q, zadovoljavaju LBB uvjet (2.2)). Tada za svako f €
L*(Q) postoji jedinstveni z;, € Z; za koji vrijedi

f divz, + f)g=0, VYge O (2.32)
Q

Dokaz. Preslikavanje F definirano s (F,q) = — fQ fq je element prostora Q;. Sada prema
teoremu postoji jedinstven z, € Z;- za koji je Bz, = F Sto je posljedica bijektivnosti
operatora B 7+ O

Teorem 2.1.5. Neka vrijede uvjeti teorema[2.1.2} Tada:

M
inf [lu—wlly < (1 + 72) inf |[u— wvlly. (2.33)

wheZy vreV),

Dokaz. Za svaki v, € V), postoji jedinstveni z, € Z; takav da (vidi teorem — f =
—div (u—v,) € [2(Q))

b(zy,qr) = b(a—v,,q,) Vg, € Oy (2.34)

Bllzullvlignlle < 16(Z4, gn)l = [b@ = V4, i)l < Molla — villvligallo. (2.35)
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Dakle: o
llZ4llv < lelu = Vallv. (2.36)
Ako stavimo wy, := z;, + v;,, dobivamo
la = wylly < llw—wlly + llzlly < (1 + %) lla = villy. (2.37)
O

Kao posljedicu teorema i[2.1.5dobivamo sljedece nejednakosti

M M, . M, .
u—wlly < (1 +—)1 +=2) inf [ju—v,lly + — inf [Ip — gullos (2.38)
a B a 9i€Qn

Vi€Vi

M, 1 M, . M, MM,
- < - < - -
P = pallo < 5 (I+—==)(1 + 5 ) inf flu = vally + (1 +—=+

inf — .
I of )qhth lp — qnllo

(2.39)

2.2 Konacni elementi

Od ovog potpoglavlja nadalje, radi jednostavnosti, je dimenzija prostorad = 2. 7, oznacava
triangulaciju od Q u 2-simplekse (trokute) ili 2-kocke (Cetverokute) koji se zovu elementi

1 Ciji promjer je najvisSe h. Tu pretpostavljamo kona¢nu dekompoziciju
o= Jx (2.40)
KGTh

gdje je svaki K zatvoren poliedarski skup i Int#(K) # 0, te za svaka dva razlicita K, K, € 7,
vrijedi Int(K;) N Int(K;) = (. Definirajmo za trokute:

Yii= gy € LAQ) | ulx € B YK €T3}, k>0, (2.41)
gdje je P, prostor polinoma stupnja manjeg ili jednakog k, te za Cetverokute:
Yy ={¢ € X(Q) | gulx o Tk € VK €T}, k=20, (2.42)

gdje je Q, prostor polinoma stupnja manjeg ili jednakog k u svakoj varijabli posebno, a
Tk afino preslikavanje izmedu referentnog elementa (jedini¢ni jednakokracni pravokutni
trokut ili jedini¢ni kvadrat) 1 elementa iz triangulacije 7. Stavimo jos

Xk=v"nC'Q), k=>1. (2.43)
Sada za prostor brzine Vj, moZemo uzeti (X’g N Hé(Q))z, zaneki k > 1, dok za prostor tlaka
Q) imamo dvije moguénosti. MoZemo uzeti ¥;* N L3 (), za neki m > 0, ili X" N L{(Q),

za neki m > 1. Prva moguénost predstavlja diskontinuirani tlak, a druga kontinuirani. Za
diskontuirani slucaj pogledati [3]].
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Kontinuirani konacni elementi za tlak
Promatramo prostore
On=X'NLiQ), m>1, V,=X NnH(Q), k=1. (2.44)
Za provjeru LBB uvjeta mozemo primjeniti sljedeci teorem ([3]]).
Teorem 2.2.1. Pretpostavimo da postoji konstanta 3* > 0 takva da je zadovoljeno
Vge Q 3AveV,v+0:(qdivv) > BIvilviigllo. (2.45)

Nadalje, neka postoji operator v,: V. — V), takav da

(i) b(v — 75(V), q,) = 0 za svakiv € V, g, € Qp,

(ii) lltaWlly < Cullvlly za svakiv €'V,

gdje C, > 0 ne ovisi o h. Tada je LBB uvjet (2.2)) zadovoljen s B = B*/C..

Dokaz. 1z (2.43), za svaki g, € Q), postoji v* € V, v* # 0 takav da

b(v', qn) = BIIV:Ilvllgallo- (2.46)

Bududéi da moZemo pretpostaviti ¢, # 0, (2.46) daje b(v*, ¢;) # 01 (i) kao posljedicu daje
7,(v*) # 0. S druge strane, iz (i), (ii) 1 (2.46) nalazimo

%

b(tu(v'), qn) = bOV', qn) = lg_”Th(V*)”VHQh”Q- (2.47)

O

Teorem vrijedi i u suprotnom smjeru (za dokaz vidjeti [8]]). Sada se moZe dokazati da
slu¢aj k = m = 1 nije stabilan. Nasuprot tome, slu¢aj m = 1, k = 2 je stabilan i ima
optimalnu konvergenciju. Ovo vrijedi i za trokute i za Cetverokute. Takvi se elementi nazi-
vaju Taylor-Hoodovi i njih ¢emo primijeniti u nastavku. Upotrijebimo joS interpolacijske
ocjene da se dobije red konvergencije za Taylor-Hoodove elemente.

Postoji konstanta C; neovisna o finoéi triangulacije 4 takva da za svako ¢ € (H'(Q))*
za koje je div ¢ € H'(Q) vrijedi [3]

16 — TPy < Crh(Plen e + |div Blua), (2.48)

gdje je H(div; Q) := {¢ € (L*(Q))* | div ¢ € L*(Q)}. Takoder za tlak postoji konstanta C,
neovisna o A tako da [J3]

g — (D2 < CalPlPlirg), Yo € COQ). (2.49)
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Koristeci teorem s teoremom [2.1.5| moZemo izvesti ocjenu greske aproksimacije.
M, M, . M,
la —wlly < CA(l + 7)(1 + F)(”u”v +|divualgi ) + C2h27|p|H2(Q) (2.50)

M M M . M MM
P = pallo < clhf‘u + 7‘)0 + sznunv +|div ulgiq)) + Coh2(1 + 72 + 12

)|P|H2(Q)
(2.51)



Poglavlje 3
Dune::PDELab

Dune (engl. Distributed and Unified Numerics Environment) je besplatni alat za rjeSavanje
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi mreZnim metodama u C++-u. Osnovni moduli Dune-
a su dune-common, dune-geometry, dune-grid, dune-istl i dune-localfunctions. Ideja Dune-
a je napraviti elegantno sucelje koje omogucava efikasno koriStenje starijih i novijih bi-
blioteka. Dakle, Dune omogucava efikasnost u znanstvenom racunanju i podrzava brzo
izvodenje racunskih aplikacija. Dune::PDELab modul pak, je diskretizacijski modul Dune-
a za Siroku klasu diskretizacijskih metoda. On nam omoguéava programiranje numerickih
metoda za parcijalne diferencijalne jednadZbe na viSem stupnju apstrakcije. Omogucuje
brzu implementaciju diskretizacije i rjeSavaca za sustave parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi. Glavne znacajke Dune::PDELab modula su fleksibilni diskretni funkcijski prostori
1 operatori. PDELab trazi od korisnika da programira asembliranje diskretnog sustava samo
na lokalnoj razini (na jednom elementu) a sam se brine o uvrStavanju lokalnih doprinosa
globalnom rezidualu 1 jakobijanu. Korisnik se ne treba brinuti kako izgleda matrica kru-
tosti racunajuci konac¢ne elemente; to radi modul. Ipak, korisnik, u ovisnosti o problemu, se
mora pobrinuti za raCunanje volumnog integrala, integrala po rubu i rubne uvjete. Koristeci
PDELab, neki od problema iz primjene koji se mogu rijeSiti su (vidjeti [[1]):

e elipticki, parabolicki 1 hiperbolic¢ki problemi

e diskontinuirana Galerkinova metoda konac¢nih elemenata
e mjeSovita metoda konac¢nih elemenata

¢ inkompresibilne Navier-Stokesove jednadzbe

e dvofazni protok

e viSefazni protok u poroznoj sredini

e Maxwellove jednadZzbe

17
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3.1 Implementacija i analiza koda

Kod za numericki izraCun Stokesovog sustava je u 3 datoteke — stokes.cc, driver.hh i
bc_extension.hh — koje su dane na kraju rada. Potrebno je bilo izraCunati brzinu 1 tlak.
Centralni dio koda je u driver.hh gdje je konstruiran prostorni lokalni operator (unapri-
jed definiran u Dune::PDELabu) koji primjenjuje Taylor-Hoodove elemente pomocu klase
(uvijek je prisutno using namespace Dune: :PDELab)

TaylorHoodNavierStokes<P>

Template parametar P je klasa parametara potrebnih za formiranje rubne zadace (u sto-
kes.cc):

NavierStokesDefaultParameters<GV, RF, F, B, V, J, navier, tensor>
koja ima sljedeée template parametre

GV = Grid View

RF = double

F = klasa koja odreduje izvorni ¢lan

B = klasa koja odreduje tip rubnog uvjeta

V = klasa koja odreduje Dirichletov rubni uvjet za brzinu

J = klasa koja odreduje Neumannov rubni uvjet

navier = bool (izbor false eliminira konvektivni ¢lan p(Vu)u i zadaca postaje
Stokesova; true ga ukljucuje)

tensor = bool (treba li raditi sa simetriziranim gradijentom ili ne (utjeCe na inter-
pretaciju Neumannovih rubnih uvjeta); kod nas je false)

Konstruktor uzima sve traZzene funkcije i ima oblik

NavierStokesDefaultParameters (const RF &mu, const RF &rho, F &f,
B &b, V &, J &j);

gdje konstante p 1 u ucitavamo iz konfiguracijske datoteke kako je pokazano u stokes.cc.
U driver.hh datoteci se (osim lokalnog operatora) konstruira vektorski prostor kona¢nih
elemenata kao Kartezijev produkt prostora za brzinu i prostora za tlak. Sam prostor za
brzinu je Kartezijev produkt identi¢nih skalarnih prostora. MreZa koju koristimo je sastav-
ljena od simpleksa i za brzinu koristimo P, elemente, a za tlak P; elemente (Taylor-Hood).



POGLAVLIJE 3. DUNE::PDELAB 19

Dalje se u kodu odreduju Dirichletove granice i ogranicenja. Za rjeSavanje sustava s in-
definitnom, simetri¢cnom matricom koristimo SuperL.U solver jer je on najjednostavniji za
racunanje problema u kona¢nom broju koraka za matricu koja je rijetka i nema nula na di-
jagonali u podmatrici razli¢itoj od nulmatrice. Sve funkcije vezane uz rubne uvjete su dane
u datoteci bc_extension.hh. Klasa BCTypeParam odreduje tip granice. Ona ima funkciju
evaluate() koja kroz varijablu y vraca vrijednost iz enumeracije
StokesBoundaryCondition: : Type. Ta enumeracija ima sljedeée vrijednosti:
DoNothing, VelocityDirichlet i StressNeumann koje signaliziraju homogeni Ne-
umannov uvjet, Dirichletov uvjet za brzinu i Neumannov uvjet. U klasi Velocity se
postavljaju rubni uvjeti za brzinu, a u klasi ZeroFunction se postavlja vektorska funkcija
jednaka nuli. Koristimo je za tlak (dim_range=1) i za Neumannov rubni uvjet
(dim_range=dim) koji nisu prisutni.

3.2 Numericki rezultati

Kod je testiran na standardnim primjerima optjecanja stepenice i optjecanja prepreke. U
oba primjera imamo parabolicki profil brzine na ulazu (lijevi rub) i homogeni Neumannov
rubni uvjet na izlazu (desni rub). Na ostalim rubovima je brzina jednaka nuli. Dobiveni
rezultati za brzine su na slikama [3.1] te [3.3]1[3.4] a za tlak na slikama [3.3]i[3.6 Za
razne ulazne parametre (u 1 velmax) rezultati su slicni, tj. nema pojave vrtloga iza stepenice
11za prepreke. Tlak je ocekivano visi na ulazu nego na izlazu.
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Slika 3.1: Optjecanje stepenice — brzina
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Slika 3.2: Optjecanje prepreke — brzina
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Slika 3.3: Optjecanje stepenice — brzina (primjer 2)
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Slika 3.4: Optjecanje prepreke — brzina (primjer 2)
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Slika 3.5: Optjecanje stepenice — tlak

21



POGLAVLIJE 3. DUNE::PDELAB

Slika 3.6: Optjecanje prepreke — tlak
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Zakljucak

Stokesov sustav, buduci da je izveden iz Navier-Stokesovog za mali Reynoldsov broj, opi-
suje laminaran tok fluida (nasuprot turbulentnom). Time dolazimo do objasnjenja za slike
3.1]i 3.2 na kojima nema pojave vrtloga.

23
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Sazetak

U ovom radu je detaljno opisana metoda konacnih elemenata za Stokesov sustav i ana-
lizirana njena konvergencija. Prakti¢ni dio je implementiran u Dune::PDELab modulu.
Numericki rezultati potvrduju ispravnost koda.



Summary

In this thesis the finite element method for the Stokes system is described ans it’s conver-
gence is analyzed. The practical part is implemented in the Dune::PDELab module. The
numerical results confirm correctness of the code.
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