Zornova lema i srodne tvrdnje

Gunja, Marin

Master's thesis / Diplomski rad

2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:663843

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-26

W £,
% £,
& S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:663843
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:9018
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9018
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9018

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Marin Gunja

ZORNOVA LEMA | SRODNE TVRDNJE

Diplomski rad

Voditelj rada: )
doc. dr. sc. Vedran Caci¢

Zagreb, srpanj 2020.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Obitelji, prijateljima, kolegama, i svima ostalima koji su me nebrojeno puta pitali hocu li
sti¢i dovrsiti ovaj rad.



Sadrzaj

iv
Uvod 1
(I__Aksiom izboral 2
[LI_Uvodnooaksiomuizboral . . . . . ... ... ... ... ... ..... 2
(1.2 Posljedice aksiomaizboral. . . . . . . ... ... ... ... ... .... 2
(1.3 Ekvivalentne formulacyel . . . . . ... ... ... oo, 5
(1.4 Primjer koriStenja aksioma 1zbora: Vitalyjevskup| . . . . . ... ... .. 7
2_Zornova lemal 10
2.1 Uvodno o Zornovoj lemi| . . . ... ... ... ... ... ........ 10
2.2 Premadokazu Zornovelemel . . . ... ... ... ... .. L. 12
23 DokazZornovelemel . . . . . .. ... ... ... 17
[2.4  Primjer1 koriStenja Zornove leme| . . . . . ... oL 20

B Zermelov teorem 28
1 no o Zermelovom teoremul . . . . ... ... oL 28

[3.2  Dokaz Zermelovog teoremal . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 30
[3.3  Zermelov teorem povlaci aksiom 1zbora] . . . . .. ... ... ... ... 33
Bibliografija 35

v



Uvod

U centru paZnje ovog rada je Zornova lema.

Teorem 0.0.1 (Zornova lema). Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da
svaki lanac u A ima gornju medu u A. Tada (A, <) ima barem jedan maksimalni element.

Posebno je zanimljiva jer se koristi vjerojatno u svakoj grani matematike. Neki pri-
mjeri su navedeni na stranici 4] Takoder, u Zermelo—Fraenkelovoj teoriji skupova (ZF)
ekvivalentna je aksiomu izbora. Jedan oblik u kojem se iskazuje je:

Aksiom 0.0.2 (Aksiom izbora). Neka je X skup nepraznih u parovima disjunktnih skupova.
Tada postoji skup B (izborni skup) takav da je B N Y jednoClan skup za svaki ¥ € X.

Da su tvrdnje ekvivalentne u ZF znaci da se ekvivalencija moZe dokazati koriStenjem
aksioma ZF. Teorijom ZF se neemo detaljnije baviti, ali se svi potrebni detalji, kao i njeni
aksiomi, mogu pronaci u [3]].

Mozda se pitate zaSto smo se odlucili paznju obratiti na Zornovu lemu, a ne na aksiom
izbora. Zornova lema predstavlja svojevrsno ,,sucelje” aksioma izbora — naime, aksiom
izbora se, u svom ,,najcis¢em” obliku, mnogo rjede primjenjuje nego Zornova lema.

U ovom radu ¢emo navesti i odredene kritike Zornove leme i (posljedi¢no) aksioma
izbora. Najcesca kritika na koju mozemo naici je nekonstruktivnost. Naime, Zornovom
lemom se dokazuje postojanje nekog maksimalnog elementa, ali najces¢e nijedan maksi-

malni element ne moZemo konstruirati. Primjeri ¢e biti dani u radu.



Poglavlje 1

Aksiom izbora

1.1 Uvodno o aksiomu izbora

Aksiom izbora ima mnogo ekvivalentnih formulacija. Odlucili smo krenuti od formulacije
za koju smatramo da je Citatelju intuitivno jasna bez detaljnijeg obrazloZenja. Ponovimo je:

Aksiom [0.0.2} Neka je X skup nepraznih u parovima disjunktnih skupova. Tada postoji
skup B (izborni skup) takav da je B N Y jednocClan skup za svaki ¥ € X.

Vizualni prikaz aksioma izbora je na Slici

Napomena 1.1.1. Uocimo da je disjunktnost u izreci aksioma izbora nuzna. Uistinu, uz-
mimo X := {{1},{2},{1,2}}. Ako je B izborni skup, vrijedi da je B N {1} jedno&lan pa mora
biti 1 € B. Sli¢no, B N {2} je jednoclan pa mora biti 2 € B. No, sada je B 2 {1,2} pa je
BN {1,2} = {1, 2} §to nije jednoclan skup. Kontradikcija! Dakle, za ovakav X nije moguce
naci odgovarajuci izborni skup.

Cilj ovog poglavlja je obrazloziti tvrdnju aksioma izbora, opisati njegovu uporabu, is-
kazati 1 dokazati ekvivalentne formulacije, te smjestiti aksiom izbora u ,,0p¢éi matematicki
kontekst”.

1.2 Posljedice aksioma izbora

Aksiom izbora ima brojne posljedice. Za primjer prvo opisujemo jedan podosta fantastican
scenarij, a onda i njegovu matematicku formulaciju.

Primjer 1.2.1. Zamislimo neku Zivotinju s prebrojivo mnogo nogu (prebrojivo mnogo
lijevih i prebrojivo mnogo desnih nogu), koja Zeli obuci Carape i cipele na lijeve noge.
Pretpostavimo da ima prebrojivo mnogo pari i cipela i ¢arapa. Moze li to napraviti?

2
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(D

Slika 1.1: Skup X i njegov izborni skup B.

Odgovor je: ne bez aksioma izbora. Preciznije, Cak i1 bez koriStenja aksioma izbora,
moZe iz svakog od prebrojivo mnogo parova cipela uzeti lijevu cipelu. Problem je u odabiru
Carapa. Naime, bez aksioma izbora, ne moze iz svakog od prebrojivo mnogo parova Carapa
uzeti jednu, jer se Carape ne dijele na lijeve i desne — tu i nastaje problem!

Sli¢nu ilustraciju aksioma izbora je naveo Russell (vidjeti [[1]).
Prije nego Sto damo matematicku apstrakciju te ilustracije, potrebni su nam joS§ neki
pojmovi.

Definicija 1.2.2. Neka su A i I skupovi. Svaku funkciju f: I — P(A) nazivamo familija
skupova. Obicno piSemo A; umjesto f(i) te familiju skupova oznaCavamo s (A; : i € I).

Definicija 1.2.3. Neka je (A;: i € I) familija skupova. Definiramo Kartezijev produkt te
familije, u oznaci [ [,¢; A;, kao

[1.4= {f: 1-| ] 4 ' (VieD(fi)e A,-)}

Konacno, slijedi matematicka apstrakcija Primjera[I.2.1]

Primjer 1.2.4. Skup {0, 1}*' (skup svih nizova elemenata iz {0, 1}) je neprazan jer npr.
sadrZi niz kojem su svi ¢lanovi nule.

Neka je sada, za svaki n € N, A, dvo¢lan skup. Promatrajmo familiju (A, : n € N). Sto
znamo o njenom Kartezijevom produktu?
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Odgovor je: bez aksioma izbora ne mozemo zakljuciti da je to neprazan skup. Jedan
pokusSaj bi bio: kako je, za svaki n € N, skup A, ekvipotentan s {0, 1}, to bi [],cy A, trebao
biti ekvipotentan s {0, 1}''. Sto je tu krivo?

Pazljivi Citatelj ¢e uociti da preSutno Koristimo upravo aksiom izbora — za svaki
n € N, mi smo izabrali jednu bijekciju f,: A, — {0, 1}, da bismo definirali ,,globalnu”
bijekciju [],en An — {0, 1},

Navedimo neke tvrdnje iz teorije skupova koje su u Zermelo—Fraenkelovoj teoriji ek-
vivalentne aksiomu izbora:

e (Zornova lema.) Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da svaki
lanac u A ima gornju medu u A. Tada (A, <) ima barem jedan maksimalni element.

e (Hausdorffov princip maksimalnosti.) Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Tada
je svaki lanac L u A podskup nekog maksimalnog lanca u A.

e (Zermelov teorem o dobrom uredaju.) Svaki skup se moZe dobro urediti: za svaki
skup A postoji relacija R € A X A takva da je (A, R) dobro ureden skup.

o (Hartogsov teorem.) Za sve skupove A i B vrijedi k(A) < k(B) ili k(B) < k(A).
e (Teorem Tarskog.) Ako je A beskonac¢ni kardinalni broj, tada je A2 = A.

¢ (Russelov multiplikativni aksiom.) Neka je (A; : i € I) familija skupova. Ako je
[1;e; Ai prazan skup, tada postoji i € I takav da je A; prazan skup.

Aksiom izbora nije kori$ten samo u teoriji skupova. Cesto se koristi (u obliku Zornove
leme) u drugim granama matematike. Navedimo joS neke posljedice aksioma izbora, za-
jedno s granom matematike iz koje dolaze:

e (Linearna algebra) Svaki vektorski prostor ima bazu.
e (Algebra) Svako polje ima algebarski zatvoreno proSirenje.
o (Algebra) Svaki prsten s jedinicom ima barem jedan maksimalni ideal.

e (Topologija) Teorem Tihonova: produkt familije kompaktnih topoloskih prostora je
kompaktan.

e (Analiza) Ekvivalentnost Heineove i Cauchyjeve definicije neprekidnosti funkcije.

o (Teorija mjere) Ne postoji proSirenje Lebesgueove mjere definirano na cijelom P(R).
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o (Funkcionalna analiza) Hahn-Banachov teorem za normirane prostore: neka je X
normiran prostor i ¥ < X. Za svaki ograniceni funkcional f, € Y’ postoji ogranieni
linearni funkcional f € X’ takav da je fly = fy i ||f|| = ||f0||.

e (Matematicka logika) Teorem kompaktnosti: Skup formula logike sudova (nad ne
nuzno prebrojivim jezikom) je ispunjiv ako i samo ako je ispunjiv svaki njegov
konacan podskup.

o (Geometrija) Banach-Tarskijev teorem: neka su k i K kugle u R3. Tada postoji n € N
1 particija ki, ks,...,k, od k, te particija K, K>, ...,K, od K tako da je za svaki
i=1,2,...,n, skup k; izometrican s K;.

Kao §to vidimo, aksiom izbora se koristi svugdje u matematici.

Aksiom izbora je meta brojnih kritika. NajceSca kritika koja se mozZe pronaci je da
je nekonstruktivan — dokazuje postojanje nekog skupa, ali ¢esto ne znamo koji su ele-
teorema, koji se Cesto naziva i Banach-Tarskijevim paradoksom. Naime, iz Banach—
Tarskijevog teorema slijedi da postoji particija jedini¢ne kugle u kona¢no mnogo skupova,
takvih da se iz tih skupova translacijama i rotacijama mogu dobiti dvije jedini¢ne kugle.
Ne znamo precizno opisati sve dijelove koje dobijemo takvom dekompozicijom jedini¢ne
kugle. Ono Sto je klju¢no je da su neki dijelovi neizmjerivi: ne mozemo govoriti o volu-
menu tih dijelova. Naime, translacije i rotacije cuvaju volumen, pa kada bi svi dijelovi bili
izmjerivi (tj. imali volumen), ne bismo od jedne jedini¢ne kugle, koriste¢i samo translacije
i rotacije, mogli dobiti dvije.

1.3 Ekvivalentne formulacije

U literaturi moZemo naci razlicite formulacije tvrdnje aksioma izbora. U ovom potpoglav-
lju nam je cilj navesti neke od njih i dokazati ekvivalentnost tih formulacija s onom koju
smo naveli kao Aksiom Zapocnimo s formulacijom iz [3] (uz malu modifikaciju na
nepraznost familije).

Tvrdnja 1.3.1. Neka je (A; : i € I) familija u parovima disjunktnih nepraznih skupova.
Tada postoji skup B takav da je za svaki i € I skup B N A; jednoclan.

Funkcije koje se pojavljuju u sljede¢im tvrdnjama obi¢no zovemo funkcijama izbora.

Tvrdnja 1.3.2. Neka je (A; : i € I) familija u parovima disjunktnih nepraznih skupova.
Tada postoji f: I — | J,; A; takva da za svaki i € I vrijedi f(i) € A;.

Tvrdnja 1.3.3. Za svaki skup nepraznih skupova X postoji funkcija f: X — (Jscx A takva
da za sve A € X vrijedi f(A) € A.
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Tvrdnja 1.3.4. Neka je A skup. Tada postoji f: P(A) \ {0} — A takvadaje f(B) € Bza
sve B € P(A) \ {0}.

Tvrdnja 1.3.5. Neka je A skup i A particija skupa A. Tada postoji f: A — A takva da je
f(B) € Bzasve B € A.

Teorem 1.3.6. Aksiom i tvrdnje[l.3.1) [[.3.2} [1.3.3} [1.3.4} [1.3.5| su ekvivalentne.

Dokaz. Dokazujemo teorem pomocu lanca implikacija.

\ = Eﬂ]\ Neka je (A; : i € I) familija u parovima disjunktnih nepraznih skupova.
Definiramo skup X = {A; | i € I}. Primijetimo da je X skup u parovima disjunktnih
nepraznih skupova pa po pretpostavci postoji skup B takav da je B N Y jednoclan za svaki
Y € X. Iz definicije skupa X slijedi da to upravo znaci da je BN A; jednocClan za svaki i € I.
[L31= 32| Neka je (4; : i € I) familija u parovima disjunktnih nepraznih skupova.
Po pretpostavci postoji skup B takav da je B N A; jednocClan za svaki i € I. Definiramo
relaciju f := Uie,({i} X (BN Ai)). Pokazimo da f ima funkcijsko svojstvo. Neka je i € 1.
Kako BN A; # 0,toi{i} x (BN A;) # 0. Dakle, i € D;. Pretpostavimo da za neki i € /
vrijedi (7, x), (i,y) € f. Po definiciji od f slijedi x,y € BN A;. S obzirom da je B N A;
jednoclan, slijedi x = y. Dakle, f uistinu ima funkcijsko svojstvo. Uocimo da takoder
vrijedi i f(i) € A; zasve i € I pa je f trazena funkcija.

\m = \ Neka je X skup nepraznih skupova. Oznacimo I := X, Ay := Y X {Y} i
promatramo familiju (4; : i € I) = (Ay : Y € X). To je familija u parovima disjunktnih
nepraznih skupova pa po pretpostavci postoji f: I — |J;c; A; takva da je f(i) € A; za sve
i € I. Pogledamo li definiciju skupa / vidimo da to upravo znaci da je f(Y) € Y X {Y}
zasve Y € X. Definiramo g: X — Jyex Y s g :=mo f, gdjeje mr: Uit Ai = Uyex Y
definirana s 7 (x, y) := x (dakle, standardna projekcija). Ta funkcija zadovoljava g(Y) € Y
zasve Y € X jer je g(¥) = (m1 o f)(¥) = m(f(Y)) € Y.

\ = []_L_ﬂ]\ Uocimo da je P(A) \ {0} skup nepraznih skupova pa po pretpostavci postoji
[ PAN\AO} = Uyepay o Y takva da je f(B) € B za sve B € P(A) \ {0}. JoS samo treba
uociti da je Uyepuy ¥ = A. Za A = 0 ta tvrdnja trivijalno vrijedi jer je P(0) \ {0} = 0.
Pretpostavimo da je A # (. UoCimo daje Y C A zasve Y € P(A) \ {0}, Sto znaci da je
Urepano ¥ € A. Obratno, kako je A € P(A) \ {0} za A # 0, vrijedii A € Uyepaynio Y-
(3.4 = [[3.3)| Po pretpostavci postoji f: P(A) \ {0} — A takva da je f(B) € B za sve
B € P(A) \ {0}. Kako je A C P(A) \ {0}, za g := f|4 vrijedi g(B) € Bzasve B € A.

\m = @]\ Neka je X skup u parovima disjunktnih nepraznih skupova. Uocimo da
je tada X particija skupa S := (Jyex Y. Po pretpostavci postoji f: X — S takva da je
f(Y) € Yzasve Y € X. Definiramo skup B := {f(Y) | ¥ € X}. Iz definicije je odmah
jasnodaje BNY # 0 zasve Y € X. Tvrdimo da su svi presjeci jednoclani. Pretpostavimo
suprotno, tj. postoji Y’ € X takav da postoje y;,y» € BNY’, y; # y,. 1z definicije skupa
B to znaci da postoje Y1, Y, € X takvi da je f(Y;) = y; 1 f(Y2) = y,. Kakojey, € Y} i
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yieEBNY CY',slijedidajey, € Yy NY'. Notoznaidaje Y, = Y'! Naime, X je skup
disjunktnih skupova, a Y; 1 Y’ imaju zajednicki element. Analogno dobijemoi Y, = Y.
Drugim rije¢ima, Y, = Y, §to znaci da je y; = f(Y;) = f(Y2) = y,. Kontradikcija! Dakle,
BNY jejednoclan skup za sve Y € X. O

1.4 Primjer koriStenja aksioma izbora: Vitalijev skup

Ve¢ smo nekoliko puta spomenuli da je naglasak na Zornovoj lemi jer se ¢esce koristi nego

-----

za dokaz nekih tvrdnji. U ovom potpoglavlju se bavimo jednom takvom tvrdnjom. Iako
tvrdnja tematski pripada ovom poglavlju, u dokazu koristimo neke pojmove koje uvodimo
tek poslije u ovom radu, npr. koristimo relaciju. Od Citatelja se oCekuje osnovno znanje
pojmova iz teorije skupova i teorije mjere da bi mogao pratiti dokaz.

Tvrdnja 1.4.1. Ne postoji prosirenje Lebesgueove mjere definirano na cijelom P(R).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji mjera m: P(R) — [0, +oo] koja ima
sva svojstva koje ima Lebesgueova mjera. Specijalno, m mora imati sljedeca svojstva:

(1) Zasvea,b e R, a<b,jem(la,b])=>b - a.
(i) m(0) = 0.
(iii)) Neka je (A, : n € N) prebrojiva familija u parovima disjunktnih podskupova od R.

Tada vrijedi m|(_] A, |= > m(A,).
n=0

n=0
(iv) Zasve x € Risve A C R vrijedi m(A + x) = m(A).

Neka su A, B C R takvidaje A C B. Tada je

m(B) = m(A U (B\ A)) = m(A) + m(B\ A) > m(A), (1.1)
gdje je druga jednakost posljedica svojstva [(111), a nejednakost vrijedi jer je m(B \ A) > 0
po definiciji mjere.

Na R definiramo relaciju ~ pomocu
a~b:ob-aecQ.

DokazZimo da je ~ relacija ekvivalencije.

o (Refleksivnost) Nekaje x e R. Tadaje x —x =0 € Q paje x ~ x.
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e (Simetri¢nost) Neka su x,y € R takvi da je x ~ y. Dakle, vrijedi y — x € Q. No, tada
jeix—y=—-(y—x)=(-1)(y—x) € QSstopovlaciy ~ x.

e (Tranzitivnost) Neka su x,y,z € Rtakvidaje x ~ yiy ~ z. ZapiSimo z — x =
z=y)+(@—-—x).Kakosuy—xeQiz—-yeQ,tojeiz—x € Q. Dakle, x ~ z.

Za x € R oznaCimo s K, pripadnu klasu ekvivalencije koja sadrzi x. UoCimo da je | x] € Q
paje x—|x]| € K,N[-1, 1]. Dakle, svaka klasa ekvivalencije ima barem jedan element koji
se nalaziu [—1,1].

Po aksiomu izbora slijedi da postoji izborni skup za R/., koji ¢emo oznaciti s A.
Uocimo da moZzemo postici da je A € [-1,1] (iz svake klase ekvivalencije izaberemo
jednog njenog predstavnika koji se nalazi u [-1, 1]). Skup A nazivamo i Vitalijev skup.

Znamo da je Q N [-2, 2] prebrojiv; poredajmo mu elemente u niz (g, ),en. Zasven € N
definiramo A, := A + g,,. OCito A, C [-3, 3].

Pretpostavimo da su m,n € N, m # n. Dokazimo da onda A, N A, = 0. Uistinu,
pretpostavimo li suprotno, postoji neki x € A, N A,. Tada postoje a,b € A takvi da je
x=a+quix=>b+gq, Topovla¢idajea+q, =b+q, tj.b—a=q,—q, € Q. Dakle,
a ~ b, §to znaci da je K, = K,. No, po konstrukciji od A smo iz svake klase ekvivalencije
izabrali samo jedan element pajea = b. Iz x = a + q,, = b + g, sada lako slijedi g,, = g,
paim = n, kontradikcija. Dakle, A,, N A, = 0 za sve m,n € N, m # n.

Sada je
D mA) =m (U An] <m(-3,3]) = 6,
n=0 n=0

gdje prva jednakost slijedi iz svojstva|((iii), nejednakost m (Uf;o An) < m([-3, 3]) je poslje-
dica nejednakosti (I.T)) (jer je A, € [-3,3] zasven € NpajeilJ, ,A, € [-3,3]), a zadnja
jednakost slijedi iz svojstva[(i)]

Po svojstvu znamo da je m(A,) = m(A) za sve n € N. Drugim rije¢ima,

(bitno je samo da ta mjera nije co) pa mora biti m(A) = 0 te

Z m(A) = 0. (1.2)
n=0

S druge strane, neka je x € [-1,1]. Po definiciji od A postoji a € A takav da je
ujedno a ~ x. Dakle, vrijedi x — a € Q i, zato Sto su oba iz segmenta [—1, 1], vrijedi 1
x—a € QN[-2,2]. Drugim rije¢ima, x = a + q,, za neki ny € N pa je x € A, po definiciji
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skupa A,,. 1z ovoga slijedi da je [-1, 1] € |,_,A,. Sli¢nim pozivanjem na svojstva kao i
prije dobivamo

i m(A) = i m(A,) = m(o A,,) >m([-1,1]) = 2,

Sto je ocita kontradikcija s (I.2). Dakle, pretpostavka da mjera m s opisanim svojstvima
postoji je kriva, Sto smo 1 trebali dokazati. O



Poglavlje 2

Zornova lema

2.1 Uvodno o Zornovoj lemi

U ovoj sekciji nam je cilj precizno izreci i rastumaciti Zornovu lemu. Najprije definiramo
nekoliko pojmova.

Definicija 2.1.1. Neka je A skup. Relacijom na A nazivamo bilo koji podskup Kartezijevog
produkta A X A.

Napomena 2.1.2. Neka je A skup i R relacija na A. Cesto umjesto (x, y) € R pisemo x R ,
a umjesto (x,y) ¢ R piSemo x R y.

Definicija 2.1.3. Neka je A skup i R relacija na A sa sljede¢im svojstvima:

o (Irefleksivnost) Za sve x € A vrijedi x R x.

o (Tranzitivnost) Za sve x,y,z € A, ako vrijedix Ryiy R z, onda vrijedii x R z.
Tada kazemo da je R relacija parcijalnog uredaja te da je (A, R) parcijalno ureden skup.

Napomena 2.1.4. Cesto ¢emo relacije parcijalnog uredaja oznacavati s <, < i sli¢no.
Takoder, definiramo pomo¢ne relacije <, < s

X<y o x<yVx=y),
x<y:ex<y)Vix=y).

Primjer 2.1.5. Na skupu prirodnih brojeva, N, definiramo relaciju < na sljedeci nacin:
x<y:e (dzeN\{0Hhx+z=y).

Jasno, ovu relaciju ve¢ znamo kao prirodni uredaj na N. DokaZimo da je < relacija parci-
jalnog uredaja.

10
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o (Irefleksivnost) Neka je x € N. Kada bi bilo x < x, postojao bi z € N\ {0} takav da je
x + z = x. No iz ovoga odmah slijedi z = 0, Sto je ocita kontradikcija. Dakle, x £ x.

o (Tranzitivnost) Neka su x,y,z € N takvida x < y1iy < z. Tada postoje u,v € N \ {0}
takvida x+u = yiy+v = z. Zbrajanjem tih jednadzbi dobivamo x+u+y+v =y+z,
tj. x +(u+v) =z Kakojeu+ve N\ {0} slijedi x < z.

Definicija 2.1.6. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima dodatno svojstvo da za
sve x,y € A vrijedi
X<y V x=y V y<ux (2.1)

Ovo svojstvo nekada nazivamo i linearnost ili totalnost. Tada < nazivamo relacijom line-
arnog uredaja, a za (A, <) kazemo da je linearno ureden skup.

Napomena 2.1.7. U svjetlu Napomene [2.1.4] uvjet (2.1)) se moze iskazati i kao
x<y V y<uyx,
Sto je Cesto korisno jer smanjuje broj sluc¢ajeva pri dokazivanju.

Definicija 2.1.8. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i neka je § C A takav da za sve
x,y € § vrijedi
X<y V o y<x

(dakle, vrijedi linearnost uredaja (<) N (S X §) na §). Tada za § kazemo da je lanac u A.

Primjer 2.1.9. Neka je A := {1,2}. Tada je P(A) = {(Z), {1}, {2}, {1, 2}}. Na P(A) definiramo
relaciju <s x <y :& x C y. Lako se pokaZe da je < relacija parcijalnog uredaja. Medutim,
< nije relacija linearnog uredaja. Uistinu, uo¢imo da je {1} # {2}, te ne vrijedi {1} < {2}
niti {2} < {1}.

Promotrimo sada S := {(Z), {1}, {1, 2}} C P(A). Uocimo da za sve x,y € S vrijedi x C y
ili y € x. Drugim rijecima, (<) N (S X §) je linearan na S pa je S lanac u P(A).

Jasno, lako moZemo naci joS neke lance u $(A). Recimo, {{1}, {1, 2}}, {(Z), {1, 2}}, 0 su
sve lanci u P(A).

Definicija 2.1.10. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Za x € A kaZzemo da je maksi-
malan (minimalan) ako ne postoji y € A takav da vrijedi x < y (y < x). Za x € A kazemo
da je najveci (najmanji) ako za sve y € A vrijedi y < x (x < ).

Napomena 2.1.11. Iz definicije je jasno da je svaki najveci element ujedno i maksimalni.
Obrat ne vrijedi. OCit kontraprimjer je ({1,2},0). U ovom slucaju su i 1 1 2 maksimalni
elementi, ali ovakav parcijalno uredeni skup ne posjeduje najveci element.

Cak i ako parcijalno uredeni skup posjeduje jedinstven maksimalan element, ne mora
vrijediti da posjeduje i najveci element. Za primjer uzmimo (RU{i}, <), gdje je < standardni
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uredaj na skupu realnih brojeva. Drugim rije¢ima, u ovakvom parcijalno uredenom skupu
i nije usporediv niti s jednim elementom, tj. ni za koji x € R ne vrijedini x < inii < x.
Iz ovoga je jasno da je i maksimalni element, no takoder je jasno da nije najveci element.
Nadalje, za sve x € R vrijedi x < x + 1 pa niti jedan x € R nije maksimalan. Dakle, i je
jedinstveni maksimalni element, ali nije najveci element.

Propozicija 2.1.12. Neka je A kona¢ni neprazni skup. Neka je < linearni uredaj na A.
Tada (A, <) ima najveci element.

Dokaz. Dokaz provodimo principom matematicke indukcije po broju elemenata od A, koji
¢emo oznaciti s n.

Bazajen = 1. Tada je A = {a} i a je oCito najveli element.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N\ {0}, za sve skupove s n elemenata. Neka
A iman + 1 elemenata i neka je a € A neki njegov element. Definiramo A" := A \ {a}. Sada
A’ ima n elemenata pa iz pretpostavke indukcije slijedi da ima najveéi element; ozna¢imo
gasa'. OCitoa” # ajera ¢ A’ paiz linearnosti od < slijedida jeilia’ <ailia <a'. U
prvom slucaju je a najveci element u A. Uistinu, neka je b € A. Ako je b = a, trivijalno
je b < a.InaCeje b € A" paje b < d’ jer je a’ najveci element u A’. Iz tranzitivnosti sada
slijedi b < a. Ako je pak a < a’, onda je oCito a’ najveci element u A.

Po principu matematicke indukcije sada slijedi tvrdnja. O

Definicija 2.1.13. Neka je (A, <) parcijalno ureden skupi B C A. Za element x € A kazemo
da je gornja meda (donja meda) skupa B ako za sve y € B vrijedi y < x (x < ).

Konac¢no, ponovimo tvrdnju Zornove leme.

Teorem [0.0.1} Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da svaki lanac u A
ima gornju medu u A. Tada (A, <) ima barem jedan maksimalni element.

Nas sljedeci cilj je dokazati Zornovu lemu. Takoder, cilj je dati Sto ,.elementarniji”
dokaz, koji koristi §to manje ,,jakih™ tvrdnji teorije skupova. Recimo, jedan od glavnih
ciljeva je izbjeci izravno koriStenje ordinala. Kao veliku pomo¢ navodimo referencu [2]].

2.2 Prema dokazu Zornove leme

Kada krenemo proucavati primjere parcijalno uredenih skupova, po¢nemo uocavati da se
neki na odredeni nacin ,,ponavljaju”. Konkretno, daymo jedan primjer tog ,,ponavljanja”.

Primjer 2.2.1. Promotrimo parcijalno uredene skupove §; := ({1,2}, {(1,2)}) 18, :=

({3,4}, {(3,4)}). MoZemo uoditi da su oni na odredeni nacin slicni. Preciznije, 1 u S,
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ima istu ulogu kao 3 u §,, dok 2 u §; ima istu ulogu kao 4 u §,. Malo ,,raCunarski” receno,
ustvari promatramo dvije razlicite ,,implementacije” iste stvari.

Dodajmo u promatranje parcijalno uredeni skup S; := ({1, 2}, (Z)). Njegovi elementi su
112, isti kao i elementi od S (to¢nije receno, to su elementi ,,skupovnog dijela” parcijalno
uredenih skupova S 1.53). S druge strane, S 1S3 su na odredeni nacin puno manje slicni
nego S 1S5;. Drugim rije¢ima, 112 u §; nemaju iste uloge kao 112 u S5;.

Cijelu raspravu vezanu za Primjer 2.2.1lmoZemo formalizirati.

Definicija 2.2.2. Neka su (A4, <) i (B, <) parcijalno uredeni skupovi. Kazemoda f: A — B
cuva uredaj ako vrijedi

(Vx,y € A)(x <y = f(x) < f).

Definicija 2.2.3. Neka su (A, <) i (B, <) parcijalno uredeni skupovi. Kazemo da su slicni
ako postoji bijekcija f: A — B (koju jo$ nazivamo slicnost) takva da f i f~! ¢uvaju uredaj.

Napomena 2.2.4. Pomoc¢u Primjera moZemo uoditi motivaciju iza Definicije
Naime, svakom x € A Zelimo pridruZiti y € B takav da x u (A, <) ima istu ulogu kao y
u (B, <). PridruZivanje je naravno izvedeno uporabom funkcije f, a svojstvo da f i f!
cuvaju uredaj osigurava da ¢e x u (A, <) imati istu ulogu kao y u (B, <).

Napomena 2.2.5. Uvjet da ! Guva uredaj je zaista nezavisan od ostalih uvjeta u Defini-
ciji[2.2.3] Uistinu, promatrajmo opet S; i S5 iz Primjera [2.2.1] te uvedimo A, := {1,2},
Ry :={(1,2)}, A3 :={1,2}, R; := 0 (dakle, vrijedi S| = (A1, R)) 1S3 = (A3, R3)).

Definirajmo bijekciju f: A3 — A sa f(1) := 1, f(2) := 2 (drugim rijeCima, f je
identiteta na {1,2}) 1 f trivijalno Cuva uredaj jer ne postoje x,y € Aj takvida x R3 y. S
druge strane, 1 R; 2,ali 1 R3 2, pa f~'(1) R f~'(2), odnosno f~! ne Guva ureda;j.

U ovom primjeru takoder moZemo vidjeti koliko je vazan sveukupan kontekst; naime, 1
f i f7!, kada ih prou¢avamo samo kao funkcije, su identitete na A; = A3. Ono po ¢emu se
razlikuju u smislu ,.Suvanja uredaja” je da f ide saS;u S, a f~'ide sa S, u S, pri éemu
S 183 nisu parcijalno uredeni istom relacijom.

Napomena 2.2.6. Sli¢nost ne mora biti jedinstvena. Na primjer, neka je S; kao iz Pri-
mjeral2.2.1]i S4 := ({3,4},0). Lako se vidida su g, : {1,2} — {3, 4}, definirana s g,(1) := 3,
g1(2) :=4,1g: {1,2} — {3,4}, definirana s g,(1) := 4, g,(2) := 3, dvije razlicite sli¢nosti
izmedu S531.54.

Za malo manje trivijalni primjer promatrajmo (Z, <), gdje je < uobiCajeni parcijalni
uredaj nad Z. Neka je m € Z i definirajmo f,,: Z — Z s f,(n) = n + m. Lako se vidi da
je fn bijekcija, daje f,'(n) = n—m, da f,, i f,' Cuvaju uredaj, te da je m — f,, injekcija.
Drugim rijecima, nasli smo beskonacno mnogo sli¢nosti izmedu (Z, <) i (Z, <).
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Propozicija 2.2.7. Neka su (A, <) i (B, <) sli¢ni parcijalno uredeni skupovi i neka je
f: A — B (neka) sli¢nost.

1y

2)

3)

4)

x € A je maksimalan (minimalan) element u (A, <) ako i samo ako je f(x) maksima-
lan (minimalan) element u (B, <).

x € A je najveli (najmanji) element u (A, <) ako i samo ako je f(x) najveci (najmanji)
element u (B, <).

S C A ima gornju (donju) medu u A ako i samo ako f[S ﬂima gornju (donju) medu
u B.

S C A je lanac u A ako i samo ako je f[S] lanac u B.

Dokaz.

1y

2)

3)

Dokazat ¢emo samo varijantu za maksimalne elemente, za minimalne je dokaz ana-
logan.

Neka je x € A maksimalan. Pretpostavimo da f(x) nije maksimalan. To znaci da
postoji y € B takav da je f(x) < y. Zato §to f~! Cuva uredaj, f‘l(f(x)) < fUy),
tj. x < f7}(y). No to je nemoguce jer je x maksimalan. Dakle, f(x) mora biti
maksimalan.

Pretpostavimo sada da je x € A takav da je f(x) maksimalan. Pretpostavimo da x
nije maksimalan. Tada postoji y € A takav da x < y. Kako f ¢uva uredaj sada vrijedi
f(x) < f(y). No to je kontradikcija s pretpostavkom da je f(x) maksimalan. Dakle,
x mora biti maksimalan.

Dokazat ¢emo samo varijantu za najvece elemente, za najmanje je dokaz analogan.

Neka je x € A najveci element. Neka je z € B proizvoljan. Zato Sto je f surjekcija,
postoji y € A takav da f(y) = z. S obzirom da je x najveli element, vrijedi y < x.
Zato Sto f Cuva uredaj vrijedi f(y) < f(x). Dakle, z < f(x). Zbog proizvoljnosti od
z € B zakljuCujemo da je f(x) najveci element.

Neka je sada x € A takav da je f(x) najveci element. Neka je y € A proizvoljan.
Sigurno je £(y) < f(x). No, f~! duva uredaj pa je f'(f() < (£ (). 4. y < x.
Slijedi da x mora biti najveci element.

Dokazat ¢emo samo varijantu za gornju medu, za donju medu dokaz je analogan.

Neka je S C A takav da ima gornju medu u A. Drugim rijeCima, postoji m € A takav
daje x <mzasve x € S. Nekajey € f[S]. To po definiciji znaci da postoji x € §

1Za skup S € Dom(f) definiramo f[S]:= {f(s)| s € S}.
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takav da je y = f(x). No, iz x < m slijedi f(x) < f(m) jer f Cuva uredaj. Dakle, za
svey € f[S] vrijediy < f(m) pa je f(m) gornja meda od f[S]u B.

S druge strane, neka je S C A takav da f[S] ima gornju medu u B. Dakle, postoji
n € Btakavdajey<nzasvey € f[S]. Nekaje x € S. Tada je f(x) € f[S] Sto znaci
da vrijedi f(x) < n. Kako f~! ¢uva uredaj, vrijedi f‘l(f(x)) < fin), g. x < ().
Dakle, f~!(n) je gornja meda od S .

4) Neka je S C A lanac u A. Neka su y;,y, € f[S]. Tada postoje x;,x, € S takvi
da je y; = f(x1), y» = f(x). Zato §to je S lanac, vrijedi x; < X, X; = X, ili
x; < x1. Ako je x; < x; onda je f(x;) < f(xp) jer f Cuva uredaj, a iz toga odmah
slijedi y; < y,. Analogno, ako je x, < x;, onda je y, < y;. Ako je x; = x, onda je
trivijalno f(x;) = f(x) jer je to upravo funkcijsko svojstvo, te je y; = y,. Dakle,
vrijedi y; <y, y1 = Y2, ili yo < yy, te je f[S] lanac.

Pretpostavimo da je f[S] lanac. S obzirom da je § = f‘l[f[S]] (jer je f bijekcija)
po prethodnom (jer je f~! takoder sli¢nost) zaklju¢ujemo da je S lanac. O

Napomena 2.2.8. Uoc¢imo da smo mogli koristiti ¢injenicu da je f~! takoder sli¢nost i u
dokazu tvrdnji 1), 2) i 3). No, ovdje smo se odlucili za varijantu u kojoj se Sto direktnije
dokazuju te tvrdnje.

Korolar 2.2.9. Ako je (A, <) linearno ureden skup slican (B, <), tada je i (B, <) linearno
ureden skup.

Dokaz. Slijedi direktno iz Propozicije tvrdnje )] jer je A lanac u A i f[A] = B zbog
surjektivnosti od f. O

Slijedi jedna zanimljiva ,klasifikacijska” tvrdnja: bez puno smanjenja opéenitosti mo-
Zemo pretpostaviti da je bilo koji parcijalni uredaj upravo C. Ta tvrdnja moze uvelike
pomo¢i kod nekih dokaza jer nam je relaciju C jednostavnije promatrati nego opcenite
relacije; na primjer, gornja meda lanca ¢e u tom slucaju gotovo uvijek biti njegova unija.

Lema 2.2.10. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Tada postoji A C P(A) takav da je
(A, <) slican (A, ©).

Dokaz. Neka je x € A. Definiramo
x:={yeA|y<ux} (2.2)

Ovime smo ustvari definirali jedno preslikavanje =: A — P(A). Neka je A slika tog presli-
kavanja. Dokazat ¢emo da je - sli¢nost izmedu (A, <) i (A, C).

Pokazimo injektivnost. Neka su x,y € A takvidajex =y. Iz (2.2) je jasno daje y € y.
Izy = X slijedi y € X. Iz (2.2)) sada slijedi y < x. Analogno dobijemo da vrijedi i x < y.
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Pretpostavimo da je x # y. Tada vrijedi y < x 1 x < y pa iz tranzitivnosti relacije < slijedi i
y < y. To je kontradikcija s ¢injenicom da je relacija < irefleksivna. Dakle, mora biti x =y,
odnosno funkcija - je injekcija.

Surjektivnost slijedi iz definicije A kao slike od =.

Pokazimo da - ¢uva uredaj. Neka su x,y € A takvi da vrijedi x < y. Neka je z € x. Tada
zaz # xiz (2.2) slijedi z < x i x < y, tj. zbog tranzitivnosti vrijedi z < y,te z € y. Zaz = x
jetrivijalnoz < y,te z € y. Slijedidaje x Cy. No,izy > x slijedi y € x, dakle X C y, Sto je
i trebalo dokazati.

Jo$ moramo dokazati da inverz od = Cuva uredaj. No, prvo pitanje je: $to je uopce inverz
od *? Za svaki y € X po (2.2) vrijedi y < x, $to znaci da je, po definiciji, x upravo najveci
element od X. Ovime smo pokazali da svaki § € A ima najveci element — koji je ocito
jedinstven, pa ga ozna¢imo s max S. Prirodno se namece da ispitamo je li g: A — A,
g(S) := max S, inverz od =. Neka je x € A. Tada je g(x) = maxx = x. Dakle, g o~ = id.
Neka je sada S € A i pretpostavimo max S = x. Tada je g(S) = x. Da bismo dokazali da
je 7o g =1id, dovoljno je pokazati da je S = x. Zato Sto je § € A, postoji y € A takav da je
S =Yy. Nosada je y = max § po diskusiji od prije, te je x = max S po pretpostavci, dakle
x=y,iondax =y =S. Stoga je g uistinu inverz od -.

PokaZimo da g ¢uva uredaj. Nekasu S,T € Atakvidaje S C T. Oznacimo x := g(S)
1y := g(T). Iskoristimo li funkciju - i ¢injenicu da je o g = id dobivamo S =xi1 7T =Y. Iz
S c T slijedi x C y. Kako je x € X, to je x € y, te, po definiciji y, slijedi x < y. No, ne moze
biti x = y jer bismo tada imali x =Yy, stoga je x # y. Dakle, x <y, Sto je 1 trebalo pokazati.

Izravno po definiciji zaklju€ujemo da je - slicnost izmedu (A, <) 1 (A, C) ¢ime je dokaz
gotov. O

Sljedeca Lema objedinjuje do sad izreCene rezultate i sluzi kao glavna motivacija za
njihovo uvodenje.

Lema 2.2.11. Ako tvrdnja Zornove leme vrijedi za parcijalno uredene skupove oblika
({} | x € X},C), gdje je (X, <) parcijalno ureden skup i x = {y € X | y < x}, onda
vrijedi za sve parcijalno uredene skupove.

Dokaz. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i (A, C) njemu sli¢an parcijalno ureden skup
iz Leme Neka je f: A — A sli¢nost izmedu (A, C) i (A, <). Pretpostavimo da
svaki lanac u A ima gornju medu u A. Neka je £ lanac u A. Tada je po Propoziciji [2.2.7]
tvrdnji )| f[L] lanac u A. Po istoj Propoziciji, tvrdnji[3)] i pretpostavci da f[.£] ima gornju
medu u A zaklju¢ujemo da £ ima gornju medu u A.

S obzirom da svaki lanac u A ima gornju medu u A, po pretpostavci ove Leme slijedi
da A posjeduje maksimalni element. No, po Propoziciji tvrdnji(l)|sada slijediida A
posjeduje maksimalni element. O
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Zbog Leme[2.2.11|znamo da je dovoljno Zornovu lemu dokazati u nesto specijalnijem
obliku.

Lema 2.2.12. Neka je (S, C) parcijalno ureden skup sa svojstvom opisanim u Lemi
i neka svaki lanac u § ima gornju medu u S. Tada (S, C) ima barem jedan maksimalni
element.

2.3 Dokaz Zornove leme

Neka je (S, ©) parcijalno ureden skup iz Leme Oznac¢imo sa C skup svih lanaca
u X (sjetimo se, (X, <) je parcijalno ureden skup takav da je S = {x | x € X}, gdje je, za
x € X,x ={y € X|y< x}). Proucavat ¢emo parcijalno uredeni skup (C, C) (Sto ima smisla
jer su elementi od C podskupovi od X).

Tvrdnja 2.3.1. Vrijedi sljedece:
a) Akoje A € C, onda je 1 svaki podskup od A u C.
b) Ako je £ lanac u C, onda je unija njegovih elemenata L := | Jy., Y uC.
¢) Svaki lanac u C ima najmanju gornju medu u C.

Dokaz. Kako je podskup svakog lanca ocito lanac, tvrdnja a) o€ito vrijedi.

Da dokaZemo tvrdnju b), trebamo dokazati da za sve a,b € L vrijedia < b, a = b, ili
a > b. Po definiciji od L tada postoje Y,Y, € Ltakvidajea € Y1 1b € Y,. Kako je £
lanac, vrijedi ili Y; C Y, ili Y, C Y;. Pretpostavimo da vrijedi ¥Y; C Y, (drugi slucaj se
dokazuje analogno). Tada sua,b € Y,. Kakoje L C CiY, € L, to je ¥, lanac u X. Dakle,
vrijediilia < bilia = bili b < a, §to je 1 trebalo pokazati.

Za tvrdnju c), uz oznake iz tvrdnje b), uo¢imo da Cinjenica da je L lanac u X povlaci da
je L € C. Ocito je L gornja meda za L. No, to je i najmanja gornja meda! Uistinu, ako je
M neka druga gornja meda, vrijedi M D Y zasve Y € Lpaje M D (Jy., Y = L. O

Tvrdnja 2.3.2. Svaki element iz C sadrZan u nekom elementu iz S.

Dokaz. Neka je L € C. Tada je L lanac u X pa je po Propoziciji tvrdnji , L lanac
u S (sjetimo se, - je slicnost izmedu (X, <) i (S, ©)). Po pretpostavci, L ima gornju medu
u S. Po Propoziciji tvrdnji[3)l L ima gornju medu u X. Neka je ta gornja meda m.
Tada za svakiy € L vrijediy < mpajesigurno L C{ye X |y <m} =m. No,m € S. O

Tvrdnja 2.3.3. Ako je L maksimalni element u C 1 m je gornja meda od L, tada je m
maksimalni element u S.
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Dokaz. Pretpostavimo da m nije maksimalni element u S, drugim rije¢ima, pretpostavimo
da postoji Y € S takav da je m C Y. Po definiciji skupa S zaklju¢ujemo da postoji y € X
takav da je Y = y. To znaci da je m C Y, tj. mora biti m < y. Drugim rijeCima, za sve x € L
vrijedi x <m < y, tj. L’ := L U {y} je lanac u X. Dakle, L’ € C. Takoder, L C L’. Medutim,
L je maksimalni element u C. Kontradikcija! Dakle, m je maksimalni element u S. O

Iz prethodnih dviju tvrdnji zaklju€ujemo da za svaki maksimalni element u C postoji
odgovarajuéi maksimalni element u S. Dakle, dovoljno je dokazati da C ima barem jedan
maksimalni element.

Prema aksiomu izbora (Tvrdnja[I.3.3) postoji funkcija f koja svakom nepraznom pod-
skupu S od X pridruZuje element f(S) € S. Za svaki A € C oznacimo s A skup svih x € X
takvih da je A U {x} lanac u X:

A:={xeX|AU{x} € C}

Definirajmo funkciju g: C — C's

AU{f(A\A)), akoA\A#0
g(A)ZZ{ - .
A, akoA\A =10

Napomena 2.3.4. 1z definicije od g je jasno da je g(A) = A ako i samo ako je A maksimalni
element od C. Uistinu, ako je g(A) = A, onda je A = A §to znaci da ne moZemo dodati
,nove” elemente u A, a da A i dalje ostane lanac. To upravo povlaci da je A maksimalan
uC! S druge strane, ako g(A) # A, ondaje g(A) = AU{f(A\A)} D A1, kako je f(A\A) € A,
g(A) je lanac. Dakle, A sigurno nije maksimalan u C.

Definicija 2.3.5. Za J C C kaZemo da je g-induktivan ako vrijedi:
@ 0ed,
(11) akoje A € J,ondaje g(A) € 7,
(iii) akoje £ € J lanacu 7, ondaje J,,J € J.
Primijetimo najprije da je C g-induktivan. Dakle, g-induktivni skupovi postoje.

Tvrdnja 2.3.6. Neka je (J; : i € I) familija g-induktivnih skupova. Tada je K := (;c; J:
g-induktivan.

Dokaz. Dokazujemo da K zadovoljava sva tri svojstva iz Definicije
Svaki J; je g-induktivan pa je O € J; za sve i € I. Dakle, mora biti i ) € K pa je
svojstvo (i) zadovoljeno.
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Da bismo dokazali da je svojstvo (ii) zadovoljeno, pretpostavimo da je A € K. To znaci
daje A € J; zasve i € I. Kako su svi J; g-induktivni, slijedi da je g(A) € J; zasvei € I.
Iz definicije od K slijedi da je onda g(A) € K pa je svojstvo (ii) zadovoljeno.

Neka je £ lanac u K. To je onda lanac i u J; za sve i € I. Svi J; su g-induktivni pa je
Uxker K € J:. No, to znaci da je | g, K € K, stoga je svojstvo (iii) zadovoljeno. O

Oznacimo sa K presjek svih g-induktivnih skupova. Po upravno dokazanoj tvrdnji,
‘Ko je g-induktivni skup. To je o€ito ujedno i najmanji g-induktivni skup. Dokazimo da je
Ko lanac u C.

Neka je C € K, usporediv sa svim elementima od Kj; drugim rijeCima, za sve A € K
vrijedi C C Aili A € C. Uoc¢imo da takvi elementi uistinu postoje, npr. @ je takav jer za sve
A € Ky imamo () C A. Nadalje, neka je A € K pravi podskup od C. Kako je g(A) € K, po
svojstvu (ii) i C usporediv sa svim elementima od K, vrijedi ili g(A) € Cili C C g(A). No,
drugi slu€aj nije mogu¢ — imali bismo A C C C g(A), iz Cega slijedi da g(A) ima barem
dva elemenata viSe od A, $to je nemoguce po definiciji funkcije g (ili je g(A) = A ili g(A)
ima to¢no jedan element viSe nego A). Dakle, za C € K, usporediv sa svim elementima
iz Ky, Ko 2 A C C povlaci g(A) C C.

Za svaki C € K|, definiramo
IC)={AeKy|ACCilig(C) CA}.

Dokazimo da za sve C € K vrijedi I(C) = K. Inkluzija I(C) C K je ocita iz definicije od
1(C). Kako je K, najmanji g-induktivni skup, da bismo dokazali da je K, C I(C), dovoljno
je dokazati da je I(C) g-induktivan.

Tvrdnja 2.3.7. I(C) je g-induktivan.

Dokaz. Sasvim je jasno da je 0 € I(C), pa I(C) zadovoljava svojstvo (1). Neka je A € I(C).
Dokazat cemo da je tada i g(A) € I(C). Uocimo prvo da je g(A) € Ky jer je A € I(C) C Ko
i za Ky vrijedi (i1). Mogu nastupiti dva slucaja. Ako je A C C, onda je g(A) € C, §to
odmah povlaci da je g(A) € I(C). Ako je A 2 g(C), onda je g(A) 2 A 2 g(C) pa je opet
g(A) € I(C). Dakle, I(C) zadovoljava svojstvo (ii).

Dokazimo da zadovoljava 1 svojstvo (ii1). Neka je £ lanac u I(C). Mogu nastupiti dva
slucaja:

1. Zasvaki J € L je J € C. Jasno je da je | J;c,J € C. No, Ky zadovoljava svojstvo
(iii) pa znamo i da je U e, J € Ko (ocito je L lanac u K jer je, sjetimo se, I(C) C
Ko). Dakle, mora biti (e, J € I(C).

2. Postoji Jy € L takav da je Jy € C, tj. g(C) € Jy paje sigurno g(C) C Uy, J. Kao i
u prvom slucaju sada zakljucujemo | J;., J € I(C).
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Dakle, I(C) zadovoljava i svojstvo (iii) pa je g-induktivan. O

Znamo da je I(C) € Ky, a iz upravo dokazane tvrdnje vrijedi i Ky C I(C). Za-
kljucujemo da je I(C) = Ko.

Tvrdnja 2.3.8. K je lanac u C.

Dokaz. Neka je C € K, proizvoljan. Tada vrijedi Ky = I(C). Drugim rije¢ima, za sve
K € Ky vrijedi ili K € C ili g(C) € K. U drugom slucaju vrijedi C € K. Dakle, C je
usporediv sa svim elementima u K,. Medutim, zbog proizvoljnosti od C zaklju¢ujemo da
su svaka dva elementa iz K, usporediva. Dakle, K| je uistinu lanac. O

Neka je Ko := Ukex, K. Po svojstvu (iii) vrijedi da je K, € Ky. Kako K| zadovoljava
svojstvo (ii), imamo i da je g(Ky) € Ko. No, Kj je unija svih elemenata iz K, pa je
g(Kyp) € Ky. Medutim, znamo da vrijedi i Ky C g(Ky) paje Ky = g(Ky). Po Napomeni|2.3.4
zakljucujemo da je K, maksimalni element u C.

2.4 Primjeri KoriStenja Zornove leme

U ovoj sekciji izlazemo nekoliko primjera koriStenja Zornove leme. Od Citatelja se ocekuje
osnovno znanje pojmova iz algebre, linearne algebre, teorije mjere i slicnog da bi mogao
pratiti dokaze.

Kada imamo neprazni parcijalno ureden skup, nije potrebno promatrati sve lance, nego
samo one neprazne, Sto cemo sada dokazati.

Propozicija 2.4.1. Neka je (A, <) neprazni parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da
svaki neprazni lanac u A ima gornju medu u A. Tada (A, <) ima barem jedan maksimalni
element.

Dokaz. Neka je L lanac u A. Ako je £ # 0, onda iz pretpostavke slijedi da £ ima gornju
medu u A.

Pretpostavimo da je £ = 0 (uo¢imo: 0 je uvijek lanac u A). Kako je A neprazan, postoji
neki element a € A. Dodatno, trivijalno je a gornja meda od L.

Dakle, svaki lanac u A ima gornju medu u A, pa po Zornovoj lemi znamo da (A, <) ima
barem jedan maksimalni element, kao Sto se tvrdilo. O

Svaki vektorski prostor ima bazu

Neka je V vektorski prostor. Cilj nam je dokazati da ima bazu. U tu svrhu, definirajmo
skup S :={S € V| § linearno nezavisan}. Dokazat ¢emo da S ima C-maksimalni element.
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Trivijalno je @ € V linearno nezavisan pa je 0 € S, tj. S # 0. Neka je L neprazni
C-lanac u S. Tvrdimo da je U := | Jgc, S gornja meda za £ u odnosu na relaciju C te da
se U nalaziu S. Zasvaki T € L vrijedi T C | Jse, S = U, dakle U je uistinu gornja meda
od L. Dokazat ¢emo da je U € S, tj. da je U linearno nezavisan (U C V vrijedi zato $to je
U unija skupova koji su svi podskupovi od V).

Najprije dokaZimo jednu pomoc¢nu tvrdnju.

Tvrdnja 2.4.2. Skup U C V je linearno nezavisan ako i samo ako mu je svaki konacni
podskup linearno nezavisan.

Dokaz. Ako je U beskonacan, tvrdnja je upravo definicija linearne nezavisnosti beskonac-
nih skupova.

Neka je U konacan. Pretpostavimo da je linearno nezavisan i neka je U’ € U. U’ je
uvijek konacan kao podskup kona¢nog skupa. Tada je U’ linearno nezavisan kao podskup
linearno nezavisnog skupa (uistinu, u prikaz nulvektora kao linearne kombinacije vektora
1z U’ dodamo sve vektore iz U \ U’ s koeficijentima jednakim nuli). Obratno, ako je svaki
konacan podskup od U linearno nezavisan, onda je i U linearno nezavisan jer je U konacan
1tucUu. ]

Neka je U’ konacni podskup od U. Ako je U’ = 0 trivijalno je linearno nezavisan.
Pretpostavimo sada da U’ # @ i oznaimo mu elemente s vy, Vs, ..., v,. Da bismo dokazali
da je U’ linearno nezavisan, promatramo jednadzbu

civi + vy + - +c,v, = Oy, (2.3)

gdje su ¢y, ca,...,c, skalari, a Oy je nulvektor. Iz definicije skupa U znamo da postoje
S1,82,...,8, € Ltakvidav;, € §S;zai = 1,2,...,n. Dodatno, S;,,i = 1,2,...,n, su
elementi lanca £ paje X := {S; | i = 1,2,...,n} lanac u S kao podskup lanca. Po
Propoziciji znamo da ima X ima najveci element; ozna¢imo ga sa §;,. Dakle, §; C
Si, zasvei=1,2,...,n Drugim rijeCima, imamo vy, v,,...,v, € §;,. Sada se prisjetimo
da je S, linearno nezavisan pa iz jednadzbe (2.3) slijedi ¢; = ¢; = --- = ¢, = 0. To upravo
dokazuje da je U’ linearno nezavisan!

Dokazali smo da je svaki kona¢ni podskup od U linearno nezavisan pa po Tvrdnji[2.4.2)
zakljuCujemo da je U linearno nezavisan. Drugim rijec¢ima, U € S.

Dokazali smo da svaki neprazni C-lanac u S ima gornju medu u S. 1z Propozicije[2.4.1
sada znamo da postoji C-maksimalan element od S; fiksirajmo jedan maksimalni element
1 ozna¢imo ga s B. Ako B razapinje cijeli V, tada je B baza za V, pa smo gotovi. Pretpos-
tavimo zato da B ne razapinje cijeli V. Tada postoji v € V koji nije linearna kombinacija
kona¢no mnogo elemenata iz B. Specijalno, v ¢ B. Promatrajmo skup U; := BU {v}. Ocito
je B c U,. Takoder, U; C V.
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Pokazimo da je U, linearno nezavisan. Neka je U] konaCni podskup od U;. Ako
v ¢ U7, onda je U; C B pa je linearno nezavisan kao podskup linearno nezavisnog skupa.
Ako je U] = {v}, onda je opet linearno nezavisan. Naime, uo¢imo da je v # Oy jer bi inaCe
bio linearna kombinacija elemenata iz B; sada jednadzba cv = Oy za skalar ¢ implicira
¢ = 0. Ostaje ispitati sluaj kada je U} = {uy,uy, ..., u,, v} za neke uy,us, ..., u, € B. Opet
promatramo jednadzbu

ciuy + coty + -+ - + c i, + cv = Oy (2.4)

Uoc¢imo da ako je ¢ # 0 dobivamo

C1 €2 Cn
V= ——up = Uy == — Uy,
c c c
stoga je v linearna kombinacija elemenata iz B, Sto je kontradikcija. Dakle, mora biti ¢ = 0.

No onda se jednadzba (2.4)) reducira u
ciuy + coup + ...+ cputy = Oy,

te zbog linearne zavisnosti od B slijedi ¢; = ¢; = -+ = ¢, = 0. Dakle, dokazali smo da je
U1 linearno nezavisan.

Svaki kona¢ni podskup od U, je linearno nezavisan pa je, po Tvrdnji[2.4.2] i U, linearno
nezavisan. Medutim, sada imamo B c U, i U; € 8, §to je kontradikcija s ¢injenicom da je
B upravo c-maksimalni element u §. Drugim rije¢ima, naSa pretpostavka da B ne razapinje
cijeli V je kriva, stoga je B baza za V. Ovime je dokaz gotov.

Teichmiiller-Tukeyeva lema

U prethodnoj tocki smo dokazali da svaki vektorski prostor ima bazu. Pritom smo koristili
jedno svojstvo familije linearno nezavisnih podskupova vektorskog prostora, iskazano u
Tvrdnji koje se Cesto pojavljuje i omogucuje jednostavniji dokaz egzistencije mak-
simalnog elementa nego direktna primjena Zornove leme.

Definicija 2.4.3. Za skup skupova ¥ kaZzemo da je konacne karakteristike ako ima sljedeca
svojstva:

(i) Zasve A € F, svaki konacni podskup od A jeu 7.
(i) Ako je A skup takav da je svaki njegov konacni podskup u ¥, tadaje A € 7.

Tvrdnja 2.4.4 (Teichmiiller-Tukeyeva lema). Neka je Z skup i ¥ € P(Z). Ako je F
konac¢ne karakteristike i X € ¥, tada postoji C-maksimalni element od ¥ koji sadrzi X.
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Dokaz. Definiramo
G={YeF | XYL

Uocimo da G # 0 jer je npr. X € G. Da bismo dokazali tvrdnju Teichmiiller-Tukeyeve
leme, pokazat emo da G posjeduje C-maksimalni element.

Neka je £ neprazni lanac u G. Definiramo M := |Jy.,Y. Tvrdimo da je M u G.
Za to ¢emo iskoristiti svojstvo (ii). Dakle, uzmimo proizvoljni kona¢ni podskup od M;
oznacimo ga s M’. Ozna¢imo njegove elemente s my, mo,...,m,. Po definiciji od M to
znaci da postoje Yy, Y,,..., Y, € Ltakvidajem; € Y;zasvei=1,2,...,n.

Uo¢imo daje X :={Y; | i = 1,2,...,n} lanac u G kao podskup lanca L. Po Propo-
zicijl znamo da X ima najveci element; oznacimo ga s Y;,. Dakle, ¥; C Y, za sve
i=1,2,...,npajem; € Y, zasvei=1,2,...,n.

Za sada znamo da je M’ C Y;. No, Y;, € ¥ pa iz svojstva (1) zakljuCujemo da je
M e7F.

Dokazali smo da je svaki kona¢ni podskup od M u ¥ pa iz svojstva (ii) slijedi da mora
biti i M € F. Dodatno, za sve Y € L vrijedi Y C M pa je M gornja meda od £ u
G. Po Propoziciji sada slijedi da G posjeduje maksimalni element; fiksirajmo jedan
maksimalni element i ozna¢imo ga s M,.

Dokazimo da je M, maksimalan i u ¥ . Uistinu, ako nije, postoji neki M; € ¥ takav da
M, c M,. Dodatno, X C My C M, paje M, € G, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je
M, Cc-maksimalni element od G. O

Pogledajmo sad kako moZemo jednostavnije dokazati tvrdnju iz prethodne tocke.
Korolar 2.4.5. Svaki vektorski prostor ima bazu.

Dokaz. Neka je V vektorski prostor i neka je ¥ skup linearno nezavisnih podskupova od V.

Neka je A € ¥ ineka je A” konacni podskup od A. Po Tvrdnji zakljuCujemo da
je A’ € . Ovime smo dokazali svojstvo [(i)| Definicije

Da bismo dokazali i svojstvo |(i1), uzmimo skup A takav da je svaki njegov konacni
podskup u #. Opet koristimo Tvrdnju [2.4.2]i zaklju€ujemo da je A € F.

Po Tvrdnji[2.4.4]slijedi da postoji c-maksimalni element od ¥ koji sadrzi 0 (jer je ocito
0 € F); fiksirajmo jedan takav element i oznacimo ga s B. U prethodnoj tocki smo pokazali
da je svaki maksimalni element od ¥ ujedno i baza za V pa je B bazaza V. O

Svaki prsten s jedinicom ima maksimalni ideal

Neka je R prsten s jedinicom. Promatramo S := {I ¢ R | I je ideal u R}. Dokazat ¢emo
da S ima c-maksimalni element. U tu svrhu, najprije uo¢imo da je {0} C R ideal u R pa
S # 0.
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Neka je £ neprazan C-lanac u S. Definiramo U := (Jg,S. OCito za svaki T € L
vrijedi T € Ugers S = U, tj. U je gornja meda od L.

Dokazimo jo$ da je U € 8. Kada bi U bio cijeli R, specijalno bi vrijedilo 1 € U. 1z
definicije od U slijedi da postoji S € L takav da je 1 € S. Medutim, iz definicije ideala je
jasno da bi tada vrijedilo da je S = R, Sto je kontradikcija s timda je S € £ € §. Dakle,
1 ¢ U, iz ¢ega zakljuCujemo i da U # R.

DokazZzimo da je U ideal u R. Najprije, neka su x,y € U. Po definiciji od U postoje
S1,S, € Ltakvidajexe S1iye S,. Mora vrijediti S| € S,ili S, € S;. Akoje S| C 5>,
onda imamo x,y € S5, te, kako je S, ideal u R, znamoidaje x —y € §,. Dakle, x—y € U.
Ako je S, € S, analogno zaklju¢ujemo da je x —y € U. Sli¢no zakljuCujemo 1 da je
xy € U. Dakle, U je potprsten od R.

Da bismo dokazali da je ideal, uzmimo r € R1ii € U. Po definiciji od U postoji § € L
takav dai € §. Kako je S ideal u R, vrijedi ir € S i ri € S. No, onda vrijediiir € U i
ri € U. Drugim rijeCima, U je ideal u R.

Svaki neprazni C-lanac u § ima gornju medu u S pa iz Propozicije slijedi da S
ima maksimalni element; fiksirajmo jedan maksimalni element i ozna¢imo ga s M. Neka
je I ideal u R za koji vrijedi M c I € R. Kada [ ne bi bio cijeli R, imali bismo / € §, Sto
je kontradikcija s maksimalnosti od M. Dakle, mora biti / = R, tj. dokazali smo da je M
maksimalni ideal u R. Ovime je dokaz gotov.

Hartogsov teorem

Neka su A i B skupovi. Zelimo pokazati da je ili k(A) < k(B) ili k(B) < k(A). Drugim
rijeCima, ili postoji injekcija s A u B ili postoji injekcija s B u A. U tu svrhu, definiramo
skup

F :={f: A" > B'| f jeinjekcija, A’ C A, B’ = Rng(f) C B}.

U nastavku dokaza koristit ¢emo Cinjenicu da su funkcije relacije (preciznije, da je
F C P(A X B)) te ¢emo traziti C-maksimalni element od F .

Uocimo da () moZemo shvatiti kao funkciju s @ u 0 koja je trivijalno injekcija. Dakle,
0 € ¥ paje ¥ # 0. Neka je sada £ neprazni C-lanac u ¥ i definirajmo g := J e, f. Time
smo ocito dobili relaciju na A X B, te vrijedi h € e, f = g za sve h € L. Pitanja na koja
moramo odgovoriti u ostatku dokaza su: je li g funkcija kojoj je domena neki podskup od
A, kojoj je slika neki podskup od B, i je li injekcija?

Pokazat cemo da je g injektivna funkcija s domenom D := |J;., Dom(f) i slikom
R := Jsep Rng(f). PokaZimo najprije da g ima funkcijsko svojstvo. Neka je x € D. Po
definiciji skupa D slijedi da postoji f € L takva da x € Dom(f). No, to znaci da postoji
jedinstveni y € Rng(f) takav daje (x,y) € f (ili, drugacije zapisano, f(x) = y). 1z definicije
od g je jasno da je (x,y) € g. Takoder je jasno da je y € R. Pretpostavimo sada da je y’ € R
takav da je (x,y") € g. Po definiciji od g slijedi da postoji & € L takva da je (x,y’) € h.



POGLAVLIJE 2. ZORNOVA LEMA 25

Kako je £ c-lanac, vrijediili 2 C f ili f € h. U prvom slucaju imamo da su (x,y") 1 (x,y)
elementi od f. Medutim, f je funkcija, pa mora biti y’ = y. Analogno zaklju¢ujemo u
slucaju f C h. Dakle, za svaki x € D postoji jedinstveni y € R takav da je (x,y) € g, tj. g je
funkcija s D u R.

Pokazimo da je Rng(g) = R. OCcito je Rng(g) € R. Neka je y € R proizvoljan. Po
definiciji od R tada postoji f € L takva da je y € Rng(f). Nadalje, postoji x € Dom(f)
takav da je (x,y) € f. Jasno, vrijedi i (x,y) € g te x € D. Dakle, za svaki y € R postoji
x € D takav da je (x,y) € g paje Rng(g) = R.

Pokazimo injektivnost. Neka je y € R i neka su x, x’ € D takvi da su (x,y),(x',y) € g.
Po definiciji od g tada postoje fi, f» € L takve da je (x,y) € fi, (x,y) € f,. Kako je £
C-lanac, vrijedi ili f; € f, ili f, C f;. U prvom slucaju imamo (x,y), (x’,y) € f, Sto znaci
da mora biti x = x” (sjetimo se, f> je injekcija). U drugom slucaju zaklju¢ujemo analogno.
Dakle, g je injekcija.

Iz ovoga svega zakljucujemo da je g € F. Dakle, svaki neprazni lanac u ¥ ima gor-
nju medu u ¥ pa iz Propozicije [2.4.1] slijedi da ¥ ima C-maksimalni element; neka je
h: A — B = Rng(h) jedan maksimalni element u (¥, C). PokaZimo da mora biti A = A ili
B=B.U suprotnom, postoje a € A \AibeB\B. Definirajmo A, : AU{a) » BU{b}s

o) = {h(x), x#a

b, x=a

Lako se vidi da je h; dobro definirana funkcija, da je ; € F, te da vrijedi 4 C h;. Medutim,
to je kontradikcija s ¢injenicom da je 4 C-maksimalni element od F .

Ako je A = A, onda je h injekcija s A u B. Ako je B = B, onda je h™': B — A injekcija
s Bu A. Ovime je dokaz Hartogsovog teorema gotov.
Hausdorffov princip maksimalnosti
Dokazat ¢emo ekvivalenciju Zornove leme i Hausdorffovog principa maksimalnosti.

Tvrdnja 2.4.6. Zornova lema povlaci Hausdorffov princip maksimalnosti.

Dokaz. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Tvrdimo da je svaki lanac u A podskup
nekog maksimalnog lanca. Neka je L proizvoljni lanac u A. Definiramo skup

C,={KCA|LCKiKjelanacu A}

1 parcijalno ga uredimo relacijom C.
Ocito C; # 0 jer je recimo L € C. Neka je L neprazni C-lanac u C; i definiramo
M = Jgeys K. Tvrdimo daje M € Cp, tj. daje L € M ida je M lanac u A. OCcito je da je
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L C M jer su svi K € L nadskupovi od L. Po Tvrdnji znamo i da je M lanac u A.
Dodatno, o¢ito je K € M zasve K € L.

Dakle, svaki lanac u C; ima gornju medu u C;, pa po Propoziciji[2.4.1]slijedi da C; ima
maksimalni element; fiksirajmo jedan maksimalni element i oznacimo ga s K. Uo¢imo da
je LC KQ.

Tvrdimo da je K, maksimalni lanac u A. Doista, ako je K; lanac u A takav da je
Ky C K;, onda specijalno vrijedi i L C K, pa je K; € Cy, §to je kontradikcija s maksi-
malnosti od Ky (u Cp). Drugim rijeima, K, je maksimalni lanac u A. Ovime je dokaz
gotov. |

Tvrdnja 2.4.7. Hausdorffov princip maksimalnosti povla¢i Zornovu lemu.

Dokaz. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup takav da svaki lanac u A ima gornju medu u
A. Pretpostavimo da A ne posjeduje maksimalni element. () je lanac u A pa je po Hausdor-
ffovom principu maksimalnosti podskup nekog maksimalnog lanca; jedan takav oznacimo
s M.

Neka je m neka njegova gornja meda u A (koja postoji po pretpostavci Zornove leme).
Dakle, za sve x € M vrijedi x < m. Kako A ne posjeduje maksimalni element, to m nije
maksimalni element od A, stoga postoji neki n € A takav da je m < n. Kako je m gornja
meda od M, am < n, znamo dan ¢ M. Zbog tranzitivnosti od < za sve x € M vrijedi
x < n. Iz ovoga slijedi da je M U {n} lanac u A. No, znamoidaje M C MU {n} (jern ¢ M).
Ovo je kontradikcija s ¢injenicom da je M maksimalni lanac u A.

Dakle, pretpostavka da A nema maksimalni element je bila kriva, tj. A posjeduje barem
jedan maksimalni element. O

Lanac skupova mjere nula

Promatramo R i Lebesgueovu mjeru 4. Skup A € R zovemo nul-skup ako je A(A) = 0.
Dokazat ¢emo da postoji lanac nul-skupova takav da unija elemenata tog lanca nije nul-
skup. Uistinu, pretpostavimo suprotno, tj. da takav lanac ne postoji, i pokusat ¢emo doci
do kontradikcije.
Definiramo skup
Moy :={S CR[AS) =0}

i parcijalno ga uredimo relacijom c. OcCito M, # 0 jer je npr. 0 € M,. Neka je L pro-
izvoljni neprazni lanac u M. Definiramo M := | J;., L. Vrijedi A(M) = 0 (po pretpostavci
koju smo uveli) pa je M € M,. Dodatno, M je gornja meda od L u M,.

Po Propoziciji 2.4.1] slijedi da M, ima maksimalni element; fiksirajmo jedan maksi-
malni element 1 ozna¢imo ga s M,. Dodatno, M, # R jer A(R) # 0. To znaci da postoji
neki x € R\ M. Vrijedi

A(My U {x}) = A(Mp) + A({xo}) =0+ 0 =0,
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gdje prva jednakost slijedi iz disjunktnosti od M, i {x}, a druga jednakost slijedi iz ¢injenice
da su jednoc€lani skupovi mjere nula.

Dakle, My U {x} € M,. No, My C My U {x}, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je
M, maksimalan u M,. S obzirom da smo dosli do kontradikcije, zakljucujemo da mora
postojati lanac nul-skupova takav da unija elemenata tog lanca nije nul-skup.



Poglavlje 3

Zermelov teorem

3.1 Uvodno o Zermelovom teoremu

Zermelov teorem o dobrom uredaju je joS jedan vazan teorem teorije skupova. Najprije
moramo odgovoriti Sto je to uopée dobar uredaj.

Definicija 3.1.1. Za parcijalno uredeni skup (A, <) kazemo da je dobro ureden, odnosno
da je < dobar uredaj na A, ako svaki neprazni podskup od A sadrZi najmanji element.

Vjerojatno najpoznatiji primjer dobro uredenog skupa je (N, <), gdje < oznaCava stan-
dardni uredaj na N. Takoder, lako se pokaze da na svakom kona¢nom skupu S mozZemo
naci dobar uredaj. Prirodno pitanje koje sad moZemo postaviti je: na kojim sve skupovima
postoje dobri uredaji? To pitanje joS moZemo izreci kao: koji se sve skupovi mogu dobro
urediti? Pokazuje se da, ako pretpostavimo aksiom izbora, moZzemo dobro urediti svaki
skup!

Teorem 3.1.2 (Zermelov teorem o dobrom uredaju). Svaki skup se moze dobro urediti, tj.
za svaki skup A postoji relacija R C A X A takva da je (A, R) dobro ureden skup.

Napomena 3.1.3. Uocimo da se, koriStenjem Teorema R moZe dobro urediti. Neka
je < dobar uredaj na R. Kako ga karakterizirati? Tocnije, kako zapisati nekim preciznim
uvjetom na x,y € R kada vrijedi x < y? Problem je u tome $to ne znamo. Kao §to smo ve¢
nekoliko puta spomenuli, aksiom izbora nije konstruktivan. To isto vrijedi i za Zermelov
teorem o dobrom uredaju (jer mu je ekvivalentan).

Jedna povijesna zanimljivost je da je Cantor smatrao da je ,yazumno’ pretpostaviti da
se svaki skup moZe dobro urediti. No, kao Sto smo istaknuli u Napomeni ve¢ kod
Cesto koriStenih skupova se pojavljuje problem da je jako tesko, a moZzda ¢ak 1 nemoguce,
precizno opisati taj dobar ureda;.

28
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Dokaz Teorema 3.1.2] provodimo uporabom Zornove leme. Promatrat ¢emo ¥ kao (ne-
formalno govoreci) skup svih podskupova od A koji se mogu dobro urediti. Medutim, stan-
dardni pristup (unija C-lanca kao gornja meda) ovdje nece proci, o cemu govori sljedea
Napomena.

Napomena 3.1.4. Unija dobro uredenih skupova koji su u c-lancu ne mora biti dobro
ureden skup. Uistinu, za m € Z oznalimo Z,, := {n € Z | n > m}. Tada je, za svaki m € Z,
(Z, <) dobro ureden skup te je L = {(Z,,,<) | m € Z} c-lanac dobro uredenih skupova.
No, unija elemenata tog lanca je (Z, <), $to nije dobro ureden skup.

Dakle, moramo ¥ urediti nekom drugom relacijom. Naravno, prije uvodenja relacije,
potrebno je i precizno definirati .

Definicija 3.1.5. Neka je A skup. Na skupu
F ={S,R)|S CAi(S,R) je dobro ureden skup}
definiramo relaciju
S,RA<(T, Q) ©R=0NEXSHANAyeD)(S ={xeT|xQ0y}. (3.1)
Ako vrijedi (S, R) < (T, Q), kazemo joS i da je (S, R) pocetni komad od (T, Q).

Napomena 3.1.6. Uocimo da je ¥ zaista skup. Naime, moZemo ga shvatiti kao relaciju
izmedu P(A) i P(AX A)jerzaS CA1R C A XA vrijedi

(S,R) € F & (S,R) je dobro ureden skup.

Lema 3.1.7. Relacija < zadana s (3.1)) je relacija parcijalnog uredaja (na skupu F).

Dokaz. Najprije uocimo sljedeée: ako je (S,R) < (T,Q), onda je S c T. Doista, iz
definicije je jasno da je S € T. Dodatno, za y iz (3.1]), zbog irefleksivnosti relacije Q,
vrijediy ¢ S. Dakle, S # T.

Moramo dokazati irefleksivnost 1 tranzitivnost relacije <.

Neka je (S,R) € ¥. Kako je S ¢ S, vrijedi i (S,R) £ (S,R). Drugim rije¢ima, < je
irefleksivna relacija.

Neka su sada (S, R), (T, Q) i (U, P) dobro uredeni skupovi takvi da je (S, R) pocetni
komad od (7, Q), koji je pocetni komad od (U, P). Zeljeli bismo dokazati da je (S, R)
pocetni komad od (U, P). Najprije, uo¢imo da vrijediS C T C U, R=0N($ x5)i
Q=PN(TxT)pajeR=PnN(S xS). Dakle, vrijedi prvi uvjet u (3.1).

Dokazimo i drugi uvjet. Postoje y; € Tiy, € UtakvidajeS ={xe€ T |x Q yi}1
T={xeU|xPy,}. TvidimodajeS ={xe U | x P y}.
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Nekaje xop € S. VrijediS ¢ T c U paje xo € U. Nadalje, xo Qy11Q=PN(T xT)
povlaci xo P y;. Dakle, xo e {xe U | x Py;},tj.S C{xe U | x P y}.

Nekaje xo €e {x € U | x P y;}. Tvrdimo da je xo € S. Kako jey; € T, toje y; P y,.
Dakle, xo P y,. Kakoje x € Ui xy P y,, slijedi xo € T. Za sada znamo da je xo € T i
da vrijedi xo P y;. Zato Sto je Q dobar uredaj na 7', vrijedi da je ili xo Q y; ili y; O xo.
(UoCimo da je xp = y; nemoguce jer bismo inale imali y; P y; Sto je kontradikcija s
irefleksivnosti relacije P.) No, iz y; Q xy slijedi y; P xy (jer je Q C P), a iz tranzitivnosti
relacije P slijedi i y; P y;. Ovo je kontradikcija s irefleksivnosti relacije P. Dakle, mora
vrijediti xo Q yy pajexoe{xeT |xQy}=S.

Konacno, zakljucujemo da je (S, R) < (U, P), tj. relacija < je tranzitivna.

Relacija < je irefleksivna i tranzitivna pa je relacija parcijalnog uredaja. O

Napomena 3.1.8. Uocimo da ako vrijedi (A,R) < (B,Q),ondaje R = QN (AXA). Za
(A,R) < (B, Q) to slijedi direktno iz (3.1)), a za (A,R) = (B, Q) tvrdnja slijedi zato §to je
Q=RiRCAXA,paQN(AXA)=RN(AXA)=R.

3.2 Dokaz Zermelovog teorema

Neka je A skup. Promatramo skup ¥ i relaciju < iz Definicije [3.1.5] Iz Leme [3.1.7] znamo
da je < relacija parcijalnog uredaja. Ocito ¥ # 0; na primjer, (0, 0) € 7.

Neka je £ = {(S;,R)) | i € I} neprazan lanac u . Definiramo U := (S, R), gdje su
S := U SiiR := e R;i. Tvrdimo da je to gornja meda od L u F.

Tvrdnja 3.2.1. Uz upravo uvedene oznake, U je linearno ureden skup.

Dokaz. Dokazujemo irefleksivnost, tranzitivnost, i linearnost relacije Rna S X §.

Da bismo dokazali irefleksivnost, pretpostavimo da postoji x € S takav da je x R x.
Drugacije zapisano, to znaci da je (x, x) € R. Dakle, postoji iy € [ takav da je (x, x) € R;,.
No, to znaci da vrijedi x R;, x, tj. R;, nije irefleksivna. Kontradikcija! Dakle, za svaki x € §
je x R x pa je R irefleksivna relacija.

Da bismo dokazali tranzitivnost, pretpostavimo da su x,y,z € S takvidax Ryiy R z.
Po definiciji R zakljuCujemo da postoje iy, jo € I takvida x R;, yiy Rj, z. Kako je £ lanac,
imamo dvije mogucnosti: (S;,, Ri) < (S ., Rj,) ili (S ), Rj,) < (Siy, Riy)-

Ako je (S, R;) < (S,Rj,), tada je R;, = Rj, N (S;, X S;) € R}, pa mora biti x Rj, y.
Iz tranzitivnosti relacije R, slijedi x Rj, z, aiz togai x R z. Slucaj (S j,, R;j,) < (S, Rj,) se
dokazuje analogno.

Pokazali smo da je R tranzitivna. PokaZimo sada linearnost. Neka su x,y € S, x # y.
Kako je S = Ui S, zakljuCujemo da postoje iy, jo € I takvida x € §;, 1y € §j,. Opet
imamo dvije mogucnosti: (S;,, R;) < (S, R;j,) 1li (S ), Rj)) < (Sjy, Ryy)-

Jo>
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Akoje (S, Ri) < (Sj,,Rj,), tadaje S;) C S, paje x € S . Kako je (S j,, Rj,) linearno
ureden, slijedi x R, yiliy Rj, x. 1z toga odmah slijedi da vrijedi x R y ili y R x. SluCaj
(S o Rjy) < (S, Riy) se dokazuje analogno.

Dakle, U je linearno ureden skup. O
Tvrdnja 3.2.2. U je dobro ureden skup.

Dokaz. Neka je Y proizvoljni neprazni podskup od §. Tvrdimo da ima R-najmanji ele-
ment.

Najprije uo¢imo daiz Y € S i Y # 0 slijedi da postoji iy € [ takavda Y N S; # 0.
Dodatno, Y N §;, je neprazni podskup od §;,. Kako je (S, R;,) dobro ureden skup slijedi
da postojiy € ¥ N §;, koji je R;-najmanji element u ¥ N S;,. Cilj nam je dokazati da je to
R-najmanji elementu Y.

Neka je z € Y takav da z # y. Slicno kaoiza y, postojii € I takavdajez € Y N S,.
Opet imamo dvije mogucénosti: (S;, R;) < (S, R;,) ili (S, R;) < (Si, Ry).

Akoje (S;,R) < (S;,R;), tadajeS; CS;. ToujednoznaCidajez€ S, teze ¥YNS,.
Dakle, kako je y upravo R;,-najmanji element u ¥ N S, , mora biti y R;, z te, zbog definicije
odR,iyRz.

Neka je (S, Ri,) < (S, R;). Kako je R; linearni uredajiz # y, vrijediy R; ziliz R; y.
Pretpostavimo da je z R; y. Po definiciji relacije < i tranzitivnosti od R; slijedidaje z € S,
tez € YNS,. Kao 1 prije zakljuCujemo da je y R;, z. No, iz (S;,,R;) < (S, R;) slijedi
R, CR;pajeyR; z. Dakle, y R; z1z R; y pa, zbog tranzitivnosti relacije R;, slijediiy R; y,
Sto je nemoguce jer je R; irefleksivna relacija! Pretpostavili smo da je z R; y iz ega smo
dobili kontradikciju pa mora biti y R; z. 1z definicije relacije R slijediiy R z.

Rezimirajmo: za svaki z € Y, z # y, vrijedi y R z. To upravo znaci da je y R-najmanji
element u Y. Dakle, Y ima R-najmanji element. Ujedno je Y bio proizvoljni neprazni
podskup od S pa je U dobro ureden skup. O

Tvrdnja pokazuje da je U € F.

ip>

Tvrdnja 3.2.3. U je gornja meda od L.

Dokaz. Uzmimo proizvoljni (S;,R;) € L. Ako je S = §;, iz linearnosti dobrih uredaja i
R; € R lako slijedi da mora bitii R = R;, paje (S, R;) = (S, R).
Pretpostavimo zato da je S # S;, odnosno §; C S. Dokazimodaje RN (S; X S;) =R,.
Nekaje (x,y) e RN(S; X §;). Tadasu x,y € §; 1 vrijedi x R y. Kako je R; dobar ureda]
vrijediili x R; yiliy R; x. No, izy R; x bi slijediloy R x paiy R y (jer je R tranzitivna
relacija), a to je kontradikcija s irefleksivnosti od R. Dakle, mora biti x R; y, tj. (x,y) € R;.
Obratno, neka je (x,y) € R;. Izravno po definiciji od R slijedi (x,y) € R. No, x,y € S;
(jer je R; relacijana S ;) pa je ujedno (x,y) € RN (S; X §)).
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Dakle, vrijedi R; = RN (S; X §;). Da dokazemo drugo svojstvo u (3.I]), promatramo
S’ :=8\S,;. To je neprazan podskup od S pa ima R-najmanji element; ozna¢imo ga sa s.
Dokazujemo da vrijedi S; = {x € S | x R s}.

Neka je s; € S; proizvoljan. Kako je R linearan, vrijedi ili s; R sili s R s;. Pretposta-
vimo da vrijedi s R s;. Po definiciji od § slijedi da postoji S ; € £ takav da je s € S ;. Kako
je L lanac, vrijedi ili (S;,R;) < (S;,R;) ili (S;,R;) < (S;,R;) (uo¢imo da je, zbog s ¢ S,
Si#8)).

Pretpostavimo da je (S;, R;) < (S ;, R;). Po definiciji relacije < postojiy € S ; takav da
jeSi=1{xeS§;| xR;y}l Zbog s; € §; vrijedi s; R; y. Dodatno, s; € §;. Kako je R;
dobar uredaj, vrijedi ili 5; R; s ili s R; s;. No, prvi slucaj je nemogud, jer implicira da
je s; R s Sto, zbog s R s;, implicira s; R s;, a to je kontradikcija s irefleksivnosti od R.
Dakle, s R; s;. 1z tranzitivnosti od R; slijedii s R; y. No, ovo implicira da je s € S; (jer je
Si={x€S§;|xR;y}, sto je kontradikcija s izborom od s.

Pretpostavimo da je (S ;, R;) < (S}, R;). Tada vrijedi §; C §;, Sto znaci da je s € §, Sto
je opet kontradikcija s izborom od s.

Pretpostavka da je s R s; vodi do kontradikcije, stoga je s; R s. Ovime smo pokazali da
jeS;c{xeS|xRs}.

Obratno, neka je x € S takav daje x R s. Ako x ¢ S;, onda je x € §’, a to je kontradik-
cija s ¢injenicom da je s R-najmanji element u S’. Dakle, x € §;, pa zbog proizvoljnosti od
xslijedi{xe S |xRs}CS,.

Ovime smo pokazali §; = {x € § | x R s}, paje (Si,R) < (S,R), Sto smo 1 htjeli
pokazati. O

Po Propoziciji slijedi da postoji maksimalni element od . Fiksirajmo jedan
maksimalni element i ozna¢imo ga sa (S, Ry).

Tvrdnja 3.2.4. Vrijedi Sy = A.

Dokaz. Po definiciji skupa ¥ je S¢ € A. Pretpostavimo, suprotno Tvrdnji, da je Sy C A.
Tada postoji a; € A\ Sy. Definirajmo S| := So U {a;} 1 R, :== RyU {(a,a;) | a € So}
(intuitivno, svi ,.stari” elementi su ,,manji” od ,,novoga”). Tvrdimo da je U; := (S1,R))
dobro ureden skup, tj. U, € F.

Neka je s € §1. Ako je s = a;, onda, zbog a; ¢ Sy, vrijedi s R, s. Ako je s # a;, onda
je s € Sy pa, zbog irefleksivnosti od Ry, vrijedi s Ry s. 1z toga slijedi i s R; s. Konacno,
zakljuCujemo da za sve s € § vrijedi s R, s, tj. R, je irefleksivna relacija.

Neka su x,y,z € Sy takvidax Ry yiy Ry z. Ako su x,y,z € Sy, 1z definicije od R,
znamo da je x Ry yiy Ry z. Iz tranzitivnosti relacije Ry zakljuCujemo da vrijedi x Ry z
paondaix R; z. Pretpostavimo sada da ne vrijedi x,y,z € Sy, tj. jedan od njih mora biti
upravo a;. Ako je x = a; onda je x R; y nemogucde. Sli¢no slijediizay = a;: tadajey R; z
nemoguce. Dakle, mora biti z = a;. No onda je x R, z trivijalno po definiciji R;! Dakle, R,
je tranzitivna relacija.
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Neka su x,y € S1, x # y. Akosu x,y € Sy, onda je x Ry y ili y Ry x po linearnosti od
Ry. 1z ovoga slijedi da vrijedi ili x R; y (ako x Ry y) ili y Ry x (ako y Ry x). Ako je x = ay,
onda izravno iz definicije od R, slijedi y R, x. Ako je pak y = a;, onda izravno iz definicije
od R; slijedi x R, y. Dakle, R, je linearni uredaj.

Nekaje Y €Sy, Y # 0. Ako je Y € Sy, onda ima Ry-najmanji element; oznacimo ga s
Yo. Zbog definicije od R, vrijediiyy R; y zasvey € Y \ {yo} pa je yo ujedno i R;-najmanji
element od Y.

S druge strane, ako je a; € Y, onda definiramo Y’ := Y \ {a;}. Akoje Y # 0, po
prethodno dokazanom Y’ ima R;-najmanji element; ozna¢imo ga s y. No ujedno vrijedi i
y Ry a, po definiciji od R;. Dakle, y je R;-najmanji element od Y. Ako je pak Y’ = () onda
je Y ={a;} paje a; trivijalno R;-najmanji element od Y.

Ovime smo dokazali da je R; dobar uredaj, tj. da je (S, R;) dobro ureden skup. To
znaci daje SLR)€eF. No,Ry =R NSogxSp)iSog=1{xe€ S| xRy a} paje
(So0,Rp) < (S1,Ry), Sto je kontradikcija s maksimalnosti od (S, Ry). ZakljuCujemo da
mora biti S = A. O

1z (S, Ro) = (A, Ry) zakljuujemo da je Ry dobar uredaj na A. Ovime je dokaz Zerme-
lovog teorema gotov.
3.3 Zermelov teorem povlaci aksiom izbora

Cilj nam je dokazati da tvrdnja Teorema povlaci tvrdnju Aksioma Time ¢emo
dokazati ,,trokut implikacija™:

’ Zornova lema ‘

Aksiom izbora }K { Zermelov teorem ‘

Dakle, dokazat ¢emo da su te tri tvrdnje medusobno ekvivalentne.

Teorem 3.3.1. Ako vrijedi Zermelov teorem, tj. tvrdnja Teorema tada vrijedi tvrdnja
aksioma izbora (Aksioma [0.0.2)).

Dokaz. Neka je X skup nepraznih, u parovima disjunktnih skupova. Promatrajmo skup
X := Uyex Y. Tada postoji dobar uredaj na X. Ozna¢imo gas R. Za® # S C X definiramo
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min S kao R-najmanji element od S (koji postoji jer je R dobar uredaj). Definiramo skup
B:={minY | Y € X}. Neka je Y € X proizvoljan. Jasno je da je minY € B N Y. Takoder
zbog disjunktnosti elemenata od X slijedi da je minY jedini element presjeka, tj. da je
BNY = {min Y}. Uistinu, pretpostavimo da BN Y nije jednocClan, tj. postoji neki x e BNY
takav da x # min Y. Uo¢imo najprije da sada imamo x € Y. Nadalje, po definiciji od B
slijedi da postoji Z € X takav da je x = minZ. Zbog x # min Y mora biti ¥ # Z. No, sada
minZ € ZiminZ € Y zna¢i da je minZ € Y N Z, $to je nemoguce jer su Y i Z disjunktni.
Dakle, BNY = {min Y}, kao §to smo najavili. Drugim rijeCima, B je izborni skup za X. O
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Sazetak

Ukratko, u ovome radu se bavimo Zornovom lemom i srodnim tvrdnjama. U uvodu je
obrazloZeno zasto je naglasak na Zornovoj lemi.

U prvom poglavlju je precizno iskazan aksiom izbora, nabrojane su neke njemu ekvi-
valentne tvrdnje i neke njegove posljedice. Navedene su i neke posljedice aksioma izbora
iz raznih grana matematike (linearne algebre, topologije, analize, i tako dalje).

U drugom poglavlju najprije definiramo pojmove potrebne za razumijevanje iskaza
Zornove leme (parcijalno ureden skup, lanac, i sli¢no). Nakon toga precizno iskazujemo
Zornovu lemu, te je dokazujemo pod pretpostavkom aksioma izbora. Osim toga, iznosimo
1 nekoliko primjera upotrebe Zornove leme.

U tre¢em poglavlju se bavimo joS jednim vaznim teoremom teorije skupova: Zermelo-
vim teoremom o dobrom uredaju. Preciznije, dokazujemo da Zornova lema povlaci Zerme-
lov teorem o dobrom uredaju. Na kraju poglavlja dokazujemo da Zermelov teorem povlaci
aksiom izbora.



Summary

In this paper, we present Zorn’s lemma and some of its related statements. The introduction
explains why the emphasis is on Zorn’s lemma.

In the first chapter, we state the axiom of choice with some of its equivalent statements
and consequences. We also state some consequences of axiom of choice from various
branches of mathematics (linear algebra, topology, analysis, and so on).

In the second chapter we first define some terms which are needed to understand the
statement of Zorn’s lemma (partially ordered set, chain, and so on). Afterwards, we give a
precise statement of Zorn’s lemma and we prove it assuming the axiom of choice. We also
provide a few examples of how Zorn’s lemma can be used.

In the third chapter, we present another important theorem of set theory: the well-
ordering theorem. We prove that Zorn’s lemma implies the well-ordering theorem. At the
end of this chapter, we prove that the well-ordering theorem implies the axiom of choice.
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