Novi pristup glasovitom problemu iz japanskog hrama
Gion

Lezenié, Iva

Master's thesis / Diplomski rad

2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:812559

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-28

§TE U 2
\Bt\\_,'\s é,q G

»
< £,
& %
o % . .
& % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% T
< SN
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:812559
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:9030
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9030
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9030

Novi pristup glasovitom problemu iz japanskog hrama
Gion

Lezenié, Iva

Master's thesis / Diplomski rad

2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:812559

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-18

§TE U 2
\Bt\\_,'\s é,q G

»
< £,
& %
o % . .
& % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% T
< SN
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr



Sveuiliste u Zagrebu

Prirodoslovno-matematicki fakultet

Matematicki odsjek

lva LeZeni¢

Diplomski rad

Zagreb, srpanj, 2020.






Sveuliliste u Zagrebu

Prirodoslovno-matematic¢ki fakultet

Matematicki odsjek

lva LeZeni¢

Diplomski rad

Voditelj rada:

prof.dr.sc. Juraj Siftar

Zagreb, srpanj, 2020.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana pred
ispitnim povjerenstvom u sastavu:

1. , predsjednik
2. , Clan
3. , clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi clanova povjerenstva:

1.
2.
3.




Z.ahvala

Na ovom mygestu htjela bih izraziti duboku zahvalnost onim ljudima koji su bili velika
podrska, oslonac ili nadahnuée tijekom cjelokupnog studiranja te koji su omogucili da
danas budem tu gdje jesam.

Prvo bih se zahvalila svojem mentoru prof. dr. sc. Juraju Siftaru koji mi je pruZio
veliku cast omogucivsi izradu ovog rada pod svojim vodstvom. Pamtim Vasa zanimljiva
1 poucna predavanja 1 intelektualno stimulirajuce usmene ispite koji su obiljeZili moju
prou godinu studiranja. Vi ste mi pomogli izgraditi jasnu i razumljivu sliku matematike
kao apstraktne znanosti, sto je wvelike olaksalo moje daljnje obrazovange. I konacno,
hvala Vam na iskazanoj pomoci, vodstvu, strpljenju i razumijevanju tijekom izrade ovog
diplomskog rada.

Hvala mom ujaku Zdenku koji je jedan od razloga zasto sam upisala ovaj fakultet. Njemu
posvecujem svoje prvo osvojeno mjesto na osnovnoskolskom natjecanju iz matematike.

Hvala mom rodaku Bojanu koji mi je posluZio kao primgjer © vodilja tijekom studira-
nja. Hvala sto si me motivirao 1 ohrabrio da upisem ovaj studij.

Hvala mojim drugim roditeljima, tetki i tetku, na svemu!

I konacno, najveca hvala mojim roditeljima! Hvala Sto ste uvijek bili konstanta u mom
Zivotu. Bez vase podrske 1 povjerenja ovo ne bi bilo moguce.



Sadrza]j

Uvod 1
1 Povijesni kontekst 3
1.1 Sangaku . . . .. .. 4

1.2 Samuraji . . . . . ..o 7
1.3 Uspon sangaku-a na Zapadu . . . . . . ... ... .. ... ... ..., 8

2 Analiza ¢cuvenog problema iz hrama Gion 10
3 Posljedice skaliranja 12
4 Egzistencija rjesenja 14
5 RjesSenje u skupu R 16
5.1 Strategija rjeSavanja . . . . . . .. ..o 17
5.1.1 Konstrukcija sredista velike kruznice . . . . . . . . ... ... .. 17

5.1.2  Trigonometrijske funkcije sredisnjih kutova . . . . . . . . ... .. 18

5.1.3  Velicine a, m, s, d kao funkcije po cosp i/ilising . . . . . . .. .. 21

5.1.4  Veli¢ine a,m, s,d kao funkcije po Ri/ilir . . ... ... .. ... 21

5.1.5  Skaliranje polumjera R . . . . . . . . . .. ... ... 22

5.1.6 Supstitucija V1 —2r=+/(x—1)2. . . . . .. ... 23

5.1.7 Racionalna parametrizacija kruznice 2> +¢y> =4 . . . . . .. . .. 25

5.1.8 Skaliranje velicina a,m,s,d s 2(1+#*)? . . . ... ... ... ... 27

5.2 Konacno rjeSenje uskupu R . . . . .. ..o 29

6 Rjesavanje u skupu Q 31
Bibliografija 38






Uvod

U vremenu formiranja teznje za kolonijalnim osvajanjima pokazalo se da se malo koja
zemlja oduprla tada nadmoc¢nim osvajackim silama. Primjer jedne zemlje koja je promisljenim
i zdravorazumskim odlukama uspjela sacuvati svoju slobodu jeste Japan. Naime u 17.
stolje¢u Japan je bio svjestan, kako nije vojna sila, da se ne¢e uspjeti obraniti ratova-
njem. Iz tog razloga je proizisla taktika zatvorene politike ili sakoku. Zatvorivsi zemlju
prekinula se sva trgovina, gospodarske veze i komunikacija s ostatkom svijeta. To je
rezultiralo s 250 godina mira. No, povlacenjem sa svjetske scene, posljedicno su iskusili

i iskljucenost iz svih svjetskih otkri¢a i dostignuca u periodu od 17. — 19. stoljeca. Ipak,
Japan nije stagnirao u tom periodu. Doslo je do procvata unutarnje trgovine, sveopéeg
mira te povec¢anja stope pismenosti.

Obrazovanje stanovnistva je jedna od veéih odlika tog perioda. Naime, upravo tada
je doslo do procvata ,,hramske geometrije“ koja i stolje¢ima poslije, intrigira i zapanjuje
matematicare diljem svijeta. To je bilo vrijeme kada se proizvodio sangaku. Sangaku
su bile drvene plocice na kojima su se rezbarili i ilustrirali razni geometrijski problemi
i njihova rjesenja. Stil sangaku-a se bitno razlikuje od zapadnjackog grckog stila. Pro-
blemi koji su oni razmatrali i rezbarili na drvene ploce odisu elegancijom te podsjec¢aju
na spoj matematike i umjetnosti. No, pokazalo se da jednostavnost tih rezbarenih fi-
gura Cesto krije neintuitivna i komplicirana rjesSenja koja izlaze iz okvira geometrije.
Jedan od slozenijih sangaku problema potjece iz hrama u cetvrti Gion grada Kyoto.
Upravo je on tema ovog diplomskog rada. Nakon vrijednih, ali dosta nezgrapnih i tesko
dostupnih rjesenja japanskih matematicara iz 18. stoljeca, problem je dugo ostao izvan
podru¢ja zanimanja i primjene metoda suvremene matematike. U drugoj polovici 20.
stoljec¢a, zahvaljujuéi iznimnom entuzijazmu srednjoskolskog profesora Fukugawa Hide-
toshija, tradicija sangaku matematike afirmirana je u samom Japanu te zatim i Sirom
svijeta. Tek su 2013. godine J. Arias De Reyna, David Clark i Noam D. Elkies u ¢lanku
A Modern Solution to the Gion Shrine Problem prikazali tehnicki pregledniji pristup
rjeSenju, dopunjen detaljnom analizom potojanja rjesenja. U ovom radu ¢emo vec¢im
dijelom slijediti njihov pristup.

Prvo poglavlje je pripremno te ¢emo u njemu smjestiti sangaku u kontekst povijesti. Do-
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datno ¢emo opisati prirodu motivacije izrade sangaku-a i njihovu strukturu. Na koncu
¢emo opisati put upoznavanja Zapada s hramskom geometrijom, koji se ispostavio da
je bio iznimno trnovit te ¢emo predstaviti osobu koja je zasluzna za Sirenje koncepta
sangaku-a van granica Japana.

U drugom i tre¢em poglavlju ¢emo iskazati, ilustrirati i analizirati problem iz hrama
Gion, natuknuti strategiju rjeSavanja koja ce, izmedu ostalog, ukljucivati i skaliranje
veli¢ina s kojim ¢emo raditi. Takoder ¢emo istaknuti vezu izmedu skaliranja i homotetije.

U cetvrtom poglavlju ¢emo istaknuti uz koje uvjete rjeSenje postoji te komentirati eks-
tremni slucaj postavljenog problema.

U petom poglavlju ¢emo dati detaljan postupak rjesavanja zadatka u skupu realnih
brojeva. RjeSenje ¢e uglavnom podrazumijevati domisljate i pogodne supstitucije ko-
jima ¢emo sve veli¢ine na koncu izraziti preko jednog parametra ¢. RjeSenje ¢emo traziti
razmatranjem veli¢ine ¢ kao funkcije parametra t te ¢emo na koncu dati konacno rjesenje
u skupu realnih brojeva.

U Sestom poglavlju ¢emo ispitati postoje li rjeSenja danog problema u skupu racional-
nih brojeva. Ispostavit ¢e se korisnim Fermatova metoda beskonac¢nog spusta kojom
¢emo dokazati da ona ne postoje. Osim toga, uspostavit ¢e se veza izmedu postojanja
racionalnih rjesenja problema iz hrama Gion i slavnog Fermatovog rezultata iz teorije
brojeva.



Poglavlje 1

Povijesni kontekst

Japan je danas jedna od tehnoloski i ekonomski najrazvijenijih zemalja svijeta. Izmedu
ostalog globalni je lider na trzistu robotike te prednjaci u istrazivanjima i proizvodnji
tehnoloskih inovacija. Ukoliko to u citatelja veé ne izaziva divljenje i strahopostovanje,
tada valja istaknuti i ¢injenicu da je Japan sve to naglo postigao, u samo proteklih
150 godina [2]. Naime, Japan je od 17. do polovine 19. stoljeca prakticirao zatvorenu
politiku. Razlog tome je bila zelja za prekidom svih odnosa sa zapadom u svrhu o¢uvanja
stabilnosti i mira. Uzmemo li u obzir kako je to bilo vrijeme uspona doba kolonijalizma
i posebno jacanja Spanjolskog carstva i njegovog utjecaja na istoku, tada uvidamo motiv
specificne japanske reakcije.

Kako je Japan bio organiziran kao feudalna a ne vojna zemlja, tako je bio svjestan da nije
u moguénosti voditi i pobijediti rat s nadmoé¢nom Spanjolskom. Jedini izlaz su vidjeli
u zatvaranju drzave prema ostatku svijeta. Uvjeti za provedbu zatvorene politike su
bili vise nego idealni zbog njihovog jedinstvenog izoliranog geografskog polozaja. I to se
pokazalo iznimno uspjesnom strategijom. Vrijeme koje je uslijedilo narednih 250 godina
je nazvano Edo period ili ,,doba velikog mira“.

Pocetkom 17. stolje¢a Tokugawa leyasu je postao Sogun Japana. Uspostavio je Tokugawa
dinastiju koja je vladala narednih 300 godina, sve do prisilnog otvaranja Japana vanjskom
svijetu. Srediste vlasti je preseljeno u glavnu japansku luku Edo (danasnji Tokio) po
kojem taj period i nosi ime.

Kako je Japan prekooceanskom trgovinom ostvarivao kontakte s ostatkom svijeta, tako
je bio neizbjezan doticaj s krs¢anstvom i zapadnom kulturom. Nakon dolaska brojnih
isusovackih misionara, koji su bili predani evangelizaciji, osnovane su mnoge krs¢anske
zajednice. Broj krs¢ana je bio procijenjen na 300 000. Japan je do tad imao dvije
religije: autohtoni Sintoizam i iz Kine preuzeti budizam. Kako se smatralo da krsé¢anstvo
predstavlja izravnu prijetnju japanskoj kulturi, nac¢inu zivota i zakonodavnom tijelu, tako
je zapoceo progon i sluzbena zabrana krs¢anstva. Kao posljedica toga, Japan je zabranio
trgovinu i zatvorio luke za sve strane brodove, osim za nizozemske, kineske i korejske.
Nizozemci kao protestanti su imali povlastenu ulogu te su predstavljali most izmedu
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Japana i Europe [2]. Unato¢ tome, nijednom brodu nije bilo dozvoljeno prekomjerno
zadrzavanje te je bio zabranjen kontakt s japanskim stanovnistvom. Za njih su bile
osigurane posebne izolirane luke. Tako je zapocela zatvorena politika ili sakoku.

1.1 Sangaku

Za vrijeme politike izolacije Japan je uzivao u dugom razdoblju mira i stabilnosti. No,
raskidanje svih veza s ostatkom svijeta, moralo je, i jeste uzelo svoj danak. Japan je
uglavnom ostao uskracen za sva svjetska tehnoloska i znanstvena dostignucéa te je bio
primoran prilagoditi se novonastaloj situaciji. Tako je kao alternativa zapadnoj mate-
matici yosan nastala tradicionalna japanska matematika wasan. Smatra se da je wasan
nastao u Edo periodu pojavom japanskog abakusa soronban koji je revolucionalizirao
njihovu matematiku, gospodarstvo i poslovanje.

Dok su se u tom razdoblju u Europi udarali temelji kombinatorne teorije vjerojatnosti,
analiticke geometrije, projektivne geometrije i infitezimalnog rac¢una, u Japanu se stvarao
sangaku. Sangaku su bili drvene ploc¢e na kojima su se rezbarili razni geometrijski pro-
blemi i njihova rjesenja. Njihovi autori su ih postavljali u budistickim i Sintoistickim hra-
movima kao zrtve bogovima, ali i u svrhu predstavljanja izazova ostalim matematicarima.
Iz tog razloga se matematika tog perioda naziva , geometrija japanskih hramova“ ili jed-
nostavnije ,hramska geometrija“. Putem sangaku-a matematicari su za vrijeme perioda
izolacije stvarali jedinstvene i zahtjevne probleme te ih rjesavali na sebi svojstven nacin.
Estetika zadataka pa i njihovih rjesenja se razlikuje od nama poznatog grcékog stila
zapadne matematike na koji smo nauceni. Moze se reé¢i da su japanski matematicari

Slika 1.1: Primjer tradicionalnog japanskog (lijevo) i zapadnjackog problema (desno) [1]

imali svoj poseban stil te da su bili ljubitelji geometrijskih problema. U prilog tome ide
elegancija rezbarenih geometrijskih figura koja cesto krije neintuitivna i komplicirana
rjeSenja. Stoga se drzi da je tradicionalna japanska geometrija kombinacija umjetnosti i
matematike.
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Slika 1.2: Primjer sangaku-a

Tradicionalni japanski geometricari su svoj matematicki svijet vidjeli drukcijim o¢ima
te su rjesenju pristupali nezapadnjackim metodama. Iako je matematika univerzalan je-
zik naglasimo da
uciti tradicionalnu japansku matematiku znaci otkriti novi nacin razmisljanja.

To learn traditional Japanese mathematics is to learn another way of thinking.[1]
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Tradicija postavljanja sangaku-a u hramovima ima svoje korijene u starim obicajima
sintoisticke religije. Stolje¢ima prije su se bogovi Stovali te su im se u hramovima pri-
nosile zrtve i donosili darovi. Vjerovalo se kako su bogovi bili ljubitelji konja, a kako su
konji bili skupi tako su se pocele prinositi njihove slike na drvenim plocama. Postav-
ljanje sangaku-a je vrlo brzo izumrlo nakon otvaranja Japana svijetu te ih je mnostvo i
izgubljeno. Unato¢ tome, oni su se nastavili otkrivati te se pronalaze i proucavaju i dan
danas. Najnoviji je otkriven 2005. godine i datira iz 1870. godine.

Vecéina sangaku-a sadrzi geometrijske figure i samo konacno rjesenje. U zadatcima se
uglavnom trazi da se odrede razni elementi ili da se izraze preko nekih poznatih veli¢ina
ili njihovih omjera. Njihovim rjeSavanjem se u konac¢nici ustanovi primjena gotovo svih
danas poznatih sadrzaja iz planimetrije i stereometrije ili njihovih japanskih inacica.
Prije ili kasnije budu potrebni svi teoremi vezani uz kruznice, trokute i ¢etverokute. Uz
strpljivost, najvazniji alati su jasna i precizna skica te Pitagorin poucak [1]. Pogledajmo
primjer jednog jednostavnijeg sangaku problema.

Primjer. [1]

U veliku kruznicu polumjera R upisan je veliki i mali jednakostrani¢ni trokut (kao sto je
prikazano da slici 1.3). Izrazi duljinu stranice ¢ malog jednakostraniénog trokuta ABC
pomocu R, ako je A poloviste jedne stranice velikog trokuta.

B c

Slika 1.3: Skica sangaku problema [1]

Rjesenje se lako dobije primjenom Pitagorinog poucka.
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Osim toga, tradicionalni japanski matematicari Edo perioda su bili veoma vjesti u bara-
tanju jednadzbama visokog stupnja, sto, izmedu ostalog, potvrduje takozvani Problem
1z hrama Gion. Prvo zabiljezeno rjesenje, barem implicitno, dano je u obliku algebarske
jednadzbe stupnja 2!° = 1024, pri éemu se autoru po imenu Tsuda Nobuhisa u nekim
izvorima pripisuje i kreiranje samog zadatka. U ovom radu posvetit ¢emo se upravo tom
zadatku, ali uz znatno moderniji pristup.

1.2 Samuraji

Mir, kojemu je Tokugawa leyasu tezio, iz valjanih je razloga u pocetku Edo razdob-
lja bio neizgledan. Naime, veliku prijetnju stabilnosti zemlje predstavljali su samuraji.
Stoljetna ratovanja su ih uéinila nasilnim, divljim i polupismenim vojnicima [1]. Do-
laskom razdoblja mira, njihova funkcija u drzavi se zato morala promijeniti. Stoga je
Togukawa dinastija primarni cilj vidila u pacifizaciji i izobrazbi samuraja. I tako su, kao
rezultat generacijske asimilacije novom nacinu zivota, samuraji postali dio cijenjenog
visokoobrazovanog staleza. Oni su u Edo razdoblju odigrali kljuénu ulogu u obrazovanju
i umjetnosti. Njihov doprinos Japanu je usporediv onom od isusovaca u Europi. Oboje
su bili zasluzni za izobrazbu, skolovanje te povecanje stupnja pismenosti stanovnistva.
Kako u tom periodu u Japanu nije bilo sveucilista, tako se obrazovanje odvijalo u malim
privatnim ruralnim skolama juku, gdje su se samuraji zaposljavali kao ucitelji. Te skole
su bile predane trima podrucjima: cCitanju, pisanju i aritmetici. Odnosno, bile su pre-
dane izucavanju trima slova ,R“ | reading, 'riting i 'rithmetic“ [5]. Ucenje aritmetike
se odnosilo na soroban. Kako su skole pohadala djeca, zene i odrasli muskarci, tako
je juku skolovanje rezultiralo visokom pismenosSéu sveopcéeg stanovnistva. Osim Sto su
ljudi sangaku postavljali u svrhu samoreklame po uspjesno rijeSenom zadatku, sangaku
je sluzio i kao alternativa objavljivanju knjiga. Obi¢ni ljudi koji su pohadali juku te
koji si nisu mogli financirati objavljivanje knjige, svoje su rezultate postavljali u hramo-
vima. Procjenjuje se da je do konca Edo perioda postojalo oko 80 000 juku skola diljem
Japana [1].
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Slika 1.4: Juku skola iz 19. stoljeca koja je ostala sacuvana do dan danas [1]

1.3 Uspon sangaku-a na Zapadu

Sangaku je dugo ostao znan samo Japanu te shodno tome nepoznat Zapadu. Upoznava-
nje i Sirenje koncepta i bogate povijesti sangaku-a diljem svijeta, dugujemo prijateljstvu
i korespodenciji Pedo Daniela i Fukagawa Hidetoshija.

Put ka upoznavanju Zapada s hramskom geometrijom bio je u najmanju ruku dug i is-
crpljujuéi. Sve je krenulo od japanskog profesora matematike - Fukagawa Hidetoshi koji
je na koncu, proucavajuéi sangaku vise od 40 godina, postao vodeéi svjetski stru¢njak
za to podrucje.

Fukagawa Hidetoshi je roden 1943. godine te i dan danas zivi i djeluje u Japanu. Kao
srednjoskolski profesor matematike djelovao je u periodu 1967.-2004. godine. Od tada
je stekao doktorat znanosti te radi kao izvanredni profesor na vise sveucilista.
Fukagawa Hidetoshi je jos kao srednjoskolski profesor, izucavajuéi staru knjigu tradi-
cionalne japanske matematike, naiSao na sangaku. Otkrivsi kako su neki geometrijski
problemi lako primjenjivi u nastavi i da su, stovise, zanimljivi ucenicima, odlucio je po-
svetiti se ozbiljnijem proucavanju hramske geometrije. Tako je zapocela Hidetoshijeva
ljubav prema sangaku-u. Svjestan tezine i znacaja tog otkri¢a, nastojao je prvo Japan



1.3. USPON SANGAKU-A NA ZAPADU 9

pa onda i Zapad upoznati s matematikom Edo perioda. U vlastitoj zemlji je odmah
naisao na nerazumijevanje i neodobravanje. Stovise, sunarodnjaci nisu priznavali njegov
rad jer se opéenito smatralo da matematika prakticirana u Edo periodu nema vrijednosti
te se uz to degradirala i zaboravila. Uz to, prema japanskom hijerarhijskom akadem-
skom sistemu srednjoskolski profesor je pripadao nizem stalezu, stoga je bilo nemoguce
uspostaviti komunikaciju s profesorima viseg staleza.

No, Hidetoshi nije odustajao te je odlucio poslati pisma stranim svjetskim matematicarima
kojima je podrucje interesa bila povijest i geometrija. Tome je prethodilo ucenje engle-
skog jezika. Tako je motivirani Hidetoshi ucio engleski jezik u 42. godini zivota. Napisao
je ukupno 10 pisama i ni na jedno nije dobio odgovor. [5] Sve dok Daniel Pedoe (UK)
nije uvidio potencijal sangaku-a te mu je jedini odgovorio i porucio: Svijet sangaku-a je
predivan, stoga éemo ga zajedno istraziti.? Pedoe i Fukagawa su ¢ak imali potegkoéa i s
publikacijom svog rada na Zapadu, no 1989. su ipak objavili knjigu ,,Japanese Temple
Geometry Problems®, kojom se napokon odalo priznanje tradicionalnoj japanskoj hram-
skoj matematici.

Nakon toga je, potpuno ocekivano, porasla zainteresiranost za bogati matematicki svijet
Edo razdoblja te je uslijedila suradnja s Tony-em Rothmanom (SAD) koja je rezultirala
jos jednom knjigom ,,Sacred Mathematics“. Knjiga je pisana jednostavnim i zanimljivim
stilom te nije predvidena samo za profesionalne matematicare. Njom se po prvi puta
hramska geometrija stavila u kontekst japanske kulture, notacije i povijesti. Osim toga,
ona Citatelju daje uvid u otezan proces stvaranja knjige izmedu dvaju, iako motiviranih,
autora iz razlicitih zemalja s razli¢itih kontinenata [1]. Istaknut éemo jednu zanimljivost
koja je bitna i za Siri kontekst ovog diplomskog rada. Naime, kako je u Japanu obicaj da
se osoba oslovljava prvo prezimenom, tako je i ovdje, po uzoru na prethodno spomenutu
knjigu, taj obicaj ispoStovan te je Hidetoshi (ime) Fukagawa (prezime) postao Fuka-
gawa Hidetoshi, a Ieyasu Tokugawa je postao Tokugawa Ieyasu [1]. Zbog lingvisticke
barijere i razlike u kulturama koja je dijelila matematicare japanskog i engleskog govor-
nog podrucja, obe suradnje su bile otezane, ali ipak moguce, zahvaljuju¢i univerzalnosti
matematickog jezika. Zbog upornosti i predanosti nekolicine matematicara, u kratkom
vremenu se proSirila svijest o sangaku-u pa ga, izmedu ostalog, sada mozemo pronaci i
u hrvatskim udzbenicima, Edutoriju i ¢asopisu MIS.

Hidetoshijev materingi jezik je daleko od engleskog, a ja ne poznam japanski jezik. Srecom,
matematika je univerzalna. 3

2Sangaku is a wonderful world, so we two will research it. [1]
3Hidetoshi’s native language is far from English, and I speak no Japanese. Fortunately, mathematics

is universal. [1]
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Analiza ¢uvenog problema iz hrama
Gion

Jedan od najslavnijih, a po tezini ”ozloglasenijih” sangaku problema sigurno je problem
iz hrama Gion, koji je ujedno i tema ovog rada. Nakon ve¢ spomenutog rjesenja Tsuda
Nobubhisa iz 1749. godine, kojim je problem nacelno sveden na odredivanje nultocaka poli-
noma stupnja 2'° = 1024, Nakata je zna¢ajno smanjio stupanj jednadzbe na 46. Najveéi
napredak ostvario je 1774. godine Ajima Naonubu, inace jedan od vodec¢ih japanskih
matematicara i astronoma tog razdoblja, redukcijom problema na polinom stupnja 10.
Njegovo vrlo zanimljivo rjesenje postalo je Sire dostupno tek 1966., objavljivanjem knjige
sabranih radova rekonstruiranih iz izvornih rukopisa. Od tada su Arias de Reyna, Clark
i Elkies objavili modernu analizu i rjeSsenje problema u svom radu A Modern Solution
to the Gion Shrine Problem. U ovom radu ¢emo predstaviti to rjesenje koje takoder
uklju¢uje polinom stupnja 10, ali uz uporabu formalne trigonometrije. Osim toga, di-
skutirat ¢emo egzistenciju rjesenja posebno u skupovima R i Q.

Istaknimo da zasad ne postoji eksplicitno rjesenje ovog problema. No, ipak, pokazat
¢emo da rjesenje postoji, da je jedinstveno te da nema racionalnih rjesenja.

Iskaz problema iz hrama Gion.
Dan je kruzni odsjecak. Duzina duljine m raspolavlja luk i duzinu AB. Na prika-

zan nacin, upisemo kvadrat sa stranicom duljine s i upiSemo kruznicu promjera d. Neka
je |AB| = a. Tada, ako oznacimo:

p=a+m-+s+d
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izrazi a, m, s i d pomocu pi q.

|

e

1

Slika 2.1: Tlustracija problema iz hrama Gion

Sa slike je vidljivo da je rije¢ o kruznom odsjecku, nikako samo o polukrugu. Nada-
lje, kruzni odsjecak sadrzi duzinu duljine m koja raspolavlja i luk AB i tetivu AB. U
u sredistu tetive, po jedan vrh lezi na lijevoj polovici tetive i na duzini koja je okomita
na tetivu. Krajnji vrh lezi na luku AB. U desnoj polovici kruznog odsjecka upisana je
kruznica promjera d.

U nizu modernih interpretacija spomenutog problema postavljali su se razni dizajni
skice koji su se razlikovale u nijansama. Neki su radili s polumjerom male kruznice r,
dok su neki ispostovali starojapanski obicaj obiljezavanja promjera d. Takoder valja is-
taknuti da su u originalnom sangaku-u krajnje tocke tetive A i B bile izostavljene zbog
jednostavnosti slike. Njihova jedina svrha lezi u definiranju duljine tetive.
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Posljedice skaliranja

U rjesenju koje su dali Arias de Reyna, Clark i Elkies dva puta se skaliraju odredene
veli¢ine. Prvi puta skaliramo polumjer velike kruznice R koja sadrzi dani odsjecak te
drugi put skaliramo veli¢ine koje su dane u obliku funkcija a(t), m(t), s(t),d(t). Ovdje
¢emo pokazati kako je taj korak opravdan i kako ne utjece na konacno rjesenje, ve¢ samo
olaksava postupak rjesavanja.

Naime, spomenutim skaliranjem samo se dobiva homoteti¢na slika originalnog problema.
Promotrimo polukruznicu polumjera R sa sredistem S koja sadrzi dani odsjecak u kojeg
su upisani kvadrat i kruznica na prethodno opisan nacin (|AB| = a,|PC| = m, duljina
stranice kvadrata je s i duljina promjera kruznice upisane u desnu polutku odsjecka je
d). Tada svaka polukruznica polumjera R’ sa istim sredistem S sadrzi kruzni odsjecak
¢ije su upisane figure homoteti¢ne pocetnoj slici s obzirom na srediste S.

Slika 3.1: Skaliranje kao homotetija

12
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Lako se vidi da iz homotetije sa sredistem S i parom pridruzenih tocaka C' — C’
slijedi da je:

* &gﬁ\gﬁh:%é%:g:ﬁ:%
choi=E=E>E=%

DI =R =%

B R e e

Dakle, skaliramo li veli¢ine a, m, s, d, R dobit ¢emo homoteti¢nu sliku prvotnog problema.

Na koncu je potrebno samo pomnoziti skalirane velic¢ine faktorom homotetije % i dobit
¢e se krajnje rjesenje:

R,
“= R
R
m:ﬁm
R,
TR
R
d=5

I to ¢e biti zadnji korak pri odredivanju krajnjeg rjesenja.



Poglavlje 4

Egzistencija rjesenja

Prilikom diskusije rjesenja razmatrat ¢emo problem pri kojem je R = 1. Kako kruzni
odsjecak (pa i rjeSenje) u potpunosti ovisi o kutu iz kojeg se dana tetiva vidi, tada za-
kljucujemo da rjesenje ovisi o kutu ¢ koji je naznacen na slici ispod. No, kut ¢ ne moze
poprimiti bilo koju vrijednost.

kvadrat ne postoji granitni slu€aj za egzistenciju kvadrata kvadrat postoji
Slika 4.1: Slucajevi za ¢ > 3

Dakle, ¢ je ograni¢en. Ozna¢imo s g krajnji slucaj kuta ¢ kad kvadrat postoji (slika
u sredini).

Neka je ¢ = 7 + «, gdje je a siljasti kut, s vthom u sredistu velike kruZznice, pravo-
kutnog trokuta u donjoj polovici kvadrata.

Kako srediste velike kruznice raspolavlja stranicu kvadrata tada se dobije:

o = arctan 5

14
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Dakle, ¢ je ogranic¢en na interval
T 1 o
0<p <= §+arctan§ ~ 117°.

Razlog tome je sto u slucaju ¢ > ¢y kvadrat vise nije upisan u kruzni poluodsjecak. Na
slici ispod je prikazan krajnji slucaj kad je ¢ = (.

Slika 4.2: Ekstreman slucaj za ¢ = g [3]

Za daljnje potrebe ovog rada bit ¢e potrebno odrediti i cos ¢y. Kako imamo
0 < ¢ < ¢ 1 kako je cos ¢ padajuéa na (0, ) tako je: 1 > cosp > cos ¢y.

[zracunajmo cos ¢y.

Kako je o = § +a = 5 + arctan% i kako je a = arctan% = arcsim‘/?5 tako je:
Yo = 5 + arcsin \/?5 Osim toga opcenito vrijedi: cos(§ +x) = —sinx pa zakljucujemo
da je:
T V5 : V5 Vb
oS Py = COS(§ + arcsin ?) = — sin(arcsin ?) =5
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Rjesenje u skupu R

Neka je dano
p=a+m-+s+d

_mydy
q_ m d’

Skaliramo li veli¢ine a,m, s,d s A € R dobijemo

a =M
m' = Am
s'=As
d = M.

Tada je vidljivo da vrijedi:
P =XNa+m+s+d)

,_m/\+d)\+s)\_
E S N

Dakle, zakljucujemo da q ostaje invarijantan na skaliranje. Prema tome, zadatak je neo-
visan o skaliranju te e se iz tog razloga promatrati jednostavniji problem kod kojeg je
polumjer pripadne kruznice danog kruznog odsjecka R = 1.

Kako kruzni odsjecak ovisi o kutu pod kojim se dana tetiva vidi, tako ¢emo malo detalj-
nije prouciti i konstrukciju skice te pronadi srediste vece kruznice koja sadrzi dani kruzni

odsjecak.

16
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5.1 Strategija rjeSavanja

Postupak rjesavanja danog geometrijskog problema svest ¢emo na pronalazak nultocke
funkcije ¢. Iz tog razloga bit ¢e potrebno sto jednostavnije sve veli¢ine prikazati preko

jedne nepoznanice.
Rjesenje danog problema u skupu realnih brojeva sastojat ¢e se od vise dijelova:

1. konstrukcija sredista velike kruznice koja sadrzi dani kruzni odsjecak
2. relacije koje povezuju trigonometrijske funkcije sredisnjih kutova i veli¢ina a, m, s, d
3. svodenje veli¢ina a, m, s na a(R,sin ), m(R, cos ), s(R,cos ¢, sin p)

4. svodenje velicina a(R,sin ), m(R,cosp), s(R,cosp,sing) na a(R,r), m(R,r),
s(R,r)

5. skaliranje polumjera R

6. supstitucija: v/1 — 2r = \/m, x>1

7. racionalna parametrizacija kruznice z? + y* = 4

8. skaliranje velicina a,m, s,d s 2(1 + t?)? i graf funkcije ¢
9. konacno rjesenje u skupu R

5.1.1 Konstrukcija sredista velike kruznice

Ozna¢imo duzinu duljine m koja je okomita na tetivu AB s PC, gdje je P poloviste
tetive AB.

sl

]

T

| . |

=}

a

Slika 5.1: Skica problema iz hrama Gion
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Produljimo duzinu PC te povucimo simetralu s duzine AC. Kako su AC i AB tetive
velike kruznice K tada je srediste velike kruznice GMT sjecista s i PC. Neka dobivena
kruznica ima polumjer R, tj ozna¢imo je s K (S, R).

\ m

I\
\
\
A . B

Slika 5.2: Konstrukcija kruznice K (S, R) koja sadrzi dani kruzni odsjecak

5.1.2 Trigonometrijske funkcije sredisnjih kutova

Izrazimo veli¢ine a, m, s, d preko jedne varijable. Detaljnijim proucavanjem velike kruznice
zakljucuje se da je moguce spomenute velic¢ine izraziti preko trigonometrijskih funkcija
odgovarajuc¢ih kutova ¢iji se vrh nalazi upravo u sredistu velike kruznice.

Zbog jednostavnijeg prac¢enja zasad ispustimo oznake za duljine a, m, s, d sa skice te uve-
dimo jo$ neke nove oznake za srediSnje kutove ¢, 6,0 te za tocke D, E, F,U, N.
Promotrimo te oznake na sljedecoj slici.
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Slika 5.3: Sredisnji kutovi ¢, 6,0

Sada ¢emo promatrati neke pravokutne trokute, kako bi veli¢ine a,m, s, d izrazili
preko kutova ¢, 0 ili § te na koncu kako bi ih izrazili preko polumjera velike kruznice R i
polumjera male kruznice r = £. Dakle, na koncu ¢emo dobiti a(R, r), m(R, ), s(R,r), d(R, 7).

e Promotrimo trokut ASP.

(i) Vrijedi: sinp = % =

a = 2Rsin p.

(i) Vrijedi: cosp = % =
_ [PS|

COS @ = R

e Promotrimo trokut SFD.

Skl

. Dakle,

|PS|

R -
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; adi — [SE| _ |SPIH|PF| __ s+[PS]|
(i) Vrijedi: cost = {55 = =55 = — 7

cosf = #. (2)
(ii) Vrijedi:

sinf = <. (3)

=

Promotrimo trokut SUE.

Buduéi da kruznica k(U,r) dira dva pravca i kruznicu K (S, R), to klasificiramo
upravo kao Apolonijev problem PPK. Prema tome tocke S, U, N su kolinearne pa
vrijedi: |SU| = |SN|—|UN| =R —r.

(1) Vrijedi:

5 — ISEl _ ISCI-ICPILIPE| _ R-mir (4)
[SU| [SU| R—r

COS

(ii) Vrijedi:

Promotrimo duzinu |SC|.
Vrijedi: |CP| =|CS|—|PS|, tj. m =R —|PS]|.
Iz (1) slijedi:

m = R — Rcosp.

Oduzmimo (1) i (2).

cost — cosp =

st|PS|  |PS|
R

— 22 S
R R’

Prema (3) takoder vrijedi & = sinf. Iz toga zakljucujemo da vrijedi:

cos ) — cos p = sin 6. (6)
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5.1.3 Velicine a,m, s, d kao funkcije po cosy i/ili sin ¢

Dakle, zasad smo velicine a i m izrazili pomocu trigonometrijskih funkcija kuta .
Velicina s je dana preko sinusa kuta 6. Izrazimo dakle sinf preko sinusa i kosinusa
kuta . 1z tog razloga, kvadrirajmo relaciju (6).

cos? 0 = cos® ¢ + 2 cos psin f + sin? 0
= 1 —sin® @ = cos® p + 2 cos @ sin f + sin® 0
= 2sin® @ + 2 cos psin @ + (cos> o — 1) = 0
= 2sin? 6 + 2 cos psinf — sin® ¢ = 0

Uvedimo supstituciju: sinf = z i rijeSimo kvadratnu jednadzbu po z.
= 217 + 2(cos p)z — sin® ¢ = 0

. .o . 1 2 . ~ . . DR .
Iz Vieteove formule vrijedi: z, - zo = —>5~. Dakle, rjeSenja x1 i x5 su razlicitih predz-
naka. Ali, kako je sinf = & > 0 pozitivan, tada ¢emo uzeti samo pozitivno rjesenje:

_ —2cosp+ V4 cos? o 4 8sin® ¢
B 4

T

_ —2cos i+ /(4 cos? p + 4dsin® p) + 4sin’ ¢
4
_ —2cosp+ V44 4sin?
4
—2cos p + /4 + 4sin? ¢
4

= sinf =

Sad imamo:

-2 \/4 4 sin?
s— Rsind — R Cosg0—|—4 +4smn” @

5.1.4 Velicine a,m, s, d kao funkcije po R i/ili r

Dakle, u ovom trenutku smo sve veli¢ine izrazili u sljede¢im varijablama: a(R,sin ¢),
m(R, cosp), s(R,cos p,sing).

Izrazimo sad sve navedene trigonometrijske funkcije kuta ¢ € (0, o] preko polumjera R
ir.

Pokazali smo da vrijedi:
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4
@ cosd = Bomtr
—T

= (R—r)cosd=R—m+r

=m=R—(R—r)cosd+r (7)

Osim toga takoder vrijedi: cosd = /1 — sin?J © h- (5=)2 (8)

Uvrstimo (8) u (7):

=m=R—(R—r) /1-(5=)*+r

=m=R—(R—r)- %—l—r

R>r

= m=R—\/(R—r)2—=1r2+r (9)
Izrazimo sad cos ¢ i sin ¢ preko R i r.

Kako imamo m = R — \/(R—7r)2—72+rim = R — Rcosy tada lako dobijemo

VR2—2Rr—r

coS @ = %

U tom slucaju se sin ¢ > 0 lako izrazi preko R i r koristedi relaciju sin p = /1 — cos? ¢.

5.1.5 Skaliranje polumjera R

Kako smo na pocetku ve¢ istaknuli kako zadatak ne ovisi o skaliranju, uzmimo R = 1.
Istaknimo da u tom slucaju imamo granice i na r, tj. vrijedi: 0 < r < %

Tada imamo:
e cosp=+/1—2r—r (10)
e sinp =+/1—cos?p= \/1—(M—r)2: \/1—(1—27’)4—2\/1—27’7“—1”2:
\/2r +2r/1—=2r —r2
—2cospt/4+4sin2p T—M+\/l+2h/l—2r—r2+2r
4 = 2

e s=sinf =

Kako smo sve veli¢ine iskazali preko polumjera r tada ¢emo u nastavku precizirati gra-
nice polumjera 7.
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Kako iz (10) slijedi da je cosp = /1 —2r — r, a u poglavlju 4 smo zakljucili da je
COS (P > COS Py = —‘/?5 tako je:

1
V9I=-2r—r>—
o \/5

1 2 1
O<r<rg=—-14—4=+4+,4/2— — ~0.49868 < —
’ Vi T v 2

I kona¢no imamo (11):

odnosno:

a:2sing0:2\/2r+2fm/1—2r—r2
m=1+r—+1-2r

d=2r
r—vT=2r+\1+2r —r2+2rv/1—2r
S =
2

5.1.6 Supstitucija /1 —2r = \/(z — 1)?

Kako smo sve veli¢ine a, m, s, d izrazili preko r, tako bi mogli i veli¢ine p i q izraziti preko
r te pronadi r € (0, 79| preko danog ¢ koriste¢i Mathematicu ili neki slican program. No,
takva jednadzba bi imala nepotrebno veliki stupanj zbog niza korijena u (11). Iz tog
razloga u sljede¢em koraku uvodimo supstituciju.

supstitucija: /1 —2r = /(x —1)2, x > 1

Iz supstitucije slijedi:
=1-2r=(z—1)>2
=d=2r=xz(2-1)

Zaista imamo restrikciju na parametar z, jer kako je r < rg < % tada je

r<rg

S0 > a0 =1+ 1= 2rg &~ 1.051462 > 1 i

>0

V

T < 2.

¥

Dakle, = € [0, 2).
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Izrazimo a:

Izrazimo m:

azZ\/a:(Q—x)+m(2—m)(rc—1)—(x(22_x>)2
:2\/x(2—a;){1+(x—1)—x(24_“7)}
2?2 + 2z
:2\/x(2—x) 1
o[22 —2)(24 )
_2\/ 4
:2-%@
Y
S B 7
_q :r;(22—x)_($_1)
o +:1:(22—.:1:)
4—a?
2

Izrazimo s:

S =

1
5(7“—\/1—27’4—\/1+27"—7"2+2r\/1—2r)

D ey yfia - - (E g e e 1)

1,2— 22 22 + 2z

2( 5 +\/1+x(2—93)( n )

1
1(2—$2+v4+4x2—a¢4)




5.1. STRATEGIJA RJESAVANJA 25

5.1.7 Racionalna parametrizacija kruznice 2 + 3% = 4

Kako smo veli¢ine a, m, s, d predstavili funkcijama:

a(x) = V4 — 22

m(z) = 4 —2£L‘
s(z) = = (2 — 2% + V4 + 422 — 2%)
dz) =x(2—x)

tako ih mozemo parametrizirati kako bi uklonili korijen /4 — x2. Korijen ¢emo ukloniti
racionalnom parametrizacijom kruznice x? + y* = 4.

. . . . .. . . e o . 2 2 . 17t2 2
Kako je jedna racionalna parametrizacija jedinicne kruznice 22 +y* = 1: (5 il 1+—t2)
1-t2 4t )

14820 1442

tada je racionalna parametrizacija kruznice z% + y* = 4: (2

Izrazimo t preko x:

1—¢2 14+ ¢2 —2t2

14+ 1+ t2
r 2t?
2 T 142
200 2—u
1+t 2
22—z
142 4
1+2-1 2—x
142 4
1 _2—:1:
142 4
t2:2—x
2+ x
‘o 2—x
2+x

Restringirajmo i parametar ¢.

Kako je t? = gjr—z padajuca funkcija i xg < z < 2, onda je t3(2) = 0 < t*(z) < t3(xg) = £2.
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= 12 € (0, 3)

Dakle, t > 01 t* < t3, .

1
0<t<ty= (1~ V54 1/2(5 = V5)) ~ 0.557537.

Prije nastavka, napravimo malu digresiju. Naime, na kraju se ispostavi kako novi para-
metar ¢ nije slucajan. Ispada da vrijedi t = g. Dakle, klju¢ni parametar, do kojeg smo
dosli druk¢ijim putem, zapravo je jednak omjeru dviju od osnovnih veli¢ina u zadatku

d x(2-x)
B V4 — x?
(2 —x)
zy/(2—2)(2+x)
Ve
N V2+x
=1
Vratimo se zadatku.
Sad imamo:
t(1—+¢?
oty = =)
(1+1¢2)2
8t?
)= —
m(?) (1+41t2)2’
(t) = —1+6t> — t* + /1 +20t% — 26t* + 20t +
= 201 + 12)2

8t (1 —t?)
W= T

t € (0, t)

t € (0, to)

t € (0,t]

t € (0, to)
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5.1.8 Skaliranje veli¢ina a,m,s,d s 2(1 + t?)?

Jos je preostalo uvrstiti veli¢ine a, m, s,d u p i q. No, u svrhu pojednostavljenja krajnje
jednadzbe, skalirajmo jo$ jednom sve velicine s 2(1 + 2)2.

Tada imamo:

a(t) =a(t)-2(1+t?)% = 16t(1 — t?)

m/(t) = m(t) - 2(1 + t?)* = 16t*

s'(t) = s(t) - 2(1 +t3)? = —1 4+ 6t2 — t* + /1 + 20t2 — 264 + 206 + ¢3
d'(t) =d(t) - 2(1 + t*)? = 16t*(1 — t?)

Kako smo ve¢ rekli da je ¢ invarijantan na skaliranje velicina, uvrstimo tada nove velic¢ine
a,m',sid uyq.

Tada imamo:

=14 226 +16t° — 33t* + 16t° + /1 + 20¢2 — 2611 4 2015 + 13

alt) = 1662(1 — 1) (12)

Iz grafa funkcije ¢(t) (Sto se ustanovi i derivacijom) vidi se da je funkcija ¢ na inter-
valu (0, to] rastuca.
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Dakle, kako je ¢ definirana za 0 < t <ty = 0.557537, tako ¢e nam u nastavku koristiti
da je: lim;_,q(t) = 2.

Slika 5.4: Graf funkcije ¢ na R

U sljede¢em koraku je potrebno jos odrediti interval u kojem je ¢ definiran, odnosno
potrebno je odrediti interval od ¢ za koji problem ima rjesenje. Naime, nisu sve vrijed-
nosti od ¢ dozvoljene.

Kako smo veé dobili da je 0 < t <ty = 3(1 — /5 +1/2(5 — v/5)) ~ 0.557537,

tako je i

Vo 1
— 1 S limqt)=2<q<q=qty) = -3+ 3V5 + (125 — 41V/5) ~ 2.394972,
rastuéa na(0,t9) t—04 2 2

Dakle, ako ¢q € (2, qo] tada ne postoji t € (0,to] za koji bi postojalo rjesenje.
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5.2 Konacno rjeSenje u skupu R

Buduéi da je ¢ rastuéa funkcija na tom intervalu, onda posebno za svaki y € (2, ]
postoji jedinstven ¢ € (0, o] tako da je q(t) = v.

gl //

Slika 5.5: Restrikcija funkcije ¢ na (0, to] [3]

Ovime smo dosli do posljednjeg koraka.
Na koncu je potrebno jos pronadi vrijednost od t koja odgovara danoj vrijednosti q.
Jednadzba (12) se moze zapisati kao:
(16t2(—1 + t%)g + (—1 + 22¢% 4 16¢> — 33t* + 16¢9))? = 1 + 20¢* — 26¢* + 20¢° + ¢°.
Daljnjim raspisivanjem se ona svede na oblik 32t2P(t, q) = 0, gdje je

P(t,q) = 8t1° + (16q — 33)t® + 16t7 + (8¢* — 49q + 56)t° + (16q — 33)t> — (164> — 55q +
39)t* — (16g — 22)t% + (8¢> — 23¢ + 18)¢* —t + ¢ — 2.

Dakle, uz dane vrijednosti p i ¢ prvo rijesimo P(t,q) = 0 na nacin da izaberemo ko-
rijen ¢ € (0, to].

Zatim izracunamo vrijednosti a'(t), m’(t), s'(t), d'(t).

Preostaje jos pronaéi a,m,s,d, a to lako dobijemo reciprocnim skaliranjem veli¢ine
p/:a/—l—m/+8/+d/.
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Zakljucujemo,
e z7a q € (2,qo] rjeSenje problema iz hrama Gion je jedinstveno.

e zaq < 2ili ¢ > gy problem iz hrama Gion nema rjesenja, jer ¢ nije ni definiran
na R\ (0, o).



Poglavlje 6

Rjesavanje u skupu Q

U ovom poglavlju ispitat ¢emo egzistenciju rjesenja promatranog problema za
a7m7s7d7p’q E Q'

Pretpostavimo, dakle, da su a,m,s,d € Q. Tada suip,q € Q, a takoder, zbog t = g,
tada jeit € Q.

Neka je s € Q. U prethodnom poglavlju dobili smo da je s'(t) = s(t) - 2(1 + %)%
Tada mora vrijediti s'(t) = s(t) - 2(1 + t?)? € Q.
Kako je

s = —1+46t> —t" + V14202 — 26t* + 200 + 18 € Q
i kako je Q zatvoren za zbrajanje tada je i s’ + 1 — 62 +t* € Q, tj. vrijedi:

Q38 +1—6t2+t" =1+ 2062 — 26t* + 2016 + 18 (12)

pa mora biti i v/1 + 20t2 — 26t* + 206 + 8 € Q.
Kvadriranjem (12) ne izlazimo iz skupa Q pa kvadrirajmo (12).
= (s +1—6t>+ ") =1+ 20t* — 26t* + 20t° + ¢

Ozna¢imo u := s’ + 1 — 6t + ¢,
Tada imamo

= u? =1+ 20t* — 26t* +20t° + ¢® (13)
Sada trazimo racionalno rjesenje (¢, u) koje zadovoljava (13).
Za t = 0 ocito je u = *+1.
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Neka je t # 0. Podijelimo (13) s t*:

= (2)2 = ¢4 420472 — 26 + 2042 + t4

t2
U9 1.4 1o
= (=) "=(t—- 24(t — — 16
()= (=) 24t = )" +
Oznac¢imo u
UZ:t—Q
: 1
T:=t— -
t
= U? =T"+ 24T + 16 (14)

Sada je (T,U) = (t — 1, %) rjesenje jednadzbe (14).
Za T = 0 ocito je U = +4.
Neka je § = T2 — U = U = T2 — 6. (15)
Iz T,U € Q slijedi da je i 6 € Q.
Uvrstimo (15) u (14):

= (T? —0)* =T*+24T° + 16

= T* — 26T% 4 6% = T* 4 241% + 16
= T%(24 +20) = 6* — 16
= T%(24 4 20) = (0 — 4)(6 +4) (16)

Pomnozimo (16) s (24 + 26):
= T?(24 4 20)* = (24 + 26)(0 — 4)(6 + 4) (17)
Iz (17) onda slijedi da je (24 + 25)(5 — 4)(d + 4) kvadrat racionalnog broja.

Daljnjom zamjenom varijabli 6 = 8X — 4 iz (17) dobijemo:

(24 4+20)(6 — 4)(6 +4) = (16X +16)(8X — 8)(8X) =2"(X — )(X + )X
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tj.
T?(24 +26)* =2"%(X - 1)(X + 1) X = 2"°(X? — X).

Na koncu dolazimo do zakljucka da 2'°(X?3 — X)) mora biti kvadrat racionalnog broja.

Oznacimo Y = w, Y € Q Tada trazimo racionalno rjesenje (X,Y") jednadzbe:
Y2 = X% X. (18)

Pitanje u kojem smo razmatrali postojanje racionalnih rjesenja jednadzbe (13) svodi se,
dosta neocekivano, na trazenje netrivijalnih racionalnih rjeenja jednadzbe Y? = X3 — X,
koja ima vaznu ulogu u povijesnom razvitku teorije brojeva. Usko je povezana s Ferma-
tovim rjesavanjem diofantske jednadzbe z* + y* = 2* njegovom metodom beskonacnog
spusta.

Navest ¢emo samo nekoliko ¢injenica u vezi jednadzbe (18) kako bismo barem donekle
naznacili povezanost ovog ”egzoticnog” sangaku zadatka s nekima od klasi¢nih problema
iz povijesti matematike.

Pri rjesavanju diofantskih jednadzbi, dakle polinomijalnih jednadzbi sa cjelobrojnim ko-
eficijentima za koje se traze racionalna rjesenja, vrlo ¢esto se primjenjuje osnovni rezultat
o primitivnim Pitagorinim trojkama.

Neka su a, b, ¢ pozitivni cijeli brojevi za koje vrijedi a? 4+ b*> = ¢* , tj. neka su a,b,c
cjelobrojne duljine stranica pravokutnog trokuta. Za odredivanje svih takvih Pitago-
rinih trojki pa i za odredivanje racionalnih rjeSenja dovoljno je promatrati primitivne
Pitagorine trojke. To su takve trojke a, b, ¢ koje nemaju zajednickog djelitelja veceg od
1. Takoder, bez ogranicenja opcenitosti moze se izabrati da a bude neparan, b paran
cijeli broj (o¢ito ne mogu biti oba parna ili neparna). Tada vrijedi:

Teorem.
Neka je (a,b,c) primitivna Pitagorina trojka. Tada postoje prirodni brojevi m i n takvi
daje a = m? —n% b= 2mn,c = m? +n? . Pritom su m i n relativno prosti i razlicite
parnosti.

Razmotrimo sada jednadzbu Y? = X3 — X.
Zbog Y? = X3 — X = X(X — 1)(X + 1) ocigledna su cjelobrojna rjesenja za ¥ = 0,
a to su (0,0),(1,0) 1 (—1,0).

U daljnjem pretpostavimo da su X i Y racionalni brojevi, oba razli¢ita od 0.
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Uvedimo supstituciju Y = aX (o¢ito je i a racionalan). Mozemo pretpostaviti da je
a > 0, jer (18) ima rjesenje (X, Y") ako i samo ako ima rjesenje (X, —Y"). Takoder, o # 1
jer za Y = X nema racionalnih rjesenja osim 0.

Uvrstavanjem u (18) i sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu u X:
X*a’X-1=0

Njezina je diskriminanta o* + 4, a njezina vrijednost trebao bi biti kvadrat racionalnog
broja (da bi postojalo racionalno rjesenje za X). Stavimo o = §, gdje su p i g relativno
prosti prirodni brojevi, pritom razlic¢iti. Uvjet za racionalnost diskriminante svodi se
tada na uvjet da je p* + 4¢* cjelobrojni kvadrat.

Stavimo p* + 4¢* = s? , za neki cijeli broj s.
Drukéije,
(r*)* + (2¢) = &*

pa (p?,2¢?, s) ¢ine primitivnu Pitagorinu trojku, ako mozemo pretpostaviti da je p nepa-
ran. Naime, tada su p i 2¢q relativno prosti. Lako se vidi da to doista mozemo uzeti bez
ogranicenja opcenitosti, jer za parni p, uzmimo p = 2r, dobiva se jednadzba jednakog
oblika, samo za trojku (¢%,2r%, %).

Prema Teoremu o primitivnim Pitagorinim trojkama, postoje prirodni brojevi m i n
takvi da je p? = m? — n?, 2¢> = 2mn, s = m?> +n? . Uz to su m i n relativno prosti.

Dakle, ¢> = mn, a kako su m i n relativno prosti, moraju oba biti cjelobrojni kva-
drati. Naime, svaki primbroj djelitelj od ¢ dijeli s parnim eksponentom i desnu stranu
jednakosti, a onda mora dijeliti ili m ili n.

2 2 4 4

Stavimo m = u? i n = v? pa jednakost p? = m? — n? prelazi u oblik p? = u* — v?.

Napisemo li ovu jednakost u obliku

P4t =t
ponovno prepoznajemo jednu primitivnu Pitagorinu trojku (p, v?, u?). Naime, p je nepa-
ran, a u? i v? relativno prosti.

Analogno kao prije, zaklju¢ujemo da postoje prirodni brojevi g i h, relativno prosti, takvi
daje p = g*> — h?,v? = 2gh i u® = ¢* + h®.
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Sad iz v? = 2gh, slicno kao prije, vidimo da je jedan od brojeva g i h kvadrat cije-
log broja, a drugi je jednak dvostrukom kvadratu (jer v je oé¢ito paran pa je gh jednak
2(%)?). Ne mozemo biti sigurni koji od g i h ima pojedini oblik, ali kako je u* = ¢* + h?,
a {g,h} = {42, 2k*} za neke cjelobrojne j i k, imamo

G+ 4kt =
Ovo je jednadzba jednakog oblika kao p* + 4¢* = s2.

Uocimo da je s > m, zbog s = m? + n? , a da je m > u, jer je m = u?. Stoga je
u < s.

Time smo dosli do kljuénog zakljucka za primjenu metode koju je Fermat nazvao me-
todom beskonacnog spusta.

Naime, ponavljanjem prethodnog postupka formira se strogo padajuéi niz prirodnih
brojeva. U sljede¢em koraku dobili bismo trojku prirodnih brojeva koja ¢ini rjeSenje
jednadzbe jednakog oblika, ali na desnoj strani bio bi kvadrat prirodnog broja koji je
strogo manji od u i tako dalje.

Budu¢i da ne postoji beskona¢ni strogo padajuéi niz prirodnih brojeva, imamo pro-
turjecje s pretpostavkom da pocetna jednadzba p* +4¢* = s? ima rjesenje u skupu cijelih
brojeva razlic¢itih od 0.

Time niti jednadzba X?-a?X-1 = 0 nema racionalnih rjesenja.

Dakle, promatrana jednadzba
V2=X?-X

nema racionalnih rjesenja (X,Y") za koje je Y # 0.
Zakljucujemo da su jedina racionalna rjesenja jednadzbe

V2=X-X
upravo (0,0),(1,0) i (—1,0).

Odatle slijedi
(24 +26)(0 —4)(6 +4) =2"(X - 1)(X +1)X

= (24+20)(—4)(5+4) =0
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=0 e {-12,4,—4}.

No, ako je § = —12 onda u (16) imamo 0 = (§ — 4)(0 + 4), iz Cega bi slijedilo da je 0
istovremeno i 4 ili —4.
Dakle, 6 = —12 je nemoguce.

Ako je 6 = 4ili 6 = —4 onda bi iz (16) slijedilo 7 = 0. U tom slucaju iz T = ¢ — 1
dobijemo t € {—1,1}. Iz (13) izravno dobijemo u* = 16, tj. u € {4, —4}. pa su rjeSenja
jednadzbe (13) parovi (¢t,u) € {(1,4), (1,—4),(—1,4),(—1,—4)}.

Na pocetku smo jos komentirali da jednadzba (13) ima rjesenja (0, 1), (0, —1).

I konacno, sva racionalna rjesenja pocetne jednadzbe u? = 1 4 20t% — 26t* + 20t5 + ¢® su:
(t’u> S {(174)7 (17 _4)7 <_1’4)7 (_L _4)a (Oa 1)7 (07 _1>}-

No, niti jedno rjesenje ne odgovara uvjetu t € (0, ¢o].
Dakle, promatrani problem nema rjeSenja u skupu racionalnih brojeva.

Zanimljvo je, da je, metodom beskonacnog spusta, koja je koristena i ovdje, dokazano
da i Fermatova jednadzba z* + y* = 2z* nema netrivijalnih cjelobrojnih rjeSenja. Naime,
zbog (2%)? = 2% je ta jednadzba posebni slucaj jednadzbe x4 y* = 2.

To je, dakle, slucaj n = 4 znamenitog Fermatovog problema o nepostojanju netrivi-
jalnih cjelobrojnih rjesenja jednadzbe x™ + y™ = 2" za n > 2.

Navest ¢emo jo§ jednu pojavu jednadzbe Y? = X3 — X u problemu s geometrijskom
motivacijom, a zapravo je rije¢ o Fermatovom teoremu u kojem je prvi put prikazao
metodu beskonacnog spusta.

Znamo da su cjelobrojne duljine stranica pravokutnog trokuta proporcionalne ¢lanovima
primitivne Pitagorine trojke. PovrSina trokuta jednaka je polovini umnoska kateta; uz-
mimo da su to a = k(m? —n?) i b = 2kmn, dakle ta povrsina je cijeli broj oblika
k*(m? — n?)mn.

Stavimo li ™ = X, povrsina je jednaka umnosku racionalnih brojeva k*n*(X? — 1)X.

Ako bi povrsina bila jednaka kvadratu nekog cijelog broja, uzmimo p?, onda bi vrijedilo
2

oz = (X 2 —1)X pa bi jednadzba Y2 = X?® — X imala netrivijalno racionalno rjegenje

X=2Y=2=.

n’ T kn?-
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To daje negativan odgovor na problem postojanja pravokutnog trokuta sa cjelobroj-
nim duljinama stranica ¢ija je povrSina jednaka kvadratu cijelog broja. Rezultat ocito
vrijedi i uz pretpostavku da se cjelobrojne vrijednosti zamijene racionalnima, kako je taj
problem Fermat izvorno i postavio.
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Sazetak

Iz japanske tradicije postavljanja sangaku-a u svetistima i hramovima proiziasli su mnogi
zanimljivi problemi, od kojih je jedan, takozvani Problem iz hrama Gion. lako se japan-
ski matematicar Ajima Naonobu jos 1774. godine procuo rjesenjem u kojem je slozeni
geometrijski zadatak sveo na rjeSavanje algebarske jednadzbe stupnja 10, tek je u 21.
stolje¢u objavljeno sazetije rjesenje i temeljita analiza postojanja rjesenja.

U ovom radu prikazano je to rjesenje, a postupak rjesavanja je sistematiziran i detaljno
objasnjen. Odredeno je podrucje vrijednosti parametra u skupu realnih brojeva za koje
je problem rjesiv, a rjeSenje je tada jedinstveno. Ponovno kljuénu ulogu ima polinom
10. stupnja, ali njegov je zapis ovaj put znacajno jednostavniji, zahvaljujuc¢i povoljnijem
izboru varijable, dobivene slijedom supstitucija proizaslih iz trigonometrijskih relacija.

Dodatno, razmatra se postojanje racionalnih rjeSenja problema. Zanimljivo je da se
problem svodi na trazenje netrivijalnih rjesenja diofantske jednadzbe Y? = X3 — X koja
je imala znacajnu ulogu u razvitku teorije brojeva. Svojom metodom beskona¢nog spusta
P. Fermat pokazao je da diofantska jednadzba z* + y* = 2* nema netrivijalnih racional-
nih rjesenja, odakle slijedi da ni razmatrani problem iz hrama Gion nema odgovarajucih
rjeSenja u racionalnim brojevima.



Summary

Japanese tradition of hanging Sangaku in temples and shrines resulted in many inte-
resting problems, one of which is, so called, Gion Shrine Problem. Although a Japanese
mathematician Ajima Naonobu was famed in 1774 for deriving a solution in which he
reduced a complex geometric problem to that of solving an algebraic equation of degree
10, it was only in 21st century that it was published a concise and more thorough analysis
of existence of solutions.

That solution is presented in this paper and the entire solution process is systemized
and explained in detail. A domain, in which a parameter is defined in the reals and
for which the problem is solvable, is specified. It then follows that a solution is unique.
A crucial role plays again a polynomial of degree 10, but this time with a significantly
simpler notation, thanks to a much more favorable choice of variable obtained from a
sequence of supstitutions regarding trigonometric relations.

In addition, the existence of rational solutions is examined. It is interesting to point
out that the said problem is reduced to finding nontrivial solutions of Diophantine equ-
ation Y? = X3 X, which played a remarkable role in history of number theory. With his
method of infinite descent P. Fermat showed that a Diophantine equation z*+y* = 2z* has
no nontrivial rational solutions, from which it followed that said Gion Shrine Problem,
likewise, does not have solutions in rationals.
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