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Uvod

Koristenjem razli¢itih metoda kao $to su metoda konacnih elemenata, metoda konac¢nih
volumena, spektralna metoda i druge, aproksimiraju se realni problemi u znanosti i tehno-
logiji. Vecina takvih, obi¢no se moze opisati kombinacijom parcijanih diferencijalnih jed-
nadzbi, koje ovise o parametrima koji opisuju njihovu geometrijsku konfiguraciju, fizicka
svojstva, rubne uvjete i sli¢no.

Cesto je u praksi potrebno rijesiti problem za mnogo razli¢itih vrijednosti raznih para-
metara. To je posebno izrazeno ako se radi na optimizaciji problema ili ako je potrebno
postaviti mnogo upita u realnom vremenu. Tada visokodimenzionalni modeli postaju pro-
blematicni zbog svoje memorijske i vremenske zahtjevnosti.

Dakle, zbog efikasnosti i brzine, javila se potreba za razvojem metoda koje sluze za
dobivanje modela smanjenog reda. One omogucuju brzo nalaZenje rjeSenja zadanog pro-
blema za razli¢ite parametre, neovisno o dimenziji originalnog problema. Kombiniranjem
rjeSenja dobivenih rjeSavanjem visokodimenzionalnog problema na nekom manjem skupu
parametara, metode redukcije dimenzije formiraju novi sustav jednadzbi, koji je puno ma-
nji u odnosu na pocetni, a time je i rjeSavanje problema brze i efikasnije.

Tema ovog rada je implementacija i testiranje pohlepnog alogritma za redukciju dimen-
zije rubnog problema. Prije samog opisa algoritma, opéenitu rubnu zadacu aproksimirat
¢emo metodom konacnih elemenata. Analizirat ¢emo slucaj kada je moguca afina dekom-
pozicija problema s obzirom na ulazne parametre.

Promatrat ¢emo Euler-Bernoullijev model elastiénog Stapa i aproksimirati ga metodom
kona¢nih elemenata, gdje ¢e elementi biti hermitski kubni. Pokazat ¢emo da mozZemo
iskoristit afinu dekompoziciju s obzirom na ulazne parametre koje smo odabrali, te da
Euler-Bernoullijev model Stapa zadovoljava pretpostavke koje omogucéuju da problem bude
reducibilan.

Algoritam je testiran na primjerima s razli¢itim skupom ulaznih parametara i razli¢itim
brojem parametara, koji ¢e u ovom radu odgovarati broju elemenata u metodi konacnih
elemenata. Zanimat ¢e nas i vrijednosti procjenitelja pogreske u svakom koraku pohlepne
metode, jer ¢e one biti kriterij po kojem reduciramo dimenziju pocetnog problema. Da bi
provjerili to¢nost dobivenog rjeSenja na reduciranom prostoru, raCunat ¢emo pogreSku na
manjem skupu parametara. Usporedit ¢emo i vrijeme potrebno za aproksimaciju modela
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Stapa metodom konacnih elemenata i rjeSavanjem reduciranog problema te vidjeti koje su
razlike u to¢nosti i vremenskoj zahtjevnosti.



Poglavlje 1

Metode redukcije baze

Za probleme visokih dimenzija glavna ideja je pronaéi bazu koju Cine vektori rjeSenja
visokodimenzionalnog modela, tako da oni Sto bolje opisuju sve druge vektore u danom
prostoru.

Za redukciju dimenzije problema koristit ¢e se offline/online strategija koja Ce biti opi-
sana u nastavku.

Dvije metode koje se Cesto koriste za rjeSavanje opisanog problema su prava ortogo-
nalna dekompozicija (POD) i pohlepne metode na koje ¢emo se fokusirati u ovom radu.

1.1 Kiratki opis

Neka je s u € P c R oznalen ulazni vektor parametara, gdje je P skup parametara, a
P>1.
Neka je V vektorski prostor na kojem je definiran problem

A(u(p) = f(u). (I.1)

Neka je V), < V kona¢nodimenzionalni potprostor prostora V takav da je dimV), = N,
Metoda konac¢nih elemenata omogucuje nam da parametrizirani problem (I.1]) promatramo
na kona¢nodimenzionalnom potprostoru Vj,. Sada se parametrizirani problem u prostoru V},
moze zapisati u formi

Ap(up(u) = fu(), (1.2)

gdje je Ap(w) € RN»¥Nh matrica krutosti, fn(u) € RNw vektor desne strane i up(u) € RN
vektor rjesenja.

Nakon §to je problem (I.2)) reduciran i dobili smo model smanjenog reda, moguce je za
bilo koji odabrani parametar 4 € P u prostoru V,;, gdje je dimV,;, < dimV},, naci aprok-
simativno rjeSenje od (I.2)). Ono je izrazeno kao linearna kombinacija odabranih rjesenja

3
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visokodimenzionalnog problema koji odgovaraju odredenim parametrima. RjeSenja su bi-
rana ovisno o problemu i nazivamo ih baznim funkcijama.

Da bi reducirali problem (T.2) trebat ¢e nam matrica Vy € RM*N kojoj su stupci
upravo rjesenja visokodimenzionalnog problema (I.2)) odabrana pomocu procjenitelja po-
greSke. Bitno je osigurati da stupci matrice Vyy Cine bazu, a to ¢emo posti¢i primjenom
Gram-Schmidtova postupka. Matricu V nazivamo jos 1 reducirana baza.

Procjenitelj, koji pokazuje koliko je dobra postignuta aproksimacija, ovisit ¢e o neko-
liko faktora, a medu njima vrijedi istaknuti rezidual

i = r(Vun (); ), (1.3)

gdje je rp(up; ) = fn(u) — Ap(uy(w) rezidual visokodimenzionalnog modela.

U prethodnoj definiciji (I.3)), s uy(u) je oznaceno rjeSenje reduciranog problema di-
menzije N, za neki parametar p.

Kako bi dobili reducirani model iz visokodimenzionalnog modela zahtjevamo da je
rezidual ortogonalan na potprostor razapet stupcima matrice Vy

V(i) = An() Vivun () = 0. (1.4)
Sada iz (1.2)) koriste¢i prethodnu jednakost (1.4]) dobivamo reducirani problem:
An(un() = (), (1.5)
gdje je
AN = VRAK VN, fv(w) = Vo), (1.6)

za An(u) € RV, fu(u) € RN i uy(u) € RY reducirani vektor rjesenja.

Prethodnu transformaciju matricom Vy zvat ¢emo Galerkinova projekcija na prostor
Vib.

Offline/online strategija omogucava da jednom na skup i dugotrajan nacin (offline faza)
izraCunamo matricu Vy 1 onda za svaki novi parametar u rjeSenje problema mozemo
dobiti efikasno i brzo (online faza).

Prema prethodnom, za bilo koji novoodabrani parametar y, u online fazi, aproksimirat
¢emo rjesenje up(u) sa Vyun(u).

Uvedimo jos dvije vazne oznake koje ¢emo koristiti u nastavku.

Stupci matrice Vi, koji su prikazani kao linearna kombinacija funkcija koje Cine bazu
u prostoru Vj, nazivaju se bazne funkcije i oznacavamo ih s {1, ..., {n}.

Prostor razapet stupcima matrice Vi definiran je s

Vi = span{ly, ..., I} (1.7)

1 naziva se reducirani prostor.

Na slici [I.1] je s Vj, oznaCen prostor visokodimenzionalnog modela, a s Vy modela
smanjenog reda. Prikazan je primjer gdje se promatra 1 parametar. Konacno rjesenje je
projekcija iz prostora Vj, na prostor Vy
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uplpe )

,;—_I.:. {up(p):p e P}

Slika 1.1: Shema metode

1.2 Visokodimenzionalni model

Za pocetak uvedimo nekoliko rezultata koji ée biti korisni u nastavku.
Neka je V normiran prostor. Za bilinearnu formu a: V X V — R 1 linearan funkcional
f € V" uvodimo varijacijski problem:
naci u € V tako da
a(u,v) = f(v), vev. (1.8)

Bilinearna forma a(-, -) je neprekidna na V X V ako postoji konstanta y > 0 tako da
vrijedi:

la(u, v)I < yllullvlvily, u,veV (1.9)
i koercitivna ako postoji konstanta @ > 0 tako da
a(v,v) = albll3, vev. (1.10)
Pitanje rjeSivosti zadace (L.8) rijeseno je Lax-Milgramovom lemom.

Lema 1.2.1. Neka je prostor V Hilbertov, a: VXV — R neprekidna, koercitivna bilinearna
formana VXVi f: V — Rneprekidan linearni funkcional na'V. Tada, varijacijski problem
(L.8) ima jedinstveno rjeSenje i ono zadovoljava sljedeéu nejednakost:

1
lleelly < = fllv. (1.11)
(04
Iz koercitivnosti i neprekidnosti bilinearne forme a(v, v), slijedi da je

Al < a(v,v) < ¥Vl vev, (1.12)
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dakle a je skalarni produkt ekvivalentan normina V.
Za diskretizacijski parametar d > 0 u kona¢nodimenzionalnom prostoru Vj C V, Ga-
lerkinovu aproksimaciju zadaée (1.8)) zapisat cemo kao:
naci uy, € V), tako da
a(up, vi) = f(vn), v € V. (1.13)

Ovu zadacu ¢emo zvati Galerkinova zadaca, dok ¢emo rjeSenje u;, nazivati Galerkinova
aproksimacija vektora u.
" N e y . .
Oznac¢imo s (¢’ )]. ", bazu prostora V},. Tada se vektor rjeSenja u;, moZe zapisati kao line-

arna kombinacija baznih funkcija uj, = Zfi"l a;¢'. Slijedi da je rjeSenje (T.13) ekvivalentno
rjeSenju sustava
Apap = fp, (1.14)

gdje se Ay 1 fj mogu zapisati kao
Anij=a@. ¢, (fi=f@)  (aw)i=a Vi,jefl,....Np}.  (1.15)
Sljedeca lema povezuje prethodne tvrdnje.

Lema 1.2.2. Neka prostor V, bilinearna forma a(-,-) i linearni funkcional f(-) zadovolja-
vaju pretpostavke Leme Neka je V,, <V zatvoren potprostor. Tada je a(-,-) nepre-
kidna na Vy, X Vj, s konstantom vy, < vy i koercitivna na Vj, s konstantom ay, > «a. Tada za
svaki h > 0, diskretizirani problem (1.13) ima jedinstveno rjesSenje uy € Vy, a to rjesenje
zadovoljava nejednakost:

1
lunlly < —Ifllv. (1.16)
ap
Ako je u € V jedinstveno rjesenje (1.8) sljedeca nejednakost je zadovoljena:
Y.
lluw — uplly < amfvhevhHM—VhHV- (1.17)

Koercitivna kostanta @, zanimat ¢e nas u kasnijoj analizi procjenitelja i trebat éemo
najbolju moguéu ocjenu pa je definiramo s

. a(vp, vi)
ap = mfvhth 5 (1.18)
[Ivally,
gdje je s
Ivally = v X, vh € Vi, (1.19)

dana norma u prostoru V, X}, je simetri¢na pozitivno definitna matrica definirana s

Xp)ij = (@' ¢y, (1.20)
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a v je diskretni vektor skalara raspisa vj, u bazi {¢i, i=1,...,Np}.

Sada iz (1.12) i (I.18) slijedi da je a; najmanja svojstvena vrijednost u slucaju kada je
Ay, simetri¢na i definirana kao u (I.15).

Uvedimo sada slabu formulaciju problema ovisnog o parametru u:
za dani u € P nadi rjeSenje u(u) € V tako da

a(u(p), vip) = f(v; ), veV (1.21)

Sada kona¢nodimenzionalni problem mozemo zapisati koristeci se (I.2T]:
za dani u € P nadi rjeSenje u,(u) € Vj, tako da

a(up(), vis 1) = f(vps ), v € V. (1.22)

U nastavku pretpostavimo da je forma a koercitivna s konstantom koja ne ovisi o y, tj.
da dag tako da
a(v,v; ,u)
VIS,

Kombinirajuéi neprekidnost i koercitivnost dolazimo do zakljucka da za svaki u € P
vrijedi

a(u) = infrey———s— (1.23)

lu(lly < mllf( sllyr < —Ilf( Wlly-. (1.24)

Koristeci se Galerkinovom aproksimacijom vektora u slijedi da je (T.22)) ekvivaletno
rjeSenju sustava (1.2)) gdje je (¢’ )1;]:"1 bazau Vj, a Ap(u) i f(u) se mogu zapisati kao:

(An())ij = a(@’, ¢' ), Suwi = f(¢55 ), Vi, jedl, ..., Ny} (1.25)

Kada A,(u) 1 fp(u) ovise afino o parametrima mozemo zapisati A;(u) 1 f;(1) na nacin
Qu 9 )
A = ) Qd(AY AMESINAMYE (1.26)
q=1 q'=1

gdje su matrice A7 i vektori th/ neovisni o u. {QZ}?;‘I i {Q;{/}fl”),f: | su skupovi od Qg, odnosno

Oy skalarnih funkcija ol Q? : PCcRP >R,
Ovo svojstvo u bitnom ¢e ubrzati formiranje matrice krutosti i za visokodimenzionalni
model i za reducirani problem.
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1.3 Galerkinova projekcija na prostor V,,

Za dani u € P u prostoru V,;, Galerkinova zadaca problema (I.2T])) glasi:
naéi uy € V,p tako da

aun(w), vas u) = f(vy; ), N € Vip. (1.27)
Sljedeca lema rezultat je primjene Lax-Milgramove leme na (1.27).

Lema 1.3.1. Ako vrijede pretpostavke Leme [.2.2] za svaki p € P problem (I.27) ima
Jjednistveno rjesenje uy € V., i to rjeSenje zadovoljava ocjenu

1

ol < Il (1.28)
edje je
o) = infiey, S (1.29)
IR

Primijetimo, dok god je V,;, C Vj, 1z Leme vrijedi da je

an(u) = ap(), HeP (1.30)
gdje je
a(v,v; u)
IIVII%,,I

ap(W) = infrey, (1.31)
konstanta koercitivnosti visokodimenzionalnog problema.

Galerkinova zadaca na prostoru V,;, dobro je postavljena ako vrijedi koercitivnost bili-
nearne forme a(-, -; u) za svaki u € P na V), X V). Tada je a koercitivna i na V,;, X V. Sa
(u,v)y = a(u,v; i) oznaCavamo skalarni produkt, a s || - [|, normu induciranu tim skalarnim
produktom.

Oduzimanjem (1.27)) od (1.22)) dobije se
a(up(u) = un(p), vws ) = 0, VN € Vip. (1.32)

U slucaju kada je problem simetrican i koercitivan, rjeSenje uy reduciranog problema
zapravo je Galerkinova projekcija vektora u;, na prostor V,,. O tome govori i sljedeca
propozicija:

Propozicija 1.3.2. Ako je a(-, -; u) simetricna i koercitivna bilinearna forma, onda rjeSenje
un(w) € Vip u (1.27) zadovoljava sljedecu jednakost:

un(n) = argminyey,,lun(te) = vii;. (1.33)
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Takoder, vrijedi i1 obrat, ako uy(u) € Vx zadovoljava prethodnu propoziciju, onda

rjeSava i (1.27).
Takoder, koriste¢i relaciju (I.30) iz prethodne leme slijedi:

llun(lly < IfCllyr < IIf( Wl peP. (1.34)

(/J) (/1

Zapisimo sada uy(u) kao linearnu kombinaciju baznih funkcija definiranih u (1.7). Vri-
jedi da je:
N
un () = > (i)m. (1.35)
m=1
Uvrstavajuéi (I.35) u (I1.27) za vy = {y,1 < n < N sustav od N linearnih jednadzbi
dan je s

N

D W Gy U = [, ¥ne{l,.. . N). (1.36)

m=1

Ako s Ay(u) € RN oznatavamo matricu s elementima (Ax(t))nm = a(Cm, {ni 1),  sa
fyv(u) € RN vektor s komponentama ( fiy (i), = f(Zn; 1), onda je (1.36) ekvivalentno line-
arnom sustavu (1.5).

Matrica Ay, je za razliku od Ay rijetka, pa iako vrijedi da je dimenzija matrice Ay puno
manja od dimenzije matrice Aj, raCunanje matrice Ay i1 vektora fy i dalje ukljucuje ope-
racije Cija sloZenost ovisi i1 dimenziji N, visokodimenzionalnog modela. Klju¢no je, ako
vrijedi (I.26)), iskoristiti afinu ovisnost bilinearne forme « i linearne forme f o parametru
u. To nas dovodi do sljedecih jednakosti:

Qu Or
Av) = ' 0lGnAY, OER IR AT (1.37)
q=1 q’=1
gdje su matrica (A ) 1 vektor ( fN ) dani s

(AR Dm = ag(&ns &), (f;]/,)n = Jo(&n) Vm,n e {l,...,Np} (1.38)

isvegell,....Qu.q €{l,..., Oy}
Dakle, ako bazne funkcue (m pripadaju prostoru V3, moZemo racunati reduciranu ma-

tricu i reducirani vektor iz odgovarajucih visokodimenzionalnih. Svaku reduciranu baznu
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funkciju moZemo prikazati kao linearnu kombinaciju funkcija (¢’ )ﬁ\i”l koje ¢ine bazu u pros-
toru Vj, pa slijedi da je

gm_Z§(’) Vme{l,...,N}. (1.39)

Dakle, matrica Vy € RV &iji stupci sadrze koeficijente reduciranih baznih funkcija,
definirana je s

(VN)im = & @ Vme{l,...,N}, Viell,..., Ny} (1.40)

Slijedi da je za svaki | <m,n < N

Ni Ny Nj

g &) = ) Z & ag( @, 618, f @) = Z fr @) (1.41)

i=1 j=1

U matri¢noj formi transformacija iz prostora V}, u prostor Vy dana je s:

Al = (V) Alvy, fE=wwrl, (1.42)
gdje je

(AD)ij = ag(¢’, ¢, (th/)i = fy (@), Vi, jed{l,....N}. (1.43)

1.4 Procjenitelj pogreske

Procjenitelj pogreske usporeduje rjeSenje reduciranog modela s rjeSenjem visokodimenzi-
onalnog modela. Uloga procjenitelja je jamciti pouzdanost 1 uCinkovitost postupka. Pre-
ciznije, zanimat ¢e nas razlika rjeSenja uy(u) 1 up(u) za svaku novu vrijednost parametra
uep.

Zelimo da procjenitelj bude takav da povecanjem reduciranog prostora V,, odnosno
matrice Vy, procjena pogreske tezi prema nuli istom brzinom kao 1 stvarna pogreska.
Oznacimo s ej(1) = up(w) — un(u) € Vp, razliku izmedu rjeSenja visokodimenzionalnog
modela i reduciranog modela. Oduzimanjem od (1.22)) slijedi:

aen(u),v) = f(vip) = aCun(u), v; ), v € V. (1.44)

Prethodna jednakost moZe se zapisati kao

alen(p), v) = r(v;p), v eV, (1.45)
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pomocu reziduala visokodimenzionalnog problema primijenjenog na rjeSenje reduciranog
problema.
Zbog neprekidnosti bilinearne forme a(:, -; i) vrijedi da je

[r(v; il < yr(llea@llvivily, v e V. (1.46)

Prema prethodnoj ocjeni i definiciji dualne norme slijedi
G lly < yaGllen@lly- (1.47)

Iz definicije operatorske norme vrijedi

vl Iren(); W

1rCaolly = su > : (1.48)
v = SUPv T  = Tlenlly

pa iz (1.45)) i koercitivnosti forme a(:, -; ) imamo

alep(w), ep(u); ()
Il > LWL o lenolly- (1.49)

g len(lly
Sada iz (1.47) i (1.49) slijedi
1 1

Gl <llenGolly < —lrs ol (1.50)

Ovime je postignuta ekvivalencija izmedu norme pogreske i pripadajuce norme rezidu-
ala.
ZapiSimo sada ponovno s

en(1) = up(u) — Vyun(u)

razliku rjeSenja visokodimenzionalnog modela i aproksimacije tog modela reduciranim, a
S

rn(un; p) = fu(w) — Ap()Vun ()
rezidual. Vrijedi da je

Ap(en(u) = rp(un; ).

Ako Ay, nije singularna matrica, pogreska e, moze se zapisati kao
en(t) = Ay ruuns ). (1.51)
U V-normi danoj s (L.19), uz matricu X, definiranu s (I.20), mnozenjem (L.51) s X}/ 2

slijedi:
X, Penu) = X, A, X, 23, s ), (1.52)
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uz X, /731 = 1L
Slijedi da je
len(e)lly < 115,245 0%, llallrn s i)l

odnosno

ler(lly <

— ——lrn(un; Wllv,
Tnin(, P An(X, )

gdje je O'm,'n(X;I/ 2Ah(,u)X;1/ 2) upravo najmanja svojstvena vrijednost a(u) matrice Ap(u).

Najcesce pri optimizaciji ili problemu kontrole, od modela ne trebamo aproksimaciju
rjeSenja modela, ve¢ samo aproksimaciju nekog funkcionala ovisnog o rjesenju. Oznacimo
taj funkcional sa

s(u) = 1uu); ). (1.53)

Sa s: P — R je dana veza izmedu ulaznog parametra u i vrijednosti koju optimiziramo,
koja se definira pomocu funkcionala /: V X P — R.
Neka je sada za fiksni parametar u, uy, rjeSenje sustava (1.22)) i neka je

sp(p) = Wup(); 1 (1.54)

pripadajuci funkcional.
Primijenjujuéi gornje pretpostavke na reducirani problem (1.27)) definiramo funkcional
na reduciranom problemu

sy() = Wun(); p). (1.55)
Sada definiramo jedan mogudi procjenitelj pogreske sa:
G lly G )y
ap()lsy ()l

nu, Vy) = (1.56)

1.5 Offline/online faza

Metoda redukcije dimenzije podijeljena je u dvije faze. Tijekom prve faze, nazvane offline,
koja moze biti jako duga, pretrazuje se skup rjesenja od (1.22) definiran s

Mh = {uh(,u) € Vh M E 7)} C Vh. (1.57)

Cilj je pohlepnim algoritmom konstruirati reduciranu bazu Vyy pomocu koje ¢e se za bilo
koji drugi parametar 4 € P modi aproksimirati rjeSenje iz skupa M}, uz odredenu toc¢nost.
Pretpostavljamo da vrijedi afina dekompozicija kao u (1.26]), pa uvrStavanjem ((1.26) u

An(u) = VEAR(u)Vy, v = Vi ), (1.58)
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slijedi:
Qa Qa
AnGw) = ) QUuVEATYY = ) QAR (1.59)
q=1 g=1
Of ) ) Of ) )
v = Zl 0L VS = 21 0 (- (1.60)
q'= q'=

Ovime je omoguéeno da u online fazi koja slijedi ne moramo racunati Galerkinovu pro-
jekciju na prostor V,;, ¢ime problem viSe ne ovisi o dimenziji Ny visokodimenzionalnog
problema.

Online faza obuhvaca formiranje matrice Ay i vektora fy kao u (I1.37), ovisno o para-
metru u. Nakon toga je potrebno rijeSiti sustav Ay (u)uy(u) = fy(w) te odrediti pogresku

llun () = Vvun (ull. (1.61)

1.6 Pohlepna metoda

Ideja pohlepnih algoritama je u svakom koraku traziti najbolje rjeSenje. Ovakav pristup ne
osigurava da ¢e algoritam pronaci globalni optimum, ali cijeli postupak ¢ini puno brzim
S$to nam je nekad dovoljno.

Pohlepna metoda dio je offline faze redukcije dimenzije, gdje vremenska zahtjevnost
pohlepnog algortima moZe biti puno manja u odnosu na druge algoritme. U svakom koraku
metode birat ¢emo novu baznu funkciju 1 potom je, nakon primjene Gram-Schmidtovog
postupka, dodavati ve¢ postojecoj reduciranoj bazi.

Neka je u k-tom koraku, za neki k > 1 odabran skup parametara

Se=1{u', - 1), (1.62)

odgovarajuéi reducirani prostor
Vi = span{up(u"), - up(uh)), (1.63)
gdje je up(u') rjesenje od (T.22) za parametar ', Vi € {1, ..., k} i ortonormirana baza
B =414 € RV, (1.64)

gdje je ¢ kao u (1.39), za svakii € {1,...,k}.
Novi parametar koji odreduje novu baznu funkciju i+ dan je s

p Y = argmaxyepllun(u) — Bup@lly, - (1.65)
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U svakom koraku biti ¢e odabran onaj parametar za kojeg je rjeSenje dobiveno koriStenjem
reduciranog problema dalo najvecu gresku s obzirom na rjeSenje visokodimenzionalnog
modela.

Nakon $to smo postigli unaprijed definiranu to¢nost i dobili reduciranu bazu Vy po-
trebno je testirati rjeSenja reduciranog problema na nekom novom skupu parametara koji
su slucajno odabrani. Na tom skupu ¢emo odrediti 1 relativne pogreske funkcionala, Sto je
1 bio cilj.

1.7 Opis algoritma
Offline faza

Na pocetku algoritma dan je fino uzorkovan konacan skup parametara p4;, C P, mak-
simalan broj koraka algoritma i tolerancija pogreske. 1z u4in u prvom koraku, slucajno
biramo jedan vektor parametara, oznaden s u! € pyqin, te ratunamo pripadajuée rjeSenje
up(u"). Gram-Schmidtovim postupkom dobije se prvi stupac matrice Vy, odnosno prva
bazna funkcija ;.

Ako pretpostavimo da smo ve¢ odredili M baznih funkcija za neki M > 1, onda je
kriterij odabira sljedeéeg parametra u™*! dan s

uMH = argmaxyey,, ..k V). (1.66)

Postupak se nastavlja dok M ne dode do maksimalnog broja koraka ili max;e,,,., 74, V)
ne padne ispod zadane tolerancije.

Za postizanje to¢nosti bitno je da skup parametara na kojem se gradi reducirana baza
ima dovoljno finu raspodjelu te da ukupan broj parametara nije prevelik.

U nastavku je u Algoritmu |l|dan pseudokod algoritma koji nadopunjuje matricu Vy u
svakom koraku.

Online faza

Na pocetku online faze poznata je matrica Vi te vektori 1 matrice A?V 1 f]\qj’ zal < g <
Qa, odnosno 1 < ¢’ < Qy. Za parametar u rjeSavamo reducirani sustav Ay(uun(u) =
fn(w), gdje matrica Ay i vektor fy slijede iz (1.58). Potom racunamo prikaz vektora uy u
kona¢nodimenzionalnom prostoru Vj, kao

(1) = Vivun (u1) (1.67)

i vrijedi dimuy < dim uﬁ{,. U Algoritmu [2{dan je pseudokod onilne faze.
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Algoritam 1 Pohlepni algoritam

Input: maksimalan broj iteracija nMax, kriterij zaustavljanja €, skup parametara (4,
Output: matrica Vy € RVV  vrijednost procjenitelja maxn po koracima

1: V=]

2: N=0,tol = e+ 1

3: while n < nMax and tol > € do

4: N«N+1 )

5: uh(/JN) = FE(Aq,fZ , N, br_elemenata)
6:  Iv=GS(V,up(u™)

7: V =1[V,{n]

8: [Apr, Fprl = project(V, br_elemenata, N).
9: for u € uqin do

10: un(u) = RB(Apy, fpr, N, br_elemenata, j1)
11: nu = estimate(V, br_elemenata, un(u), 1)
12: end for

13: tol = maxn

14: end while

Algoritam 2 RjeSavanje reduciranog sustava

Input: parametar p, Alqv, fz?/” z Q]q:
Output: rjeSenje reduciranog problema uy(u), vektor u}]t](,u)

1: Ay(u) =0

2 fnG) =0

3: forg=1:Q,do

4 AN — Av@) + Q(wAY
5: end for

6: forqg’ =1:Qydo

T W e @+ 0L

8: end for

9: rijesi sustav Ay(u)un(u) = fy(w)

_
e

Wl () = Vivun ()




Poglavlje 2

Euler-Bernoullijev model elastiCnog
Stapa

Stap je elasti¢no tijelo kod kojeg je dimenzija koja opisuje duljinu bitno veéa od druge
dvije. Opcenito geometriju Stapa moZemo opisati parametrizacijom

¢: [0,]] - R?, x €[0,1], 2.1)

gdje je s [ oznaCena duljina Stapa, i familijom poprecnih presjeka, vidi [1].

Za izotropni materijal svojstva materijala mogu se opisati s dva broja, tzv. Laméovim
koeficijentima A, u ili u inZenjerskoj literaturi s Youngovim modulom E i Poissonovim
omjerom v. Tada nas jednadZbe ravnoteZe sila i momenata te zakon ponasanja vode na
model zakrivljenog Stapa, vidi [2]. Kada je Stap ravan i relevantna je samo poprecna defor-
macija onda je

@(x) = (x, u(x),0),

a funkcija
u: [0,l] > R

zadovoljava jednadzbu:
(EIW")" = f. (2.2)

U jednadzbi (2.2)), E predstavlja Youngov modul elasti¢nosti, / moment inercije popre¢nog
presjeka, u pomak, a f linijsku gustou vanjske sile. Napomenimo da je za kvadratni

poprecni presjek
1
1=—h,
12
gdje je h duljina stranice. Promatrat ¢emo rubne zadace za (2.2)) uz rubne uvjete uk-
lijeStenog jednog i slobodnog drugog ili uklijeStena oba kraja Stapa. U prvom slucaju

16
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rubni uvjeti dani su s
u(0)=u'(0)=0 (EId" (1) = (EIu"")' (1) = 0,

a u drugom
u(0) = u'(0) = u(l) = u’(l) = 0.

U nastavku ¢emo, zbog jednostavnosti, promatrati slucaj kada je / = 1, te kada je lijevi
kraj uklijeSten, a desni slobodan. Standardna metoda za numericku aproksimaciju rubnih
zadaca je metoda konac¢nih elemenata (FEM). Za nju je potrebno formulirati problem u tzv.
slabom/varijacijskom smislu.

U prostoru V = {v € H*(0,1): v(0) = v/(0) = 0} slaba formulacija rubne zadaée (2.2)

je:
1 1
f EIu"v’ :f fv, vev. (2.3)
0 0

naéi u € V tako da
Prostor H? definiran je
H?(0,1) = {u e L*(0,1): u’ € L*(0,1),u” € L*(0, 1)}, (2.4)

gdje je L*0,1)={v: (0,1) > R: v izmjeriva i fol v(x)? dx < oo}, a norma na H? dana s

2 2 2 .1
Wil = AW, + VI + V711722 (2.5)

Teorem 2.0.1. Neka je 0 < Iy, = mingeo1l(x). Tada zadaca (2.3) ima jedinstveno
rjesenje.

Dokaz. Da bi dokazali teorem provjerit ¢emo vrijede li pretpostavke Lax-Milgramove
leme.

Prostor (V, || ||2) je Hilbertov. Za B(u,v) = fol EIu”v"” vrijedi da je simetrina, biline-
arna forma, a neprekidnost vrijedi iz

1B, v)| < cllu”ll 210Nl 2 < cllull 2]Vl g2 (2.6)
Funkcional L(v) = fOl fV je linearan, a neprekidnost slijedi iz

ILO)| < ANl AWz < ANl g2l V]l g2 (2.7)

Preostaje provjeriti vrijedi i koercitivnost bilinearne forme B. Svojstvo ¢emo dobiti pri-
mjenom Poincaréove nejednakosti

ColMlz < IV1l2,  Yv e fve H'(0,1): w(0) = 0}
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dvaputazauiu'.

1
B = [ EIGR > Bl
0

1 2
2 2 2
= Elmin||u”||L2 + _Elmincp”u/”Lz

3 3 (2.8)
1 . 1 , 1
> 3 Elinllt" 72 + 3 Elnin ol 12 + 3 ElpinCpllullz
> Cllull>,
za C = min{1,C3,Cy} 3Elpin. O

Za uociti je da za kvadratni poprecni presjek uvjet iz teorema znaci da niti u jednoj
tocki Stapa poprecni presjek nije tocka, Sto je prirodan uvjet. Sada moZemo zapisati Ga-
lerkinovu aproksimaciju zadaée (2.3]) na kona¢nodimenzionalnom potprostoru V, < V za
diskretizacijski parametar d > 0

nadi uy € Vj, tako da

1 1
f Elu)v) = f fvn, vy € V). (2.9)
0 0

Iz slabe formulacije (2.9) vidimo da su uy,, vy, € H 2 Dakle, ako biramo funkcije up, vy, 1z
kona¢nodimenzionalnog prostora konacnih elemenata, tada i bazne funkcije tog prostora
moraju pripadati prostoru H?. Opisat ¢emo slu¢aj u kojem je odabran prostor kona¢nih
elemenata, gdje su elementi hermitski kubicni.

Definiramo lokalne bazne funkcije na Q = [0, 1]. Neka je N(£),¢ € Q polinom 3.
stupnja definiran s

Ni(€) = a8 + b& + ¢ + d, (2.10)
uz uvjete u ¢vorovima
N1(0) = 1, Ny (1) = 0, N7(0) = 0, N{(1) = 0. (2.11)
RjeSavanjem linearnog sustava dolazimo do prve lokalne bazne funkcije
Ni(€) =285 -3¢ + 1, (2.12)
a sli¢no se dobiju i ostale
Noé) = & - 28 + &, (2.13)
N3(&) = =28 + 3¢, (2.14)

Na&) = & - &%, (2.15)
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uz uvjete u ¢vorovima 01 1
N2(0) = 0, N2(1) = 0, Ny(0) = 1, N5(1) = 0, (2.16)
N3(0) = 0, N3(1) = 1, N3(0) = 0, N3(1) = 0, (2.17)
N4(0) = 0, N4(1) = 0, Ny(0) = 0, Ny(1) = 1. (2.18)

Na slici 2.1 vidimo prikaz lokalnih baznih funkcija s ¢vorovima 01 1.

Ny(€) Na(f)

os .—/

I

Slika 2.1: N;(¢),i=1,2,3,4

Sada ¢emo lokalne bazne funkcije definirati na proizvoljnom intervalu [x;, x,] koristeci
funkciju ¢: [x;, x,] — [0, 1] koja je definirana

X=X

{(x) = (2.19)

Xp— X]

Neka su sa ¢;: [x;,x,] = R,i = 1,2, 3,4 definirane bazne funkcije na proizvoljnom
intervalu [x;, x,] :

Y1(x) = Ni({ (%),

Y3(x) = N3({(x)),

Yo (x) = (xr = x)(N2((x))),

(2.20)
Ya(x) = (xr = x)(N4(£(X))).

Sada moZemo definirati globalne bazne funkcije. Uvodimo particiju 7, = UZ;]I skupa
Q = [0,1], gdje su s ex = [xk, xk+1],k = 1,2,...,n — 1 oznaCeni elementi particije, a
¢vorovi su dani s

O=x1<x<...<Xxp_1<x,=1. (2.21)

Za svaki elemenat e, uvodimo oznaku ¥y ;: [xk, xk+1]1 — R,i = 1,2,3,4, koja e
oznacavati lokalne bazne funkcije definirane na elementu e;. Dakle, vrijednosti od Yy ;
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odgovarat Ce vrijednostima od ;, skaliranim na odredeni interval odgovaraju¢om funkci-

jom £. U svakom ¢&voru x;,i = 1,2,...,n bit e definirane dvije globalne bazne funkcije.
Za x| definiramo
0, x ¢ [x1,x2],
d1(x) =
U11(x),  x € [x1,x2],
0, x ¢ [x1,x2],
$2(x) =
Y12(x), x € [x1,x2],
zaxi, k =2,3,...,n— 1 definiramo
0, X & [Xk-1, Xks1],
Gok-1(x) = (Wi—13(%),  x € [xp—1, Xl
Y1),  x € [xp, X1l
0, X & [Xe—1, Xks1],
G2k (x) = (Wr—14(%),  x € [xp—1, Xi],
lr//k,Z(x)a X € [.Xk, xk-‘rl]’
1 za x, definiramo
(), X ¢ [xn—l’ xl’l]7
$on-1(x) =
wl’l—lﬁ(-x), X € [xn—la xn]’

0, X ¢ [xn—l,xn]’

Yn-14(x), X € [xp_1,Xn].

$on(x) = {
Prostor hermitskih kubi¢nih kona¢nih elemenata prema prethodnom dan je s

Vi(Q) = spanidy, 2, ..., Pan-1, 2n}. (2.22)

Koristec¢i definiranu bazu, pomak uy, iz (2.9) moZe se zapisati kao uy, = Zl.zfl uj¢;. Sada
(2.9) moZemo zapisati kao

2n 1 1
Z Mjf EI</>§’¢;-' = f éif, i=1,...,2n, (2.23)

Sto je ekvivalentno rjeSavanju sustava

Apup = fi, (2.24)
Za

2n 2n

1 1
Ah=( f E1¢;’¢;’) : fh:( f ¢if) : uh:(uj)z.zl. (2.25)
0 ij=1 0 i=1 !



Poglavlje 3
Numericki primjeri

Jedna moguca primjena metoda redukcije dimenzije baze su optimizacije razlicitih vrsta
koje mogu zahtijevati izraCun aproksimacije modela puno puta. U ovom poglavlju, algo-
ritam koji je opisan u prvom poglavlju, biti ¢e primijenjen na modelu Stapa. Iz drugog
poglavlja imamo u vidu problem optimizacije oblika Stapa s obzirom na njegovu debljinu
uz zadanu koli¢inu materijala od kojeg je napravljen. Stoga je duljina stranice kvadrata
h(x) na mjestu x zapravo parametar u problemu. U okviru metode konacnih elemenata za-
pravo Ce se raditit o konacno vrijednosti 4, koji Ce biti parametri u modelu. Zanimat ¢e nas
koliko dobro ¢e reducirani model aproksimirati vrijednost funkcional definiranog u (1.54)).
Takoder, promatrat ¢emo i rjeSenja reduciranog i visokodimenzionalnog modela, ovisno o
dimenziji reducirane baze. U primjerima koje ¢emo promatrati, kriterij biranja reducirane
baze bit €e kvaliteta aproksimacije funkcionala (kao moguce funkcije cilja u optimizaciji)

!
sn(p) = fo J(x pv(x) dx, (3.1)

gdje [ oznaCava duljinu Stapa, a f odgovara djelovanju sile tezZe, tj. oblika je gA(x), gdje je
A(x) povrsSina poprecnog presjeka, koja se u slu€aju kvadratnog popre¢nog presjeka raCuna
s A(x) = x%.

21
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3.1 1. primjer

Promatramo redukciju dimenzije modela popre¢nog pomaka Stapa. Problem je definiran
na domeni Q = [0, 1] C R. Rubna zadac¢a koju rjeSavamo dana je s:

(EIW"Y"(x) = f(x), xeQ
u(0) = u'(0) = 0, (3.2)
(EIw")(1) = (EIu"Y (1) = 0

RjeSavamo rubnu zadacu metodom konacnih elemenata za slucaj kada je broj eleme-
nata jednak 50 1 na svakom elementu variramo dva parametra. Parametri koje variramo su
h1i f, gdje h oznacava duljinu stranice kvadratnog poprecnog presjeka, a f poprecnu silu.

Slaba formulacija problema (3.19) dana je s

nadiu(u) e V = Hg tako da

4
Ef hw) '’ ()"’ ff(,u)v vev (3.3)
0

Parametri redukcije dimenzije za i = 1,...,50 su upravo duljine stranice popre¢nog
presjeka na intervalu [x;_1, x;], a parametri za i = 51,..., 100, odgovaraju konstantnim
silama na istom intervalu, tj us; je sila na [xg, x1]. Svaki od parametara y;,i = 1,...,100
moze poprimiti 100 razlicitih vrijednosti. Time je definirana ulazna matrica parametara
dimenzije 100x100, koju pohlepni algoritam pretrazuje trazeci reduciranu bazu. Moguce je
primijeniti afinu dekompoziciju s obzirom na odabrane parametre uz oznake kao u (1.26)):

i /“l? Xio .
O,(1) = 75, aiu,v) = E | * u"V", i=1,...,50,
Q1) = i, fiw = [, i=51,...,100.

Promatramo &eli¢ni $tap kojem je modul elasti¢nosti E = 2 - 10'! Pa, a parametri su
zadani sa

= U1y s 1505 (515 - - - » (100) € P = [0.005,0.017°° x [2,47%°. (3.4)

Tocnost koju Zelimo posti¢i u ovom primjeru je 10™*. Na slici [3.1| prikazane su vrijed-
nosti procjenitelja ovisno o broju odabranih baznih funkcija. MoZemo uociti da je u prvih
nekoliko koraka pad vrijednosti procjenitelja izrazeniji. Iz definicije procjenitelja, koja je
dana u (1.56), jasno je da je u prvih nekoliko koraka moguénost aproksimacije rjeSenja vi-
sokodimenzionalnog modela reduciranim modelom mala, zbog malog broja baznih funk-
cija. Odatle su i vrijednosti procjenitelja velike u prvim koracima. Nakon samo 4 ili 5
koraka, krivulja blaze pada, Sto znaci da su najkriti¢nije vrijednosti parametara uvrStene u
reduciranu bazu Vy u prvih nekoliko koraka. Nakon 50 koraka Zeljena to¢nost je postig-
nuta.
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Slika 3.1: Vrijednost procjenitelja po koracima algoritma

Pogledajmo sada i pogreske u normi || - || u svakom koraku algortima. Promatramo
pomak i vrijednost funkcionala kojeg smo definirali u (3.1), a pogreske su dane s

errory = |lup — uppll2, errory = || fpun — VN frumll2, (3.5)
error error
rel, = =, rel, = = (3.6)
llutnll2 Il fntenll2
Na proizvoljnom skupu parametara, koji sadrzi 25 sluajno generiranih vektora danih
su=(uy,...,H1100) € P, usvakom pojedinom koraku raCuna se prosjek pogresaka koji ¢e

biti prikazan na sljede¢im slikama.

Na slici [3.2] prikazane su relativne pogreske vrijednosti funkcionala i pomaka s obzi-
rom na broj odabranih baznih funkcija. U posljednjih nekoliko koraka algoritma relativna
pogreska vrijednosti funkcionala neSto je manja od pogreske rjesSenja rubne zadace. To
vrijedi zbog definiranja procjenitelja na nacin da je kriterij biranja reducirane baze upravo
$to bolja aproksimacija funkcionala danog u (3.1).

U tablici dane su i vrijednosti relativnih pogreSaka u normi || - || za rjeSenje i
vrijednost funkcionala iz (3.1)), dobivene na skupu parametara koji se sastoji od 25 slu¢ajno
odabranih vektora u = (u, . . ., tt100) € P = [0.005,0.017°° x [2, 4]°°.



POGLAVLIJE 3. NUMERICKI PRIMJERI

24
0.7
pomak u
i funkcional
06 | ]
05 I'.
g 1\
2 04 \
g
E N
Z03f
o \
e
0.2 \
==:\..
A
.
(17 kil ""at_‘
0 . . : i —— .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n-ti korak
Slika 3.2: Relativna pogreska vrijednosti funkcionala i pomaka po koracima
korak | rel, rely
1 0.6227 | 0.6153
2 0.4952 | 0.4982
5 0.3618 | 0.3627
20 0.1385 | 0.1333
30 0.0322 | 0.0291
40 0.0026 | 0.0021
Tablica 3.1: Pogreske na skupu parametara
Promotrit éemo i pogreske definirane u normi || - ||y i dane s
Vv
Verror, = |lup — urplly, Vrel, = M, (3.7)
lleenlly

Na slici vidimo prikaz relativne pogreSke rjeSenja u normi || - | 1 normi || - ||y.
Nakon §to je offline faza algortima zavrsila, testiramo algoritam na proizvoljnom skupu
parametara, kako bi provjerili koliko je baza Vi dobra za bilo koji odabir parametara iz

pocetnog intervala.
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Slika 3.3: Pogreske u razli¢itim normama

Neka je dan proizvoljan vektor parametara

a = [0.0055, 0.0088, 0.0064, 0.0081, 0.0067, 0.0085, 0.0063, 0.0088, 0.0084, 0.0079,
0.0095, 0.0072,0.0067,0.0071, 0.0062, 0.0084, 0.009, 0.008, 0.0078, 0.0064,
0.0094, 0.0053, 0.0053, 0.0084, 0.0079, 0.0059, 0.0056, 0.0075, 0.0091, 0.0095,
0.0074,0.0057,0.0065,0.01, 0.0078, 0.0065, 0.0079, 0.0075, 0.0093, 0.0091,

0.0073, 0.0059, 0.0065, 0.0079, 0.009, 0.0071, 0.0062, 0.0054, 0.0062, 0.0075]
(3.8)

1 vektor parametara b, koji biljezi djelovaje sile teZze ovisno o popreénim presjecima
odabranim u a. Dakle, definirali smo vektor dimenzije 100, u kojem svaka od prvih 50
komponenti odgovara duljini stranice pravokutog poprecnog presjeka Stapa, dok svaka od
50 preostalih komponenti definira djelovanje sile teze po elementima.

Na slici [3.4] dano je rjeSenje dobiveno rjeSavanjem reduciranog problema i metodom
konacnih elemenata. U 46. koraku algoritma, postiZze se zadana toCnost za vrijednost
funkcionala 1 rjeSenje te slijedi da je relf:1.1-10_5, irel,=1.4-107.
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Slika 3.4: Pomak Stapa reduciranog i visokodimenzionalnog modela s obzirom na dimen-
ziju reducirane baze Vy
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Vidimo da se tocnost rjeSenja, za odabrani parametar, koju smo promatrali na slici (3.4}
postiZe za priblizno isto koraka kao Sto je slucaj kod skupa parametara na kojem testiramo
tocnost po zavrSetku offline faze. U slucaju da smo izabrali vektor parametara za testiranje,
koji je ve¢ element reducirane baze Vy ili se moZe dobiti linearnom kombinacijom baznih
funkcija, ne bi mogli analizirati algoritam po koracima jer bi odmah postigli definiranu
to¢nost.

Pogledat ¢emo i koliko je rjeSavanje reduciranog problema brze od rjeSavanja visoko-
dimenzionalnog problema, te koliko traju offline i online faze metode redukcije dimenzije.

Visokodimenzionalni model Model smanjenog reda

Dimenzija FE problema 102 Dimenzija RB problema 50
Broj afinih komponenti Q, 50 Omjer dimenzija 2:1
Broj afinih komponenti Q¢ 50 Vrijeme offline faze 100s
Rjesavanje FE uz formiranje A, 1 f;, 6ms Vrijeme online faze 3ms
RjeSavanje sustava FE 0.1ms | RjeSavanje sustava RB 0.04ms

Tablica 3.2: Usporedba visokodimenzionalnog i reduciranog modela

Konstantna f

Prethodni primjer sada ¢emo analizirati za slucaj kada sila f nije varijabilna, ve¢ vrijedi
f = 4. Pogledat ¢emo dva slu¢aju, u prvom ¢emo imati 50 parametara takvih da vrijedi

w=(ui, ..., Hso) € P =1[0.005,0.011%, (3.9)
a u drugom 100, te ¢e parametari biti dani s
w= i, ..., 1o0) € P =1[0.005,0.011'%. (3.10)

U slucaju (3.9) i uz pretpostavku da je dimenzija visokodimenzionalnog problema
ovako mala, razlike u aproksimaciji rjeSenja i vrijednosti funkcionala u usporedbi s pri-
mjerom u kojem je sila varijabilna nisu zamjetne. Jedina prednost reduciranog modela
postiZe se pri formiranju vektora f; u visokodimenzionalnom modelu. Tada koriStenjem
afine dekompozicije ubrzavamo svako rjeSavanje modela metodom konacnih elemenata, te
time i skradujemo trajanje offline faze metode redukcije dimenzije. Kasnije ¢emo u Pri-
mjeru 2 prouciti detaljnije neke razlike visokodimenzionalnih modela u slucaju kada je sila
varijabilna i1 kada to nije.
dimenziju u metodi konac¢nih elemenata sa 102 na 202. Zanima nas kako Ce to utjecati na
redukcije dimenzije baze.

Tocnost rjeSenja postignuta je u 92. koraku algortima te vrijednost procjenitelja iznosi
7, = 1.5-1072. Na slici vidimo prikaz pogreSaka u razli¢itim normama.
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Slika 3.5: Relativne pogreske po koracima

U sljedecoj tablici dane su i vrijednosti pogreSaka za pojedine korake algortima, a pogreske
su racunate, kao i u primjeru s varijabilnom silom, na skupu od 25 vektora parametara
korak | rel, rels Vrel,

1 0.7221 | 0.7521 | 0.8758
2 0.5656 | 0.5694 | 0.7876
5 0.4496 | 0.4522 | 0.7082

30 0.2100 | 0.2072 | 0.45
50 0.0797 | 0.0755 | 0.257
85 0.0011 | 0.0001 | 0.0231

Tablica 3.3: PogreSke na skupu parametara
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Sli¢no kao na slici za slu¢ajno odabran parametar x4 € P = [0.005,0.011'% prikazu-
jemo aproksimaciju rjeSenja visokodimenzionalnog modela reduciranim.
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Slika 3.6: Pomak Stapa reduciranog i visokodimenzionalnog modela s obzirom na dimen-

ziju reducirane ba

7€ VN
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U tablici [3.4]dana je usporedba dvaju modela.

Visokodimenzionalni model Model smanjenog reda
Dimenzija FE problema 202 Dimenzija RB problema 92
Broj afinih komponenti Q, 100 Omjer dimenzija 22:1
Broj afinih komponenti Q¢ 0 Vrijeme offline faze 29.5min
RjeSavanje FE uz formiranje A 1 f, 12ms | Vrijeme online faze I1ms
RjesSavanje sustava FE 0.2ms | RjeSavanje sustava RB 0.1ms

Tablica 3.4: Usporedba visokodimenzionalnog i reduciranog modela

Analizom iste rubne zadace i variranjem broja parametara moZemo zakljuciti da u
slu¢aju kada je dimenzija visokodimenzionalnog modela mala, varijabilnost sile ne do-

prinosi brzem postizanju definirane tocnosti.

Tablica[3.5|nam daje usporedbu modela razli¢itih dimenzija, ali istog broja parametara.

i =[0.005,0.011°° x [2, 4]

i = [0.005,0.01]'%0

Dimenzija FE problema

Broj afinih komponenti Q,

Broj afinih komponenti Q
RjeSavanje FE uz formiranje A; i f;,
Dimenzija RB problema

Vrijeme offline faze

Vrijeme online faze

102
50
50
6ms
50
100s
3ms

Tablica 3.5: Broj parametara = 100

202
100
0
12ms
92
29.5min
11ms

Povecéanje dimenzije visokodimenzionalnog modela ¢imbenik je koji uz broj parame-
tara najviSe utjeCe na trajanje offline faze redukcije dimenzije. U svakom koraku pohlepnog
algoritma potrebno je sastaviti onoliko matrica A, i vektora f;, visokodimenzionalnog mo-
dela koliko ima mogucih vrijednosti parametra na svakom elementu. To je u naSem slucaju
100, pa ¢ak i na malim dimenzijama koje analiziramo, slijedi razlika od nekoliko minuta u
trajanju offline faze. Takoder, razlika se vidi i u trajanju online faze, Sto slijedi iz razli¢itih
dimenzija reduciranog problema koje smo dobili. Na temelju ove usporedbe zaklju¢ujemo
da se povecanjem broja parametara i dimenzije visokodimenzionalnog problema povecéava
i dimenzija reducirane baze, dok samim povecavanjem broja parametara to ne mora biti

slucaj.
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3.2 2. primjer

U drugom primjeru zadajemo manji broj parametara. Takoder, smanjujemo i diskretiza-
cijski parametar d u metodi kona¢nih elemenata, Sto rezultira ve¢im brojem elemenata.
Rubna zadaca definirana je na Q = [0, 1] C Ridanas

(EIu")'(x) = f(x), x€Q
u(0) = u’(0) =0, (3.11)
u(l)=u’(1)=0

Slaba formulacija problema (3.11) kao i u prethodom primjeru glasi
nadiu(u) e V = Hg tako da

4
Ef hi) u’ (v’ ff(,u)v vev (3.12)
0

U ovom primjeru broj elemenata u metodi konac¢nih elemenata biti ¢e 100, a broj pa-
rametara 40. Parametri koje variramo ponovno e biti kao i u 1. primjeru A i f, ali sada
ih neemo varirati na svim elementima ve¢ samo na prvih 10 1 posljednjih 10 elemenata
Stapa. Konstanta E u ovom primjeru je E = 2 - 10'°.

Dakle, za a(u, v) Ce vrijediti

100

a(u,v) = Z f u'’v"’

(3.13)
4
'uj i 1710 001 // // K J—80 1”1
:ZEEIXMV-FZL. —_— +ZE j;uv
j=1 j-1 j=11 J-1 J-1

1za f(v)

100

fv) = Z f fv
10 X; 90 X; 100 ; (3.14)
—lej+20f V+Zf 4v + Zﬂj—mf v
Jj=1 Yt =1 YA Jj=91 -1

Moguce je primijeniti aﬁnu dekompoziciju s obzirom na odabrane parametre:
ow="45  aw v>-Ef WV, i=1,...,10,
4
0l = 5, ai(u,v) = s W’V i=11,...,20,

Xi+79
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07, — 90 Xj 0.014 s g
Qa(l’t)_ZJ:II xj—lE 12 u'v s

1 — . N [Ki—20 -
Q' (W) = pi, fivy = [0, i=21,...,30,
j . . _ (Xi+60 .
Q' (W) = pi, fiv) = [, i=31,...,40,
0 _ 19 Xj
Qf(/‘l) - 2]211 xjil 4V.

Dakle, ako parametri Cine vektor u kojem prvih 10 komponenti odgovara vrijednostima
od & na prvih 10 elemenata, a drugih 10 komponenti sadrzi vrijednosti od 4 na posljednjih
10 konacnih elemenata, te analogo vrijedi i za silu, onda su parametri zadani sa

= (UL, ..oy 20, 21, - - s o) € P = [0.005,0.051%° x [2,4]%°, (3.15)

a svaki od njih moZe poprimiti 100 razli¢itih vrijednosti iz definiranih intervala.
Algortiam staje u 24. koraku kada procjenitelj poprima vrijednost manju od 10™*. Na
sljedecoj slici dan je prikaz relativnih pogresaka rjeSenja u razli¢itim normama.
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Slika 3.7: Relativna pogreska rjeSenja po koracima
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Primijetimo da povecanje intervala nad kojim gradimo reduciranu bazu, konkretno s
[0.005,0.01] na [0.005, 0.05], rezultira time da se i poCetna relativna pogreSka povecava.
Ako usporedimo sliku [3.7]1 sliku [3.3] o¢ito je poveéanje pogreske u normi || - || na slici

U tablici [3.6] dane su relativne pogreske za pomak i vrijednost funkcionala ovisno o
koraku algortima 1 0 normi u kojoj raCunamo pogresku. Posebno su idvojeni koraci 31 8 u
kojima se biljezi nagli pad pogreske. U koraku 15 najbolje se vide razlike medu normama.

korak | rel, rels Vrel,

1 0.9254 | 0.9253 | 0.9309
3 0.6297 | 0.6298 | 0.6553
7 0.5573 | 0.5564 | 0.5774
8 0.2079 | 0.2114 | 0.2514
15 0.0461 | 0.0497 | 0.1097
24 0.00002 | 0.00002 | 0.00001

Tablica 3.6: Pogreske na skupu od 25 vektora parametara

Ponovno usporedujemo reducirani i visokodimenzionalni problem, te trajanje offline 1
online faza metode redukcije dimenzije.

Visokodimenzionalni model Reducirani model

Dimenzija FE problema 202 Dimenzija RB problema 23

Broj afinih komponenti Q, 20 Omjer dimenzija 87:1
Broj afinih komponenti Q 20 Vrijeme offline faze 8min
Rjesavanje FE uz formiranje A, if, 12ms | Vrijeme online faze 8ms
RjeSavanje sustava FE 0.1ms | RjeSavanje sustava RB 0.03ms

Tablica 3.7: Usporedba visokodimenzionalnog i reduciranog modela

ZakljuCujemo da je u usporedbi s prvim primjerom efikasnost i uSteda algortima bolja
kada je broj parametara manji, ¢ak i kada se broj elemenata u metodi konac¢nih elemenata
poveca.

Sada biramo 1 konkretan primjer za testiranje i prikazujemo rjeSenja obaju modela.
Parametri su dani s

(u1, - .., m10) = [0.005, 0.0056,0.0061, 0.0067,0.0072,0.0078, 0.0083, 0.0089, 0.0094, 0.01]

za prvih 10 elemenata, te s

(U111, - - - H20) = [0.01,0.0094, 0.0089, 0.0083, 0.0078, 0.0072, 0.0067, 0.0061, 0.0056, 0.005]

za posljednjih 10 elemenata. Sile su kao i u prvom primjeru takve da opisuju djelovanje
sile teZe na svakom pojedinom elementu.

Vece pogreske u pocetnim koracima pohlepne metode vidljive su i na slici|3.4{(a) 1 (b).
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Slika 3.8: Pomak Stapa reduciranog i visokodimenzionalnog modela s obzirom na broj

baznih funkcija
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Konstantna f

Za usporedbu ¢emo analizirati i slu¢aj kada sila nije varijabilna i vrijedi da je f = 4 kons-
tantna poprec¢na sila. Dakle, ovdje imamo 20 parametara definiranih s

w=(ui,..., 1o € P=1[0.005,0.05, (3.16)

odnosno variramo samo vrijednosti 4 na krajevima Stapa. Broj vrijednosti koje pojedini
parametar mozZe poprimiti je 1 dalje 100, kao i broj elemenata.

Nakon 29. koraka vrijednost procjenitelja manja je od 10™*. U tablici biljeze se
pogreske modela s 20 parametara u koracima u kojima smo promatrali istu zadacu za za
40 parametara.

korak | rel, rely Vrel,

1 0.8965 | 0.8969 | 0.9231
3 0.398 | 0.4002 | 0.6037
7 0.1829 | 0.1849 | 0.4611
8 0.1758 | 0.1776 | 0.4543

15 0.048 | 0.0459 | 0.1794
24 0.0005 | 0.0001 | 0.0102

Tablica 3.8: Pogreske za u = (u, ..., ua0) € P = [0.005,0.01]%°

U ovom primjeru variranjem vrijednosti sile, za postizanje unaprijed definirane to¢nosti
potrebno je manje koraka nego u slucaju kada je sila konstantna. Razlika je vidljiva u
aproksimaciji rjeSenja. Naime u primjeru s konstantnom silom, pogreska u po€etnim kora-
cima algoritma bre se priblizava definiranoj to¢nosti 1074, ali ipak za postizanje iste treba
viSe koraka nego kada variramo i silu. Ako uzmemo u obzir prvi i drugi primjer vidimo
da je kod manjih dimenzija broj odabranih baznih funkcija jednak u slucaju kad je sila va-
rijabilna i kada nije. Medutim u slucaju kada se interval vrijednosti parametara povecava
1 dimenzija visokodimenzionalnog modela raste, bolju aproksimaciju brze dobijemo kada
variramo 1 silu.

Pogledajmo sada kako broj mogudih vrijednosti koje parametari mogu poprimiti utjece
na postizanje definirane to¢nosti.

Promatrali smo visokodimenzionalni model u kojem je broj elemenata jednak 50, od-
nosno dim Vj = 102. Prema prethodnom zakljuku da na manjim dimenzijama varijabil-
nost sile ne utje€e na postizanje tocnosti, variramo samo parametre koji odreduju poprecni
presjek u rubnim elementima Stapa. Dakle, parametri su dani s

w=(i,...,10) € P =1[0.0050.01]"°, (3.17)
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od kojih (u1, . .., 15) odgovara duljinama stranice poprecnog presjeka na 5 pocetnih eleme-
nata Stapa, a (us, - . .,u10) na posljednjih 5, od 50 elemenata na koliko je Stap podijeljen.
Vrijednosti koje parametri mogu poprimiti definiramo sa

pi= o) i= 1,010 (3.18)

gdje je n € {50,300,2000}. Pogreske smo racunali na testnom skupu od 30 proizvoljnih
vektora parametara. Na slici[3.9] dan je prikaz relativne pogreske rjeSenja u normi || - ||, te
vrijednost procjenitelja.

0.4 . T 0.18
— =50 — =50
0.35 A\ ——#=300 0.16 ff ——#=300
\ ——#=2000 \ ——#=2000
§ 044 1\
037 \
\
0121 \|
0.25 A
N
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02r \
0.08 [ N
0.15 \ o
0.06 \ \\
01 \\ %
L N
0.04 W
0051 0.02

(a) Relativna pogreska ||ull» (b) Procjenitelj n,

Slika 3.9: n € {50,300, 2000}

Iz prethodnog grafa zakljuujemo da povecanjem vrijednosti koje parametri poprimaju
na pojedinom elementu relativne greske padaju brze, ali postizanje to¢nosti ne ovisi o broju
spomenutih vrijednosti. Na slici [3.9] (b) vidimo da procjenitelj brze pronalazi reduciranu
bazu kada broj vrijednosti koje parametrima mogu biti dodijeljene nije prevelik. Takoder,
skup na kojem testiramo to¢nost reducirane baze, ne mora biti prevelik da bi dobili prikaz
relativne pogreSke koji realno prikazuje koliko je odabrana reducirana baza Vi dobra za
prikaz bilo kojeg rjeSenja dobivenog odabirom parametra iz P.
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3.3 3. primjer
U posljednjem primjeru testirali smo algortiam na zadadi
(EIu")"(x) = f(x), xeQ

u(0) =u’'(0) =0, (3.19)
(EIW")(1) = (EIu"Y (1) =0

koja je aproksimirana sa 200 konac¢nih elemenata, Dakle dim V), = 402, a broj parametara
odgovara broju konacnih elemenata u rubnih 35 elemenata Stapa, kao Sto smo zadali u
primjeru 2. Toénost koju zahtijevamo je 107>, Variramo ponovno vrijednosti % i f tako da
vrijedi

200
a(u,v) = Z f u’v’

165 200 4

Wy 0005 u'v'! ] 130 "o
ZElZf + Zf Z E f uv
=166 Xj-1
(3.20)
iza f(v)
200
f) = Z f fv
, 165 200 (3:21)
:Z,uj+70f V+Zf 19V+Z,uj 6of v
J=1 Xj-1 j=36 Y Xi-1 =166 -1
Primjenom afine dekompozicije s obzirom na odabrane parametre dobije se
AMERS a(uv)—Ef w, i=1,...,35,
4
QL (w) = —2 a;i(u,v) = fj:;o ', i=36,...,70,
Q(a)(ﬂ) }6%6 fx/ E0005 17 //
0L = i, fivy = [0, i=71,...,105,
0w = i, fivy = [0, i =106,...,140,

Q%) = X% [/ 1.9v.
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Slika 3.10: Vrijednost pogreske po koracima algortima

Kretanje vrijednosti pogreske, ovisno o dimenziji reduciranog problema i normi u kojoj
je promatramo, vidljiva je na slici[3.10] dok su te vrijednosti i dane u tablici[3.9

korak | rel, rely Vrel,
1 0.8477 | 0.8491 | 0.851
2 0.4859 | 0.4907 | 0.4984
5 0.4188 | 0.4242 | 0.4371
6 0.3004 | 0.3071 | 0.3305
23 0.0765 | 0.0836 | 0.167
24 0.0497 | 0.0558 | 0.1572
40 0.0278 | 0.0304 | 0.137

Tablica 3.9: Pogreske na skupu parametara
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Kao $to je vrijedilo 1 prije, vrijednost procjenitelja u prvih nekoliko koraka biljezi za-
mjetniji pad, a to moZzemo vidjeti i na slici U 67. koraku je definirana to¢nost 10~
postignuta.

-3
.10
35 - - - .

n

05F

0 10 20 30 40 50 60 7o
n-ti korak

Slika 3.11: Vrijednost procjenitelja po koracima algortima

Trajanje offline faze algortima je 2.8h, a rjeSavanje visokodimenzionalnog problema uz
formiranje matrice Ay, 1 vektora fj iziskuje 40ms. Dimenzija problema smanjena je s 402
na 67. Vrijeme potrebno za formiranje 1 rjeSavanje reduciranog problema, odnosno vrijeme
online faze, iznosi 23ms.

Na posljednjoj slici moZemo vidjeti rjeSenje dobiveno metodom konacnih elemenata
i njegovu aproksimaciju reduciranom bazom. Za sluc¢ajno odabran vektor parametara
u = (ui,...,170) € [0.005,0.09]7° koji sadrzi duljine stranica  na prvih i posljednjih
35 elemenata Stapa, te odreduje vektor djelovanja sile teze u = (u71,...,HM140) OVISNO O
povrsini popre¢nog presjeka Stapa, dan je prikaz nakon 50 koraka algoritma.

Mozemo zakljuditi da je pohlepna metoda, uz procjenitelj definiran s (I.56), efikasnija
kada je broj parametara manji od broja kona¢nih elemenata u visokodimenzionalnom mo-
delu. U svim primjerima vrijednosti pogreske rjeSenja i vrijednosti funkcionala priblizno
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Slika 3.12: Usporedba rjesenja visokodimenzionalnog i reduciranog problema

su jednake. U nekim slucCajevima pokazalo se da je, zbog kriterija biranja reducirane baze,
pogreska funkcionala manja od pogreske rjeSenja. Medutim, ako je dostignuta tolerancija
za pogresku rjeSenja, sigurno ¢e vrijediti i da je funkcional dovoljno dobro aproksimiran.
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Sazetak

Metode redukcije baze koriste se za smanjenje reda visokodimenzionalnog modela pre-
trazivanjem njegova konacnog skupa rjeSenja. Na manjem skupu parametara, koji odreduju
visokodimenzionalni model, pohlepnim algortimom gradi se reducirana baza, kojoj se u
svakom koraku algortima dodaje jedan od vektora rjeSenja visokodimenzionalnog modela.
Cilj je iz poCetnog problema dobiti reducirani model, ¢ija je dimenzija puno manja u od-
nosu na dimenziju visokodimenzionalnog modela. Tada se za svaki parametar iz skupa nad
kojim se reducirana baza gradi, moZe brzo i efikasno izraCunati rjeSenje koje aproksimira
rjeSenje visokodimenzionalnog problema do na definiranu tocnost.

U prvom poglavlju opisana je teorijska pozadina metode i pohlepni algoritam koji se
koristi. U drugom poglavlju formuliramo Euler-Bernoullijev model elasticnog Stapa i me-
todu konac¢nih elemenata koju koristimo za aproksimaciju Stapa u kona¢nodimenzionalnom
prostoru. U treCem poglavlju dani su numericki primjeri i primjene metode redukcije di-
menzije na modelu popre¢nog pomaka Stapa.



Summary

Reduced basis methods are used to reduce the order of high-fidelity problem by searching
a finite set of high-fidelity solutions. The greedy algorithm iteratively assembles reduced
basis by adding one high-fidelity solution in each step. The algorithm is applied on small
set of parameters, which determine a high-fidelity model. The aim is to get a model whose
dimension is much smaller than initial problem dimension. A solution that approxima-
tes the high-fidelity solution can be calculated quickly and efficiently for each parameter
within a parameter set, for a prescribed tolerance.

The first chapter presents a theoretical background and a greedy algorithm that is used.
The second chapter formulates Euler-Bernoulli beam problem and finite element method
which is used for high-fidelity approximation of elastic beam. The third chapter presents
numerical examples and the application of greedy algorithm for the construction of reduced
basis spaces.
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