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Poglavlje 1
Uvod

Kolicina elektronickih podataka koja je danas dostupna u mnogim znanstvenim podru¢jima
brzo raste, samim time povecava se njihova dimenzija i sloZenost. Stoga grupiranje poda-
taka i njihova niZedimenzionalna reprezentacija predstavljaju bitne probleme u mnogim
podruc¢jima primjene, poput robotike, bioinformatike, biomedicine i multimedijske tehno-
logije. Mnogi skupovi podataka vrlo su sloZeni, ali imaju i jednostavnu unutarnju strukturu
koja omoguéava modeliranje takvih podataka bez gubitka informativnosti. Kako bismo ot-
krili takve strukture, podatkovne tocke moZemo analizirati s pomocu grafa, koji omogucuje
modeliranje relacija izmedu elemenata skupova. Geometrijska organizacija grafova i sku-
pova podataka u R” srediSnji je zadatak u statistickoj analizi podataka.

U ovom radu predstavljamo metodu zasnovanu na difuzijskom procesu za pronalazenje
smislenih struktura u skupovima podataka. Odgovarajuce svojstvene funkcije matrice pri-
jelaza Markovljeva lanca mogu se koristiti za izgradnju koordinata nazvanih difuzijskim
preslikavanjima, koje pronalaze efikasne prikaze sloZzenih geometrija. U praksi, gornje spo-
menute svojstvene funkcije omoguéuju nizedimenzionalno ulaganje podataka u R¥, k < n,
tako da obi¢na euklidska udaljenost u novom prostoru bude dobra mjera slicnosti podataka.

Mnoge od ovih ideja pojavljuju se u razli¢itim kontekstima analize podataka, kao Sto su
spektralna teorija grafova, mnogostruko ucenje, nelinearne glavne komponente i jezgrene
metode (engl. kernel methods). Te pristupe upotpunjavamo pokazujuéi da je difuzijska
udaljenost klju¢na svojstvena geometrijska veli¢ina koja povezuje spektralnu teoriju Mar-
kovljeva procesa, Laplaceove operatore te jezgre s odgovaraju¢om geometrijom i gusto¢om
podataka. Ovo otvara vrata primjeni metoda numeri¢ke analize i1 obrade signala do analize
funkcija i transformacija podataka.
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1.1 Redukcija dimenzije

Smanjenje dimenzije prostora u kojem su smjesteni podatci zauzima srediSnje mjesto u
mnogim podru¢jima kao Sto je teorija informacija, strojno ucenje i teorija uzorkovanja.
Naime, cilj je promjena reprezentacije skupa podataka koji ukljucuje velik broj varijabli,
tako da se podatci opiSu koriste¢i se samo malim brojem slobodnih parametara. Nova
reprezentacija podataka trebala bi vjerno opisati podatke Cuvajuéi odredena svojstva koja
su nam od interesa, poput lokalne medusobne udaljenosti. Problem smanjenja dimenzije
analogan je pronalazenju smislenih struktura u skupovima podataka. Ideja je ovdje malo
drugacija, cilj je izvudi relevantne znacajke iz podataka kako bi se dobio uvid i razumije-
vanje fenomena koji je generirao podatke.

U danas$njem drustvu usmjerenom na informacije prisutni su mnogi podatci koji su
Cesto velike dimenzije, broj varijabli izmjerenih po uzorku lako moze iznositi tisue. Na
primjer, ako imamo sliku koja ima 1000 x 1000 piksela, pri cemu svaki piksel predstavlja
varijablu, ukupno dolazimo do dimenzije od 1000000. Pretpostavimo da imamo kolekciju
takvih slika u vektorskom prostoru dimenzije 1000000. Tada u tom vektorskom prostoru
mozZemo pronadi sustav izvodnica takav da s pomocu njega moZemo prikazati bilo koju
novu sliku tog prostora. U tako velikom prostoru znacajki, reprezentacija je novih slika
rijetka, tj. novu sliku mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju tako da koristimo malo
koeficijenata razliCitih od nula. Takva reprezentacija uzrokuje brojne probleme, neki se
algoritmi usporavaju ili u potpunosti ne rade, opisano u [16]. Nadalje, neka imamo kolek-
ciju slika s 128 x 128 piksela, tako da svaka kodira broj izmedu 0 1 9, vidi sliku 1.1. Slike
se razlikuju po svojoj orijentaciji. Covjek, suoten sa zada¢om organiziranja takvih slika,
vjerojatno bi prvo primijetio razli¢ite znamenke, a nakon toga njihove razli¢ite orijentacije.
Promatrac intuitivno pridaje vecu vrijednost parametrima koji kodiraju veéa odstupanja u
opservacijama, stoga najprije grupira podatke u 10 skupina, po jednu za svaku znamenku.
Unutar svake od 10 grupa znamenke su nadalje rasporedene prema kutu rotacije. Ova or-
ganizacija vodi jednostavnoj dvodimenzionalnoj parametrizaciji koja znacajno smanjuje
dimenziju skupa podataka uz ocuvanje svih vaznih atributa.

S druge strane, ra¢unalo svaku sliku vidi kao podatkovnu to¢ku u R'?8%128  Podatci
su po prirodi organizirani prema svom poloZaju u koordinatnom prostoru, gdje je najceSca
mjera sli¢nosti euklidska udaljenost. Mala euklidska udaljenost izmedu vektora gotovo
sigurno ukazuje na to da su oni vrlo sli¢ni, dok velika udaljenost daje vrlo malo informa-
cija. Stoga euklidska udaljenost pruza dobru mjeru samo lokalne sli¢nosti. Dodatno, u
viSedimenzionalnim prostorima udaljenosti su Cesto velike, s obzirom na rijedak prostor
obiljezja.

Na slici 1.2 vidimo tri slike bora pod tri razlicita kuta rotacije. Analogno opisu pri-
mjera sa znamenkama, Zelimo analizirati kolekciju slika prikazanih borova pod razli¢itim
kutem rotacija te prikazati s pomo¢u manje dimenzija. Klju¢no je za nelinearno smanje-
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nje dimenzije spoznaja da su podatci Cesto ugradeni u nizedimenzionalni potprostor. U
tom kontekstu bilo bi moguce okarakterizirati podatke i odnos izmedu pojedinih tocaka
koristeci se manjim brojem dimenzija, raCunajuéi udaljenosti na samom ugradenom pros-
toru umjesto u originalnom. Na primjer, uzimajuéi u obzir njegovu globalnu strukturu,
mogli bismo predstaviti podatke u naSem primjeru s borovima koriste¢i se samo dvjema
varijablama. Takav prikaz s pomocu difuzijskih preslikavanja pokazan je u poglavlju 3.6.2.

Slika 1.1: Deset razli¢itih znamenki pod deset razli¢itih kutova rotacije.
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Slika 1.2: Tri slike istog bora razli€itih rotacija

A

Izazov je odrediti strukturu podataka u nizoj dimenziji koja odreduje podatke, Sto do-
vodi do smislene parametrizacije. Takav prikaz postiZze smanjenje dimenzije uz ocuvanje
vaznih odnosa izmedu toCaka podataka. Jedna su realizacija rjeSenja difuzijska preslikava-

nja koja su obradena u ovom radu.
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1.2 Neke metode za redukciju dimenzije

Postoji niz tehnika redukcije dimenzija. One se mogu Siroko kategorizirati u one koje
mogu otkriti nelinearne strukture i one koje ne mogu. Intuitivno, moZemo razmisljati kako
linearna transformacija mijenja i rasteZe podatke, a nelinearna transformacija donosi dra-
matic¢nije promjene u podatcima. Svaka metoda ima za cilj o€uvanje odredenog svojstva od
interesa. Jedne su od najpoznatijih metoda glavnih komponenti (PCA), viSedimenzionalno
skaliranje (MDS) i izometrijsko preslikavanje znacajki (isomap).

MDS ulaze podatke u prostor niZe dimenzije tako da Cuva uparene udaljenosti izmedu
podatkovnih tocaka, xi,...,x,. Najprije definiramo matricu udaljenosti D, Ciji su ele-
menti udaljenosti izmedu tocaka u karakteristicnom prostoru. Cilj je tada pronaci novi,
nizedimenzionalni skup vektora y,...,y,, za koje matrica udaljenosti, Dy[i, j1 = d(y;,y,),
minimizira funkciju troska, p(D,,Dy) . Postoji mnogo razliitih raspolozivih funkcija
troSka od kojih je najpopularnija tzv. strain funkcija:

Psirain(Dx, Dy) = 7 (D3 = D)7

Ovdje je J matrica centriranja, definirana s J = I, — 1/n117 !, tako da J7 XJ oduzme vek-
torsku sredinu svake komponente u X. Frobeniusova norma realne matrice A € M™*" defi-
nirana je s ||A||12F => o j a%j. Intuitivno, ova funkcija troska zadrZzava varijacije u da-
ljinama, a ne same vrijednosti pa iz toga slijedi da skaliranje konstantnim faktorom nema
utjecaja. Naime, d najvecih svojstvenih vektora kovarijacijske matrice od X, koja je dana
sa X = XJJTXT, zahvadaju najveée varijacije u J D?J i time daju koordinate preslikava-
nja. Nedostatak MDS-a pri koriStenju euklidskom udaljenosti davanje je jednakih tezina
velikim 1 malim udaljenostima, pa ne uspijeva dobro kada su pitanju nelinearne strukture.

Isomap, opisan u [5], tehnika je nelinearne redukcije dimenzija koja se temelji na MDS-
u. Za razliku od MDS-a, medu to¢kama se ne gleda euklidska udaljenost podataka, nego
geodetska udaljenost, koja predstavlja ravnu liniju u zakrivljenom prostoru ili najkracu
krivulju duz geometrijske strukture definirane nasim podatkovnim tockama. Isomap trazi
preslikavanje tako da se geodetska udaljenost izmedu podatkovnih tocaka podudara s odgo-
varaju¢om euklidskom udaljenosti u transformiranom prostoru. Time se zadrZava istinska
geometrijska struktura podataka. Nadalje, bez poznavanja geometrijske strukture naSih
podataka, geodetsku udaljenost izmedu tocaka moZemo aproksimirati. Pretpostavljamo da
je u malom susjedstvu (npr. tocke unutar odredenog radijusa) euklidska udaljenost dobra
aproksimacija za geodetsku udaljenost. Za daljnje tocke geodetska udaljenost aproksimira
se kao zbroj euklidskih udaljenosti duZ najkraceg povezanog puta. Postoji nekoliko al-
goritama zasnovanih na grafovima za izraCunavanje ove aproksimacije. Jednom kada se
postigne geodetska udaljenost, MDS se izvodi kao §to je gore objasSnjeno. Aproksimacija
geodetske udaljenosti nije robusna na Sum, $to je nedostatak ovog algoritma.

'Ovdje I, oznatava n x n jedini¢nu matricu, a 1 k-dimenzionalni vektor jedinica
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1.2.1 Analiza glavnih komponenti

Ponekad medu opaZanim varijablama (svojstvima) nije naizgled ocito koje od njih jesu, a
koje nisu korelirane. To, medutim, ne znaci da medu njima ne postoje nekorelirane va-
rijable koje ih opisuju (npr. neka varijabla je linearna kombinacije nekih nekoreliranih
varijabli). Pronalazak takvih varijabli bio bi od velike vaznosti upravo na ve¢ spomenutim
skupovima podataka gdje je promatranih varijabli jako puno. Jedan je od nacina kako iz
originalnih varijabli pronaci linearno nekorelirane varijable koje ih opisuju analiza glav-
nih komponenti (engl. principal component analysis ili skraeno PCA). PCA je tehnika
linearne redukcije dimenzija ¢iji je cilj pronaéi linearno preslikavanje izmedu prostora
visoke dimenzije (npr. n) i potprostora dimenzije d (d < n) koji biljezi veinu varijabil-
nosti u podatcima. Podtprostor je odreden s d ortogonalnih vektora koje zovemo glavnim
komponentama. Formalno, neka su xi,...,x, opaZene varijable, matrica C € R™" td. je
Cij = Cov(x;,x;) (na mjestu (i, j) je kovarijanca? varijabli x; i x ). Glavne komponente su
odredene dominantinim svojstvenim vektorima kovarijacijske matrice podataka C. Prva
glavna komponenta zahvaca najvecu varijancu originalnih opazanja, a (i + 1)-ta glavna
komponenta zahvaca najvecu varijancu originalnih opaZanja projiciranih na ortogonalni
komplement potprostora prvih i glavnih komponenti.

Za svaku linearnu kombinaciju varijabli (u slu¢aju dvodimenzionalnog prostora radi
se o pravcima u ravnini) promotrimo ortogonalnu projekciju tocaka na taj pravac, $to je
prikazano na slici 1.3 . Vidimo da, ovisno o nagibu pravca, projekcije su rasporedene
rjede ili guiée.’ Po gornjem opisu glavnih komponenti, (prva) glavna komponenta bila bi
ona linearna kombinacija koja zahvaca najvecu varijancu medu podatcima, to jest, ona u
¢ijoj su ortogonalnoj projekciji podatci najrasprSeniji. Dakle, potrebno je maksimizirati
rasprSenost projekcije na pravac, Sto je prikazano na slici 1.3 (prva slika u drugom redu).

Za xy,...,Xx, opaZene varijable i kovarijacijsku matricu C € R™" trazimo matrice W, A €
R™" takve da je A dijagonalna matrica i da vrijedi

C=WAWT,

Osim toga, zahtijevat ¢emo 1 da su svojstvene vrijednosti (od kojih su sve nenegativne) u A
poredane silazno od mjesta (1, 1) do mjesta (n,n) i da su stupci matrice W normirani. Ako
su svojstvene vrijednosti jednostruke, takva je dekompozicija jedinstvena do na orijentaciju
i poredak vektora (stupaca) u W. S druge strane, ako postoji neka viSestruka svojstvena vri-
jednost, npr. kratnosti k, onda postoji k-dimenzionalni potprostor u tom prostoru u kojem
je svaki vektor norme 1 svojstveni vektor toj svojstvenoj vrijednosti.

ZKovarijanca dviju varijabli X,Y u nekom vjerojatnosnom prostoru jednaka je njihovoj zajedni¢koj va-
rijabilnosti, tj. Cov(X,Y) = E[(X —E[X])(Y —E[Y])]. Dodatno vrijedi Cov(X,Y) = Cov(¥,X) i Cov(X,X) =
E[(X —E[X])?] = Var(X).

3Slike su preuzete sa stranice https://giphy.com/gifs/pca-Lyejb62QjQepG.
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Slika 1.3: Prikaz ortogonalnih projekcija tocaka na razli¢ite pravce u dvodimenzionalnom
prostoru. Pronalazak prve glavne komponente postiZze se na prvoj slici u drugom redu, u
slu¢aju kada pravac zahvacéa najvecu varijancu medu podatcima.

Formalno, vektori u W koji pripadaju svojstvenoj vrijednosti 0 nisu glavne komponente,
oni ne zahvacaju nikakvu varijancu originalnih varijabli. No, ponekad se zanemaruju vek-
tori koji pripadaju ”vrlo malim” svojstvenim vrijednostima jer oni vjerojatno imaju vrlo
malu informativnost te njihovo zanemarivanje nece utjecati na tocnost modela.

Za neku matricu Y tako da stupci matrice Y odgovaraju redom varijablama xi, ..., x,, a
redci opazanjima projekcija Y’ dobije se mnoZenjem

Y =YW.

Ako nas zanima projekcija samo na prvih k glavnih komponenti, za matricu Wy, €iji su
stupci redom prvih k stupaca matrice W, mozemo promatrati i projekciju

Y, = YW,.

Ova metoda jednostavna je za provedbu, ali mnogi skupovi podataka u stvarnom svi-
jetu imaju nelinearne karakteristike koje PCA preslikavanje ne uspijeva otkriti.U podrucju
multivarijatne statistike, postoje neke metode koje su proSirenje klasi¢ne analize glavnih
komponenata:
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1) Jezgrena analiza glavnih komponenti (kernel PCA) koristi se jezgrenom funkcijom za
projekciju podataka u prostor koji je linearno separabilan. Za razliku od PCA, moze
se uspjesno primijeniti za nelinearne strukture.

1) Multilinearna analiza glavnih komponenti (MPCA) multilinearno je proSirenje PCA
koje se koristi za analiziranje i modeliranje tenzora.

Primjer 1.2.1. Jedan vrlo jasan primjer pocetnog skupa podataka na kojem PCA “pada”
trodimenzionalna je tzv. Svicarska rola. PCA pretpostavlja da podatci imaju linearnu pro-
jekciju na novom skupu osi. Jedna od nelinearnih alternativa PCA takoder su difuzijska
preslikavanja, koja uzimaju u obzir temeljni oblik podataka. Primjer je ilustriran na sli-
kama. Na slici 1.4 vidimo originalni skup podataka generiran u programskom jeziku Py?-
hon. Slika 1.5 prikazuje projekciju $vicarske role u R? redom na prve dvije glavne kom-
ponente i na prve dvije difuzijske koordinate (definirane u 3. poglavlju). Vidimo kako se
analizom glavnih komponenti podatci ne mogu smisleno projicirati na nove osi, ne prepoz-
naje se struktura originalnih podataka. S druge strane, difuzijsko preslikavanje omogucava
prikaz ”odmotane” Svicarske role, gdje je druga slika samo jedna takva realizacija, Sto Ce
biti objaSnjeno dalje u radu.

Slika 1.4: Prikaz originalnih podataka, 1000 tocaka koje generiraju Svicarsku rolu.

Svicarska rola
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Slika 1.5: Prikaz razlike ulaganja podatkovnih tocaka Svicarske role koristeéi se prvim
dvjema PCA koordinatama i prvim dvjema difuzijskim koordinatama. Primijetimo kako
PCA ne uspijeva otkriti strukturu originalnih podataka za razliku od difuzijskog preslika-
vanja koje ¢emo obraditi u ovom radu.

Podatci prikazani s pomocu prve dvije glavne komponente  Podatci prikazani s pomocu prve dvije difuzijske koordinate
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Poglavlje 2

Markovljevi lanci

U svijetu postoji aktivna i raznolika zajednica istraZivaca koji koriste Markovljeve lance
u racunalnim znanostima, fizici, statistici, bioinformatici, inZenjerstvu i mnogim drugim
podru¢jima. Cilj je klasi¢ne teorije Markovljevih lanaca procijeniti stopu konvergencije
do stacionarnosti vjerojatnosne distribucije u vremenu ¢, kako ¢t — co. U posljednja dva
desetljeca, kako se povecao interes za ovu temu, pojavila se drugacija asimptotska analiza.
Naime, zanima nas ciljna udaljenost do stacionarne distribucije; broj koraka potrebnih za
postizanje ovog cilja, tzv. vrijeme mijeSanja (engl. mixing time) Markovljeva lanca, u
oznaci fpix. Za statistiare i fizicare Markovljevi lanci korisni su u Monte Carlo simula-
cijama, posebno za kona¢ne modele, vidi [17]. Vrijeme #yjx moZe odrediti vrijeme rada
za simulaciju. Dodatno, koriste se i kao modeli dinamickih procesa. U isto su vrijeme
matematicari intenzivno proucavali mijeSanje karata i slucajne Setnje po grupama. Spek-
tralne metode 1 vjerojatnosne tehnike, poput tzv. spajanja dvije vjerojatnosne mjere (engl.
coupling'), igrale su vaznu ulogu. Postoje mnoge metode za odredivanje asimptotske ko-
nvergencije u stacionarnost, koje koriste funkcije veli¢ine i geometrije prostora stanja. Prije
svega, proucavanje konvergencije Markovljeva lanca srediSnji je dio moderne teorije vje-
rojatnosti, no postoje veze i s nekoliko drugih matematickih podrucja. PonaSanje slucajne
Setnje na grafu otkriva znaCajke geometrije grafa. Mnogi fenomeni, koji se mogu primijetiti
kod konac¢nih grafova, takoder se javljaju u diferencijalnoj geometriji [1].

U ovom poglavlju navodimo neke osnovne definicije i svojstva Markovljevih lanaca
koji su nam potrebna za razumijevanje metode opisane u radu.

!Spajanje dvije vjerojatnosne mjere u i v na skupu S je par sluajnih varijabli (X,Y) koje imaju za-
jednicku distribuciju g na S X S, tako da su marginalne distribucije dane sa P(X = x) = Z)‘ES q(x,y) = u(x) te
P(Y=y)=)" s q(x,y) =v(y), zasvaki x,y € S.
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2.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 2.1.1. Neka je S skup. Slucajan proces s diskretnim vremenom i prostorom
stanja S je familija X = (X, : n > 0) slucajnih varijabli (ili elemenata) definiranih na nekom
vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) s vrijednostima u S . Dakle, za svakin >0, je X, : Q — S
slucajna varijabla.

Definicija 2.1.2. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q, %7 ,P), s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako
vrijedi

PXpv1 = j| Xpn =1, Xp-1 = in-1,..., X0 = i0) = P(Xn+1 = j| X = 0), (2.1)
za svakin > 01 za sve iy, ...i,—1,1, j € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro defini-
rane. Svojstvo u relaciji (2.1) naziva se Markovljevim svojstvom.

Slika 2.1: Markovljevo svojstvo

P(buducnost|sadadnjost, proslost) = P(buducnost|sadadnjost)

Pretpostavimo da se nalazimo u vremenskom trenutku n. Tada vrijeme n + 1 predstavlja
neposrednu buducnost, dok vremena 0,1,...,(n — 1) predstavljaju proslost. Markovljevo
svojstvo nam govori da je ponaSanje Markovljeva lanca u neposrednoj buducnosti, uvjetno
na sadasnjost i proslost, jednako ponasanju Markovljeva lanca u neposrednoj buducnosti,
uvjetno na samo sadas$njost. Dodatno, Markovljev lanac zovemo i Markovljev proces.

Definicija 2.1.3. Neka je u = (u; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je P =
(pij : i,j € ) stohasticka matrica. Sluc¢ajni proces X = (X, : n > 0) definiran na vjerojat-
nosnom prostoru (Q, % ,P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s pocetnom
distribucijom p i prijelaznom matricom P ako vrijedi

(i) P(Xo=i)=p;, zasvei€s,

(ii) P(Xps1 = j| Xn =0, X1 =ip-1,..., X0 =l0) = pij, zasvakin>0izasveiy,...,i,j€
S.

Radi jednostavnosti, Markovljev lanac iz definicije 2.1.3 zovemo (u, P)-Markovljevim
lancem. U radu ¢emo pretpostaviti da je skup stanja S konacan. Na slici 2.2 vidimo primjer
jednog Markovljeva lanca s Cetiri skupa stanja (1,2, 3,4) i matricom prijelaza P. Strelice iz
pojedinih stanja oznacavaju moguce tranzicije, a brojevi pored vjerojatnosti tih tranzicija.

Zarazumijevanje evolucije Markovljeva lanca vazno je znati koji su putevi kroz prostor
stanja moguci. Postavlja se pitanje koja stanja lanac uopée moze posjetiti krenuvsi iz nekog
zadanog stanja.
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Slika 2.2: Prikaz primjera Markovljeva lanca i pripadna matrica prijelaza iz mogucih sta-
nja. Primijetimo kako je suma svakog reda matrice P jednaka 1 (jer je matrica P sto-
hasticka).

0.1

0.1 03 0 06
p_|04 02 0.1 03

0 08 0 02
0.6 02 0 02 06

Definicija 2.1.4. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prostorom stanja S i prije-
laznom matricom P. Za B C S definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa kao

Tp=min{n >0: X, € B}, (2.2)

uz konvenciju da je min@ = co. U slu¢aju B ={j} za j € S zbog jednostavnosti pisemo T
umjesto preciznijeg T .

Ako je u pocetna distribucija Markovljeva lanca X = (X, : n > 0) definiranog na vjero-
jatnosnom prostoru (€2, ¥, P) sa skupom stanja § takvadaP(Xo=1i)>0,i€ S, tada moZemo
definirati uvjetnu vjerojatnost P; na sljedeci nacin

P;(A) = P(A|Xo =), za bilo koji dogadaj A € ¥

Definicija 2.1.5. Za stanja i, j € S kaZemo da je j dostizno iz i u oznaci i — j ako vrijedi
Pi(Tj < 00) > 0. (2.3)
Dodatno, stanja komuniciraju, u oznaci i «<— j, ako vrijedii — ji j — i.

Relacija komuniciranja relacija je ekvivalencije na S X §, stoga inducira particiju pros-
tora stanja S na klase. Sva stanja iz jedne klase medusobno komuniciraju.
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Definicija 2.1.6. Markovljev lanac X je ireducibilan ako se prostor stanja S sastoji samo
od jedne klase komuniciranja, t.j., za sve i, j € S vrijedi i < ].

Na slici 2.3 prikazana su dva Markovljeva lanca. Prvi nije ireducibilan, jer npr. jednom
kada dodemo u stanje 3 ili 4, ne moZemo doci viSe u stanje 1 ili 2. Druga slika prikazuje
kako, nakon S$to na lijevi lanac dodamo mogucnost prelaska iz stanja 4 u stanje 1, lanac
postaje ireducibilan.

Slika 2.3: Tlustracija svojstva ireducibilnosti Markovljeva lanaca. Lijeva slika prikazuje
lanac koji nije ireducibilan zbog Cinjenice da kada jednom dodemo u stanje 3 ili 4 ne
mozemo dod¢i u stanje 1 ili 2. Desni je lanac ireducibilan, svako stanje je dostizno iz svih
ostalih.

0.3 0.3

2.2 Granicna i stacionarna distribucija

Nadalje, definiramo grani¢nu i stacionarnu distribuciju, pokazujemo njihovu vezu te rjesa-
vamo pitanje egzistencije grani¢ne distribucije.

Definicija 2.2.1. Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja S i
prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucijan = (r;:i € S)na S je stacionarna dis-
tribucija (ili invarijantna distribucija) Markovljeva lanca X (odnosno prijelazne matrice
P) ako vrijedi

m=nP, 2.4)
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odnosno po komponentama

= Zﬂkpkj, za svej€S. (2.5)
keS

Teorem 2.2.2. Neka je S konacan skup stanja, te pretpostavimo da za neki i € S,

lim pg.l) =7}, zasve jE€S,

n—0o

gdje je pg?) =Pi(X,, = j). Tada je n = ( : j € S) stacionarna distribucija.

2= fimpl = lim > pi) =1,

JeS Jjes JeS

Dokaz. Vrijedi

pa je m vjerojatnosna distribucija. Zamjena limesa i sume opravdana je zbog konacnosti
skupa S . Nadalje,

e D) _ W |
nj = lim p? = limyeop; ™ = lim Y ppiy =D mipj.
keS keS

Dakle, 7 je stacionarna distribucija. O

Definicija 2.2.3. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac na skupu stanja S s prijelaz-
nom matricom P. Vjerojatnosna distribucija n = (n; : i € §) na S naziva se granicnom
distribucijom Markovljeva lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako za sve i, j € S vri-
Jjedi
lim p;}) =

Definicija 2.2.4. Niz 1 = (A;:i € S) naziva se mjera ako je A; € [0,00) za sve i € S. Mjera A
Jje netrivijalna ako postojii € S takav da je A; > 0. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac
s prijelaznom matricom P. Netrivijalna mjera A na S je invarijantna mjera Markovljeva
lanca X(odnosno prijelazne matrice P) ako vrijedi

A= AP,

odnosno po komponentama

/lj:Z/lkpkj, za svej€ES.
keS

Definicija 2.2.5. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac na skupu stanja S s prijelaznom
matricom P. Za stanje i € S oznacimo s d(i) najveci zajednicki djelitelj (nzd) skupa {n >
1 : pi. >0}, gdje je d(i) = 1 ako je taj skup prazan. KaZemo da je stanje i aperiodicno ako
je d(i) = 1. U suprotnom je i periodicko stanje, a d(i) njegov period.
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Teorem 2.2.6. Neka je u proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja S. Pret-
postavimo da je X = (X,, : n > 0) (u, P)-Markovljev lanac koji je ireducibilan i aperiodican
te ima stacionarnu distribuciju n. Tada je

lim P(X,, = j) =n;, zasvejeS. (2.6)
n—o00
Specijalno,
lim pY =x;,  zasveijes, 2.7)
n—>0oo

t.j. stacionarna distribucija ujedno je i granicna.

Dokaz. Vidi [18], 53.-54. stranica. |

Slika 2.4: Stacionarna distribucija Markovljeva lanca iz primjera prikazanog na slici 2.2

10:- |

L' pd
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o 0 10 2

0 30 an 50

Jo$ jedno zanimljivo svojstvo vezano za ponasanje Markovljeva svojstva je ergodi¢nost.
Ako je lanac ireducibilan, tada je i ergodican. Pretpostavimo da imamo funkciju f na skupu
stanja S koja preslikava u R. Tada moZemo definirati srednju vrijednost ove funkcije duz
odredene putanje i prostornu sredinu, srednju vrijednost funkcije po skupu stanja S oteZanu
stacionarnom distribucijom.

Ergodski teorem govori nam da je vremenska srednja vrijednost, kada putanja postane
beskrajno duga, jednaka prostornoj sredini, tj. za n € N, imamo

n—1
1
lim =" f(X) =Y _a(e)fe).
i=0

ecE
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2.3 Markovljevi lanci unatrag

Markovljevo svojstvo kaze da su buducnost i proslost uvjetno nezavisni uz danu sadasnjost.
Prema tome, proslost i budu¢nost simetri¢ne su, Sto sugerira da Markovljev lanac proma-
tramo u vremenu koje teCe unatrag. S druge strane, po teoremu o grani¢noj distribuciji
jasno je da distribucija koncentrirana u danom stanju teZi prema stacionarnoj distribuciji
kada vrijeme teCe unaprijed. To pokazuje da potpunu simetriju u vremenu ne¢emo moci
dobiti osim u slucaju da je i poCetna distribucija lanca stacionarna.

Definicija 2.3.1. Za stohasticku matricu P i mjeru A kaZemo da su u detaljnoj ravnoteZi
ako vrijedi
/ll'pijZ/ljpji, za svei,jE€S.

Pretpostavimo da u stanju i imamo masu veliine 4;, a u stanju j masu A;. Redistribu-
iramo li te mase s pomocu prijelazne matrice P, iz stanja i u stanje j odlazi masa A;p;; ,
dok iz stanja j u stanje i dolazi jednaka masa A;p ;. To pokazuje da je A invarijantna mjera
za P.

Lema 2.3.2. Ako su P i A u detaljnoj ravnoteZi, tada je A invarijantna mjera za P.

Definicija 2.3.3. Neka je A distribucija na S. Za ireducibilan (A, P)-Markovljev lanac
X = (X, : n > 0) kaZemo da je reverzibilan ako je za sve N > 1 (Xy—, : 0 <n < N) ponovno
(4, P)-Markovljev lanac.

Tipi€an su primjer reverzibilnih Markovljevih lanaca slucajne Setnje na grafovima.

Primjer 2.3.4. Neka je G povezan, lokalno konacan graf, G = (V, E), gdje je V skup vr-
hova, a E skup bridova. Na skup bridova gledamo kao na podskup Kartezijeva produkta
V XV sa svojstvom (i, j) € E ako i samo ako je (j, i) € E (ako brid povezuje vrhove i i j,
onda povezuje i vrhove j i i). Povezanost grafa znaci da za svaka dva vrha i, j € V postoji
konacan niz bridova (i, iy), (i1, i2), ..., (in, j) koji povezuju ta dva vrha, §to se postize kada
je lanac ireducibilan.? Lokalna kona¢nost znaéi da iz svakog vrha izlazi najvise kona¢no
mnogo bridova. Pretpostavimo da je svakom bridu e € E pridruZen strogo pozitivan broj
ce koji zovemo provodljivost brida. Dakle, ¢ : E — (0, 00). Ako je e = (i, j) = (J, i), piSemo
Ce = cjj = cji. Ako (i, j) ¢ E imamo c;; = 0. Za vrh i € V definiramo kapacitet tog vrha kao
Ci = ) ey Cik- Slucajna Setnja na G Markovljev je lanac X = (X, : n > 0) sa skupom stanja
V 1 prijelaznom matricom P = (p;; : i, j € V) gdje je

Cij
Dij = o

ZPrema definiciji 2.1.6, ireducibilnog lanca, znamo da sva stanja medusobno komuniciraju, §to zna¢i da
postoji put izmedu njih. Dakle, ireducibilan graf je povezan. Dodatno, vrijedi i obrat.
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Drugim rije¢ima, Setnja iz vrha i prelazi u jedan od susjednih vrhova s vjerojatno$¢u pro-
porcionalnom provodljivosti odgovarajuceg brida. Zbog pretpostavke o povezanosti grafa
slijedi da je Setnja X ireducibilna. Stavimo ¢ = ),y ¢;, te definiramo 7 = (7; : i € V) sa

Ci

;= —.
C

Tada je
ciCij _ Cij _ CjCij
Mipij=—— =— = —— =7;pji
R
odnosno P i r su u detaljnoj ravnoteZi. To pokazuje da je & stacionarna distribucija od X te
da je X reverzibilan.

Na slici 2.5 vidimo dvije moguce putanje izmedu slucajno odabranih tocaka. Putanja
koju napravi slucajna Setnja, oznaCena zelenom bojom, kre¢e duz geometrijske strukture.
S druge strane, narancasti put je najkraéi put izmedu odabranih toc¢aka, ali on nam ne daje
nikakve informacije o strukturi podataka.

Slika 2.5: Dvije moguce putanje slucajne Setnje izmedu dvije slucajno odabrane krajnje
tocke. U analizi nelinearnih struktura, pozeljni su putevi koje slucajna Setnja postize duz
geometrijske strukture (put oznacen zelenom bojom).

2.4 Spektralna svojstva tranzicijske matrice
reverzibilnog lanca

Sljede¢om lemom pokazujemo osnovne Cinjenice svojstvenih vrijednosti matrice prijelaza
reverzibilnog Markovljeva lanca.
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Lema 2.4.1. Neka je P tranzicijska matrica konacnog Markovljeva lanca.
(i) Ako je A svojstvena vrijednost od P, onda je |A| < 1.

(ii) Ako je P ireducibilan Markovljev lanac, svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj
vrijednosti 1 je jednodimenzionalni prostor generiran vektorom 1:= (1,...,1)T.

Dokaz. Za bilo koju funkciju f vrijedi

1P flleo = max| Y~ PCe,y) fO)] < 1 lleo- (2.8)

yeQ

Neka je ¢ svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti 4. Tada imamo Py = Ap
pa vrijedi || Pyl = |Alll¢lle. Kako (2.8) vrijedi za bilo koju funkciju f, posebno vrijedi i za
¢ pa imamo

1Pelloo = 12l1¢llco < llplleo,

iz Cega slijedi tvrdnja pod (i).
Nadalje, uvrsStavanjem dg = 1 u Py = Ag i koriStenjem Cinjenice da je P stohasticka
matrica slijedi tvrdnja pod (ii). O

Oznacimo sa (-,-) standardni skalarni produkt na RS, dan sa ( 1,8 = ers f(x)g(x).
Nadalje, definiramo joS$ jedan skalarni produkt, u oznaci (:,-),:

(f,8)r =Y [g(X)m(x),

xeSs

L?(rr) ozna&ava vektorski prostor RS s upravo definiranim skalarnim produktom. Budu-
¢i da elemente RS smatramo funkcijama, sa S u R, svojstvene vektore matrice P nazivamo
jos svojstvenim funkcijama. Kako smo ve¢ spomenuli, tranzicijska matrica P reverzibilna
je u odnosu na stacionarnu distribuciju 7 ako vrijedi n(x)p(x,y) = 7(y)p(y, x) za svaki x,y €
S, gdje je S skup stanja, a p(x,y) = P(X]; = x| Xo = y). Posebno, za ¢ > 0, vjerojatnost
prijelaza iz x u y u ¢ vremenskih koraka dana je p;(x,y). Preciznije, p,(x;,x;) = P(X; = x; |
Xo=xj) = Pfj. Izraz P'(x,y) upotrebljavamo pod pretpostavkom da postoje indeksi i, j takvi
da x = x;, ay = x; 1 tada je ta vjerojatnost jednaka Pﬁj. Vrijedi sljedeca lema koja nam daje
svojstvenu dekopomoziciju potrebnu za uspjeSnost difuzijskih preslikavanja.

Lema 2.4.2. Neka imamo reverzibilan Markovljev lanac s matricom prijelaza P i staci-
onarnom distribucijom n, skupom stanja S = {xg,...,Xp—1} in =15

-1
(i) Prostor (RS ,{-,-)x) ima ortonormiranu bazu koju formiraju svojstvene funkcije { f]}’;: 0

n—1

matrice P koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima {1 j}j:O'



POGLAVLIJE 2. MARKOVLIJEVI LANCI 18

(ii) Za x = xj, y = xx, i,k €{0,...,n—1} i bilo koje vrijeme t, matrica P ima sljedecu
dekompoziciju
P'(x,y)
m(y)

n—1
=) fi®fAL
j=0

(iii) Svojstvena funkcija f| koja odgovara svojstvenoj vrijednosti 1, moZe biti konstantan
vektor 1, sto implicira sljedece

P'(x,y) —
el ;ﬁmfj(ym;.

Dokaz. Definiramo A(x,y) 1= & ))P(x, y), gdje iz reverzibilnosti od P slijedi simetri¢nost

(x
V()
od A. Spektralni teorem? za simetri¢ne matrice nam pokazuje kako prostor (RS, {-,-)) ima
ortonormiranu bazu {¢ j}?;é tako da je ¢; svojstvena funkcija s realnom svojstvenom vri-
jednosti 4;

Direktnim uvrStavanjem vrijedi da je /7 (korijen iz stacionarne distribucije) svojstveni
vektor od A za svojstvenu vrijednost 1. Ozna¢imo s D, dizjagonalnu matricu takvu da za
x = x; vrijedi Dy(x,x) = 71(x), tada vrijedi A = D}/*PD;'?. Dodatno, f; := D;'¢; je
svojstveni vektor od P tj. vrijedi

3

-1/2 1/2,71/2 py—1/2 -1/2 -1/2
Pfj=PD;'"?p; = D;*(DY*PD; g = D Ap; = D P20, = A
Skup {f;} je ortonormiran u odnosu na skalarni produkt -, -):
8ij = 1.0) = (D> ;,D3” ;) = (fir )

Prva jednakost slijedi iz ¢injenice da je skup {¢;} u odnosu na standardni skalarni produkt,
pa je dokazana tvrdnja pod (i).
Neka je 6, funkcija definirana s

1 ako je y = x,
0y(x) = :
0 ako je y # x.

Unitarni prostor (RS ,{-,-)) ima ortonormiranu bazu® { Jos---» fu—1}, pa moZemo svaki
element v tog prostora jedinstveno prikazati kao v = Z?:_ol Bifi. Skalarnim mnoZenjem

3Realna simetri¢na matrica A € M,,, ima n ortogonalnih svojstvenih vektora s realnim svojstvenim vri-
jednostima.
4Ortonormiran skup u unitarnom prostoru je ortonormirana baza ako je taj skup ujedno i baza prostora.
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prethodne jednakosti s fi, zbog ortogonalnosti elementa, dobivamo Sy = (v, fi)r za sve
k=0,...,n— 1. Dakle, funkciju 6,(x) definiranu gore moZemo prikazati kao

n—1 n—1
8y =Y By fdafi= D [T
j=0 J=0

Nadalje, povratom na notaciju s indeksima, za x = x; i y = x; vrijedi sljedece

P’éy(x) = eﬁPtek

[pi(x1,x1) -+ pilx1,x%) o pix1,x)][ O]
=[0 -1 0 || pixix)) - pilxiox) - pilxinxa) || 1
J%(xhaxl) cee lh(xh’xk) cee l%(xhaxn)_, 0 ]

[ pl(x17xk) ]

:[0 S T 0] Pz(x;',xk)

L pl‘(xl’l’xk) |
= pl('xhxk) = PZ(X,)’)’

gdje je ex kanonski vektor (stupac) s jedinicom na k-tom mjestu.
Iz P'fj = X.fj i P'(x,y) = (P'6y)(x) imamo

n—1

Pl(x,y) = Y i) £i(),

j=0
pa dijeljenjem gornje jednadzbe s n(y) slijede tvrdnje pod (ii) 1 (ii1). O
Stoga za funkciju f: S — R vrijedi

n—1

P'f = (f. fiafidls (2.9)

Jj=1

2.5 Uvod u vrijeme mijeSanja Markovljeva lanca

Kako bismo analizirali asimptotsko ponasanje kona¢nog Markovljeva lanca i odredili br-
zinu konvergencije, moramo odabrati odgovarajucu metriku na prostoru distribucija.
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Definicija 2.5.1. Ukupna udaljenost varijacija (engl. total variation distance) izmedu dvije
vjerojatnosne distribucije r i v na skupu stanja S definirana je s

|l = vllry = max |u(A) —v(A)|.
AcCS

Dakle, udaljenost izmedu u i v najveca je razlika izmedu pripadnih vjerojatnosti ako
idemo po svim dogadajima.

Nadalje, predstavljamo sljedeci teorem koji je od kljune vaznosti za daljnju provjeru
brzine konvergencije prema stacionarnoj distribuciji 7.

Teorem 2.5.2 (Teorem o konvergenciji). Neka je X ireducibilan i aperiodican Markovljev
lanac, s matricom prilaza P, skupom stanja S i stacionarnom distribucijom n. Tada postoji
a€{0,1Yi C >0 takvi da
m%XHPt(x,-)—ﬂIITV <Ca'. (2.10)
X

Kako bismo ograni¢ili maksimalnu udaljenosti izmedu P'(x,-) i , prikladno je defini-
rati
d(t) := max||P'(x,") — 7l|7v. (2.11)
xeS

Nadalje, kao $to je ve¢ spomenuto na pocetku ovog poglavlja, korisno je uvesti pojam
vremena mijeSanja (engl. mixing time ), koji mjeri vrijeme potrebno Markovljevu lancu do
stacionarnosti u odnosu na parametar greske €. Definiramo,

tmix(€) ;= min{zr : d(t) < €}.

2.6 Vrijeme relaksacije

Za svaku tranzicijsku matricu P reverzibilnog Markovljeva lanca (sa skupom stanja §),
koriste¢i 2.4.1 mozemo svojstvene vrijednosti oznaciti u padajuem poretku:

Il=A0>41 > >A,-1 >2-1.
Definiramo
Ay := max{|1] : Aje svojstvena vrijednost od P, 1 # 1}. (2.12)

Razliku y. = 1 — A, nazivamo apsolutna spektralna praznina (engl. spectral gap). Prema
lemi (2.4.1) slijedi da je P aperiodi€an i ireducibilan, tada y. > 0. Spektralna praznina
reverzibilnog lanca definiran je s y := 1 — A».
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Definicija 2.6.1. Vrijeme relaksacije (engl. relaxation time), u oznaci t,., reverzibilnog
Markovljeva lanca s apsolutnom spektralnom prazninom vy, je

trel = i (2.13)

*

U knjizi [4] detaljno je obradena veza izmedu vremena relaksacije, mixing vremena 1
stacionarne distribucije Markovljeva lanca.
Nadalje, kako vrijedi E,(f) = ZyeS JSO)n(y), slijedi da

Ex(P'f) =) (P')(x)m(x)

xes§

=) ) fO)P xy)m(x)

xeS yeS§

=) f(> _Px.ym(x) (kako je x stacionarna distribucija, iz (2.5) slijedi)
yes xeS§

= fOI() = Bx(f).

yes

Prvi svojstveni vektor od P! je vektor jedinica f; = 1 pa moZemo pisati E(P'f) = Ex(f) =
(P'f, f1)x 1 prema (2.9) slijedi da

IS

P'f=En(P'f) = (fofiufid

j=2
Kako je skup {f;} ortonormiran u odnosu na skalarni produkt (-, -), slijedi

Vary(P'f) = (P'f —=Ez(P'f), P' f =Ex(P'f))n
5] |

=D (LI <=7 (fofide
Jj=2

Jj=2
Primijetimo da

S| N

D X Sidr =D A —EBa(f) = Bx(f*) ~ Ex(f) = Vara(f),
j=2 j=1

pa dobivamo jedno operativno znacenje vremena opustanja pokazano u ([4]) iz sljedece
nejednakosti:
Var(P'f) < (1 —y.)* Varg(f). (2.14)



POGLAVLIJE 2. MARKOVLIJEVI LANCI 22

Prema teoremu konvergencije ( ([4], 52. str) P’ f(x) — E.(f), za bilo koji x € §, P'f se
pribliZzava konstantnoj funkciji. S pomocu prethodne nejednakosti moZe se donijeti kvan-
titativni iskaz: ako je ¢ > t,,;, tada je standardna devijacija od P’ f ograni¢ena s umno$kom
1/e i standardne devijacije od f. Sljedeca dva teorema pokazuju veze izmedu t,; 1 tix.

Teorem 2.6.2. Neka je P tranzicijska matrica reverzibilnog, ireducibilnog Markovljeva
lanca sa skupom stanja S te myin = minyes m(x). Tada vrijedi

1
tmix(f) < log( - trel)-

min

Teorem 2.6.3. Za reverzibilan, ireducibilan i aperiodican Markovljev lanac

Imix(€) = (trei — l)log(zie) (2.15)

Dokazi prethodna dva teorema i1 nejednakosti (2.14) nalaze se u ([4], 159. - 160.str).



Poglavlje 3

Teorija difuzijskih preslikavanja

3.1 Modeliranje preko grafova

Brojne tehnike rudarenja podataka (engl. data mining) i strojnog ucenja oslanjaju se na
algoritme bazirane na grafovima. U pogledu strukture podataka, grafovi su jednostavni,
interpretabilni i pogodni za predstavljanja sloZenih odnosa izmedu podataka. TeZinski gra-
fovi obic¢no se koriste kako bismo predstavili pojam geometrije temeljene na lokalnoj sli-
¢nosti ili interakciji izmedu podataka. U mnogim je situacijama svaki uzorak podataka
predstavljen skupom numerickih atributa pa se tada uvjet za povezanost izmedu dva ¢vora
temelji na blizini odgovarajucih podataka u prostoru znacajki. U kontekstu mreza (npr.
druStvene, raCunalne, komunikacijske ili transportne mreze) podatci se prirodno modeli-
raju s pomocu grafova. Primjerice, metode s grafovima igraju veliku ulogu u kvantitativ-
nom modeliranju drustvenih mreza. U kombinaciji s tehnikama na Markovljevim lancima,
metode temeljene na grafovima mogu biti vrlo uspjesne. Kod klasifikacije i grupiranja,
sluCajna Setnja na grafovima pokazala se vrlo u¢inkovitom u pronalazenju odgovarajucih
struktura u sloZenoj geometriji. Na primjer, u [12], L' udaljenost ! izmedu vjerojatnosti
prijelaza koristi se kao metrika izmedu podatkovnih tocaka u svrhu odredivanje klasa. Po-
kazalo se da je ova tehnika prili¢no uspjes$na kada podatci imaju nelinearne oblike. Za spek-
tralno grupiranje na grafu gradimo Markovljev lanac, a predznak vrijednosti nekonstant-
nog svojstvenog vektora odgovarajuée prijelazne matrice koristi se za pronalazenje grupa i
racunanje rezova [7].

Na slici 3.1 imamo dvije spirale sa Sumom, s istaknutim toc¢kama A 1 B (slika preuzeta
iz [9]). U idealnom slucaju najkraci put izmedu A i B trebao bi slijediti granu spirale
(lijevo). Medutim, neke realizacije mogu stvoriti precace, Sto drasti¢no smanjuje duljinu
najkrace staze (desno).

1Zax=(x1,....x) 1y =O1seesdn), dp(x,y) = T xi = yil-

23
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Slika 3.1: Prikaz dviju putanja slucajne Setnje na spirali. Slika lijevo prikazuje putanju
koja se krece duz geometrijske strukture podataka, dok je desna putanja kraca i ne daje
informativnost o strukturi.

3.1.1 Razliciti grafovi slicnosti

Postoji nekoliko popularnih konstrukcija transformacije danog skupa podataka {xp,...,x,}
sa sli¢nostima parova tocaka ili udaljenosti tocaka na grafu. Pri konstruiranju grafova
sli¢nosti cilj je modelirati odnose lokalnog susjedstva izmedu podataka.

o Graf e-susjedstva

Ovdje se povezuje sve tocke Cija je medusobna kvadratna udaljenost manja od €. Ako
uzmemo u obzir euklidsku udaljenost, ovaj uvjet znaci ||x; — x j||2 < e. Kako su uda-
ljenosti izmedu svih povezanih toc¢aka priblizno iste (najviSe €), teZine na rubovima
ne bi povecavale informativnost podataka. Geometrijska motivacija i ¢injenica da je
ovakva veza prirodno simetri¢na prednost je ovog pristupa. Njegov je nedostatak Sto
vodi do nekoliko povezanih komponenti te je ponekad teSko izabrati parametar €.

o QGraf k najblizih susjeda

Cvorovi i i j povezani su ako je j medu k najblizih susjeda od i. Ova je relacija
simetricna. Prednost ovog pristupa je njegova jednostavnost te Cinjenica da ne tezi
nepovezanom grafu.

e Potpuno povezan graf

Ovdje jednostavno povezujemo sve tocke s pozitivnom funkcijom sli¢nosti k. Kako
bi graf trebao predstavljati odnose lokalnog susjedstva, ova je konstrukcija korisna
samo ako sama funkcija sli¢nosti modelira lokalno okruzenje. Primjer je takve funk-
cije slicnosti je Gaussova jezgra definirana u idu¢em poglavlju.
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3.2 Povezanost tocaka

Neka je (X, A,u) izmjeriv prostor, X je metricki prostor, a 4 mjera na (X, A). Pretpos-
tavimo da na skupu X definiramo slucajnu Setnju (X, ¢ > 0), skakanje izmedu tocaka tog
prostora, (vidi sliku 2.2). Za X = {x1,...,x,}, gdje je svaki x; € R?, u = (ui,u2,...,Mn)
predstavlja poCetnu distribuciju slucajne Setnje, tj. u; = P(Xo = x;). Izmedu toCaka prostora
definiramo tzv. difuzijsku jezgru k : X X X — R. Takva nenormirana vjerojatnosna funkcija
k definira lokalu mjeru sli¢nosti u odredenom podrucju izvan kojeg funkcija brzo tezi u 0.
Popularna Gaussovska jezgra jedan je primjer takve funkcije, za & > 0:

Jlx =y
—

k(x,y) = exp (—

Susjedstvo ili okruzenje oko neke tocke x u prostoru mozemo definirati kao skup svih
elemenata y za koje vrijedi k(x,y) > € gdje je 0 < € < 1. Unutar tog podrucja vjerujemo u
tocnost nase mjere slicnosti (npr. euklidska udaljenost). Promjenom vrijednosti € u Ga-
ussovoj jezgri biramo veli¢inu susjedstva na temelju prethodnog znanja o strukturi i gustoéi
podataka. Nadalje, u ovom je radu pokazano koliko je klju¢an odabir ovog parametra i ko-
liko utjeCe na dobivene rezultate. Osim Gaussove, moguce su i druge jezgre te je Cesto
izbor ispravne jezgre presudan za uspjeSnost metode.

Jezgra k zadovoljava sljedeca svojstva:

1. k je simetri¢na: k(x,y) = k(y, x),
2. k je pozitivna: k(x,y) > 0.

Ona predstavlja neki pojam sklonosti ili sli¢nosti izmedu toCaka skupa X jer opisuje
odnos izmedu parova tocaka, pa moZemo promatrati podatkovne tocke kao ¢vorove sime-
tricnog grafa ¢ija je teZinska funkcija k. Dodatno, karakterizira definiciju lokalne geome-
trije skupa X, s obzirom na to da ¢e izvu¢i specificne znacajke skupa podataka, za razliku
od globalnih metoda poput analize glavnih komponenti ili viSedimenzionalnog skaliranja
gdje se uzimaju u obzir sve korelacije izmedu podataka. Ovdje polazimo od ideje da su u
mnogim aplikacijama visoke korelacijske vrijednosti jedina znacajna informacija u skupu
podataka. Ova pojava ilustrirana je u dodatku A definiranjem jednoparametarske familije
jezgrenih funkcija. Nakon dobro odabrane jezgre, odgovarajuce se difuzije mogu koristiti
za analizu geometrije, statistike ili neke dinamike podataka.

Bilo kojem reverzibilnom Markovljevu procesu moze se pridruZiti simetri¢ni graf te
obratno, iz grafa definiranog s (X, k) moZe se konstruirati reverzibilni Markovljev lanac
(X;:t>0) na X. U razli¢itim podru¢jima primjene ova je tehnika klasi¢na i poznata kao
konstrukcija normaliziranog Laplaciana grafa. Neka je

d(x) = fx K(xy)du(y)
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lokalna mjera volumena (ili stupnja u grafu)?.

Vidjet ¢emo kasnije u radu da nam prvo svojstvo simetri¢nosti funkcije £ omogucava
korisna spektralna svojstva difuzijske matrice definirane u 3.2.1. Drugo svojstvo omogu-
¢uje nam tumacenje difuzijske jezgre kao skalirane vjerojatnosti, tako da vrijedi

1
%Lk(x,y)dﬂ@): L.

Promotrimo slu€ajnu Setnju na X. Intuitivno, znamo da je skok na obliZnju tocku u po-
datcima vjerojatniji od skoka na drugu koja je daleko. Ovo promatranje daje odnos izmedu
udaljenosti medu tockama u karakteristicnom prostoru i vjerojatnosti prijelaza slucajne
Setnje. Stoga mozemo definirati povezanost izmedu podatkovnih tocaka x i y kao vjerojat-
nost prelaska s x na y u jednom koraku slucajne Setnje

k(x,
povezanost(x,y) = p(x,y) = S y)’ (3.1
d(x)
gdje je d(x) normalizacijska konstanta, a p(x,y) = P(X;+1 =y | X; = x).
Takoder vrijedi
f p(x,y)du(y) = 1.
X

Definicija 3.2.1. Neka je X = {x1, ..., x,} skup tocaka. Definiramo matricu povezanosti K

tako da vrijedi K;j = k(x;, x;) i dijagonalnu matricu D tako da vrijedi

n
Di=Y Kij.
j=1

Posebno, d(x) = Dj;, zax=x;,i€{l,...,n}.
Dodatno, definiramo difuzijsku matricu P (matricu prijelaza) tako da vrijedi

Pij = p(xi,xj) = P(Xp41 = xj | X; = x)).

Svaka vrijednost upravo definirane matrice P osigurava povezanost izmedu dvije tocke
x; 1 xj te obuhvaca ono $to se zna lokalno. Kao $to smo gore definirali, svaka vrijednost ova
matrica predstavlja vjerojatnost kretnje jednog koraka Markovljeva lanca. ToCnije, P;; je
vjerojatnost prijelaza u toCku x; poCevsi iz x; u jednom koraku. Potenciranjem difuzijske
matrice P pove€ava se broj predenih koraka izmedu tocaka. Na primjer, uzmimo difuzijsku

matricu 2 X 2
P11 P12
P= .
[le Pzz]

2Opéenito, stupanj vrha u grafu je broj vrhova koji su incidentni s njime. U naSem slu¢aju teZinskog
grafa taj broj vrhova je otezan pa se definicija svodi na zbroj tezina bridova.
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Kao $to je definirano gore, svaki element P;; = p(x;, x;) predstavlja vjerojatnost pri-
jelaza u jednom vremenskom koraku od ¢vora x; do Cvora x;. Kvadriranjem matrice P
dobivamo

p2_ |PuPu+PubPan PoPp+PulPn
P1Pia+PnPy1 PuPyn+ PP

Primijetimo da je, na primjer, prvi element ove matrice P1{P11 + P12P21, §to je zbroj
dvije vjerojatnosti: vjerojatnost ostanka u tocki x; u 2 koraka i vjerojatnost prelaska u
tocku x> pa ponovno vracanje u xi.

Na slici 3.2 vidimo prikazane matrice prijelaza P i njenih potencija (zat=8,¢t=16,1=
32) za podatke iz primjera 3.3.1. Podatci su sortirani po grupama, tako da je na matrici
vidljiva grupacija podataka. Za manje potencije grupe su prepoznatljive, ali ve¢ za t = 32
podatkovne tocke imaju velike vjerojatnosti prelaska iz jedne u drugu grupu.

S glediSta analize podataka, razlog je za proucavanje ovog Markovljeva lanca taj Sto
matrica P sadrzi geometrijske informacije o skupu podataka X. Doista, tranzicije koje
definira izravno odraZavaju lokalnu geometriju koju definiraju neposredni susjedi svakog
¢vora u grafu. Za t > 0, vjerojatnost prijelaza iz x u y u ¢ vremenskih koraka dana je s
pi(x,y), dobivene iz P', tj. vrijedi p,(xi,xj) = P(X; = xj| Xo = x;) = P;j.. Jedna je od glavnih
ideja da ¢e nam kretanje lanca naprijed ili, ekvivalentno, uzimanje vecih potencija od P,
omoguciti otkrivanje relevantne geometrijske strukture skupa X u razliitim vremenima

[6].

3.3 Difuzijski proces

Potenciranjem matrice P za rastue vrijednosti od  dobivamo matrice P’ koje nam omo-
gucuju analizu skupa podataka u razli¢itom vremenu ¢. Tako stvaramo difuzijski proces,
neprekidan stohasticki proces koji nam osigurava globalnu povezanost podataka.

S povecanjem vrijednosti od ¢ difuzijski se proces krece naprijed te se povecava vjero-
jatnost da slijedimo put duz osnovne geometrijske strukture skupa podataka. To se dogada
zato Sto su duz geometrijske strukture tocke guste i stoga visoko povezane (povezanost je
funkcija euklidske udaljenosti izmedu dviju tocaka)[6]. Staze se formiraju uz kratke sko-
kove velike vjerojatnosti. S druge strane, staze koje ne slijede ovu strukturu ukljucuju jedan
ili vise dugih skokova male vjerojatnosti koji smanjuju ukupnu vjerojatnost puta. Vjerojat-
nost p;(x,y) tezi u stacionarnu distribuciju mr(y) pa time udaljenosti izmedu tih vjerojatnosti
teze u 0.

Primjer 3.3.1. Slucajno generiramo dvodimenzionalni skup podataka od 200 tocaka s po-
mocu funkcije make _blobs iz sklearn.datasets u programskom jeziku Python. Na pr-
voj slici 3.3 prikazani su podatci, a na drugoj isti podatci obojeni po grupama, tj. prikazani
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kako bi ih algoritam trebao grupirati. Takvu ¢emo grupaciju postici koristeci difuzijske ko-
ordinate definirane u 3.20. Koristimo implementirane algoritme, $to je opisano u dodatku
B gdje su takoder detaljnije opisani parametri algoritma.

Na slici 3.5 prikazani su podatci s pomocu difuzijskih koordinata. U prvom redu dani
su rezultati algoritma za parametre & = 0.0625, k = 201 ¢ = 1, koordinate prepoznaju jednu
grupu (oznaCenu smedom bojom), dok preostale tri grupira zajedno. U drugom su redu
rezultati za parametre € = 0.03125, k =71t =1, gdje se prepoznaju dvije razliCite grupe.
Treci red prikazuje rezultate za parametre € = 1.46658, k =4 1t = 1 uz koje je algoritam
dobro prepoznao sve &etiri grupe. Zeljeni rezultat moZemo postiéi promatrajuéi difuzijsku
matricu u vremenu, bez odabira parametara, $to je prikazano na slici 3.4.

Slika 3.2: Vizualizacija tranzicijskih matrica P, P8, P'® i P32 podatkovnih tocaka iz pri-
mjera 3.3.1. Na prvoj slici vidljivo je postojanje Cetiriju razli¢itih grupa, ali su ve¢ u dru-
gom slucaju grupe manje prepoznatljive.
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Slika 3.3: Prikaz 200 podatkovnih tocaka iz primjera s Cetiri razliCite grupe. Lijevo su
prikazani originalni podatci, a desno isti, ali obojeni po grupama.

1
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Slika 3.4: Rezultati dobiveni koriStenjem zadanih parametara implementiranog algoritma
u 5.1 za podatke iz primjera 3.3.1. Primijetimo kako se grupacija podataka otkriva kako
vrijeme raste, ali se u nekom trenutku gubi. Za ¢ = 20000 vidimo kako algoritam prepoznaje
samo dvije razliCite grupe.
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Slika 3.5: Rezultati difuzijskih preslikavanja za podatke iz primjera 3.3.1. Primjecujemo da
su rezultati drugaciji za razliCite parametre algoritma. Izbor optimalnih parametara kljucan
je za uspjeSnost ove metode.
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3.4 Spektralna analiza Markovljeva lanca

Iz prethodnog odjeljka zakljuCujemo da potenciranje P predstavlja objekt od interesa za
proucavanje geometrijskih struktura skupa X. Potencije nekog operatora mozemo opisati i
analizirati koristeci se sa spektralnom teorijom, tj. svojstvenim vektorima i vrijednostima.
Iako opcenito za prijelazne matrice Markovljevih lanaca postojanje spektralne teorije nije
zajamceno, slucajna Setnja koju smo izgradili pokazuje vrlo posebna matematicka svojstva:

e Ako je graf povezan, Markovljev lanac je ireducibilan i aperiodican, a P ima svoj-
stvene vrijednosti {Ax};>0 takve da vrijedi 1 = Ag > |41] > [Ap| > ---. Tada postoji
jedinstvena stacionarna distribucija dana s

n(y) = thl?o pi(x,y) = do(y),

gdje je ¢g lijevi svojstveni vektor matrice P, pokazano u teoremu 3.4.1. On odgovara
svojstvenoj vrijednosti 4 = 1, a prema primjeru 2.3.4 eksplicitno je dan sljede¢om

formulom
D;;

> iDjj
e Lanac je reverzibilan tj. u detaljnoj ravnotezi (prema primjeru 2.3.4):

m(x)p(x,y) = 7(y)p(y, X). (3.2)

7(x;) = ¢o(x;) =

e Ako je X konacan 1 graf povezan, onda je lanac ergodski.

e Za konacno vrijeme ¢, prema teoremu 3.4.2 dobivamo sljede¢u dekompoziciju
pi(x.y) = go+ > Ayn(0)i(y), (3.3)
k=1

gdje su ¢,y lijevi 1 desni svojstveni vektori matrice P.

Sljedeca dva teorema pokazuju koje su svojstvene vrijednosti od matrice P te kako
vrijedi dekompozicija (3.3). Pretpostavljamo da imamo skup {x;,...,x,}, gdje je svaki
X; € RP.

Teorem 3.4.1. Neka je K simetricna jezgrena matrica takva da K;; = k(i, j) te D dijago-
nalna matrica koja normalizira redove od K tako da vrijedi

P=D7'k. (3.4)

Tada za matricu S definiranu s
1
S =D2PD"2 (3.5)

vrijede sljedeca svojstva:
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e simetricna je,
e ima iste svojstvene vrijednosti kao matrica P,

e : . o _1 . P |
o lijevi svojstveni vektori od S skalirani su s D™2, dok su desni skalirani s DZ.

Dokaz. UvrStavanjem (3.4) u (3.5) dobivamo
S =D KD (3.6)
Kako je K simetric¢na slijedi da je S takoder simetri¢na. Iz (3.5) imamo
P=D"1§D? (3.7)

Kako je S simetri¢na, ona je dijagonalizabilna, pa ima n realnih svojstvenih vrijednosti
{/lk}z;é ¢iji odgovarajuéi svojstveni vektori {vx} Cine ortonormirani skup (koji je baza za
R™). Znamo da tada vrijedi:

S =WAW', (3.8)

gdje je A dijagonalna matrica koja sadrZi svojstvene vrijednosti od S 1 W matrica ¢iji su
stupci ortonormirani svojstveni vektori od S. UvrStavanjem (3.8) u (3.7) imamo

P=D IWAWTD? = (D TW)A(D"Z W)~

Iz posljednje jednakosti slijedi da su desni svojstveni vektori matrice P stupci matrice Q
takve da 1
Q=D"W, (3.9)

dok su joj lijevi svojstveni vektori redovi matrice
o' =D, (3.10)

Dobivamo jednadZbu za svojstvene vektore P u preko svojstvenih vektora v; od S. Desni
svojstveni vektor od P je

Vi = ka_%, (3.11)

dok je lijevi 1
o = v D2, (3.12)
O

Kako su svojstveni vektori {v;} ortonormirani u standardnom skalarnom produktu u R”,
slijedi da su ¢; 1 ¢/ biortogonalni tj. vrijedi

(i j) = 6ij- (3.13)
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Teorem 3.4.2. Difuzijska matrica P ima svojstvenu dekompoziciju danu s

Pij =Y Aelilgel jl, (3.14)
k>0
gdje je
Wil = vili1D™ 2 [, ], (3.15)
ol = weljID2 [ j]. (3.16)

D dijagonalna normalizacijska matrica, a {vy} skup ortonormiranih svojstvenih vektora
simetricne matrice S. Dodatno, svojstveni vektori matrice S formiraju ortonormiranu bazu
za L*(R", dy) te lijevi svojstveni vektori od P formiraju ortonormiranu bazu za L*(R", d#).

Dokaz. Ovaj je teorem analogan lemi 2.4.2. Kako je S simetri¢na matrica, znamo da se
moZe dekomponirati na sljede¢i nain

Sij=Y_ Aliluell. (3.17)

k>0

gdje je {vy} ortonormirani skup svojstvenih vektora od S. Koristeci se (3.15) 1 (3.16),
dobivamo sljedece

wilil = D2[i, il i,
el jl = D21, jlgel i,

iz Cega uvrStavanjem u (3.17) slijedi

Sij= > ADA[iilliD? L, jleiljl.

k>0

Iz relacije (3.7) zakljuCujemo da mnoZenjem slijeva s D_Tl[i, i] 1 mnoZenjem zdesna s
D% [J, /] dobivamo dekompoziciju matrice P kao u (3.14).

Prema lemi 2.4.2 svojstveni vektori {vy} formiraju ortonormiranu bazu za L*(R™, du) te
uz koristenje (3.11) 1 (3.12), mozemo lako vidjeti da lijevi svojstveni vektori formiraju bazu
za Lz(R",dF”). Koeficijenti {Axyr[i]} u (3.14) osiguravaju koordinate vektora difuzijske
matrice u novom koordinatnom sustavu definiranom preko lijevih svojstvenih vektora.

O

Na slici 3.6 prikazane su svojstvene vrijednosti difuzijske matrice P i P’ (iz primjera
33.1),zat=1,t=2,t=4,t=16, t = 32. Kao Sto je pokazano u 2.4.1, vidimo da je raspon
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svojstvenih vrijednosti izmedu 0 1 1 te kako se ¢ povecava, smanjuje se padaju relativni
omyjeri izmedu svojstvenih vrijednosti.

Slika 3.6: Svojstvene vrijednosti tranzicijske matrice za podatke iz primjera 3.6.4 1 3.3.1
za razliCite potencije. Povecavanjem potencije matrice P padaju relativni omjeri izmedu
svojstvenih vrijednosti. Uo¢imo da na prvoj slici krivulja pocinje ubrzano padati od vrijed-

nosti 4175, dok na drugoj od A199. Ovdje smo uzeli u obzir samo 200 tocaka Svicarske role
radi usporedbe.
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3.5 Difuzijska udaljenost

Spektralna svojstva Markovljeva lanca povezujemo s geometrijom skupa podataka X. Kao
Sto je ve¢ spomenuto, ideja definiranja slucajne Setnje na podatcima temelji se na Cinjenicu

da jezgra k odreduje lokalnu geometriju podataka i biljezi neka geometrijska obiljezja koja
su od interesa.

Definicija 3.5.1. Metrika koja mjeri slicnosti dviju tocaka u opservacijskom prostoru kao
povezanost izmedu njih naziva se difuzijska udaljenost i dana je sljedecom formulom:

2 du(u)
Dy )% = 196 ) = PrCs Mz gy = f ey = prjow))” 22

o G
X

Kako se difuzijski proces krece naprijed, otkrivajuci geometrijsku strukturu podataka,
glavni su doprinos difuzijske udaljenosti staze duz te strukture. Drugim rijeCima, D;(x,y)
je funkcionalna teZinska L? udaljenost izmedu dvije posterior distribucije u — p,(x,u) i
u — pi(y,u). Po definiciji, blizina koju definira odrazava povezanost u grafu podataka.
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Doista, D(x,y) ¢e biti mala ako postoji veliki broj kratkih staza koje povezuju x i y, tj.
ako su te staze velike vjerojatnosti. Pored toga, kao $to je ranije napomenuto, # ima ulogu
vremenskog parametra. Stoga podvlac¢imo tri glavna svojstva difuzijske udaljenosti:

e Odrazava povezanost podataka, to¢ke su bliZze ako su visoko povezane u grafu, stoga
naglaSava pojam grupiranja u podatcima.

e Ona je robusna na smetnje jer zbraja sve moguce staze duljine ¢ izmedu tocaka.

e S gledista strojnog ucenja, isto promatranje omoguéava nam zaklju¢ak da je ova
udaljenost prikladna za dizajn algoritama zaklju€ivanja na temelju vecine jer uzima
u obzir sve veze izmedu toCaka.

Razmotrimo pojam p;(x,u) u definiciji 3.5.1. To je vjerojatnost skoka s tocke x na u
(za bilo koju toc¢ku skupa podataka) u ¢ koraka, a zbraja vjerojatnost svih mogudih staza
duljine ¢ izmedu x i u. Kao $to je objasnjeno u prethodnom odjeljku, ovaj izraz ima velike
vrijednosti za staze duZ osnovne geometrijske strukture podataka. Da bi difuzijska uda-
ljenost D;(x,y) ostala mala, vjerojatnosti putanje izmedu x, u 1 u, y moraju biti pribliZno
jednake. To se dogada kada su x i y dobro povezani preko u.

Dakle, difuzijska udaljenost uspijeva uhvatiti slicnost dviju tocaka s obzirom na istinske
parametre promjene temeljne geometrijske strukture odredenog skupa podataka. Kako je
pokazano u teoremu 3.6.1, ova udaljenost moZze biti izraZzena preko svojstvenih vrijednosti
1 vektora tranzicijske matrice kao:

D} (x,y) = > A W(x) — v (3.19)

k>1

Primijetimo da je ¢ konstanta pa izostavljamo k = 0.

3.6 Konstrukcija preslikavanja

U prethodnom smo odjeljku pronasli metriku, difuzijsku udaljenost koja je sposobna pri-
bliziti udaljenosti duz ove strukture. Racunanje difuzijskih udaljenosti je raunalno skupo.
Stoga je prikladno preslikati podatkovne tocke u euklidski prostor prema difuzijskoj me-
trici. Difuzijska udaljenost u podatkovnom prostoru postaje euklidska udaljenost u ovom
novom difuzijskom prostoru. Preslikavanjem koordinata podataka u difuzijski prostor re-
organiziramo podatke prema difuzijskoj udaljenosti te tako postiZemo smanjenje dimenzi-
onalnost i grupiranje podataka. Difuzijsko preslikavanje Cuva unutrasnju geometriju skupa
podataka, a budu¢i da mjeri udaljenosti na strukturi niZih dimenzija, o¢ekujemo da e biti
potrebno manje koordinata za predstavljanje tocaka podataka u novom prostoru. Nastaje
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pitanje koje dimenzije treba zanemariti kako bi se optimalno sacuvala difuzijska udalje-
nost. S time na umu ispitujemo sljedeée preslikavanje:

pt(xi’ xl)
) Pi(xi, x2)
= A .

pt(xia x}’l)

Za ovo preslikavanje, euklidska udaljenost izmedu dviju preslikanih toc¢aka Y; 1 Y jed-
naka je difuzijskoj udaljenosti izmedu x; i x; u opservacijskom prostoru, Sto pokazuje te-
orem 3.6.1.

Ovo osigurava reorganizaciju koju smo trazili s obzirom na difuzijsku udaljenost. No,
jos uvijek nismo postigli redukciju dimenzije, ona je i dalje n. Preostaje nam zanemariti
odredene dimenzije difuzijskog prostora koristeéi teorem 3.4.2. Uzmemo li normaliziranu
difuzijsku matricu P = D™'K, gdje je D dijagonalna matrica &ije su vrijednosti dobivene
zbrajanjem redova matrice K. Tada za proizvoljni t moZemo difuzijsko preslikavanje zapi-
sati kao

Aty [i]
yr oo [Aavalil)

1

(3.20)
Aali]

gdje je y1[i] i-ti element prvog svojstvenog vektora matrice P. Opet je euklidska udaljenost

izmedu preslikanih tocaka Y; i Y’, difuzijska udaljenost. Skup lijevih ortogonalnih svojstve-

nih vektora matrice P Cini bazu za difuzijski prostor, a pripadajuée svojstvene vrijednosti

Ax odreduju vaznost svake dimenzije. Svojstvene vrijednosti Aj,4;... teze u 0 1 strogo

su manje od 1 pa difuzijsku udaljenost mozemo izracunati s unaprijed zadanom tocnoscu

0 > 0. Ako definiramo
5(6,1) = max{k e N : |4 > 6|A1]'},

tada, do relativne preciznosti ¢, imamo

s(6,1)

Di(x.y) =Y A Wn(x) = gy

k=1

Smanjenje dimenzionalnosti postiZze se zadrZzavanjem s(d,¢) dimenzija povezanih s domi-
nantnim svojstvenim vektorima, $to osigurava najbolju aproksimaciju difuzijske udalje-
nosti D;(x,y). Stoga je difuzijsko preslikavanje koje optimalno ¢uva unutarnju geometriju
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podataka za neki x; = x 1 Y[i] = Yr(x) dano s

Ay (x)

Ao (x)
Yi(x) := : 3.21)
ﬂg(g,t)ws(d,t) (x)

Svaka koordinata od ¥;(x) zove se difuzijska koordinata. Preslikavanje ¥, : X — R5©®"
ugraduje podatke u euklidski prostor dimenzije s(J,1).

Teorem 3.6.1. Ako izaberemo difuzijske koordinate kao u (3.20), difuzijska udaljenost
izmedu to¢aka u originalnom prostoru jednaka je euklidskoj udaljenosti u difuzijskom pros-
toru.

Dokaz. Tvrdimo da vrijedi

D7 i x) = 1pe i) = PiCej M, (3.22)
— 2 _ 2 2
= 1YF =Yl ) = ;ak’wk[xi] gl

Neka je X skup podataka, pretpostavimo ¢ = 1. Tada vrijedi

D*(x.x)) = 1pCxis ) = PO M2 n g
2

=D D Aalxiddelul = ) dlxj1lu]

ueX 1 k>0 k>0

2

- Z Axdilu (Wil xi] = il x;1)

ueX 1 k>0
2
=S donlul D2 e, 1l Welci] — L)
ueX 1 k>0
2

=D 1Y Aewrlul@ilxil - vl )|

ueX k>0

Druga je jednakost dobivena koriStenjem (3.3), a Cetvrta slijedi uvrStavanjem (3.16). Kako
je {vx) ortonormirani skup, znamo da vrijedi

Z Zvi[u]vj[u] =0.

ueX i#j
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Stoga slijedi
D*(x,2)= Y Dlu,u] Y | Aguplul(Walxil =yl x;]) (3.23)
ueX k>0
=) 4 Wnlxi] - vlxj))’ [Z S [u]]. (3.24)
k>0 ueX

Prema teoremu 3.4.2 difuzijske koordinate {¢;} formiraju ortogonalnu bazu za difuzijski
prostor L>(R", d;”). U difuzijskom prostoru znamo da vrijedi

PATIESS

ueX
pa slijedi
D*(x,2) =Y G Wlx] - yily))’.
k>0
O
Sljedeca lema daje ogradu pogreske aproksimacije difuzijske udaljenosti.
Lema 3.6.2. Za svaki t > 0 greska aproksimacije difuzijske udaljenosti ogranicena je s
£ I 1
1D} (xi,xp) = Y A (alil =yl jD) < A3, (— + ) (3.25)
)= 2 A =D < G\ 55+ 25

Dokaz. Koristeci se spektralnom dekompozicijom (3.19), imamo
n—1

k
th(xo,xl)—Zﬂ?t(l//j(xo)—l//j(xl))2 = Z /lit(‘pj(xo)_l/’j(xl))z

J=1 J=k+1
n—1
<2003 Wae) — v )
J=k+1
U trenutku 7 = 0 vrijedi
n—1
D (x0,x1) = Z (W j(x0) = ¥ j(x1))*.
Jj=k+1

Medutim, prema definiciji difuzijske udaljenosti 3.5.1 slijedi

1 1

Kombiniranjem zadnje dvije jednakosti imamo tvrdnju. m|
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3.6.1 Vjerojatnosna interpretacija

Posljednji teorem pruza vjerojatnosnu interpretaciju nelinearne ugradnje tocaka skupa X iz
originalnog prostora (npr. R”) u difuzijski prostor R™. Geometrija je u difuzijskom pros-
toru znacajna 1 moZze se interpretirati s pomoc¢u Markovljevih lanaca te nam dati informacije
o strukturi podataka. Prednost difuzijske udaljenosti u odnosu na standardnu udaljenost u
originalnom prostoru ocita je. Dok je u originalnom prostoru udaljenost izmedu bilo kojeg
para toCaka nezavisna od lokacije toCaka, difuzijska udaljenost ovisi o svim mogucim pu-
tovima koji povezuju neke dvije tocke. Tako difuzijska udaljenost mjeri dinamicku blizinu
izmedu tocaka na grafu u skladu s njihovom povezanoscu.

Difuzijska udaljenost i difuzijska preslikavanja ovise o vremenskom parametru ¢. Za
vrlo kratka vremena sve tocke u difuzijskom prostoru su daleko, dok se vrijeme povecava
u beskonacnost, sve medusobne udaljenosti konvergiraju u nulu jer p;(x,y) konvergira u
stacionarnu distribuciju.

Teorem 3.6.1 pokazuje kako svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrice P obu-
hvacaju karakteristi¢no vrijeme relaksacije (¢,.; definiran u 2. poglavlju) i procesa slucajne
Setnje na grafu. Vecina svojstvenih vrijednosti biljezi strukturu detalja, a samo prvih ne-
koliko najvecih biljeze grube globalne strukture grafa. U slu¢ajevima kada matrica P ima
spektralni razmak (engl. spectral gap), razmak izmedu susjednih svojstvenih vrijednosti,
tako da ima samo nekoliko svojstvenih vrijednosti blizu 1, a sve preostale znacajno manje
od 1, difuzijska udaljenost za dovoljno veliki  moze se dobro aproksimirati sa samo prvih
nekoliko k svojstvenih vektora 1 (x),...,¥x(x), sa zanemarivom pogreSkom. Nadalje, kao
Sto je pokazano u [14], kretanje ovog difuzijskog procesa kroz vrijeme, ekvivalentno je
skupljanju slucajne Setnje zadrZzavajuci samo njegove najsporije procese opustanja (one za
koje je t,.; velik). Specijalno, kako je opisano u [3], za uspjesnost spektralnog grupiranja
potrebno je da prosjecno vrijeme izlaska iz svake grupe bude znacajno vece nego najvece
tr¢; unutar individualnih grupa. Grupacija se podataka s pomocu difuzijska preslikavanja
postiZe ako odaberemo takve parametre algoritma da slu¢ajna Setnja ima male vjerojatnosti
izlaska iz pojedinih grupa.

Sljededi teorem pokazuje kako je k-dimenzionalna aproksimacija optimalna prema kri-
teriju srednje kvadratne pogreske.

Teorem 3.6.3. Od svih k-dimenzionalnih aproksimacija vjerojatnosne distribucije p;(x,y)
oblika

k
Prxy) = r()+ D aj(t, w,(y),
j=1

ona koja minimizira srednje kvadratnu gresku

B, (||Pt(x,y) - ﬁt(xa)’)”iz(x,dy/n)) ’
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sa stacionarnom distribucijom n, dana je sljedec¢im parametrima w(y) = ¢;(y) i a;(t,x) =
/l;w j(x). Dakle, optimalna k-dimenzionalna aproksimacija dana je s

k
Prx,y) =70+ > A (),

J=1

Dokaz. Dokaz proizlazi iz metode teZinskih glavnih komponenti primijenjene na matricu
P, koristeci biortogonalnost lijevih i desnih svojstvenih vektora [3]. O

Princip proucavanja spektralnih svojstava Markovljeva lanca definiran na skupu X za-
pravo kombinira ideje iz teorije potencijala, spektralne geometrije i proucavanja parcijal-
nih diferencijalnih operatora. Iz teorije potencijala znamo da se posebnosti neke domene
(Siljci, uglovi) odrazavaju na ponasanje rjeSenja Dirichletovih 1 Neumannovih problema
(vidi u [13] str. 11-12.). Spektralna geometrija postavlja pitanje je li geometrija Rieman-
nove mnogostrukosti odredena spektrom Laplaceova operatora. Opcenitije, studij spek-
tralne asimptotike za parcijalne diferencijalne operatore povezuje geometrijske karakteris-
tike domene X s rastom svojstvenih vrijednosti takvih operatora. Zajednicki je nazivnik
ovih ideja da se geometrija skupa X moze proucavati analizom prostora funkcija definira-
nih na X 1 linearnih operatora na tim prostorima. Spektralna analiza difuzijskog operatora
P sluZzi kao alat za geometrijsku analizu X.

Prilikom pronalaska difuzijskih preslikavanja (opisano u dodatku B) potrebno je oda-
brati broj difuzijskih koordinata, Sirinu jezgre &, broj susjeda k u grafu sli¢nosti te a pa-
rametar opisan u dodatku A. Za uspjeSnost metode potrebno je dobro odabrati parametre
algoritma. U primjeru 3.3.1 vidljivo je kako se grupacija podataka postize samo za neki
odabir parametara.

Primjer 3.6.4. Na prvoj slici 3.7 prikazano je 10000 to¢aka u R? koji generiraju $vicarsku
rolu, a na treéoj ulaganje podataka u R? s pomocu difuzijskih koordinata. Primijetimo kako
je ovakvo ulaganje graficki vrlo drugacije od onog iz primjera 1.2.1 gdje nisu koriSteni
optimalni parametri. Podatci su generirani na sljedeéi naCin:

¢ = ly-random.rand(m)

t = random. rand (m)

X=1/6-(¢+0-1)sin(¢)

Y=1/6-(¢+0-t)cos(¢)

Z =ly-random.rand(m),

gdje je Iy duljina role u kutnom smjeru, [z duljina role u z smjeru, o~ snaga Suma, m broj
to¢aka, a random. rand numpy funkcija koja generira niz danog oblika iz uniformne (0, 1)
distribucije. Podatci su generirani za sljedeCe parametre: Iy = 15,17 = 15,0 =0.1,m =
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10000. Na slici 3.8 vidimo zaSto difuzijske koordinate daju Zeljenu ugradnju podataka u
R2. Prva difuzijska koordinata visoko je korelirana s kutem ¢, a druga sa Z-koordinatom.

Promotrimo sliku 3.9 na kojoj je prikazo ulaganje Svicarske role s pomocu razlicitih ko-
ordinata difuzijskog preslikavanja, u prvom slucaju za parametre t = 1, e =2, k=100, « =0,
dok u drugom ¢ =1, &€ = 25, k = 10, @« = 0. Razli¢ite difuzijske koordinate daju nam
drugacije realizacije odmotane Svicarske role, "hvataju” razli¢ite geometrijske karakteris-
tike skupa podataka.

Nadalje, na slici 3.10 prikazan je utjecaj parametra k, broja susjednih tocaka koje gle-
damo u algoritmu te kako se difuzijske koordinate ponasSaju u vremenu. U ovom primjeru,
parametar k nema utjecaja. Za razli€ite vrijednosti tog parametra dobivamo gotovo iste di-
fuzijske koordinate. No, u slu€aju grupiranja podataka ponekad je klju¢no odabrati dobru
vrijednost ovog parametra.

Slika 3.7: Vizualizacija Svicarske role s pomocu prve dvije difuzijske koordinate za para-
metre € = 0.015625, k =200 1 ¢ = 1. Za ovaj odabir parametara postizemo Zeljeni prikaz
odmotane” role u R?.

Svicarska rola Podatci obojeni prema prvoj difuzijskoj koordinati

=5
N

= I R

Podatci prikazani s pomaocu prve dvije difuzijske koordinate

£os -

0105 -
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Slika 3.8: Graficki prikaz korelacija izmedu difuzijskih koordinata i varijabli koje generi-
raju Svicarsku rolu. Prva difuzijska koordinata visoko je korelirana s kutem ¢, a druga sa
Z-koordinatom.

Prva difuzijska koordinata u odnosu na ¢ Druga difuzijska koordinata u odnosu na Z

Korelacija izmedu varijabli na prvom grafu:
[ 0.92760337]
[0.92760337 1. 1
0.00 Korelacija izmedu varijabli na drugom grafu:
Ef1. ©.97796051]
[0.97796051 1. 11

Slika 3.9: Prikaz Svicarske role s pomocu razlicitih difuzijskih koordinata koje su oznacene
na koordinatnim osima. U prvom slucaju za parametre r = 1, e =2,k =100, =0, au
drugom za t = 1, € = 25, k = 10, @ = 0. Primijetimo kako za prvu kombinaciju parametara
npr. Sesta difuzijska koordinata daje najbolju realizaciju odmotane Svicarske role. Za drugu
kombinaciju to se postiZe koristeci Cetvrtu ili petu difuzijsku koordinatu.

(a)

v
v
v
v

Y2
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Slika 3.10: Ilustracija utjecaja parametara k na promjenu difuzijskih koordinata ((a) dio) za
razlicite vrijednosti parametra &, gdje su vrijednosti oznacene u naslovu grafova. Ponasanje
difuzijskih koordinata kroz vrijeme prikazano je pod b), gdje vidimo gubljenje strukture
podataka kako ¢ raste.

£=0.50, k=15 £=0.50, k=25 £=0.50, k=35

,,,,,

<0010

3.6.2 Parametrizacija podataka

Prethodni odjeljak kaze da difuzijska preslikavanja nude prikaz podataka u euklidskom
prostoru. Ovaj prikaz karakterizira ¢injenica da je udaljenost izmedu dviju to¢aka jednaka
difuzijskoj udaljenosti u originalnom skupu podataka. Stoga, difuzijsko preslikavanje re-
organizira podatkovne tocke prema medusobnim difuzijskim udaljenostima. Prikaz orga-
nizacijske snage difuzijskog preslikavanja dan je slikom 3.11. Generirali smo kolekciju
slika istog bora (slika 1.2 iz uvodnog poglavlja), ali pod razli¢itim kutevima rotacija. Prve
dvije difuzijske koordinate reorganiziraju slike tako da prepoznaju drugacije kutove rota-
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cije, dimenzija kolekcije 60 slika od 256 x 256 piksela prikazana samo dvama parametrima
(prvim dvjema difuzijskim koordinatama).

Slika 3.11: Organizacijska snaga difuzijskog preslikavanja
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Poglavlje 4

Povezanost sa spektralnim grupiranjem

U ovom dijelu rada predstavljamo pogled grupiranja i segmentacije podataka preko sli¢nosti
parova toCaka, opisan u [7]. Kao 1 dosad u radu, tumacimo sli¢nosti kao bridove slucajne
Markovljeve Setnje na podatcima i prou¢avamo svojstvene vrijednosti i vektore tranzicijske
matrice. Pokazujemo da ovaj pogled omoguéava dobivanje vjerojatnosnih temelja spek-
tralnih metoda za grupiranje 1 segmentaciju podataka. Uvodimo pojam metode normali-
zacijskog presjeka ili reza (engl. normalized cut) koji prirodno proizlazi iz ovog rada te
pokazujemo vezu s Laplacianom grafa.

Pristup redukcije dimenzionalanosti opisan ranije, koristeci se difuzijskim preslikava-
njima, sluzi se svojstvenim vektorima Laplaciana grafa te pridruZenih operatora koji ga
aproksimiraju'. Ovo rjeSenje moZe se primijeniti i kao tehnika spektralnog grupiranja po-
dataka i ima blisku povezanost sa segmentacijom slika ([7]), uravnotezenosti optereCenja
1 konstrukcijom strujnog kruga. Blisko povezan algoritam nedavno predloZen u [2] ima
pristup koji koristi globalnu povezanost s eksponencijalno opadaju¢im teZinama. Para-
metar opadanja je iznimno vazan. U mnogim visoko dimenzionalnim problemima, mini-
malna i maksimalna udaljenost izmedu tocaka sasvim su blizu pa za matricu povezanosti
ne ocekujemo da ima puno nula za bilo koji stupanj opadanja. Za razliku od statistickog
grupiranja podataka, gdje pretpostavljamo vjerojatnosni model koji je generirao podatke,
grupiranje u parovima (engl. pairwise clustering) definira funkciju sli¢nosti izmedu parova
toCaka te iz toga formulira kriterij koji grupiranje mora optimizirati. Intuitivno, optimiza-
cijski kriterij govori kako su tocke u istoj grupi slicne, dok su tocke u razliitim grupama
razlicite.

!Opisano u [13], 13 - 17. str gdje su definirani takvi operatori te dokazana njihova svojstva.

45
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4.1 Normalizirani rez

Pretpostavimo da imamo skup od n objekata koji zelimo podijeliti u konacan broj grupa.
Koristimo ve¢ definiranu matricu povezanosti K (definicija 3.2.1). Tada modeliramo po-
datke pomocu tezinskog grafa G = (V, E), gdje su V vrhovi odredeni toCkama skupa pro-
izvoljno numerirani, E bridovi izmedu njih odredeni teZinama K. TeZina K;; povezana s
bridom e;; slicnost je izmedu vrhova v; i v;. Matrica K je simetri¢na i pretpostavljamo da
je odgovarajuéi neusmjeren graf povezan.?

Graf G = (V, E) moZemo particionirati u dva razdvojena podskupa A i B, tako da vrijedi
AUB=V,ANB =0, jednostavno micanjem bridova koji ih povezuju. Rez (engl. cut) mjera
je razliCitosti izmedu dvaju dijelova grafa i moZe biti jednostavno definirana kao ukupna
tezina bridova koji su maknuti kako bi skupovi A 1 B bili razdvojeni:

cut(A, B) = Z K(u,v).

ueA,veB

Optimalna biparticija grafa ona je za koju je rez minimalan. No, minimiziranjem gornje
funkcije rjeSavamo se slabo povezanih outliera, Sto vodi do loSe kvalitete dijeljenja. Ovo
nije iznenadujuce s obzirom na to da ovako definirana funkcija povecava svoju vrijednost
s povecanjem broja rubova koji idu preko dva podijeljena dijela. Kako bismo izbjegli taj
problem, predstavljena je nova mjera razdvajanja.

Za neki podskup A, prvo definiramo znacaj ili vaznost u odnosu na ostale vrhove.

vol(A) = Z K(u,v).

ueA,veV

Nadalje, definiramo normalizirani rez (engl. normalized cut):

1 1
ncut(A, B) = cut(A, B) (Vol(A) + Vol(B))' “4.1)
Ovako definirano razdvajanje skupa koji particioniraju mali broj izoliranih toCaka nece
imati male vrijednosti normaliziranog reza. No, kako je opisano u [7], minimiziranje ncut-a
po svim particijama skupa V je np teZine, ali ako se ograni¢imo na realnu domenu, mozemo
rijesiti problem minimizacije u polinomijalnom vremenu s proizvoljnom preciznoscu. Efi-
kasno rjeSenje pronalazimo koriste¢i svojstvene vrijednosti i vektore Laplaceove matrice
L =D-K, gdje sumatrice D i K definirane u definiciji (3.2.1). L je simetri¢na 1 pozitivho
definitna matrica.
Algoritam se svodi na generalizirani problem odredivanja svojstvenih vrijednosti i vek-
tora
Lx = ADx. 4.2)

2 Ako graf nije povezan, postoji mnogo algoritama koji pronalaze njegove povezane komponente.
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Fokus je na drugoj najmanjoj svojstvenoj vrijednosti, oznaéimo je s A%, te pripadajuéim
svojstvenim vektorom x”. Kada postoji particija skupa vrhova V takva da vrijedi

a, VieEA
_xL = !
B, Vi€B,

tada su A i B optimalni i vrijedi ncut(A, B) = 2. Ovaj rezultat predstavlja bazu spektralne

segmentacije i grupiranja s pomoc¢u normalizacijskih rezova. Nakon rjeSavanja generalizi-

ranog problema (4.2), pronalazimo particiju tako da podijelimo x’ u dva skupa koji sadrze

priblizno jednake vrijednosti. Takva particija inducira particiju skupa vrhova V. U praksi,

particioniranje grafa na k dijelova postizemo primjenjujuci rekurzivno ovu metodu, tako

da pojedine dijelove grafa ponovno podijelimo. Ovu proceduru nazivamo ncut algoritam.
Kako je pokazano u [10], vrijedi sljedeca jednakost

1
T 2
x Lx= EZ(Xi_xj) Kij.
i,
Ako stavimo a = vol(A) i b = vol(B), te
1 .
. ol akojevie A
—m, ako je v; € B,
tada imamo
1 1 11\ 1{1 1\
T 2
X LXZEZ(XI'—XJ') Kij:i Z (54'5) KUZE(;-FE) Cut(A,B).
1] vi€A,v;€EB
Takoder imamo
T ) 1 1 1 1 1 1
.xDx:EZ%Dﬁ:EZZ?m+§:B?m:;?mm@+gﬂman:5+ﬁ
i V€A vi€B

1z toga slijedi

Xrx 1 1 1\ 1
m = ECUt(A’B)(Z + E) = Encut(A,B).

Primijetimo da x” D1 = 0, gdje je 1 vektor stupac jedinica. Dakle, imamo problem mini-
mizacije pod uvjetom x” D1 = 0. Ako stavimo y = D'/?x, tada

XTL.X yTD—l/ZLD—l/Zy

xTDx yT'y
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gdje je x okomit na D'/?1. Matricu L' = D™Y2LD™/2 zovemo normaliziran Laplacian

grafa. Ona je simetrina, pozitivno semidefinitna te na}jmanjoj svojstvenoj vrijednosti 0
pripada svojstveni vektor D!/21. Stoga se min, Dl/zly:TLyy postiZe za y koji odgovara svoj-
stvenom vektoru druge najmanje svojstvene vrijednosti. Naravno, 0 moZe biti viSestruka
svojstvena vrijednost ako graf nije povezan, tj. ima viSe zasebno povezanih komponenti.
Ovaj se pristup razlikuje od onog opisanog u nasoj teoriji u ¢injenici da su svojstvene vri-
jednosti pomaknute za 1, pokazano u 4.2.1.

Ovo je promatranje u [15] proSireno tako da graf G = (V, E) s teZinama K particioni-

ramo u k razli¢itih dijelova. Preciznije, Zelimo podijeliti skup vrhova V = {x1,...,x,} u k
disjunktnih skupova, tj. prikazati V tako da V = Ule ViiVinV;=@, zasvakil # j. Ovu
particiju oznacavamo s F"‘, ={Vi,..., Vi

Neka su A, B C V. Definiramo novi normalizirani rez s

cut(A, B)

ncuts(A, B) = vol(A)

(4.3)

Dobro grupiranje podataka zahtijeva Cvrste veze unutar grupa, a labave veze izmedu grupa.
Stoga, definiramo sljedece

k

knassoc(l“"‘,) = chuts(Vl, V), 4.4)
=1
k

kneuts(I'y) = ~neuts(V;, V\ V), (4.5)

=1

gdje ncuts(V}, V) mjeri koliko veza ostaje u V;, a ncuts(V;, V '\ V;) koliko ne ostaje. Kako je
knassoc(l"l“,) + kncuts(l"l“,) = 1, maksimiziranje jedne vrijednosti minimizira drugu. Dakle,
dovoljno je da maksimiziramo sljedecu funkciju

f(l"]“,) = knassoc(l“’{,).

Koristimo n x k particijsku matricu X = [X1,...,X] za reprezentaciju I}, gdje je

X__

1 akoieV,,
o= ! (4.6)
0 akoi ¢V,

zasveie Vile{l,...,k}. Ovdje je X; binarni indikator za V;. Kako je svaki vrh dodijeljen
jednoj particiji od V, mora vrijediti X1 = 1,, (1,, je vektor od n jedinica). Matricu stupnjeva
D tada mozemo izracCunati kao D = Diag(K1,), a cut i vol na sljede¢i nacin
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cut(V, V) = X KX, 4.7)
vol(V)) = X] DX,. (4.8)

Dakle, zelimo maksimalnu vrijednost

uz diskretni uvjet X € {0, 1>, X1, = 1,,. U [15] dano je rjeSenje ovog problema, sprove-
deno u dva dijela. Optimizacijski diskretni uvjet zapravo kaze da zelimo particijsku matricu
koja ima u svakom retku samo jednu jedinicu. Ovaj uvjet mijenjamo tako da gledamo ma-
trice X koje imaju ortonormirane stupce, ali ne moraju biti diskretni. Tako se svodimo na
rjeSavanje problema svojstvenih vrijednosti Ako stavim takve uvjete minimum se postiZe
na matrici koja ima k ortonormiranih stupaca koji su svojstveni vektori jednog svojstvenog
problema. Ti svojstveni vektori nam daju za n tocaka koordinate u prostoru dimenzije k.
Tako dobivamo skup svih globalnih optimuma te medu njima pronalazimo onoga koji je
najvise diskretan.

4.2 Veza izmedu Markovljeve Setnje i normaliziranog
reza

Kako bismo dobili intuiciju, Zelimo znati zasto je svojstveni vektor x* po dijelovima kons-
tantan. Interpretacija slucajne Setnje daje nam odgovor. Normaliziranjem matrice sli¢nosti
K imamo stohasti¢ku matricu P = D™'K, suma redova je 1. Prema teoriji Markovljeve
slucajne Setnje, opisanoj u ovom radu, P;; predstavlja vjerojatnost prelaska s Cvora i na
J u jednom koraku. Svojstvene vrijednosti matrice P su Ay = 1> Ay > ---A,, ayq,...,. ¢,
svojstveni vektori. Prvi svojstveni vektor 1 = 1 ocito je vektor jedinica.

Propozicija 4.2.1. Ako su A, x rjeSenja spektralnog problem Px = Ax, tada su (1 —-2) i x
rjeSenja od (4.2).
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Dokaz. Jednostavnim raspisom za L=D—K (K=D~-L)i P=D~'K imamo

Px=Ax,
D 'Kx= Ax,
Kx = ADx,
(D—-L)x = ADx,
Dx—Lx = ADx,
Lx =Dx—ADx,
Lx=(1-2A)Dx,
gdje smo u tre¢em redu pomnoZili jednakost slijeva s D. O

Nadalje definiramo P(B | A), vjerojatnost tranzicije slucajne Setnje sa skupa A C V na
B c V u jednom koraku, s poCetnim stanjem iz A.

Propozicija 4.2.2. Neka je G povezan i nebipartitan graf te (X;);en slucajna Setnja koja
krece iz Xy prema stacionarnoj distribuciju n. Tada za P(B | A)=P(X| € B| Xo € A) vrijedi

ncut(A,A°) =P(A° | A) +P(A | A9).
Dokaz.

P(Xo€A.X €AY = Y  P(Xo=iXi=))
€A, jeAC
d;  kij
= > mpi= ) vol(V) d;

i€A, jeAC i€A, jeAC

1
- vol(V) . Z i

i€A, jeAC

Koristec¢i se formulom uvjetne vjerojatnosti dobiva se

P(Xy€A,X; €B)
P(Xp € A)

N S K, vol(4)\ ™!
~ | vol(V) . Y1\ vol(V)

i€A, jeAC

_ D iea, jeac Kij
~ vol(A)

P(X; € A€ | X € A)) =
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Analogno pokazemo da vrijedi

ZieA, JjEAC kij

PXoeA| X1 €A%) = ,
(Xo€A|X €A% vol(A%)

pa vrijedi tvrdnja. O

Ova propozicija dovodi do dobre interpretacije normaliziranog reza, a time i do norma-
liziranog spektralnog grupiranja. Otkriva nam da prilikom minimiziranja normaliziranog
reza zapravo trazimo rez grafa tako da slu¢ajna Setnja rijetko prijede iz A u A€ i obrnuto.
Naime, ako je normalizirani rez male vrijednosti za neku particiju A i A€ skupa V, znaci da
je mala vjerojatnost izbjegavanja skupa A kada je Setnja na njemu, te obratno. Intuitivno,
particionirali smo skup V u dva dijela tako da sluCajna Setnja koja se kreCe na jednom
dijelu ima sklonost ostati u njemu. Nadalje, ovaj rez jako je povezan s konceptom niske
provodljivosti skupova u Markovljevoj slucajnoj Setnji. Nisko provodljiv skup A € V ima
malu vrijednost funkcije 4 dane sljedeCcom formulom

h(A) = max(P(A,AC | A), P(A°, A | A°)).

4.3 Stohasticke matrice s po dijelovima konstantnim
svojstvenim vektorima

Koristimo tranzicijsku maticu P kako bismo postigli bolje razumijevanje ncut algoritma.
Kao $to smo vec rekli, algoritam normaliziranog reza trazi drugu najvecu svojstvenu vri-
jednost matrice P kako bi particionirao neki skup. Nadalje, definiramo vektor w koji je po
dijelovima konstanta u odnosu na particiju A = (A,A»,...,Ay) nekog skupa I ako i samo
ako w; = w; za sve toCke i, j iz skupa Ay, s = 1,...k. Primijetimo kako je prvi svojstveni
vektor (1) matrice P uvijek po dijelovima konstanta. S obzirom na to da je ovakvo svojstvo
kljucno za spektralno grupiranje, vazno je razumjeti kada matrica P ima Zeljeno obiljezje.
Prema [11], za matricu P indeksiranu prema [/ s nezavisnim redcima i stupcima vrijede
sljedece tvrdnje:

e Matrica P ima k svojstvenih vektora koji su po dijelovima konstante u odnosu na
particiju A 1 odgovaraju nenegativnim svojstvenim vrijednostima ako 1 samo ako
je suma Pjs = ZjeASPij konstanta za sve i € Ay, s,5" = 1,...,k te je matrica R =
[Pss’]s,s’zl...,k (gdjeje Py = ZjeAS/,ieAS Pij) nesingularna.

e Ako matrica P dimenzije n i oblika P = D~1S, S simetri¢na, D nesingularna, tada P
ima nezavisne svojstvene vektore.
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Stohasti¢ku matricu koja zadovoljava prvu tvrdnju zovemo blok-matricom. Intuitivno,
stohasticka matrica ima po dijelovima konstantne svojstvene vektore ako je vjerojatnost
tranzicije iz neke tocke x; u segment A jednaka za sve tocke iz segmenta kojem pripada x;.
Dakle, spektralno grupiranje postizemo koristeci se slinostima tranzicijskih vjerojatnosti
na segmentima te ako odaberemo takve parametre algoritma da slucajna Setnja ima male
vjerojatnosti izlaska iz pojedinih grupa.

U primjerima (3.3.1), (5.3.2), (5.3.4) 1 (5.3.5) difuzijske su koordinate prepoznale gru-
paciju podataka. Ilustrirano je kako su podaci prikazani s pomocu prve dvije difuzijske
koordinate konstante.



Poglavlje 5

Primjene

5.1 Spektralno ulaganje u niZzedimenzionalni potprostor i
grupiranje podataka

Neka su {x;} tocke uzorkovane uniformno iz niZedimenzionalnog prostora ugradene u
viSedimenzionalni prostor. Lema 3.6.2 pokazuje da je zadrzavanjem prvih k koordinata
difuzijskog preslikavanja greSka zanemariva. No, ovo nije nuZno to€an kriterij za pro-
vedbu algoritma. Cilj je nizedimenzionalne reprezentacije sacuvati informacije o globalnoj
strukturi prostora, a zanemariti detalje. Pitanje je pod kojim je uvjetima ovo zadovoljeno.
Problem moZemo formulirati na sljedeci nacin. Neka je Y = {y;}!_, C R™ sluCajan uzo-
rak iz neke glatke vjerojatnosne distribucije definiran na kompaktnoj domeni R™, tako da
je X = f(), gdje je f:R™ — RY glatko preslikavanje takvo da ¢ > m. Zelimo proci-
jeniti m i odrediti koordinate toCaka {y;}, Sto je problem s puno stupnjeva slobode. Dok
se opcenita teorija ucenja potprostora nije u potpunosti razvila, pruzamo uvid u spek-
tralno ulaganje baziran na vjerojatnosnoj interpretaciju opisanoj u radu. Pokazujemo da
u odredenim slucajevima algoritam radi, ako odaberemo ispravne parametre. Pocinjemo
s najjednostavnijim primjerom jednodimenzionalne krivulje uloZene u viSedimenzionalni
prostor. Uspjesno se pokazuje kako difuzijska preslikavanja otkrivaju dimenzionalnost po-
dataka i daju reprezentaciju duzine luka krivulje. Pokazujemo to sljede¢im teoremom.

Teorem 5.1.1. Pretpostavimo da su podatci uniformno distribuirani iz glatke 1-D krivulje
koja se ne presijeca i uloZena je u visedimenzionalni prostor. Tada za velik broj uzoraka
i malu Sirinu u jezgre prva difuzijska koordinata daje bijektivnu parametrizaciju krivulje.
Nadalje, u slucaju da je krivulja zatvorena, prve dvije difuzijske koordinate preslikavaju
krivulju u kruZnicu.

Dokaz. Neka je I' : [0,1] — R” oznadava konstantu parametrizaciju krivulje tj. vrijedi
I|ldT’(s)/d(s)|]) = const. Kada n — oo 1 € — 0, difuzijske koordinate konvergiraju u svoj-

53
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stvene vektore pripadnog Fokker-Planck operatora (za detalje 1 dokaz vidi [13]). U slucaju
nepresijecajuce krivulje, taj operator jednak je
d*y

Hy = 72 (5.1)
gdje je s duljina luka duz I', s Neumannovim grani¢nim uvjetima u rubovima s = 0, 1. Prva
su dva netrivijalna svojstvena vektora /| = cos(nrs) 1 2 = cos(2ns). Prvi svojstveni vektor
daje jednoznaCnu parametrizaciju krivulje, i stoga moZze biti iskoriSten za ulaganje u R.
Druga svojstvena funkcija moZe se prikazati kao kvadratna funkcija prve, Y, = 21//% -1
Ova povezanost 1 procjena lokalne gustoce toCaka potvrduju da dani podatci stvarno leze
u 1-D prostoru. Pretpostavimo sada da imamo zatvorenu krivulju u R”. Tada nemamo
rubne uvjete operatora, nego traZimo periodi¢ne svojstvene funkcije. Prva su dva nekons-
tantna svojstvena vektora sin(rrs + 6) i cos(zrs + 6), gdje je 6 proizvoljan kut rotacije. Oni
preslikavaju podatke u kruZnicu u R?. O

Rezultati sljedecih primjera dobiveni su koriStenjem biblioteke pydi ffmap u program-
skom jeziku Python. Nadalje, za promatranje kroz vrijeme se koristi implementacija pre-
uzetu s git://github.com/satra/mapalign. Ova implementacija nam omogucuje analizu poda-
taka u direktno zadanom vremenu #. Dijelovi koda nalaze se u dodatku B, gdje su dodatno
objasnjeni parametri algoritma.

5.2 Odabir parametra ¢

Kao $to smo veé spomenuli, u algoritmu je odabir parametra € presudan kako bismo oda-
brali dobre tezine K;;. Izbor & ovisi o originalnom skupu podataka. Tijekom pokretanja
algoritma Cesto se moze pronaci € za koji nema konvergencije.

U ovom je radu za odabir parametra £ koriSten nacin predstavljen u [1] koji ima dobru
fizicku interpretaciju. Opravdanost pristupa lezi u tome $to kada je € prevelik u usporedbi
S ||lx;j—x j||2, tada su vrijednosti tezina vrlo blizu 1, dok kada je premali, teZine su blizu 0.
Stoga se vrijednost od interesa nalazi izmedu ove dvije krajnosti. Na temelju ove ideje,
predstavljena je sljedeca procedura:

1) Konstruiraj teZzinsku matricu K := K(¢) za razlicite vrijednosti .
i) Izralunaj L(ge) =Y &, Z?:  Kij(e).
iii) Nacrtaj L(¢) koristeci logaritamski graf.

1v) Odaberi € tamo gdje graf izgleda linearno.
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Na slici 5.1 prikazan je logaritamski graf L(¢) za spiralu u R? iz primjera 5.3.6 i spiralu
u R? iz primjera 5.3.1. Na grafovima su vidljive razli¢ite vrijednosti na x-osi, &ime poka-
zujemo ovisnost odabranog parametra o skupu podataka. Za svaki od skupova podataka
koji su koriSteni u radu na ovaj je naCin procijenjen raspon mogucih vrijednosti £ . Kod
koriSten za dobivanje ovakvog grafa nalazi se u dodatku B.

Slika 5.1: Prikaz logaritamskih grafova koji nam sluze za pronalazak optimalnog parametra
&. Lijevo je prikaz takvog grafa za podatke iz primjera 5.3.6, a desno iz primjera 5.3.1.

5.3 Primjeri

Primjer 5.3.1. Skup od 400 to¢aka u R? prikazan na prvom grafu (slika 5.2) generiran je
na sljedeci nacin:

t = random.rand(n, 1)-780-(2-1)/360

x = cos(f) *t+random.rand(n, 1) x o

y = —sin(¢) * t + random.rand(n, 1) * o

gdje je random. rand numpy funkcija koja generira niz danog oblika iz uniformne (0, 1)
distribucije, a o = 0.5 Sum. Drugi graf slike 5.2 prikazuje prve dvije difuzijske koordinate,
a tre€i originalnu spiralu obojenu prema prvoj difuzijskoj koordinati.

Primjer 5.3.2. Generiramo skup od 800 to¢aka u R?. 400 to¢aka odreduju spiralu kao
u primjeru 5.3.1, a preostalih 400 drugu spiralu tako da za x,y (iz spomenutog primjera)
vrijedi x = —x, a y = —y. Podatci su prikazani na prvom grafu slike 5.3. Zelimo s pomocu
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difuzijskog preslikavanja prepoznati dvije razliCite spirale, tj. posti¢i graficki prikaz kao
na drugoj slici. Na slici 5.4 graficki je prikazan skup podataka s pomocu difuzijskih koor-
dinata pronadenih koriste¢i DiffusionMap. from sklearn za razliite parametre presli-
kavanja. Vidimo kako se za razliCite parametre dobivaju potpuno drugacije koordinate. U
prvom slucaju, nemamo Zeljene rezultate, dok su u drugom prepoznate dvije krivulje, ali
nisu grupirane kao dvije razli¢ite klase. No, tre¢i slucaj pokazuje mo¢ grupiranja poda-
taka s pomocu difuzijskog preslikavanja, difuzijske koordinate prepoznaju dvije razliCite
spirale.

Slika 5.2: Spirala prikazana s pomocu difuzijskih koordinata, za parametre e =2, a =01
k = 30. Vidimo kako druga difuzijska koordinata prepoznaje strukturu spirale.

Spirala Podatci prikazani s pomocu prve dvije difuzijske koordinate Podatci obojeni prema prvoj difuzijskoj koordinati
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Slika 5.3: Prikaz dviju spirala koje Zelimo prepoznati s pomocu difuzijskog preslikava-
nja. Na trecoj slici vidimo rezultate klasicnog algoritma k-sredina koji ne uspijeva dobro
grupirati nelinearne podatke.
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Slika 5.4: Dvije razliCite spirale prikazane s pomocu prve dvije difuzijske koordinate u
trenutku # = 1 za razlicite parametre algoritma. U prvom redu za & = 2, k = 200, drugom
za € = 8.5,k = 20, a zadnjem ¢ = 0.0625, k = 20. Treci slucaj pokazuje nam sposobnost
grupiranja podataka s pomocu difuzijskih preslikavanja.

Podatci prikazani s pomocu prve dvije difuzijske koordinate Podatci obojeni prema prvoj difuzijskoj koordinati
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Primjer 5.3.3. U ovom primjeru generiramo 10000 tocaka iz sfere te pokazujemo ulaganje
u R? koristeéi se difuzijskim koordinatama, ilustrirano na slici 5.5, za parametre algoritma
t=1,e=0.00048828, k =400, @ = 1. U ovom skupu podataka postoji rotacijska simetrija.
Da bismo ju uklonili, definiramo ’sjeverni pol’ kao toc¢ku u kojoj prva difuzijska koordinata
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postiZe svoju maksimalnu vrijednost. Kada je skup podataka rotiran, moZemo provjeriti
koliko dobro prva difuzijska koordinata aproksimira

Z =Y,(0,¢) = sin(6),

Sto je prikazano na slici 5.6, gdje su ¢ i 8 kutevi u sferi generirani na sljedeci nacin

¢ =2-m-random.rand(m)—-n

6 = n-random.rand(m)—0.5-x.

Slika 5.5: Vizualizacija generiranih toCaka sfere (prva slika), podatci obojeni prvom difu-
zijskom koordinatom (druga slika) i ulaganje podataka u R? s pomoéu prve dvije difuzijske
koordinate (treca slika).

sfera Podatci obojeni prema prvoj difuzijskoj koordinati

Podatci prikazani s pomaocu prve dvije difuzijske koordinate
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Slika 5.6: Prikaz visoke korelacija izmedu prve difuzijske koordinate i Z-osi sfere.

Korelacija izmedu prve difuzijske koordinate i Z koordinate Rotirana sfera, obojena po g
002 -
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5 000-
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Z

Slika 5.7: Graficki prikaz sfere obojene razlicitim difuzijskim koordinatama. Primijetimo
kako svaka difuzijska koordinata zahvaéa drugaciji smjer gibanja tocaka.

Sfera obojena po Sfera obojena po 2 Sfera obojena po s

Primjer 5.3.4. Slika 5.15a prikazuje 1000 tocaka koje generiraju tri kruZnice sa Sumom u
R3. Zelimo pronaéi takve difuzijske koordinate koje prepoznaju tri razlicite kruznice. Na
slici 5.8b prikazani su neki rezultati. U prvom redu vidimo ugradnju u dvodimenzionalni
prostor sa sljede¢im parametrima ¢ = 1, e = 1, k = 30, @ = 1, dok je u drugom redu & promi-
jenjen na 0.015625. Nadalje, drugi nacin kako bismo mogli prepoznati grupe je koristeci
se zadanim parametrima drugog algoritma (koriste¢i mapalign) te algoritam k-sredina za
grupiranje difuzijskih koordinata. Rezultati su prikazani na slici 5.9.
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Slika 5.8: Originalne podatkovne tocke koje generiraju tri kruZnice u R? prikazane su pod
a). Ulaganje podataka u R? s pomo¢u difuzijskih preslikavanja prikazano je na slici pod
b). Primijetimo koliko promjena parametra £ s 1 (u prvom sluc¢aju) na 0.016525 (u drugom
slucaju) utjece na grupaciju to€aka. U drugom slucaju difuzijske su koordinate konstante 1
savrSeno prepoznaju tri razli¢ite kruZnice.

(b) Difuzijsko preslikavanje
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Slika 5.9: Grupiranja podataka primjenom algoritma k-sredina na difuzijske koordinate.
Rezultati su prikazani za zadane parametre implementiranog algoritma u 5.1 za razlicite
parametre vremena ¢. Za sve t > 30 postiZe se grupiranje kao na posljednjoj slici.
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Primjer 5.3.5. U ovom primjeru prepoznajemo tri razli¢ite koncentri¢ne kruZnice, ilus-
trirano na slici 5.10. U prvom redu (druga slika) vidimo kako difuzijske koordinate, za
t=1,k=25,e=0.0078, a = 1, prepoznaju dvije grupe, vanjsku kruznicu kao jednu i unu-
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tarnje dvije kao drugu. U drugom redu vidimo kako kroz vrijeme difuzijske koordinate
prepoznaju tri razlicite kruznice zat =1, k =20, =0.01,a =1,

Slika 5.10: U prvom su redu prikazani originalni podatci i rezultati algoritma k-sredina
koje ne uspijeva prepoznati tri razliite koncentriéne kruznice. Drugi i treci red prikazuju
podatke u difuzijskom prostoru za razliCite parametre i koncentrine kruZnice obojene s
pomocu prve difuzijske koordinate. Primijetimo kako u zadnjem redu algoritam prepoznaje
tri razlicite kruznice, dok u prethodnom slu¢aju prepoznaje dvije grupe.

Tri koncentricne kruznice Rezultati algoritma k-sredina
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Slika 5.11: Koncentri¢ne kruznice obojene prvom difuzijskom koordinatom za razliCite
vrijednosti parametra ¢ ¢ija je vrijednost oznacena na grafu.
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Primjer 5.3.6. Skup od 100 to¢aka u R?, uniformno distribuiranih iz spiralne krivulje, pri-
kazan je na prvoj slici 5.12. Na drugoj su slici prikazane prve dvije difuzijske koordinate.
Kao §to smo ocekivali, prva daje parametrizaciju krivulje, dok je druga njena kvadratna
funkcija. Koristimo se procijenjenim & = 2097152.0, @ = 0, k = 10. Na trecoj je slici pri-
kazan slucaj kada je @ = 1 koji je isti kao i prethodni jer su tocke uniformno distribuirane.
U drugom 1 treCem redu slike 5.12 prikazani su rezultati za zatvorenu spiralu 1 zatvorenu
krivulje u R? za razli¢ite slucaje parametra a. O&ekivano prema teoremu 5.1.1, u zadnjem
slu¢aju krivulja se ugraduje u R? kao kruZnica.
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Slika 5.12: Slijeva na desno: originalni skup podataka, ulaganje podataka s pomocu difu-
zijskih preslikavanja za @ = 0 te u zadnjem stupcu u slucaju @ = 1.
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5.4 OgranicCenja algoritma

Generiramo dvije razli¢ite presijecajuée krivulje u R? koje su grafi¢ki prikazane na slici
5.13. Zelimo da algoritam difuzijskih preslikavanja prepozna te dvije krivulje kao razli¢ite
grupe. PokusSaj pronalaska takvih difuzijskih koordinata nije doveo do dobrih rezultata,
Sto je prikazano na slici 5.14. No, analizom kretnji razlicitih difuzijskih koordinata, pri-
mjecujemo kako su difuzijske koordinate to€aka koje generiraju jednu krivulju potpuno
jednake onima koje generiraju drugu krivulju, tj. njihove se koordinate podudaraju. Ova
opservacija je prikazana na slici 5.15a, a na 5.15b vidimo kako izgledaju difuzijske koor-



POGLAVLIE 5. PRIMJENE 64

dinate nakon Sto prvih 1500 tocCaka translatiramo. Primjenom algoritma k-sredina na tako
transformiranim koordinatama dobivamo Zeljenu grupaciju, $to je prikazano na slici 5.16.

To nas je motiviralo da uloZimo podatke u R? (prva slika 5.17) te izraGunamo nove difu-
zijske koordinate. Na drugoj i tre€oj slici 5.17 graficki je prikazan jedan takav rezultat, gdje
prva difuzijska koordinata prepoznaje manju sinusoidu kao posebnu grupu. Promatrajuci
ostale difuzijske koordinate kroz vrijeme, dolazimo da Zeljenog cilja. Za odabrane parame-
tre algoritma ¢ = 100, k = 15, € = 0.17, peta nam difuzijska koordinata, graficki prikazana
na tre€oj slici 5.18, omogucava grupaciju podataka (druga slika 5.18).

Slika 5.13: Prikaz dvije razli¢ite krivulje u R? koje Zelimo prepoznati pomocu difuzijskih
koordinata.
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Slika 5.14: ZarazliCite odabire parametara algoritma difuzijska preslikavanja ne uspijevaju
prepoznati grupaciju podataka. Jedan je takav neuspjeh graficki prikazan na ovoj slici gdje
su rezultati dobiveni primjenom algoritma k-sredina na difuzijske koordinate za razlicite
vremenske parametar.
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Slika 5.15: Slike pokazuju preklapanje difuzijskih koordinata skupa podataka iz 5.4. Difu-
zijske su koordinate prvih 1500 tocaka koje generiraju manju krivulju i drugih 1500 tocaka
koje generiraju vecu krivulju gotovo potpuno jednake.
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Slika 5.16: Skup podataka obojen tako da smo primijenili algoritam k-sredina na translati-

rane difuzijske koordinate.

Slika 5.17: Na prvoj slici vidimo dvije razlicite krivulje, iz primjera 5.4, uloene su u R3
iz prostora R?. Nadalje druga slika daje prikaz podataka obojenih prema prvoj difuzijskoj
koordinati, dok su na tre¢oj podaci prikazani s pomocu prve dvije difuzijske koordinate, za

parametre algoritma ¢ = 1, £ =0.17, k = 15. Vidimo kako je manja krivulja prepoznata kao
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Slika 5.18: Rezultati grupacije podataka iz primjera 5.4, dobiveni koriStenjem difuzijskih
preslikavanja. Odabrani parametri su: ¢ = 100, & = 0.17, ik = 15. Prva slika pokazuje
grupaciju koriStenjem algoritma k-sredina na difuzijskim koordinatama, dok druga samo
na petoj difuzijskoj koordinati.
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Dodatak A
Familija difuzija

Promatramo skup podatkovnih toc¢aka u euklidskom prostoru R”. Prostorni su modeli vazni
u mnogim primjenama, poput analize slike 1 raCunalnog vida [8], a posebno su zanimljivi
oni za dobivanje niZzedimenzionalne reprezentacije skupa podataka. Buduci da uzorkova-
nje podataka opcenito nije povezano s geometrijom prostora, Zeljeli bismo otkriti struk-
turu prostora bez obzira na distribuciju tocaka podataka. U slucaju kada se podatkovne
tocke uzorkuju iz ravnoteZne distribucije stohastickog dinamickog sustava, situacija je po-
sve drugacija jer je gustoéa tocaka vrijednost od interesa. Doista, za neke dinamicke fizicke
sustave, podrucja velike gustoée odgovaraju minimumima slobodne energije sustava. Kao
posljedica toga, dugotrajno ponaSanje dinamike ovog sustava rezultira interakcijom izmedu
statistike (gustoce) i geometrije skupa podataka.

Vrlo je primamljivo obradivati skupove podataka u R" uzimajuci u obzir graf formiran
podatkovnim toCkama ¢ije su teZine odredene nekom izotropnom jezgrenom funkcijom,
npr. ks(x,y) = e 1°/¢, za neke pazljivo odabran parametar e. U [10], Belkin i Niyogi
predlazu da se izracuna Laplacian grafa te jezgre i iskoriste spektralna svojstva odgova-
rajuce difuzije za grupiranje i organiziranje podataka, kao $to je opisano u ovom radu. Iako
su vrline ovog vrste pristupa dobro poznate za opéenite grafove, vise se moze re¢i za po-
seban slucaj to¢aka u euklidskom prostoru. Zelimo znati koliki je utjecaj gustoée to¢aka i
geometrije mogucih osnova skupa podataka na svojstvene funkcije i spektar difuzija.

Uvodimo familiju anizotropnih difuzijskih procesa koji su svi dobiveni kao limesi
Laplaciana. Ova je familija parametrizirana s @ € R koji se moZe prilagoditi u svrhu
odredivanja koli¢ine utjecaja gustoce u infinitezimalne (beskrajno mala koli¢ina) tranzicije
difuzije [13]. Kljucno je Sto se normalizacija Laplaciana grafa ne primjenjuje na grafovima
s izotropnim teZinama, ve¢ na renormaliziranom grafu. Tri vrijednosti parametra @ € R su
posebno zanimljive:

e Kada je a = 0, difuzija se svodi na klasi¢an normalizirani Laplacian grafa te nor-
malizaciju koja se primjenjuje na grafu s izotropnim teZinama. Utjecaj gustoce je u

68



DODATAK A. FAMILIJA DIFUZIJIA 69

ovom slu¢aju maksimalan.

e Zasrednjislucaj @ = % Markovljev lanac je aproksimacija difuzije Fokker-Planckove
jednadzbe koja omogucava pribliZzavanje dugotrajnog ponasanja ili to¢kovne distri-
bucije sustava opisanog odredenom stohastickom diferencijalnom jednadZbom.

e Kada je @ = 1 i ako tocke priblizno leZe na potprostoru od R”, dobiva se aproksima-
cija Laplace-Beltrami operatora. U ovom slu¢aju, moguce je vratiti Riemannianovu
geometriju skupa podataka, bez obzira na raspodjelu tocaka. Ovaj je slucaj osobito
vazan u mnogim primjenama.

U nastavku ¢emo objasniti konstrukcije ove familije difuzija, slucajevi detaljnije opi-
sani i objasnjeni u [13].

Neka je g(x) gustoca tocaka na M. Najprije renormaliziramo rotacijski invarijantne
tezine u anizotropnoj jezgra te iz novog grafa odredujemo difuziju normaliziranog Lapla-
ciana grafa.

1. Fiksirajmo «@ € R i rotacijski invarijantan k.(x,y) = h(—”x_fy ”2),
2. Neka je
0.0 = [ ey

te izgradimo novu jezgru
kf(x’ y)
ge(X)ge (y)

3. Primjenom normalizacije teZinskog Laplacian grafa na ovu jezgru imamo

K (x,y) =

A0 = [ KO0y
Sto dovodi do definicije anizotropnog tranzicijske jezgre

K (x, y)

pe,a(xay) =0 -
e (x)

Definira se operator induciran tranzicijskom jezgrom:

Peaf(x) = fx Pealx ) fOIa0)dy.

Markovljev lanac definira na podacima brze i spore smjerove Sirenja, temeljene na
vrijednostima jezgrene funkcije, a kako se krece naprijed, informacije o lokalnoj geometriji
Sire se 1 akumuliraju na isti nacin kao Sto se lokalni prijelazi sustava (dani diferencijalim
jednadZzbama) mogu integrirati kako bi se dobila globalna karakterizacija podataka.



Dodatak B

Dijelovi koda KoriSteni za vizualizaciju
metode

Graficki su prikazi rezultata u radu dobiveni koriStenjem implementiranih metoda u Pyz-
honu. Difuzijske koordinate dobivene su koriStenjem funkcije diffusion map iz bibli-
oteke pydiffmap. Ona u sebi ima klasu pydiffmap.diffusion_map.DiffusionMap
koja za dane parametre izraCunava difuzijske koordinate. U toj klasi postoji metoda from-
_sklearn kojaizvodi difuzijska preslikavanja s pomocu jezgre konstruirane koristeci skle-
arn objekt najbliZzeg susjeda. Takoder, postoji klasa pydiffmap.kernel.Kernel koja
moZe izra¢unati optimalni parametar &'

Sljedec¢im je kodom dan jedan od primjera izraCunavanja difuzijskih koordinata i nji-
hova vizualizacija za podatke iz primjera 5.3.1, gdje je n_evecs broj difuzijskih koordi-
nata, k broj susjeda u grafu sli¢nosti (u kojem konstruiramo jezgru), epsilon parametar
jezgre, a alpha parametar opisan u dodatku A. U primjerima 3.3.1, 5.3.4 1 5.3.5 se moze
primijetiti kako je klju¢no za grupiranje podataka (osim optimalne vrijednosti €) odabrati
Sto manju vrijednost parametra k. Medutim, odabir premale’ vrijednosti moze dovesti do
nepovezanog grafa.

from pydiffmap import diffusion_map as dm
from pydiffmap.visualization import embedding_plot,
data_plot

# Inicijalizacija Diffusion map objekta
mydmap = dm. DiffusionMap . from_sklearn(n_evecs=2, k=30,

Trenutno postoji samo jedna ugradena metoda za procjenjivanje tzv. *bgh’ metoda (Berry, Giannakis
and Harlim).
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epsilon=2, alpha=0.5)

# Fitanje podataka i pronalazak difuzijskog preslikavanja
dmap = mydmap. fit_transform (dataset2a)

# Vizualizacija

embedding _plot (mydmap, scatter_kwargs =
{’c’: mydmap.dmap[:,0], ’cmap’: ’Spectral ’})
data_plot (mydmap, dim=2, scatter_kwargs =
{’cmap’: ’Spectral ’})

plt.show ()

Na sljedeci naCin koristimo implementiranu metodu za procjenjivanje parametra &.

# Inicijalizacija Diffusion map objekta

# neighbor_params = {’ algorithm ’: ’ball_tree ’}

mydmap = dm. DiffusionMap. from_sklearn(n_evecs=5, k=200,
epsilon="bgh’, alpha=1.0)

# Fitanje podataka i1 pronalazak difuzijskog preslikavanja
dmap = mydmap. fit_transform (swiss_roll)

# Ispis procjenjenog epsilona
mydmap. epsilon_fitted

Nadalje, rezultati dobiveni promatranje kroz vrijeme koriste implementaciju preuzetu
s git://github.com/satra/mapalign. Ova implementacija ima slicne parametre, ali nam omo-
gucuje direktno zadati vremenski parametar ¢. Slijedi primjer koda koji pronalazi prvih
deset za podatke iz primjera 5.3.4. Parametar gamma je €, an_neighbors je ve¢ spomenuti
k.

from mapalign.embed import DiffusionMapEmbedding

de = DiffusionMapEmbedding (alpha=0.5, diffusion_time=t,
affinity ="markov’, n_components=10, gamma = 0.074393,
n_neighbors = 70). fit_transform (dataset3 .copy())

Sljde¢im je kodom dobiven graficki prikaz 5.9, kako difuzijske koordinate izgledaju u
razli¢itim vremenima (omogucava prikaz za 8 razlicitih vremena).
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fig = plt.figure(figsize=(13,13))

fig.subplots_adjust (wspace=0.25, hspace=0.3,1eft=0.05,
right=0.95)

t = [1, 5, 10, 30, 50, 100, 200, 300]

for idx in range(8):
de = DiffusionMapEmbedding(alpha=0.5,
diffusion_time=t[idx], affinity="markov’,
n_components=10). fit_transform (dataset3 .copy())
ed = KMeans(n_clusters=3).fit(de). labels._

ax = fig.add_subplot(2,4,idx+1,projection="3d")
ax.scatter (dataset3[:, 0], dataset3[:, 1],

dataset3 [:,2], c=ed, cmap=plt.cm.Spectral , linewidths=0)
plt.axis(’tight )

plt.title (*t=%d % (t[idx]))

Ovdje pronalazimo difuzijske koordinate pa ih grupiramo pomocu algoritma k-sredina
te tako odredimo grupaciju originalnih podataka. To moZemo postiéi i bez koriStenja algo-
ritma k-sredina (bez unaprijed danog broja grupa), transformacijom difuzijskih koordinata,
pokazano sljede¢im kodom.

cluster = None
f, axarr = plt.subplots(l, 7, sharex=True, sharey=True,
figsize=(25, 5))
for idx, t in enumerate([1, 5, 10, 100, 250, 500,1000]):
de = DiffusionMapEmbedding (alpha=1.0,
diffusion_time=t, affinity="markov’,
n_components =6). fit_transform (X.copy())
ed = (de — de[O0, :])
ed = np.sqrt(np.sum(ed * ed , axis=1))
ed = ed/max(ed)
if cluster is not None:
ed = KMeans(n_clusters=cluster ). fit(de).labels_
plt.axes(axarr[idx])
if cluster is not None:
plt.scatter (X[:, O], X[:, 1], c=ed,
cmap=plt.cm. Setl , linewidths=0)
else:
plt.scatter (X[:, O], X[:, 1], c=ed,
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cmap=plt.cm. Spectral , linewidths=0)
plt.axis(’tight )
plt.title ("t={:g}’.format(t))

Naime, ovdje je ed vektor udaljenosti redaka matrice de (difuzijskih koordinata) od
njezinog prvog retka normiran po normi co. Ovaj kod omogucava prikaz grupacije tri
koncentri¢ne kruZnice, vidi sliku 5.11.

Pronalazak raspona parametra &, koji je opisan u radu, nam daje sljedeci kod. Funkcija
1 daje nam vrijednosti L(¢), a epsilon nam prikazuje logaritamski graf te funkcije.

def epsilon(X,n,rang):

start_time = time.time ()

fig = plt.figure(figsize =(9,8))
eps = np.random.uniform (0, rang ,n)
ax = fig.add_subplot(l, 1, 1)

y = np.zeros(n)

for 1 in range (n):

ylil=1(eps[i].X)
ax.scatter (eps,y, color="blue’, Iw=2)
ax.set_yscale (’log’)
ax.set_xscale(’log’)
plt.axis(’equal )

plt.autoscale (enable=True, axis=’x’, tight=True)
plt.show ()
print(’——— %s seconds ——-" % (time.time () — start_time ))

def 1(eps,X):
dists = euclidean_distances (X, X)
K = np.exp(—dists*%2 / (epsx*x2))
return K.sum()
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Sazetak

Spektralno ulaganje i grupiranje podataka metode su nelinearne redukcije dimenzije i gru-
piranja kompleksnih visoko dimenzionalnih podataka. Kako bismo uspjesno proveli ove
metode, ponekad je kljuéno prikazati skup podatka s pomocu odgovarajuéeg skupa koor-
dinata. Jedan od nacina kojim to mozemo postici jesu difuzijska preslikavanja.

Povezanosti izmedu tocaka mjerimo s pomocu jezgrene funkcije koja definira lokalnu
mjeru slicnosti tocaka. Za danu matricu susjedstva svih to¢aka u odredenom skupu po-
dataka definiramo slu¢ajnu Setnju po grafu u kojem su vrhovi tocke podataka. Nadalje,
pronalazimo tranzicijsku matricu pripadnog Markovljeva lanca, Cije svojstvene vrijednosti
1 vektore koristimo za konstrukciju difuzijskih koordinata. One preslikavaju podatke u di-
fuzijski prostor, gdje je definirana difuzijska udaljenost jednaka euklidskoj. Odbacivanjem
nekih difuzijskih koordinata, tako da ne gubimo informacije o strukturi podataka, prona-
lazimo parametre koji opisuju strukturu u nekom niZedimenzionalnom prostoru. Proma-
tranjem vecih potencija matrice prijelaza Markovljeva lanca mozemo dobiti bolji uvid u
globalnu strukturu skupa podataka te se upravo u nekim ve¢im vremenskim skalama ot-
kriva njihova dinamika.

Ovaj rad pruza vjerojatnosnu analizu difuzijskih preslikavanja. Dobivamo povezanost
spektralnih svojstava Markovljevih procesa s njihovom geometrijskom prirodom. Za raz-
liku od drugih popularnih metoda redukcije dimenzije, kao Sto je analiza glavnih kom-
ponenti difuzijska preslikavanja mogu otkriti nelinearne strukture. Pokazano je da je ova
tehnika otporna na Sumove i raCunski brza. U radu su obradeni mnogi primjeri koji ilustri-
raju glavne teorijske principe.



Summary

Spectral embedding and data clustering are methods for nonlinear dimensional reduction
and grouping of complex high - dimensional data. For a successful application of these
methods,, sometimes it is crucial to display set of data using an appropriate set of coordi-
nates. One way to achieve this is by using diffusion mapping.

The connection between points is measured using a kernel function that defines a local
measure of point similarity. For a given neighborhood matrix of all points in certain data
set, we define random walk on graph in which vertices are data points. Furthermore, in that
way we find the transition matrix of the Markov chain, whose eigenvalues and eigenvectors
are used for a construction of the diffusion coordinates. Those coordinates map the data in
the diffusion space, where the defined diffusion distance is equal to Euclidean distance. By
discarding some diffusion coordinates, information about data structure does not get lost
and therefore, we can find parameters that describe the structure in some lower-dimensional
space. By observing the greater potentials of the Markov chain transition matrix we can
gain a better insight into the global structure of the data set whose dynamics can be revealed
in some greater time scales.

This thesis provides a probabilistic analysis of diffusion maps. We obtain the connec-
tion of the spectral properties of Markov processes with their geometric nature. Unlike
other popular dimensional reduction methods, such as the principal component analysis,
diffusion maps can detect nonlinear structures. It has been proven that this techniques
is noise resistant and that is computationally fast. The thesis provides many case study
examples that illustrate the main theoretical principles.
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