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Uvod

Ovaj diplomski rad je pisan na nacin da ga moZe razumijeti svaki student matematike i fizike.
Kvantna fizika je grana fizike koja se bavi sustavima Cestica i medudjelovanjima medu njima. U
ovom diplomskom radu je opisan sustav dva identi¢na fermiona u potencijalu trodimenzionalnog
harmonickog oscilatora. Ovo je jedan od najjednostavnijih sustava i dosada je puno puta opisan.

Hilbertov prostor vise Cestica je funkcionalni vektorski prostor sa prirodnom strukturom slobod-
nog modula. Ovaj slobodni modul je konaéno generiran sa to¢no N!¢~! generatora za N identi¢nih
Cestica u d dimenzija. Ove generatore zovemo oblici. Za dva identi¢na fermiona u tri dimenzije
imamo 4 generatora (oblika), a to su:

Y=t -1, Yo =up —up

Y3 =vi — vy, Ya = Yais

Oblici su antisimetri¢ni polinomi (pri permutiranju ¢estica mijenjaju predznak). Sve valne funkcije
u ovom slobodnom modulu mogu biti prikazane kao linearne kombinacije produkta simetri¢nih i
antisimetri¢nih funkcija.

Cilj ovog rada je klasificirati generatore ovog slobodnog modula kao i sve polinome 2. i 3.
stupnja u 1. i 2. pobudenom stanju koje oni generiraju s obzirom na grupu permutacija S 3. U ovom
radu je napravljena potpuna redukcija osnovnog stanja te 1. i 2. pobudenog stanja u ireducibilne
reprezentacije ove grupe. Sve reprezentacije su prikazane i koriStenjem Youngovih dijagrama, kako
je to uobicajeno za simetri¢nu grupu.

U suvremenoj znanosti, teorija grupa igra vaznu ulogu. Tako se javlja u kvantnoj fizici, atom-
skoj fizici, kemiji i mnogim drugim znanstvenim disciplinama. Kada reduciramo Hilbertov prostor
valnih funkcija s obzirom na neku grupu, dobivamo potprostore koji razapinju najmanje moguce
reprezentacije te grupe odnosno ireducibilne reprezentacije. Simetri¢na grupa S 3 ima to¢no tri ire-
ducibilne reprezentacije od kojih su dvije jednodimenzionalne (trivijalna A; i alternirajuéa A;), a
jedna je dvodimenzionalna (standardna E).

U ovom radu je za postupak redukcije koriSten princip potpunog skupa komutirajuéih operatora
(CSCO) koji je prvi koristio Dirac. Potrebno je pronaéi skup operatora (grupe s obzirom na koju re-
duciramo prostor) koji ¢e komutirati medusobno te traZiti njihove svojstvene vektore. Ti svojstveni
vektori Ce razapinjati ireducibilne reprezentacije te grupe, odnosno, u ovome radu, simetri¢ne grupe
S3. Operatori koriSteni u ovom radu su Reynoldsovi. S ovakvim operatorima moZemo uociti pra-
vilnosti i simetrije s obzirom na grupu S3. Stovise, valne funkcije sa svojstvenom vrijednosti 1 su
invarijantne na djelovanje tog operatora, a one sa svojstvenom vrijednosti O nisu.



Poglavlje 1

Matematicki uvod

Ovo poglavlje predstavlja kratki matematicki uvod u kojem ¢e biti opisane klju¢ne matematicke
ideje i matematicki principi vezani uz ovaj diplomski rad. Najprije definiramo temeljne pojmove
vezane uz grupe i ostale algebarske strukture. Ovo je vazno jer je u srediStu pozornosti ovog rada
grupa permutacija S 3 i njezino djelovanje na Hilbertov prostor valnih funkcija.

Nakon toga definiramo Reynoldsove operatore i njihova svojstva. Ove operatore koristimo u
redukciji u glavnom djelu rada. U ovom poglavlju Ce biti opisan sam postupak redukcije s obzirom
na grupu permutacija te Youngovi dijagrami kao nacin klasifikacije vektora koji razapinju vektorski
prostor s obzirom na grupu permutacija.

Naposlijetku definiramo L, prostore kako bismo mogli uvesti L, Hilbertov prostor. U kvantnoj
fizici se valne funkcije Cestica prikazuju kao vektori, odnosno funkcije, u Hilbertovom prostoru
stoga je ovo bitno za izgradnju matematicke teorije potrebe za razvoj glavnog rezultata ovog rada.

1.1 Grupe, prsteni, polja i moduli

U ovom radu koristimo viSe algebarskih struktura (grupa, prsten i slobodni modul) stoga je poZeljno
najprije definirati ove strukture. Grana matematike koja se bavi ovakvim apstraktnim strukturama
(posebice grupama) se zove teorija grupa. U knjizi [6] te na internetskoj stranici [13]] se nalaze sve
dodatne informacije vezane uz grupe i ostale algebarske strukture. Najprije je potrebno definirati
grupu kao algebarsku strukturu:

Definicija Neprazan skup (G, *), gdje je * : G X G — G binarna operacija, zove se grupa ako
vrijede sljedeca svojstva:

. (xxy)xz=x%x(y*xz) VYx,y,z¢€ G (asocijativnost)
2. (Je€eG):exx=xxe=x VYxe€ G (neutralni element)
3. VxeG)Ax ' €eG) xxx!=x!+%x=e(inverzni element).

Ako jos vrijedi i komutativnost (x * y = y * x, Vx,y € G), tada kaZemo da je grupa komutativna
(abelova).
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Ako postoji podskup G 2 G koji je grupa sa istom binarnom operacijom kao u G, tada kaZzemo
da je G podgrupa od G. Ako joS postoji G5 2 Gy, 1 tako dalje, tada kazemo daje G 2 G; 2 Gy 2
--+ lanac podgrupa. Uvodimo oznaku G(s) za lanac podgrupa.
Definicija Ako je G grupa, a H njezina podgrupa te vrijedi:

aH = Ha, VYaeG

tada kaZemo da je H normalna (invarijantna) podgrupa od G i piSemo H < G.

Teorija grupa je apstraktna, njezina paznja je najviSe usmjerena na svojstva koja su posljedica
binarne operacije, a manje na prirodu elemenata ili samu operaciju. Iz ovih razloga je potrebno defi-
nirati preslikavanje koje ¢e omoguditi medusobno usporedivanje grupa. Definiramo homomorfizam
grupa kao jedno takvo preslikavanje:

Definicija Neka su (G, %) i (H, X) grupe, a ’+”” 1 ’X” su binarne operacije. Preslikavanje f : G - H
je homomorfizam iz G u H ako vrijedi:

fla*b) = fla)x f(b) Ya,beG.

Homomorfizam koji je bijekcija se zove izomorfizam. Takoder, moZe se definirati i antihomomor-
fizam kao:
flaxb)= f(b) X f(a) Va,begG.

On je, ocito, ekvivalentan homomorfizmu u slucaju abelovih grupa. Sasvim analogno, bijektivni
antihomomorfizam je antiizomorfizam.

Dalje definiramo direktan produkt grupa. Najednostavniji primjer direktnog produkta su koor-
dinate to¢aka u Kartezijevoj ravnini, odnosno, R x R. Ovo moZemo oznacavati kao R? = R x R.
Direktan produkt dvije grupe je takoder grupa Sto se moze lako i dokazati.

Definicija Neka su G i H grupe. Direktan produkt G X H, uz operaciju mnoZenja po komponentama:

(81,h1) - (82.h2) = (g1 - 82.h1 - h2), V81,82 € G, Yh,hp € H

je grupa. Isto moZemo napraviti i za viSe od dvije grupe. Tada za beskonacan broj grupa u produktu
piSemo []/* G;, a za konacan broj grupa []} G;. Podgrupa direktnog produkta grupa @ie] G se
zove direktna suma grupa. Za konacne grupe vrijedi:

G1X"'XG,,=ﬁGi=éGi=G1®“‘@Gn.

Odnosno, za kona¢ne grupe su direktan produkt grupa i direktna suma grupa ekvivalentni. Grupa
od interesa u ovome radu (S 3) je konacna stoga u ovo nije potrebno ulaziti detaljnjije.

Nastavljamo izgradnju teorije algebarskih struktura definiranjem prstena i polja. Kao $to smo
ve¢ prije opisali, grupe su algebarske strukture koje tvori jedna binarna operacija te neprazan skup
elemenata zatvorenih na tu operaciju. S druge strane prsteni su algebarske strukture koje sadrZe
dvije binarne operacije. U nastavku definiramo prstene.

Definicija Neprazan skup (R, +,-), gdjesu+ : R X R - R i-: R X R — R binarne operacije,
zove se prsten ako vrijede sljedeca svojstva:
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1. (R, +) je komutativna grupa s neutralnim elementom e,

2. (R,-) je skup zatvoren na operaciju - i vrijedi asocijativnost

3. Vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju:
x-0+z)=x-y+x-2, Yx,y,Z€R
(x+y)-z=x-z+y-2, ¥x,y,Z€R

Ako je (R, -) komutativna grupa tada kazemo da je (R, +, -) (ili, krade, R) polje. Ako postoji podskup
P C R koji je i sam prsten s obzirom na iste operacije kao i R tada kaZzemo da je P potprsten od
R. Ipak, pri proucavanju prstena, bitniju ulogu od potprstenova igraju ideali. Njih definiramo u
nastavku.

Definicija Neka je R prsten. Podskup / C R je lijevi (desni) ideal u R ako vrijedi sljedece:

1. I je potprsten od R
2. VreRiVxeljerxel(xrel)

Podskup I € R je ideal (obostrani) u prstenu R ako je i lijevi i desni ideal.

Sada kada imamo definiciju prstena i polja, moZemo definirati vektorske prostore i linearne
operatore nad njima. Svi operatori koriSteni u ovome radu su linearni stoga nije potrebno u ovo
ulaziti detaljnije.

Definicija Neka je V abelova grupa u odnosu na operaciju zbrajanja vektora. Neka je F polje.
Elementi iz V su vektori, a elementi iz F su skalari. Nadalje, neka je g : F X V — V preslikavanje
koje zovemo vanjsko mnoZenje. g ima sljedeca svojstva:

1. a(@Bv) = (@B)v Va,BeF, VveV (kvaziasocijativnost)

2. (deeF) e-v=v VYveV (neutralni element)

3. (@+Byv=av+pBv Va,BeF, VveV (distributivnostu odnosu na zbrajanje u F)
4. av+w)=av+aw VYae€F, VYv,w e V (distributivnost u odnosu na zbrajanje u V).

Tada uredenu trojku (F, V, g) zovemo vektorski prostor nad poljem F, u oznaci V(F).
Definicija Neka su V i W vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje A : V — W se zove
linearan operator ako vrijedi:

A(av + pw) = aAv + BAw VYa,BeF, Yv,weV.

Jedna od matematickih struktura u srediStu pozornosti ovog rada su polinomi stoga je potrebno
definirati i njih. Polinomi sa operacijama zbrajanja i mnoZenja polinoma tvore prsten, tzv. prsten
polinoma.

Definicija Izraz oblika P(x) = 37, a;x', n € N, a; € R gdje je R prsten sa definiranom jedinicom za
mnoZenje ((R, -) je grupa.) se zove polinom u varijabli x. Dakle, koeficijente polinoma uzimamo iz
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nekog prstena (npr. Z, R ili C). Skup svih polinoma sa operacijama zbrajanja i mnoZenja polinoma
tvori prsten, ovaj prsten zovemo prsten polinoma. Na primjer, nad poljem kompleksnih brojeva,
piSemo C[x] za prsten polinoma. Analogno moZemo definirati i polinome u viSe varijabli. Oznaka,
za npr. prsten polinoma u n varijabli nad poljem kompleksnih brojeva je C[xy, ...x,].

Preostaje joS definirati modul te smo time pokrili sve bitne definicije iz ovog podrucja potrebne
za razumjevanje ovog rada. Definiramo i bazu za module jer je ona potrebna za definiranje slobod-
nog modula.

Definicija Neka je R prsten te neka je eg njegova identiteta kod mnozenja. KaZzemo da je M lijevi
R-modul ako je (M, +) abelova grupai*: R X M — M binarna operacija te vrijedi sljedece:

l.rs(x+y)=rsx+r*xy, VreR, Vx,yeM
2. (r+s)xx=r*xx+s*x, Yr,s€R, Vxe M
3. (rs)xx=rx(s*x), Vr,s € R, Vxe M

4. egxx=x, ¥xeM

Analogno se definira i desni R-modul samo prsten djeluje s desne strane (x : M X R — M). Cijela
teorija se gradi potpuno analogno za lijevi i desni R-modul stoga moZemo govoriti samo R-modul.
Dalje definiramo bazu na sljedeéi nacin.

Definicija Za prsten R i R-modul M, skup E C M je baza za M ako vrijedi sljedece:

1. E je generirajuci skup u M. Odnosno, za svaki element iz M vrijedi da je suma elemenata iz
E pomnoZena sa koeficijentima iz R.

2. E je linearno nezavisan. Odnosno, rie; + rey + ... + rpe, = Oy i eq,...,e, € E razliCiti
= r; = ry = .. =1, = 0g (O je neutralni element zbrajanja u R, a 0y, je neutralni element
zbrajanja u M).

Ako R-modul M ima bazu tada kaZzemo da je M slobodni modul.

1.2 Grupa permutacija

Grupa u srediStu pozornosti ovog rada je grupa permutacija odnosno simetricna grupa. Ona je
definirana u nastavku za op¢eniti, n-dimenzionalni slucaj.
Definicija Neka je S # 0 neki skup. Definiramo:

Perm(S) :={f :S — S| f je bijekcija}

(Perm(S), o), gdje je ”o” kompozicija funkcija, je grupa. Ta se grupa zove grupa permutacija ili
simetri¢na grupa.
Posebno, ako je S konacan skup, permutacije od S mogu se zapisati na sljedeci nacin:

Sn:( 1 2 3 -« n-1 n (L.1)

fy f2 3 - fn=1) fn)
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Bitno je spomenuti da je broj elemenata, odnosno kardinalni broj, grupe permutacija za konacne
skupove: |S,| = n!.

U daljnjem tekstu ¢emo Kkoristiti notaciju #,u,v za varijable koje permutiramo zbog lakSeg
snalaZenja u kasnijem tekstu. Ovakvu akciju permutiranja zovemo permutacija koordinatnih osi
t,u,v. U ovome radu promatramo grupu S 3. Ova grupa je, ocito, konacna, a njezin broj elemenata
je |S3] = 3! = 6. Dakle, postoji 6 mogucih permutacija, a to su:

tu v tu v r u v
e:(t u v)’ (m):(u t v)’ (tv):(v u t)’

ru v tu v I u v
(uv):(t v u)’ (tuv):(u v t)’ (tvu):(v t u)

Opcenito, grupa S, nije abelova (ne vrijedi komutativnost). Uobicajeno je koristiti tablicu mnozenja
za dokazivanje zatvorenosti grupe. U nastavku je navedena takva tablica za grupu S3 (s obzirom
na kompoziciju o). Pri ¢emu, prvo djeluje permutacija u prvom redu, a zatim permutacija u prvom
stupcu.

(1.2)

o e (tw)  (uv) (v) (tuv) (tvu)
e e (tw)y (wv) (v) (tuv) (tvu)
(tu) | (tu) e (tuv)  (vu) (uv) ()
wv) | (mv) (tvu) e (tuv) (tv)  (tw)
(tv) (rv) (tuv) (tvu) e (tu)  (uv)
(tuv) | (tuv)  (tv)  (tw) (uv) (tvu) e
(tvu) | (tvu)  (mv) (tv)  (tw) e (tuv)

Tablica 1.1: Tablica mnoZenja za S 3

Operatore najcesce prikazujemo kao matrice. Tako, na primjer, kada djelujemo simetricnom
grupom S 3 na neki vektorski prostor V, njezine elemente, odnosno permutacije (1.2), prikazujemo
kao sljedece matrice:

1 00 010 00 1
D(e):lo 1 O,D(m):{l 0 o,D(tv):[o 1 0‘,
0 0 1 00 1 1 00
(1.3)
1 00 010 0 0 1
D(uv)z[o 0 l,ﬁ(tuv):{o 0 1,15(%):[1 0 0‘
010 1 00 010

Potrebno je reci i nesto o reprezentacijama grupa. Opdéenito, reprezentacija od neke grupe G je
homomorfizam od G u grupu D(G). Elementi grupe D(G) su operatori u vektorskom prostoru V, a
ako imamo bazu u V tada su elementi od D(G) matrice. Ako neka grupa G ima dvije reprezentacije
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DW(G) (dimenzije 1) i DP(G) (dimenzije hy), tada postoji i treéa reprezentacija koja je direktna
suma ove dvije, odnosno D(G) = DV(G) ® D®(G). Reprezentacija grupe je reducibilna ako se
primjenom transformacije sli¢nosti 7 moZe prikazati na sljede¢i nacin:

DWD(R) 0

-1 _
TD®R)T _[ 0 DO®)

} , YReG (1.4)
Ukoliko ovo nije moguce, kaZzemo da je reprezentacija grupe ireducibilna. Matri¢na reprezentacija
(I.3) grupe permutacija S3 se zove prirodna reprezentacija jer proizlazi direktno iz definicije. Ako
je preslikavanje iz grupe G u grupu D(G) izomorfizam (bijekcija), tada kaZemo da je reprezentacija
vjerna. Vjerne reprezentacije, opéenito, nisu ireducibilne. MoZe se pokazati da grupa S'3 ima to¢no
3 ireducibilne reprezentacije. U nastavku je navedena tablica koja ih imenuje te navodi njihove
karakteristike.

DIMENZIJA REPREZENTACIIE | IME REPREZENTACIJE | OZNAKA | e | (tu) | (tuv)
1 TRIVIJALNA A 1| 1 1
1 ALTENIRAJUCA Ay 1| -1 1
2 STANDARDNA E 210 -1

Tablica 1.2: Tablica karaktera

U tablici, stupci predstavljaju klase konjugacija. Element grupe A € G je konjugat od B € G ako
moZemo pronaéi C € G takav da je B = CAC~!. Klasa konjugacije je skup koji sadrZi sve ovakve
elemente iz grupe G. Grupa S 3 ima 3 klase konjugacija (e, {(tu), (tv), (uv)} i {(tuv), (tvu)}). Dakle,
(tu), u tablici, predstavlja sve 2-cikluse permutacija, a (fuv) predstavlja sve 3-cikluse permutacija.
Treba jo$ spomenuti da su u redovima u tablici napisane ireducibilne reprezentacije, dok brojevi
predstavljaju tragove matrica matri¢nih elemenata ireducibilnih reprezentacija. Ove tragove matrica
zovemo karakteri.

Karakter definiramo kao trag matrice u matri¢noj reprezentaciji i oznacavamo ga sa y. OCito je
da u (1.4) za karakter reprezentacije D vrijedi:

XR) = YV(R) + Y P(R), VR € G (1.5)

Bitno je spomenuti i da je cijela grupa S 3 generirana sa samo dvije permutacije, a to su upravo (fu)
1 (tuv). Dakle, ukoliko imamo ove dvije permutacije, imamo cijelu grupu jer sve preostale elemente
grupe mozemo dobiti medusobnim mnoZenjem ove dvije.

Ako u vektorskom prostoru reprezentacije V moZemo pronaci dva potprostora koji su invari-
jantni na grupu G, u oznakama V; i V; tada kazemo da je taj prostor reducibilan te se moze prikazati
kao direktna suma V = V; @ Vj. Inace, kaZemo da je taj prostor ireducibilan.
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1.3 Reynoldsovi operatori

Definicija Neka je C[x] prsten polinoma nad poljem kompleksnih brojeva C. Neka je G grupa sa
elementima g € G. Reynoldsov operator R definiramo kao [8]:

R AR [
R:Clx] — C[x]°, Rf= EIZDgf, Vf e Clx] (1.6)
geG

Ovdje je Dg operator elementa g iz grupe G, a |G| kardinalni broj grupe G. Dakle, Reynoldsov
operator R je preslikavanje koje preslikava polinome iz C[x] u prosjek s obzirom na grupu G(C[x]).

Slutnja 1.3.1. Reynoldsov operator R zadovoljava sljedeca svojstva [8]]:

1. R je linearan operator, odnosno, vrijedi:
R(af +Bg) = aRf +BRg, Vf.g€Clx], Ya,feC

2. Za sve invarijante i € C[x]° s obzirom na grupu G, vrijedi Ri = i

3. R je homomorfizam za C[x]®-modul, odnosno:
R(f-i)=(Rf)- (R)) = Rf)-i, VfeClxl, VieClx]®

U [11]] su detaljno opisani Reynoldsovi operatori s obzirom na algebru kao algebarsku strukturu.
Medutim, vecina rezultata vrijedi i za prstene i module. Algebra je algebarska struktura koja sadrzi
dva unutarnja mnoZenja i jedno vanjsko. Neka je A algebra. Reynoldsov operator R zadovoljava
Reynoldsov identitet [1]:

R:A— A R(fe) = RNR +RI(f~Rf)g~R) Vg€ A
Sljedeci korolar iz [[1]] govori o svojstvenim vrijednostima Reynoldsovog operatora:

Korolar 1.3.2. Reynoldsov operator R zadovoljava jenadzbu R*(I-R) = 0 (1 je operator identitete)
te vrijedi R? = R. Jedine svojstvene vrijednosti u spektru od R su 0 1.

Sada mozemo promatrati Reynoldsove operatore za grupu S3. Najprije, prema (I.6), imamo
Reynoldsov operator za cijelu grupu S 3:

Rg, = é(f)(e) + D(tu) + D(tv) + D(uv) + D(tuv) + D(tvu)) (1.7)

Kao sto je ve¢ spomenuto, svaka podgrupa grupe je i sama grupa s obzirom na istu operaciju.
Promatranjem tablice 1.1 (tablica mnoZenja za grupu S3), moZemo primjetiti da su permutacije
(tuv), (tvu) i e medusobno zatvorene. Ove permutacije se zovu parne permutacije, dok se preostale
permutacije (fu), (uv) i (tv) zovu neparne permutacije. Parne permutacije tvore podgrupu grupe S 3,
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TRIVIJALNA
PODGRUPA

Slika 1.1: Struktura podgrupa grupe S 3

tzv. alternirajuéu podgrupu Az C S3. Kako je Az grupa, moZemo prema (1.6)) definirati Reynoldsov
operator:

Ra, = %(D(e) + D(tuv) + D(tvu)) (1.8)

Na slici [I.3] je prikazana struktura podgrupa grupe S3. Trivijalna podgrupa je ona koja ne sadrzi
niti jedan element. MozZe se primjetiti da grupa S 3 ima to¢no 3 S, podgrupe. Kako su ovo takoder
grupe, za svaku od njih moZzemo konstruirati po jedan novi Reynoldsov operator:

Ry = %(D(e) + D(w)), R,y = %(f)(e) + D)), R ) = %(f)(e) + D(uv)) (1.9)

Reynoldsove operatore ¢emo koristiti u postupku redukcije u glavnom dijelu ovog diplomskog
rada. Svojstvene funkcije operatora alternirajuée podgrupe (1.8) sa svojstvenom vrjednosti 1 uvijek
¢ine jednodimenzionalne potprostore (A; ili A,), dok oni sa svojstvenom vrijednosti 0 ¢ine dvo-
dimenzionalne standardne E reprezentacije. Jedan od operatora S, podgrupa nam moZze pomoci
u odredivanju o kojoj je jednodimenzionalnoj reprezentaciji rije€. Tako svojstvena vrijednost 1
predstavlja Aj, a svojstvena vrijednost 0 A, reprezentaciju.

Postupak redukcije baze

Dalje navodimo neke najbitnije tvrdnje i teoreme vezane uz sam postupak redukcije. U [4] je
mogude procitati detaljnije o tome. Ista knjiga sadrzi i niz primjera reduciranja s obzirom na
razlic¢ite grupe. Najprije je potrebno reci da ako je za linearni operator C i neki vektor v zado-
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voljena jednadzba:
Cv = av

tada kaZzemo da je v svojstveni vektor operatora C sa svojstvenom vrijednosti a.

Korolar 1.3.3. Ako je C operator koji komutira sa cijelom grupom G i ako je Vj invarijantni
potprostor za C i ireducibilni potprostor za G tada je V; svojstveni prostor od C.

Dokaz. Kako je V, invarijantni potprostor od C, moZemo pronaéi svojstvene vektore za C u V), i
sakupiti ih u svojstvene prostore za C.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da V,; mozZemo rastaviti na direktnu sumu dva svojstvena
potprostora od ¢ (V3 = Vi@ V). Odnosno,

CVi=A,V;, i=1,2

A ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom o ireducibilnosti od V,. Dakle, jedina moguénost je
CVy=av,. o

Ovaj korolar je jedna od mnogih varijacija Schurove leme. KaZemo da dva operatora C;, C, €
G komutiraju ako vrijedi [Cy,Ca] = C1Cy, — CoCy = 0. Ako dva ili vise operatora medusobno
komutiraju, tada kazemo da oni ¢ine skup komutirajuéih operatora, ako je ovaj skup dovoljan da
reduciramo cijelu bazu vektorskog prostora V u ireducibilne reprezentacije grupe G, kazemo da je
to potpun skup komutirajucih operatora i oznacavamo ga sa CSCO.

Operatori grupe permutacija S3, (I.3), ne komutiraju medusobno stoga nisu dobar izbor za
CSCO. Jedna moguénost za izbor operatora koji ¢e €initi CSCO u grupi S 3 su tzv. operatori klasa.

Dy, = D(e), D, = D(tu) + D@tv) + D(uv), D3 = D(tuv) + D(tvu) (1.10)

Oni zapravo sumiraju sve operatore iz svake pojednine klase. Lako se moze provjeriti da ovi ope-
ratori komutiraju medusobno, a i sa operatorima (I.3)) te su stoga dobar izbor za CSCO. Ipak, u
ovome radu ¢emo koristiti Reynoldsove operatore koji takoder medusobno komutiraju. Moguéi
izbor operatora za reduciranje nije predodreden te postoji puno moguéih skupova operatora koje
mozemo koristiti.

Teorem 1.3.4. Neka je C € G operator u vektorskom prostoru V. NuZan i dovoljan uvjet da funkcija
Wi € V bude u ireducibilnoj reprezentaciji irrep(Q) je da zadovoljava svojstvenu jednadZbu za
svojstvenu vrijednost A, odnosno

Cya =

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢, vektor u ireducibilnom potprostoru V od G. OCcito, V je prostor
reprezentacije za bilo koji operator od G te je invarijantan podprostor od €. Prema Schurovoj lemi,
¥, je nuzno svojstveni vektor od C. Dovoljan uvjet slijedi iz injenice da ako vektor y, pripada
svojstvenom prostoru V; od CSCO od G tada y, pripada ireducibilnoj reprezentaciji 4 od G. m|
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Kao $to je ve¢ spomenuto, grupe S, nisu abelove. Ali, za n = 2, grupa S, je abelova odnosno
komutativna Sto se lako moze provjeriti. Kako je S, abelova grupa i za svaku podgrupu S, C
S 41 vrijedi da je kanonska podgrupa (Reduciranjem ireducibilnih reprezentacija nadgrupe, svaka
ireducibilna reprezentacija podgrupe se javlja to¢no jednom ili se uopée ne javlja.), kazemo da je
lanac podgrupa S, > S,-1 D ... D §3 D S kanonski lanac podgrupa. 1z ovoga direktno slijedi da
je S3 D §; kanonski lanac podgrupa. Iz tablice mnoZenja za grupu S5 vidimo da je i alternirajéa
podgrupa A3 takoder abelova grupa. Dakle, lanac podgrupa S3 O A3 je takoder kanonski lanac
podgrupa te za njega, takoder, vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 1.3.5. Neka su C € G i C(s) € G(s) operatori u vektorskom prostoru 'V te neka je G 2 G(s)
lanac podgrupa. NuZan i dovoljan uvjet da funkcija Y,y € V bude u ireducibilnoj reprezentaciji
irrep(A, m) je da zadovoljava svojstvene jednadZbe:

¢ 1
(é( s)) Yam = (m) i m)

Ako je G 2 G(s) kanonski lanac podgrupa tada kazemo da je (C, C(s)) potpun skup komutirajucih
operatora i oznacavamo ga CSCOIL

Ponekad za potpunu redukciju nije dovoljno koristiti operatore iz samo jedne grupe, odnosno,
njezinih pripadnih lanaca podgrupa. Probleme u viSedimenzionalnim prostorima zadaje odredivanje
standardnih E reprezentacija jer broj jednadZba Cesto nije dovoljan. U slucaju grupe permutacija
S'3, moZemo si postaviti pitanje: “Jesu li koordinatne osi ¢, u i v jedini objekti koje mozemo per-
mutirati?”’. Odgovor je ne. Analogno grupi S 3 moZemo definirati grupu permutacija za neke druge
objekte. ViSe o tome ¢e biti receno kasnije (na konkretnom primjeru), a za sada ¢emo, opcenito,
oznacavati ovakve grupe s G, a pripadne operatore s C zbog lakSeg razlikovanja od grupe G.

Teorem 1.3.6. Neka su C € G, C(s) € G(s) te C € G(s) operatori u vektorskom prostoru V te neka
je G 2 G(s) lanac podgrupa. NuZan i dovoljan uvjet da funkcija Yy mx) € V bude u ireducibilnim
reprezentacijama irrep(A,m) i u irrep(A, k) je da zadovoljava svojstvene jednadzbe:

¢ A
CO) |Yumby = |m|¥amp
C(s) k

Ako je G 2 G(s) kanonski lanac podgrupa tada kazemo da je (C,C(s)C(s)) potpun skup komuti-
rajucih operatora i oznacavamo ga CSCOIIL

Uvijek moZemo odabrati samo jedan operator koji ¢e €initi CSCO kao linearnu kombinaciju
ostalih operatora. Na primjer, ako je CSCOIII neke grupe (npr.S3) (C(S3),C(S2),C(S»)) sa SVOoj-
stvenim vrijednostima (A, m, k), moZemo uzeti operator:

K =3C(S3) + 2(0)S2 + C(S»)

Svojstvene vrijednosti operatora K su onda @ = 34 + 2m + k. Ukoliko za sve vektore dobijemo
razli¢itu svojstvenu vrijednost @ tada znamo da kvantna stanja nisu degenerirana.
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Postupak reduciranja se provodi na sljede¢i nacin. Pronademo CSCO te traZimo svojstvene
vrijednosti i svojstvene vektore svakog pojedinog operatora. Dobiveni svojstveni vektori ¢e Ciniti
ireducibilne reprezentacije grupe G, s obzirom na koju reduciramo taj vektorski prostor V. Ukoliko
dobijemo reprezentacije koje nisu ireducibilne to ukazuje da skup operatora nije CSCO te da tre-
bamo pronacdi i dodati jo§ jedan operator. Nakon $to smo reducirali cijelu bazu, moZemo pronaci
matricu transformacije sli¢nosti T te, koristenjem (1.4)), dobiti matrice grupe G u novoj bazi. Ono
Sto se dobije je blok-dijagonalna forma matrice u kojoj se nalaze matri¢ni elementi za svaku iredu-
cibilnu reprezentaciju redom po dijagonali. 1z ovog razloga je nuzno da vektori koji ¢ine standardne
reprezentacije budu ”jedan do drugoga”.

Kompozicije i particije
Osim svojstvenim vrijednostima operatora iz CSCO, ireducibilne reprezentacije moZemo prikazi-
vati i koriStenjem particija. Pojmovi particija i kompozicija su usko vezani stoga ih definiramo
zajedno.

Kompozicije su uredene podjele u kojima je poredak bitan. Ukupan moguci broj k-kompozicija
je (”Zﬁl) = (”+§_1), ovdje je n broj ¢ije kompozicije promatramo, a k broj brojeva na koji broj n
rastavljamo. Na primjer, ukupan broj 3-kompozicija broja 3 je (3§EII) = (g) = 10. S druge strane,
particije su uredene podjele u kojima poredak nije bitan te se zapisuju u padajuéem nizu. Ukupan
broj particija nekog broja se racuna prema Hardy-Ramunujan-Rademacherovoj formuli. Ovdje ju
ne navodimo jer nije znacajna za ovaj rad, a, osim toga, za manji n je moguce pronaci particije bez
koriStenja tako sloZene formule.

U nastavku navodimo svih 10 moguéih kompozicija broja 3:

3=1+1+1

3=2+140,3=2+0+1,3=0+2+1,3=14+2+0,3=14+0+2,3=0+1+2
3=3+0+0,3=0+3+0,3=0+0+23.

Sada moZemo primijetiti da postoje samo 3 moguce particije broja 3, a to su: [3] = 3+ 0+ 0,
[21] =2+ 1+01i[111] = 1+ 1+ 1. Svaka od njih predstavlja jednu ireducibilnu reprezentaciju
grupe S3. Tako particija [3] predstavlja trivijalnu A; reprezentaciju, particija [21] standardnu E
reprezentaciju, a particija [111] alternirajuéu A, reprezentaciju.

Youngovi dijagrami

Postoji jos jedan nacin prikazivanja ireducibilnih reprezentacija, a to je preko Youngovih dijagrama.
Oni su detaljno opisani u [7]], a ovdje éemo ih opisati samo ukratko. Youngovi dijagrami predstav-
ljaju konacan skup kvadrata koji su posloZeni u redove u nerastu¢em poretku. Na primjer,

[ ]
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U navedenom primjeru imamo Cetiri kvadrata u prvom redu, dva kvadrata u drugome redu i jedan
kvadrat u tre¢em redu. Ukupan broj kvadrata je sedam. Ovaj Youngov dijagram je particija broja
sedam, u $to se moZemo uvjeriti zbrajanjem broja kvadrata u redovima. Dakle, [421] = 4 + 2 +
1. Ovaj dijagram predstavlja ireducibilnu reprezentaciju grupe S7 i to je reprezentacija mjesovite
simetrije. Ako dijagram reflektiramo preko glavne dijagonale dobivamo jo§$ jednu particiju. Ova
particija se zove konjugirana particija. U ovom primjeru ona glasi [3211] =3+ 2+ 1+ 1. To je
zapravo zbroj kvadrata u pojedinim stupcima. Kazemo da je particija samokonjugirajuéa ako se ne
mijenja reflektiranjem preko dijagonale.
Promotrimo sada particije za grupu S 3. Pripadni Youngovi dijagrami su sljedeci:

=TT Jen-—Hum-

Particija [3] i pripadni Youngov dijagram predstavljaju trivijalnu A; reprezentaciju grupe S3. Pri-
padni dijagram se zove simetri¢ni dijagram. [111] predstavlja alternirajuu A, reprezentaciju, a
pripadni dijagram se zove antisimetri¢ni dijagram. I, [21] predstavlja standardnu E reprezenta-
ciju, a pripadni dijagram je dijagram mjeSovite simetrije. Primijetimo da je particija [3] konjugat
particije [111], a particija [21] je samokonjugirajuéa.

Sada smo u poziciji da govorimo o primjeni Youngovih dijagrama u teoriji reprezentacije grupa.
Uvodimo primitivne objekte koji e nam predstavljati ono $to permutiramo. Neka su ti primitivni
objekti: , i . Primjena Youngovih dijagrama zahtjeva strogo poredani skup, BSOMP
t < u < v. Pri “slaganju” kvadrata moramo paziti da u redovima imamo rastu¢i niz prema desno, a
u stupcima strogo rastu¢i niz prema dolje.

Zapocinjemo slaganje Youngovih dijagrama tako da prvo spojimo dva kvadrata.

[p[}[IﬁE}@w%+a

Kako imamo tri moguca primitivna objekta, svaki dijagram D predstavlja tri mogucénosti. Zbog
toga Sto Youngov dijagram mora biti strogo rastuci prema dolje i rastuéi u desno imamo samo tri

mogucénosti za 1 6 moguénosti za D:‘ predstavlja vektore koji su potpuno antisi-

metri¢ni s obzirom na grupu permutacija, a I::‘ predstavlja potpuno simetri¢ne vektore. Sada
dodajemo jos jedan kvadrat na svaki od dobivenih dijagrama. Najprije dodajemo jo$ jedan kvadrat

EI:@[]:EI:E]@ | (6% 3= 10 + 8)

na
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Dakle, dobili smo 10 simetri¢nih vektora i 8 vektora mjeSovite simetrije. Nakon toga dodajemo jo$

jedan kvadrat na H:

H®D= ‘@ (Bx3=8+1)

Dobili smo jo§ 8 vektora mjeSovite simetrije i jedan potpuno antisimetri¢ni vektor. Dijagrami

u parovima Cine standardne E reprezentacije simetrine grupe S3. Ukupno, postoji 10

moguénosti za simetri¢ni dijagram, samo jedna za antisimetri¢ni dijagram te Sesnaest za dijagrame
mjeSovite simetrije. Ne razmatramo ih sve ve¢ samo one koji imaju sve razli¢ite oznake.

Najprije imamo potpuno simetri¢ni dijagram , on predstavlja potpunu invarijantnost

na permutacije varijabli ¢, u i v. Njegov konjugat je potpuno antisimetri¢ni dijagram . On ¢e

za permutacije klase konjugacije (fu#) mijenjati predznak, a za permutacije klase konjugacije (fuv)

|\ u
ostati nepromijenjen. Jo§ imamo i dijagram mjeSovite simetrije , on Ce biti invarijantan na
1%
.o . . t 1% , .o . . . e
permutaciju (fu), a njegov konjugat ¢e mijenjati predznak pri permutaciji (fu). Ova dva
u

¢ine dvodimenzionalnu reprezentaciju E kao $to je i navedeno u tablici karaktera.
Ono $to je kljucno je da Youngovi dijagrami, u ovakvoj klasifikaciji, predstavljaju ireducibilne
reprezentacije grupe S 3.

1.4 Hilbertov prostor

Najprije definiramo £ prostore i njihova svojstva kako bismo mogli uvesti L> Hilbertov prostor.
Elementi Hilbertovog prostora su funkcije koje, u slucaju kvantne mehanike, predstavljaju valne
funkcije kvantnih stanja. Ipak, prije ovoga je potrebno definirati o-algebru i mjeru kao funkciju nad
njom.

Familija ¥ € P(X) (Ovdje P(X) predstavlja partitivni skup skupa X. Partitivni skup je skup
svih podskupova.) se zove o-algebra ako vrijedi:

1. 0 € ¥ (Sadrzi prazan skup.)

2. Ae F = A € F (Ako sadr7i neki skup onda sadrzi i njegov komplement.)

3. A;jeF,ie N= |J A; € ¥ (Zatvorena je na prebrojive unije skupova.)
i=1



POGLAVLIJE 1. MATEMATICKI UVOD 15

Nekaje X #01iF o-algebrana X. Funkcijay : ¥ — [ 1, +00] je mjera na F ako vrijedi:
1. u@ =0

2. E,‘ET,iEN,EiﬂEjZQ),UEiETﬁ/l(UE,'):ZiIM(Ei)
i=1 i=1

Uredeni par (X, %) tada zovemo izmjerivi prostor, a uredenu trojku (X, ¥, ) prostor s mjerom.
Skolski primjer mjere bi bila Lebesgueova mjera. U jednoj dimenziji ona glasi:

u([a,by) =b—a (1.11)

Ovo je samo duljina intervala tj. duljina necega opcenito. MoZemo ju generalizirati na n dimen-
zija. Tako je dvodimenzionalna Lebesgueova mjera povrSina, a trodimenzionalna volumen. Sada
mozemo krenuti sa L? prostorima.

Neka je (X,F, u) prostor s mjerom te neka je p € [ 1, +oc0). Promatramo dva moguca polja (R i
C), oznacimo ih sa F. Definiramo:

LPX,F,u;F) .= {f : X > Fizmjeriva : |f]” je u-integrabilna}

LP(X,F, u; F) je vektorski prostor nad F. Na L definiramo || ||, : £? — [0, +o0):

11l = ( fx If(X)I"u(dx))p (1.12)

Lako se pokaZe da || ||, zadovoljava sljedeca svojstva:
LoIfll, 20, VfeLr
2. |lafll, =l al” Ifll,, Ya €R, VfeLP
3. 0fll, =0 < f =0 gotovo svuda

Osim ova tri navedena svojstva, da bi || ||, bila norma mora vrijediti i nejednakost trokuta. (To¢nije,
3. svojstvo mora vrijediti svugdje, a ne gotovo svuda u aksiomima norme.) O tome govori sljedeéi
teorem.

Teorem 1.4.1. Nekaje (X,F, u) prostor s mjeromip € [ 1,+co) Ako su f,g € LP tadajei f+g € LP
i vrijedi:
If +gll, < A1, + gl

Dokaz. Najprije razmatramo slucaj p = 1.

If + gl = f f + gldy < f (11 + lghdu = f fldu + f gl = I171, + llgl,
X X X X

Ovdje smo u nejednakosti iskoristili [f + g| < |f| + |gl, a u 2. jednakosti linearnost integrala.
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Treba jos pokazati da tvrdnja vrijedi i za p € (1, +c0). Neka je g takav da su p i ¢ konjugirani
eksponenti, odnosno, vrijedi:

1 1
l—)+;]=1 — pt+tq=pqg — (p—l)g=p

Dakle, (|f + gl”~")? = |f + gIP. 1z ovoga zakljutujemo |f + g|P~! € L9
Kako je [f + gl < |f] + Igl, vrijedi:

If +gl” < (f] + gDl f + g’

Integriranjem ove nejednakosti dobivamo:

f f + glPdu < f IS + gl + f 1gllf + gl di
X X X

= I el < [ 117+ g a [ lelf + o ld
X X
Poznato je da vrijedi ||fgll; = [,|fgldu < |Ifl,ligll, za f € £ i g € L7 (Hblder). Koristenjem ove
nejednakosti dobivamo:
1f + &llp < WA||CF + P, + gl [|Cf + &7l = (A, +lgll,) f I(f + )" 4dp
X

Ovdje moZemo iskoristiti § = p — 1, pa imamo:

If + &Ity < (U1, + gl IF + gl ™!

Ukoliko je ||f + gll, = 0 nejednakost vrijedi trivijalno. U suprotnom, dijeljenjem nejednakosti sa
IIf + g||§_1 slijedi tvrdnja. Iz ovoga direktno slijedii da je f + g € LP. |

Dakle, u £L? prostorima vrijedi nejednakost trokuta. Ovaj teorem se zove ’Nejednakost Min-
kowskog”. Sada, zbog tri svojstva navedena ranije i nejednakosti trokuta, mozemo zakljuditi da
je |lll, “skoro” norma na LP. (Svojstvo 3. mora vrijediti uvijek, a ne gotovo svuda.) Dakle, L?
je 7’skoro” normirani prostor. (Normirani prostor je vektorski prostor sa definiranom normom.)
Problem se rjeSava definiranjem sljedece klase ekvivalencije:

f~g = If-gl,=0
Sada je mogucée definirati kvocijentni prostor prema gore navedenoj klasi ekvivalencije:
LPX,F, ) = LPX,F,u;F)/ «

Ovaj prostor je normirani prostor. U kvantnoj fizici je od posebnog znacaja L? prostor jer na njemu
mozemo definirati skalarni produkt. O tome govori sljedeci korolar.
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Korolar 1.4.2. Specijalno, za p=2, L? je Hilbertov prostor tj. potpuni unitarni prostor sa skalarnim
produktom:

(fi&)2 = f Sfgdu

Kazemo da su valne funkcije Eestica u kvantnoj mehanici elementi gore definiranog L? unitar-
nog prostora. Strogo gledajudi, ovo nije u potpunosti to¢no jer je zapravo rije¢ o klasama funkcija
kao $to je gore definirano, ali bez smanjenja opcenitosti moZemo govoriti o funkcijama. Dakle,
Hermiteove valne funkcije, koje su rjeSenja Schrodingerove jednadZzbe za kvantni harmonicki osci-
lator, su elementi L? Hilbertovog prostora. Hermiteove valne funkcije ée biti izvedene kasnije. Vise
o L prostorima, L?> Hilbertovom prostoru i primjeni matematike u kvantnoj mehanici moguce je
procitati u [12]]. U Hilbertovom prostoru norma (I.12)) izgleda ovako (p = 2):

A1l := (fXI f(x) Iz,u(dX)) (1.13)

Bitno je jos spomenuti i da je u slucaju okomitih funkcija skalarni produkt jednak nuli. Odnosno,
zaf Lg:

. g = f fedi=0



Poglavlje 2

Kvantna mehanika

Cilj ovog poglavlja je razmotriti kljucne ideje iz kvantne mehanike potrebne za razumijevanje ovog
diplomskog rada. Temelj kvantne mehanike je Schrodingerova jednadZba:

Hy = Ey (2.1)

Ovdje H predstavlja operator ukupne energije (Hamiltonijan), E vrijednost energije, a y valnu
funkciju. U matemati¢koj terminologiji, u (2.I)) ¥ je svojstvena funkcija Hamiltonijana, a E je
svojstvena vrijednost.

Kao sto je ve¢ spomenuto, dva operatora ¢ ic, komutiraju ako vrijedi [é 1, éz] = 0. Ako dva
operatora komutiraju, tada oni imaju skup netrivijalnih zajednickih svojstvenih funkcija. Pod netri-
vijalnih se podrazumijeva, u ovom slucaju, razli¢itih od konstantnih funkcija. Ako jos k tome svaki
od njih komutira s Hamiltonijanom, odnosno [C1,H] = 0, [C, H] = 0, kaZemo da su svojstvene
vrijednosti operatora C, i C, dobri kvantni brojevi.

Valne funkcije ¥ su elementi Hilbertovog prostora koji je definiran u matemati¢kom uvodu.
Ovo znaci da postoji niz okomitih funkcija {¢,} koje razapinju ovaj prostor te da se svaka valna
funkcija y koja je element ovog Hilbertovog prostora moZe prikazati kao linearna kombinacija ovih
funkcija, odnosno:

[ee)

Y = D anpu()
n=1
Vise o operatorima i Schrodingerovoj jednadZbi pise u [3]].

Na samom pocetku ovog poglavlja biti ¢e opisan model harmonickog oscilatora u kvantnoj me-
hanici. Nakon toga, dana je generalizacija kvantnog harmonickog oscilatora na tri dimenzije. Dalje
ée biti opisan Bargmannov prostor i prelazak iz L? Hilbertovog prostora u Bargmannov prostor
koriStenjem transformata. Naposlijetku e biti opisani sustavi Cestica, posebice slu¢aj dva identi¢na
fermiona s kojim se ovaj rad zapravo bavi.

18
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2.1 Harmonicki oscilator

Postoje dva razliita pristupa rjesavanju kvantnog harmonickog oscilatora (algebarski i analiticki).
Oba nacina su opisana u [2], a algebarska metoda je opisana i u [[7]. Algebarska metoda se svodi na
definiranje operatora spustanja i podizanja koje primjenjujemo na valne funkcije i na taj nacin do-
bivamo sva moguca kvantna stanja energije. Ovdje je opisan analiticki pristup. Ideja harmonickog
oscilatora u klasi¢noj fizici je zasnovana na tijelu mase m koje titra na opruzi konstante elasti¢nosti
k. Problem u kvantnoj fizici se svodi na rjeSavanje Schrodingerove jednadzbe (2.1)) za potencijal
harmonijskog oscilatora. Hamiltonijan glasi:

N 1
H=——+ -mw°x 2.2)

Uvrstavanjem u Schrodingerovu jednadzbu (2.1)) dobije se:

ndy o1,
—%W+§ma)xw—Ed/ (2.3)
Uvodimo bezdimenzionalnu varijablu ¢ = /% x, pa jednadZba (2.3) glasi:
d2
e o 2.4

gdje je K = %—i Rjesavanjem jednadzbe (2.4)) dobivamo dozvoljene vrijednosti za K, a time i za E.
Najprije je potrebno uociti da na velikim £- evima (odnosno x-evima) vrijedi:

&
e Y
Aproksimativno rjeSenje ove jednadzbe je:

Y(é) ~ Ae 12 4 Bt

Odmabh se vidi da B dio ne konvergira stoga ga nije moguée normalizirati. Iz ovog se razloga uzima
rjeSenje oblika:

W(E) = h(&)e <

Ovu jednadzbu dva puta deriviramo te nju i njenu 2. derivaciju uvrstimo u (2.4)). Slijedi:

d*h dh
— 26— +(K-1Dh=0 2.5
2 3 dE ( ) (2.5)
Rjesenje traZimo u obliku reda:
e = aj

J=0
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Ovaj izraz takoder deriviramo dva puta te dobivene izraze uvrstimo u (2.5), sredivanjem dobivamo:

DG+ DG +Daja - 2jaj + (K - Daj| € =0
=0

Zbog jedinstvenosti razvoja slijedi:
(J+ DG +2aj2—2jaj+(K-1)a; =0
Odnosno, dobili smo rekurzivnu relaciju:

2j+1-K

T GG Y (20

aj+2
Rekurzija (2.6)) je ekvivalentna jednadzbi (2.5)). Intuitivno je jasno da se rjeSenja h(£€) mogu zapisati
kao zbroj parne funkcije generirane sa ag i neparne funkcije generirane s a;. Nije moguce normali-
zirati sva rjeSenja dobivena na ovaj nacin stoga se postavlja restrikcija K = 2n + 1 za neki n € Nj.
Odnosno, energija mora biti oblika:

1
E,=(n+ E)hw, n € Ny 2.7)

Sada rekurzija (2.6) glasi:

2n-j)
G+DG+2)
Opdenito, rjeSenja h,(£¢) su polinomi koji sadrZe samo parne potencije za n paran i neparne potencije
za n neparan. Ti polinomi su zapravo Hermite-ovi polinomi H,(¢). Dakle, rjeSenja Schrodingerove
jednadzbe (2.4)) su:

mw\1/4
(o = (=)

h

aje2 2.8)

-£/2
WHn@)e (2.9)
Dana su normalizirana rjeSenja, postupak normalizacije nece biti proveden jer nije znacajan za ovaj
rad. Ove valne funkcije se zovu Hemiteove funkcije. Na slici [2.1] je prikazano prvih nekoliko
funkcija (nenormaliziranih).
Ovdje je ukratko opisan nacin rjeSavanja Schrédingerove jednadZbe za kvantni harmonicki os-
cilator, opisano je samo onoliko koliko je nuZzno, detaljnije se o tome moze procitati u [2]].

2.2 3D harmonicki oscilator

Kvantni harmonicki oscilator se prirodno generalizira na viSe dimenzija. U slucaju tri dimenzije
Hamiltonijan (2.2) glasi:

hod* o1 hod 1 hod® 1
— + —mw’x? —ma)zy2 - %d_zz + Ema)zzz (2.10)

P L
2md 2 2mdy? 2
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() = et

Y (2) = 2;1’..5-";

() = (1a* — 2)e ¥
(a) = (82° — 120)e

Slika 2.1: Nenormalizirane Hermiteove funkcije

Schrodingerova jednadzba (2.1) je separabilna po koordinatama te se moZe rijesiti posebno za svaku
koordinatu. Analogno slu¢aju u jednoj dimenziji, za sve tri varijable dobivamo energije oblika (2.7).
Dozvoljene energije za 3D harmonicki oscilator su samo zbrojevi pojedinacnih energija:

3
E=(nx+ny+nz+§)ha)

Takoder, prirodno se generaliziraju i valne funkcije za 3D harmonicki oscilator kao produkt valnih
funkcija za svaku pojedinu varijablu (2.9). Ovdje su dane u nenormaliziranom obliku:

Urnenyon (%9, 2) = Hyy (X)Hyy, (9 H, (e #7712 (2.11)

Ovdje n; za i = x,y, z predstavljaju kvantne brojeve za svaku pojedinu koordinatnu os.

2.3 Bargmannov prostor

U literaturi [11]] je dan Bargmannov transformat kojim preslikavamo valne funkcije iz L? Hilberto-
vog prostora u Bargmannov prostor. On je definiran kao:

1 00
Blyl@) = mf e

Ako uvrstimo Hermiteove funkcije (2.9) (ali bez norme), dobivamo:

12+

£V (2.12)

1 o0 72+x2
B[Hn(x)e‘)‘z/z](t)=m f IV (00
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Ovaj integral se moZe rijesiti koriStenjem funkcije izvodnice:

(o)

e—t2+2xt _ Z _H (x)

n=0
MnoZenjem obje strane sa e /243t V2= e integriranjem dobije se:
f‘x’e 212+xt(2+‘f) x? dx = Z f t+x +xl‘/7H (x)e X /de (213)

Iz ovoga direktno slijedi [~ I L CoR D 2o Ll 4B[H,(x)e™"/?](). Rjesavanjem li-
jeve strane u (2.13)):
foo e—%12+xt(2+ \E)—xzdx — \/Ee V272

Ovo rjeSenje se razvija u red:

N - W1
VeV = \/E;(\/Ef) o

Usporedivanjem redova s obje strane jednakosti, moZe se primjetiti da vrijedi 7'/*8 [Hn(x)e‘xz/ (1) =
V(V21)". 1z ovoga slijedi:
BIH,(x)e (1) = 714 (V21" (2.14)

U relaciji (2.14) se vidi da Hermiteove funkcije prelaze u potencije kompleksne varijable 7 u Barg-
mannovom prostoru. Ako ovo usporedimo sa normaliziranim Hrmiteovim valnim funkcijama (2.9),
vidimo da ¢e Bargmannov transformator normaliziranih Hermiteovih valnih funkcija biti \/"»

Sada je moguée napraviti sljedece mapiranje Hermiteovih funkcija za trodimenzionalni har-
monicki oscilator (2.11)) u Bargmannov prostor:

B
wnx,nwnz(x, v,2) = an(x)]-[ny(y)HnZ(Z)e—(x2+y2+12)/2 N2 S LR (2.15)

Ovo je opisano u [9]]. Prikazivanje valnih funkcija preko polinoma u Bargmannovom prostoru nam
je korisno zbog dobrog algebarskog svojstva 7'/ = **™. Odnosno, mnoZenje valnih funkcija se
svodi na zbrajanje kvantnih brojeva.

Uocimo da se u preslikavanju ispustila norma. Naime, norma nema lijepa svojstva pri mnoZenju
valnih funkcija Sto komplicira racunanje (n!m! # (n + m)!). Postupak normalizacije je moguce
napraviti naknadno, ukoliko je potrebno. Prije konkretnog racunanja obvezno je potrebno normali-
zirati funkcije. U ovom radu, opéenito, norma nece biti ukljucena u racun.

U Bargmannovom prostoru skalarni produkt raCunamo preko izraza:

(f.8) = 1 f f@g@e M dz, zeC
271' C
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Ovdje je dz Lebesgueova mjera (I.11)) u dvije dimenzije. Ako uvrstimo Bargmannove transformate
Hermiteovih funkcija dobivamo izraz za skalarni produkt dva polinoma:

(", 1" = nlouy (2.16)

Funkcija 6,,, se zove Kronecker delta funkcija i definirana je na sljede¢i nacin:

0 ntm
5nm={
1 n=m

Dakle, ako se u polinomima jave iste varijable na istu potenciju, tada je skalarni produkt veéi od
nule, a ako se javljaju razliite potencije skalarni produkt je nula. MoZe se pokazati da je s ovako
definiranim skalarnim produktom Bargmmanov prostor zapravo Hilbertov prostor.

Transformacija Hamiltonijana (2.2)) u Bargmannov prostor se radi posve analogno transfor-
maciji Hermiteovih funkcija. Najprije treba transformirati operatore poloZaja i koli¢ine gibanja u
Bargmannov prostor [5]:

R PR TN Y P
2\ at) ox \2 ot

Sli¢no transformiramo i preostale koordinate. Hamiltonijan za tri dimenzije (2.10) onda postaje:
A 0 0 0 3
H = (t— +u— +v—+ —)hw 2.17)

Njegove svojstvene funkcije (funkcije koje zadovoljavaju jednadzbu Hy = Ey) su &iste poten-
cije. Ovo smo mogli i oCekivati jer su Bargmannovi tansformati Hermiteovih funkcija upravo Ciste
potencije.

2.4 Sustav dva identi¢na fermiona

Sustavi identi¢nih Cestica su detaljno opisani u [2] i [[7]. Pretpostavimo da je valna funkcija stanja
prve Cestice ¥y, (r1), a druge Cestice ¥, (r2). Ovdje su rq 1 ry vektori poloZaja Cestice, a 1y 1 ny
kvantni brojevi. U tom slucaju bi valna funkcija sustava dvije Cestice bila jednostavno samo njihov
produkt, odnosno:

'ﬁnl,nz (rla r2) = A'ﬁn] (rl)‘ﬂnz (rZ)

Ovdje je A norma. Medutim, ovo je uz pretpostavku da moZemo razlikovati Cestice. A Sto kada su
Cestice neraspoznatljivo identi¢ne? Ne mozemo tvrditi da je jedna u stanju n;, a druga u stanju np
jer ih ne moZemo razlikovati na apsolutno nikakav nacin. Zato koristimo valne funkcije u kojima je
nebitno koja je Cestica u kojem stanju:

Yi(r1, r2) = A, (ro)Yn, (r2) = Y, (rogs,, (r2)]

Iz ovoga moZemo zakljuciti da postoje dvije vrste identi¢nih Cestica, bozoni i fermioni. Za bozone
se koristi + u valnoj funkciji, a za fermione —.
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U ovom diplomskom radu se promatra sustav dva identi¢na fermiona. Valna funkcija sustava
dva identi¢na fermiona je, dakle,

Wiy (r1, 12) = Al (rOWn, (r2) = Y, (r)Yn, (r2)] (2.18)

Ocito je, za ny = ny, Yy, 4, (r1,r2) = 0. 1z ovoga direktno slijedi da dva identi¢na fermiona ne
mogu biti u istom kvantnom stanju istovremeno. Ovo je vrlo poznati rezultat koji se zove Paulijev
princip iskljucenja.

Funkcija (2.18) je antisimetri¢na stoga ju je mogudée zapisati u obliku determinante. Takve
determinante se zovu Slaterove determinante.

l//nl(rl) ‘/’nl(TZ)

Unymy(r1,r2) = A Uny(F1)  Yny(r2)

(2.19)

Opéenito su valne funkcije identi¢nih fermiona antisimetri¢ne dok su valne funkcije identi¢nih bo-
zona simetri¢ne. Vise o tome je mogudce procitati u [7]]. Iz ovoga slijedi da valne funkcije identi¢nih
fermiona moZemo prikazivati kao Slaterove determinante.

Do istog rezultata je moguée doci i na elegantniji nacin. Definiramo operator permutacije
poloZaja estica P na sljedeéi nacin:

Pl//nl,nz(r19 r2) = 'l’nl,nz(rz, rl)

Ocito, svojstvene vrijednosti ovog operatora su +1. 1z ovoga slijedi da moZemo dobiti valne funkcije
sa simetri¢cnom svojstvenom vrijednosti +1 (bozoni) ili sa antisimetricnom svojstvenom vrijednosti
—1 (fermioni).

Valne funkcije dva identi¢na fermiona (2.18), odnosno (2.19) u potencijalu 3D harmonijskog
oscilatora, prelaze u potencije varijabli 1, t5, uy, up, v i v, u Bargmannovom prostoru koriStenjem
mapiranja (2.13). Dakle, mogu se zapisati, analogno kao (2.19), na sljedeéi nacin:

Z»lnllul”lZvlnlS tz””uQ”IZV2"13

Yini1mzmia)nannmy) (1, U1, V1), (B2, U2, v2)) = A 112 g T2 P gy gy P22 23 (2.20)

U slucaju dvije Cestice, Hamiltonijan (2.17) ¢e postati:

n 0 0 0 0 0 0
H=|ti— — —+h— — — +3}h 2.21
(1611 +u16u1 +VIaV1 - 261‘2 +M2au2 +V28v2 * ) “ ( .
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Sustav dva identi¢cna fermiona u
potencijalu trodimenzionalnog
harmonickog oscilatora

Hilbertov prostor mnostva Cestica odnosno Bargmannov prostor je funkcionalni vektorski prostor
sa prirodnom strukturom slobodnog modula. Ovaj slobodni modul je kona¢no generiran, a antisi-
metri¢ne funkcije koje su njegovi generatori se zovu oblici.

U ovom poglavlju najprije konstruiramo slobodni modul kojeg tvori sustav dva identi¢na fer-
miona u potencijalu trodimenzionalnog harmonickog oscilatora. Nakon toga razmatramo Hilbertov
red kojeg koristimo za brojanje svih moguéih kvantnih stanja u Hilbertovom prostoru te opisujemo
valne funkcije kao polinome u Bargmannovom prostoru. Naposlijetku govorimo o stanjima u ko-
jima se centar mase giba (CM) 1 o stanjima u kojima se ne giba, odnosno stanja relativnog gibanja
(RM).

3.1 Slobodni modul antisimetri¢nih polinoma nad prstenom
simetri¢nih polinoma

U matematickom uvodu smo definirali prsten polinoma i slobodni modul. Sada éemo ovu teoriju
primijeniti na sustav dva identi¢na fermiona u potencijalu 3D harmonickog oscilatora. Naime, veé
spomenuti transformati Hermiteovih valnih funkcija tvore slobodni modul antisimetri¢nih polinoma
nad prstenom simetri¢nih polinoma. Najprije Zelimo nesto reci o prstenu simetri¢nih polinoma (o
tome je moguce detaljnije procitati u [8]].
Definicija Neka je C[xy, ..., x,] prsten polinoma u n varijabli nad poljem kompleksnih brojeva C.
Za polinom f € Cl[xy, ..., x,] kazemo da je simetrian ako je invarijantan na sve permutacije (iz
grupe §,) varijabli xi, ..., x,.

Vratimo se na Bargmannove transformate Hermiteovih valnih funkcija (2.14). Za dvije Cestice
u jednoj dimenziji bismo dobili polinome u potencijama varijabli ¢#; 1 #,. Ove varijable moZzemo

25
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shvatiti kao nultoc¢ke polinoma u varijabli £. Odnosno,
(t—1)t-1)=0 & -t +0)+1tr=0 (3.1)

Koeficijenti u ovom polinomu su elementarne simetri¢ne funkcije. (One su vezane za korijene
polinoma Viete-ovim formulama.)

ey =t +t, e=nhHh.

Za tri dimenzije i dvije Cestice je onda moguée konstruirati to¢no 6 elementarnih simetri¢nih funk-
cija.

el(t)y =1 +1, ex(t) = titp
() =u +up,  exu) = uuy (3.2)
e1(v) = vy + s, er(v) = vy

Ove funkcije ¢emo zvati Eulerovi bozoni. Oni ¢e predstavljati pobudenja u ovome radu. Pobudenja
e1 predstavljaju pobudenje tekuceg stanja, a pobudenja e, pobudenja plinovitog stanja. Primijetimo,
polinomi e su polinomi prvog stupnja, a polinomi e, su polinomi drugog stupnja. Eulerovi bozoni
su detaljno opisani u [11]].

Medusobnim zbrajanjem i mnozenjem Eulerovih bozona (3.2)) uvijek dobivamo simetri¢ne po-
linome. MnoZenje i zbrajanje polinoma je asocijativno, postoji neutral u zbrajanju (tzv. nulpolinom
gdje su svi koeficijenti nula), a i svaki polinom ima inverz pri zbrajanju koji je takoder simetri¢na
funkcija (npr. inverz od ¢#; + t, je —t; — f», a ovo je simetri¢na funkcija). Dakle, Eulerovi bozoni
¢ine bazu za prsten simetri¢nih polinoma u jednoj dimenziji te se svaki simetri¢ni polinom mozZe
prikazati kao njihova linearna kombinacija. O tome govori sljedeéi teorem iz [8]:

Teorem 3.1.1. Svaki simetricni polinom f € Clxy, ..., x,] moZemo zapisati jedinstveno kao polinom
u elementarnim simetri¢nim polinomima.

Elementarne simetricne funkcije su jedna moguénost za odabir baze prstena simetric¢nih poli-
noma. Jo§ nekoliko razli¢itih baza je dano u [8]. Ovdje ¢emo jo§ raspraviti Schurove polinome.
MozZe se pokazati da oni, takoder, ¢ine bazu za prsten simetricnih polinoma. Schurovi polinomi s,
su definirani kao omjer dvije determinante. Prva je Vandermondova determinanta [10]:

N-1 N-1

At s t) = = ] @ (33)
no 0 IN | i<icjen
1 - 1

Opcenito, Slaterove determinante za osnovna stanja od N Cestica su Vandermondove determinante
(3-3). Drugu determinantu definiramo za particiju A = (1; > A > --- > Ay) broja d € N sa najvise
N djelova [8]:

til]+N—l y

aty, ... ty) = : : (3.4)

A1+N-1
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Schurov polinom je:
_ @, ty)
Aty ..., ty)

Teorem 3.1.2. Skup Schurovih polinoma s, gdje je p = p1+...+ py particija broja d € N sa najvise
n djelova tvori bazu za elementarne simetricne polinome stupnja d.

Sa 3.5

Na primjer, za simetri¢ne polinome prvog stupnja (d = 1) u dvije varijable (N = 2), dobivamo
Schurov polinom:

22
n-65 W-n)t+n)

o+t
h—-n n—-n PR

S1=1+0 =

Ovaj Schurov polinom odmah prepoznajemo kao Eulerov bozon iz (3.2). Kako je jedina moguca
particija 1 = 1 + 0, on razapinje sve simetri¢ne polinome 1. stupnja za N = 2. Medu Schurovim
polinomima drugog stupnja za N = 2 pronalazimo i ex(f) = t1f,. Polinomi drugog stupnja su
razapeti sa dva Schurova polinoma polinoma (jer postoje dvije N particije broja 2).

Sustav dva identi¢na fermiona u potencijalu 3D harmoni¢kog oscilatora u Bargmannovom pros-
toru interpretiramo kao slobodni modul antisimetri¢nih polinoma nad prstenom simetri¢nih poli-
noma koje tvore Eulerovi bozoni. Bazu u ovom slobodnom modulu razapinju antisimetri¢ne funk-
cije koje zovemo oblici, oni su dani u literaturi [11]:

Y1 =t -1, Yo =u —u

(3.6)
Y3 =vi — o, Ya =Y 1oys

Produkt oblika sa Eulerovim bozonima i njihovim linearnim kombinacijama uvijek daje antisime-
tri¢ne funkcije. Dakle, ovaj slobodni modul je doista zatvoren. Kao §to je gore definirano, s ovom
bazom, sve antisimetri¢ne funkcije ovog slobodnog modula mogu biti zapisane kao linearna kombi-
nacija oblika pomnoZenim sa simetricnim funkcijama iz prstena kojeg generiraju Eulerovi bozoni.
Odnosno,

4
y=> (3.7)
i=1

Ovdje ®@; predstavljaju simetri€ne polinome (iz prstena kojeg generiraju Eulerovi bozoni), a i;
oblike odnosno antisimetri¢ne polinome. Oblici su medusobno okomiti, a iz ovog vidimo da svaku
funkciju u Bargmannovom prostoru moZemo zapisati kao linearnu kombinaciju oblika stoga opet
mozemo zakljuciti da je Bargmannov prostor doista Hilbertov prostor.

3.2 Hilbertov red

1z [10] je poznato da postoji Hilbertov red koji prebrojava sva kvantna stanja u Hilbertovom pros-
toru. Taj red je oblika:

1
1—g*

N
Zi(N,q) = PaN, q) | |
k=1
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Ovdje je P,(N, g) polinom koji zadovoljava Svrtanovu rekurziju ([10]):

N

NP4(N,q) = > (=D [CN @)1 PaN - k. 9) (3.8)
k=1

Ovdje je:
(1-g"---d-g"*h
1-gF

Uvritavanjem ¢ = 1 u (3.8) dobivamo P4(N, 1) = N!%°!, a ovo je dimenzija slobodnog modula
odnosno broj oblika koji ga generiraju. Za N = 2id = 3 imamo P3(2,1) = 2!*~! = 4. Time smo
potvrdili da, za N = 2 id = 3, doista postoji tocno Cetiri generatora odnosno da bazu ¢ine oblici
B.9).

Rjesavanjem rekurzije (3.8) zad = 3i N = 2 se dobiva P3(2,q) = 3¢ + ¢°. Dakle, zad = 3 i
N = 2, Hilbertov red glasi:

CM(g) =

3
Z32,9) = 3q + ¢°) (ﬁ)(%qz)] =3g+9¢> +28¢° + - -- (3.9)

Polinom P3(2,9) = (3¢ + ¢°) u (3.9) predstavlja oblike. Imamo tri oblika stupnja jedan (1, ¥>
i ¥3) pa stoga koeficijent 3 ispred ¢ i jedan oblik stupnja tri (¥4) pa stoga koeficijent 1 ispred ¢°.
Primijetimo, ¥4 je neuobicajen, on je umnoZak preostala tri oblika. KaZemo da je on pseodoskalar
jer zapravo predstavlja orijentirani volumen (x; — x3)(y; — y2)(z1 — z2) u Bargmannovom prostoru.

3

S druge strane, red [(ﬁ)(#)] predstavlja Eulerove bozone (3.2). Ovdje uo¢avamo da je to
iteracija jednostavnih simetri¢nih funkcija po smjerovima. Kako je sve na trecu potenciju zapravo
ponavljamo jednostavne simetri¢ne funkcije za dvije Cestice u jednoj dimenziji tri puta (jednom za
svaki smjer ¢, u i v).

3.3 Valne funkcije

Algoritam kojim se traZe oblici je detaljno opisan u [11]]. Najprije se vidi da Hilbertov red (3.9)
ukazuje da je osnovno stanje trostruko degenerirano (koeficijent ispred g u (3.9) je tri), odnosno, ono
je razapeto sa prva 3 oblika. Prije navedena notacija nije ba$ prakti¢na, stoga uvodimo sljedeéi nacin
zapisivanja Hermiteovih funkcija dva identi¢na fermiona u 3D harmoni¢kom oscilatoru (2.20):

Yinymams)((narmanmas) (1 U1, V1), (B2, U2, v2)) = [(n11, 112, 113), (121, 122, 123) 0>

U ovoj notaciji Slaterove determinante osnovnog stanja su:

n ot
[(1,0,0,.0.0.000 = [; [|=11~10

u u
[(0.1,0),0.0.00 = [ | =u1 ~u
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Vi V2
1 1 =Vi—W

Valne funkcije prvog pobudenog stanja se dobivaju mnoZenjem oblika ¢, ¥, i 3 s Eulerovim
bozonima e (f), e;(u) i e;(v). Stanja dobivena na ovaj naCin zovemo trivijalna stanja. Postoji 9
moguénosti kao $to i predvida Hilbertov red (3.9) (koeficijent 9 ispred ¢*). Sva stanja na prvoj
pobudenoj razini su: e (N1, e1 (w1, ex(VIY1, el(D2, er(u2, er(VY2, e1(O3, er(ws, et (VY.
U prvom pobudenom stanju nema novih oblika. Dakle, ovih 9 valnih funkcija razapinje cijeli
potprostor 1. pobudenog stanja.

Drugo pobudeno stanje je razapeto sa 28 stanja (koeficijent 28 ispred ¢°). Trivijalna stanja u
drugoj pobudenoj razini se dobivaju mnoZenjem oblika 1, ¥ i ¢3 s Eulerovim bozonima e;(f)?,
e1(u)?, e1(v)?, ex(t), ex(u), ex(v), er(H)er(u), er(He1(v) i er(u)e;(v). Ukupno postoji 3 x 9 = 27
ovakvih stanja, 28.stanje koje predvida Hilbertov red (3.9) je zapravo 4.oblik 4. On je okomit na
svih 27 trivijalnih stanja. MoZe se prikazati kao suma Cetiri Slaterove determinante.

[(0’ 07 1)9 (Oa 07 0)](13 =

Ya =Yy = [(1,1,1),(0,0,0)]e—[(1,1,0),(0,0, D]o—[(1,0, 1), (0, 1,0)]o—[(0, 1, 1), (1,0, 0)]o

Stanja relativnog gibanja

Uklanjanjem centra mase (CM) iz problema dva tijela ga reduciramo na problem jednog dijela. [3]]
Ako bismo htjeli razdvojiti stanja gibanja centra mase (CM) od stanja relativnog gibanja (RM) na
2. pobudenoj razini, morati éemo promijeniti bazu Eulerovih bozona (3.2).

Vratimo se na polinom (3.1)), njegova diskriminanta je:

D=(t1 +h)? —4nn = el —4der = (11 — h)* = Y. (3.10)
Ovo je zapravo kvadrat Slaterove determinante za osnovno stanje navedene ranije:

n ot
An.n) =)

1 =h—-bh=y

Tako je oblik ¢; = t; —t, antisimetri¢an polinom, diskriminanta (3.10) je simetri¢an polinom jer
g.//% = (t; — 1o)? pri permutiranju ne mijenja predznak. Dakle, ova diskriminanta se nalazi u prstenu
simetri¢nih polinoma te ju moZemo koristiti kao polinom pobudenja. Ovo moZemo i dokazati jer se
diskriminanta moZe prikazati kao linearna kombinacija Eulerovih bozona. Odnosno,

e%—AZ
4

Ovakva pobudenja predstavljaju kvantna stanja u kojima se centar mase sustava ne giba i takva sta-
nja zovemo stanja relativnog gibanja. Stoga éemo u ovome radu koristiti sljedecu bazu za polinome
pobudenja:

Azze%—4ez — e =

eid) =iy +ir A =G -i)’s i€ltuv) (3.11)
Sada je prvo bozonsko pobudenje e; odgovorno za valne funkcije gibanja centra mase (CM) dok
je drugo A? odgovorno za relativno gibanje (RM). Primijetimo, A? je polinom drugog stupnia,
odnosno na prvoj pobudenoj razini nece biti valnih funkcija relativnog gibanja.
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Drugo pobudeno stanje moZemo podijeliti na dva potprostora, potprostor gibanja centra mase
(CM) i potprostor relativnog gibanja (RM). Potprostor gibanja centra mase (CM) je razapet sa
sljedecih 18 stanja: e7()1, e1(DW2, €5 (Y3, e, e5(uWa, e;us, e, ef(VYa, e,
e1(Der (1, er(Der(uha, e1(He1 (w3, er(Her (Vv er(er(Va, e1(HDe1(VYs, er(wei (M, er(w)er (v
ier(we(v)ys.

S druge strane, potprostor relativnog gibanja (RM) je razapet sa sljedeéih 10 stanja: i3, w%;bz,
l//%lﬂ3, 1//%9&1, a,l/g, (//%1703, l//%lﬁl, 1//%(,//2, ;lzg 1 Y1Yoyr3. Primijetimo, 4. oblik takoder spada u RM.



Poglavlje 4

Redukcija baze s obzirom na grupu
permutacija S 3

Glavni zadatak ovog diplomskog rada je reducirati vektore stanja koji razapinju vektorske prostore
stanja u ireducibilne reprezentacije grupe permutacija S 3 te ih klasificirati koriste¢i Youngove dija-
grame. Cilj je sloZiti vektore u ireducibilne reprezentacije. Ovo najprije radimo za osnovno stanje,
zatim za 1. pobudeno stanje te za 2. pobudeno stanje. Pokusati ¢emo uociti odredenu pravilnost, ali
dalje od 2. pobudenog stanja neéemo i¢i.

U ovom poglavlju najprije razmatamo §to se dogada sa stanjima pri permutiranju koordinatnih
osi ¢, u i v. Dalje provodimo ve¢ opisani postupak reduciranja. Najprije pronalazimo Reynoldsove
operatore koji ¢e Ciniti CSCO. Zatim, pronalaskom svojstvenih vektora dobivamo ireducibilne re-
prezentacije grupe S 3. Zelimo dobiti i sve matri¢ne elemente za sve ireducibilne reprezentacije,
ovo ¢emo postici koristenjem (1.4). Na ovaj nacin éemo zapravo dobiti matrice permutacija u novoj
elemente za svaku ireducibilnu reprezentaciju.

Cetvrti oblik ¥4 = ¥ 1¥o3, koji je invarijantan na permutacije, se neée promijeniti te ée os-
tati u istoj formi kao i u (3.6). On je pseudoskalar te predstavlja orijentirani volumen u ¢, u, v
koordinatnom sustavu, a poznato je da je volumen invarijantan na permutiranje koordinatnih osi.

4.1 Permutacija koordinatnih osi

Najprije Zelimo vidjeti Sto ¢e se dogoditi kada permutiramo koordinatne osi ¢, ¥ i v. Uzmimo
za primjer jednu od matrica iz prirodne reprezentacije S3 (I.3). Neka je to npr. matrica D(tuv).
Primjenom ove matrice na osnovno stanje ¥ = (Y1, ¥, ¥3) dobivamo:

0 1 Offya| [|¢2

D@uv)y =10 0 1{|Y2| = |¥3

10 Offys] [¥1
Ono §to se zapravo ovdje dogodilo je da je os f preimenovana u 0s #, a0s ¥ U 0S Vt€ 0S vV U 0S £ U
Bargmannovom prostoru. Ovo je zapravo isto kao da smo permutirali osi x, y i z u sustavu iz kojega

31
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smo poceli s izvodom 3D harmonickog oscilatora (odnosno Kartezijevom koordinatnom sustavu).

MnoZenje polinoma je komutativno stoga se pri ovakvim permutacijama 4. oblik ne mijenja
(on je samo produkt prva 3 oblika). 1z ovoga se odmah moZe zakljuciti da je 4. oblik invarijantan
na permutacije.

4.2 Osnovno stanje

Zelimo novu bazu koja ¢e razapinjati ireducibilne reprezentacije grupe S 3. Odmah moZemo uotiti
da ée zbroj ¥ + ¥, + Y3 biti invarijantan na svih 6 permutacija (I.2). Kako je navedeno u tablici
karaktera, ovaj vektor ¢e Ciniti jednodimenzionalan potprostor trivijalne ireducibilne reprezenta-
cije A;. Odmah bismo mogli ’pogoditi” rjeSenje traZzenjem dva okomita vektora na ovaj vektor.
Medutim, Zelimo primijeniti algoritam opisan u matematickom uvodu.

Najprije treba dogovoriti notaciju. Neka je n broj pobudenja. Odnosno n = 0 za osnovno stanje,
n = 1 za 1. pobudeno stanje, n = 2 za 2. pobudeno stanje, i.t.d. Ovo ¢e biti prvi kvantni broj u
oznacavanju dobivenih funkcija.

Osnovno stanje je trodimenzionalan potprostor, stoga su sve matrice permutacije zapravo ope-
ratori (I.3). Kao $to je ve¢ navedeno, ovi ne komutiraju medusobno, stoga nisu dobar izbor za
CSCO. Uzimamo Reynoldsov operator (I.8]), odnosno operator alternirajuée podgrupe. Kao Sto je
vidljivo na slici grupa S3 ima 3 S, podgrupe, a to su Sy(tu), So(tv) i So(uv). Ove 3 grupe
su medusobno izomorfne te je svejedno koju ¢emo uzeti u CSCO. Uzimamo Reynoldsov operator
grupe So(tu) iz (I.9). Kako S, C S5 ¢ini kanonski lanac podgrupa, (R ﬂ3,ﬁsz(tu)) ¢ini potpun skup
komutirajuéih operatora, CSCOII. Ovi operatori komutiraju i sa Hamiltonijanom (2.21)) stoga su
njihove svojstvene vrijednosti dobri kvantni brojevi. Neka je A svojstvena vrijednost od R Ay, A M
svojstvena vrijednost od I?Sz(m). Dakle, (n,4,m) su dobri kvantni brojevi. Valne funkcije ¢emo
oznacavati sa ¥, 1. Sada moZemo napisati svojstvene jednadzbe.

RasWnam = Waams  Rsyaplnam = mbom
Svojstvene vrijednosti ovih operatora dobivamo rjeSavanjem sljedecih jednadZbi:
det(Ra, — Al =0, det(Rg,uy —ml) =0

1z det(léﬂ3 — A = 0 dobivamo polinom -2 =21-2=0. Ovaj polinom ima dvije
nultocke iz ¢ega slijedi da su rijeSenja ove jednadZzbe 4 = O (kratnosti 2) i 4 = 1 (kratnosti 1).
Dakle, svojstvene vrijednosti operatora IAQ% su A = {0, 1}. Kako je kratnost svojstvene vrijednosti
A = 0 dva, ova svojstvena vrijednost razapinje dvodimenzionalni potprostor. S druge strane A = 1
razapinje jednodimenzionalni potprostor.

Sli¢no, rjeSavanjem det(Rgz(,u) — ml) = 0, dobivamo svojstvene vrijednosti m = {0, 1} (0 je
kratnosti 1, a 1 je kratnosti 2) za operator IAQSZ(,M). Simultanim traZenjem svojstvenih vektora za oba
operatora ¢emo dobiti tri vektora koji razapinju osnovno stanje. Neka su vektori oblika:

Ymam = a1y + axfn + azys.
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1z:
1/3-2  1/3 1/3 1[a;
Ray — AWam=| 1/3 13- 1/3 |laz|=0,
1/3 /3 1/3-2]la3

za svojstvenu vrijednost A = 1, dobivamo sustav 3 linearne jednadZzbe s 3 nepoznanice:

2 1 1
—§a1+§a2+§a3:0
%al—%a2+%a3:0 S ai=ap=a3=1, t €L

1 1 2 —
§a1+§a —503—0

Za bilo koji odabir parametra ¢; € Z dobivamo ekvivalentne vektore jer se konstanta moZe izluciti
stoga bez smanjenja opéenitosti mozemo uzeti ¢; = 1, a iz ovog slijedi prvi vektor osnovnog stanja

u novoj bazi:
vosn =i+ +vn=[ 1 Tuv)

Ovaj vektor razapinje trivijalnu A; ireducibilnu reprezentaciju grupe S3, on je svojstveni vektor i
za operator I%Sz(m) sa svojstvenom vrijednosti m = 1. To je onaj vektor kojeg smo i prepoznali kao
permutacionu invarijantu na samom pocetku ovog poglavlja. Za njega koristimo Youngov dijagram
potpuno invarijantan na premutacije.

Za A = 0 dobivamo jednadZzbu a; + a; + a3z = 0. Dva svojstvena vektora koja trebamo dobiti ne
moZemo parametrizirati samo s jednim parametrom stoga promatramo i:

1/2-m 1/2 0 a
(Rsy(tuy = mDYuamy =| 1/2 1/2-m 0 [||laz|=0,
0 0 1—m||a3

Za m = 1 dobivamo jednadZzbu a; = a,. Zajedno s a; + a» + a3 = 0, za A = 0 dobivamo:

ai+ay+az =0 ay=a)=1n
— Hh e

a) =ap azy = =21

Opet moZemo uzeti t, = 1, pa dobivamo drugi svojstveni vektor:

[ ]
Y0,0,1) = Y1+ =243 =| , >

Ovdje koristimo dijagram mjeSovite simetrije koji je invarijantan na permutaciju (¢u).
Sli¢no, razmatranjem A = 0 i m = 0 dobivamo:

ai+ay+a3=0 a =13
a = —ap — a2 =—13 ez

a3z =0 az =0
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Za, t3 = 1 dobivamo jo§ jedan svojstveni vektor:

u

T
V0,00 =¥1— Yo = >

Ovo je nova baza u kojoj vektori stanja razapinju ireducibilne reprezentacije grupe 3. Stanje (0,11
razapinje jednodimenzionalni potprostor trivijalne A reprezentacije te ga zato oznacavamo sime-
tricnim Youngovim dijagramom, a stanja o,0,1) 1 ¥(0,0,0) dvodimenzionalni potprostor standardne E
reprezentacije. ¥(0,0,1) je oznacen s Youngovim dijagramom mjeSovite simetrije koji je invarijantan
na permutaciju (fu), a ¥(0,0,0) hjegovim konjugatom koji je antisimetri¢an s obzirom na permutaciju
(tu).

Da smo dosita dobili ireducibilne reprezentacije ¢emo se uvjeriti pronalaskom transformacije
sli¢nosti kao u (I.4). Vektori se transformiraju iz stare baze na sljede¢i nacin:

1 -1 0]y ) ¥(0,0.0)
I 1 =2{|¢2|=|¥1+¥2 =203 = Y001
I 1 1]y Y1+ + 3 Yo.1.1)

Iz ovoga dobivamo matricu transformacije koordinatnog sustava, odnosno matricu transformacije
sli¢nosti:
1 -1 O
T={1 1 -2 4.1
1 1

Primjenom temeljnog znanja linearne algebre dobivamo inverznu matricu:

1/2 1/6 1/3
T-'=|-1/2 1/6 1/3 (4.2)
0 -1/3 1/3

Sada mozemo uzeti (@.1)), #2)) i matricu D(tuv) iz (T.3)) te ih uvrstiti u (T.4). Na taj nacin dobivamo
matricu permutacije (fuv) u novoj bazi:

-1/2 1/2 0
D(tuv)ps = TD@u)T™' = [=3/2 -1/2 0 (4.3)
0 0 1

Iz ovoga vidimo da smo reducirali vektore na dvije reprezentacije, od kojih je jedna trivijalna
Y,1,1) = Y1 + Yo + Y3 sa pripadnim matricnim elementom A (fuv) = 1, dok je druga standardna
{000 =¥1 —¥2, ¥0,01) =1 + Y2 — 243} sa pripadnim matriCnim elementom:

-1/2 1/2]

E(tuv) = [_3/2 _12

Odmah se vidi da tragovi matrica odgovaraju tablici karaktera iz matematickog uvoda. Kao §to je
ved prije navedeno, osim (fuv), potrebna nam je i permutacija (fu) da bismo dobili cijelu grupu.
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Ponavljanjem postupka, za D(tu), dobivamo:

D(tu),s = TDtuw)T™"' =
0 0 1

-1 00
0 1 O} 4.4)

Sada kada imamo ove dvije matrice, jednostavno, njihovim medusobnim mnoZenjem dobivamo sve
preostale matrice (tablica mnozenja iz matematickog uvoda):

1 00 /2 1/2 0

D(e)as = l’)(tu)()sﬁ(tu)os = lo 1 0], D(uv)os = l}j(tuv)osﬁ(tu)()s = l?’/z -1/2 0}

0 01 0 0 1
1/2 -1/2 0 -1/2 -1/2 0
D(tv)o5 = D(tuv)osD(uv),s = I—3 /2 =1/2 0|, D(tvu),s = D(tu) s D(uv)os = [ 32 -1/2 0‘
0 0 1 0 0 1

Imamo 2 vektora koja razapinju standardnu reprezentaciju i jedan koji razapinje trivijalnu repre-
zentaciju. Odnosno, trodimenzionalni potprostor smo rastavili na jedan dvodimenzionalni i jedan
jednodimenzionalni potprostor. Ukupno stanja:

3=2+1

4.3 1. pobudeno stanje

Kao $to je ve¢ navedeno, prvo pobudeno stanje je razapeto s 9 mogudéih stanja: e ()1, e (D)o,
e1(O3, et(ry, et(un, el (s, et(Wi1, et(Wp 1 et (V3. Zelimo napraviti istu stvar kao s
osnovnim stanjem te ras¢laniti ovo stanje na ireducibilne reprezentacije grupe S 3.

Za prvo pobudeno stanje ¢e biti n = 1. Uzmimo (Ra;, Ry, 1)), kao za osnovno stanje, za CSCO.
Kako je 1. pobudeno stanje potprostor dimenzije 9, ne mozemo koristiti operatore (I.3]) ve¢ moramo
pronaéi i definirati nove matrice. Identiteta D(e) na prvoj pobudenoj razini, kao i inade ima jedinice
na dijagonali, a sve ostalo su nule. Najprije pronadimo matri¢nu reprezentaciju permutacije. Ova
matrica nam je potrebna u definiciji Reynoldsovog operatora IAQSZ(,M).

[0 1 0 0 0 0 0 O Olf[ei(®1] [er(wys]
1 00 00 0 0 0 Of|lei(un e1(H
001 00 O0O0 0 O]fei(vys e1(Vys
000 0O0O0O0 1 0]fet(wy et(My
D(tu)wlps: 00 0 0 0 0 1 0 0Offer]|=]er(wun 4.5)
0000 O0O0O0 0 1|lei(wys e1(HY3
000 01 0 0 0 Of|le(uwy e1 (O
0001000 0 0letWyn e1(MY
0 0 00O O 1 0 0 Oflei(®ws] lei(ws]
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Reynoldsov operator Rs, () ¢e onda biti:

1/2
1/2
0

e eleBeNel

1/2

0

36

(4.6)

Dalje definiramo matrice za permutacije (fuv) i (fvu) jer su nam te potrebne za konstrukciju opera-

1/2
1/2
0
. 1,4 . 0
RSz(lu) = E(D(e) + D(tu)) =0
0
0
0
[ 0

tora (1.8).
0 1 0000 O0 O
001 000UO0O
1 000O0O0GO0O
000O0T1O0O0O0
Dituv)={0 0 0 0 0 1 0 O
00010000
000O0O0O0O01
00 0O0O0O0UO0O
000O0O0O0T1O0

Reynoldsov operator R, ¢e onda biti:

O, 00000 o OO

, ﬁ(tvu) =

coocococoo~o

[1/3 1/3 1/3 0

/3 1/3 1/3 0

1/3 1/3 1/3 0

X 1. X X 0 0 0 1/3
Ra, = g(D(e) + D(tuv) + D(tvu)) =| 0 0 0 1/3
0 0 0 1/3

0 0 0 0

0 0 0 0

| O 0 0 0

010
0 00
1 00
0 0O
0 01
00O
0 00
00O
0 00
0 0
0 0
0 0
1/3 1/3
1/3 1/3
1/3 1/3
0 0
0 0
0 0

0 0 0 0 O
0 00O0O
0 00 0O
01 00O
0 00 0O
1 00 0O
0 0001
00100
0 00 1 O
0 0 0]
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3]

(4.7)

Prema Korolaru 1.3.2 svojstvene vrijednosti Reynoldsovih operatora mogu biti samo 0 i 1. Dakle,
vrijednosti su iste kao i u osnovnom stanju, odnosno 4 = {0, 1} i m = {0, 1}. (Kratnosti su drugacije
jer je rijeC o deveterodimenzionalnom prostoru pa imamo i vise vektora.) Na ovaj nacin ne moZzemo
u potpunosti reducirati ovu bazu od 9 vektora stoga moramo definirati jo§ jedan operator. (Dvije
svojstvene vrijednosti nisu dovoljne jer imamo 9 nepoznanica, a broj jednadZzbi je premalen za pre-
cizno odredivanje vektora.) Prema Teoremu 1.3.6, mozemo koristiti i operatore iz nekog drugog
lanca podgrupa te bismo na taj nacin dobili drugu vrstu potpunog skupa komutirajucih operatora,
CSCOIII. U nastavku definiramo novu grupu permutacija u kojoj su objekti koje permutiramo po-
linomi, a ne koordinatne osi. Nakon toga nastavljamo redukciju 1. pobudenog stanja.
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Grupa permutacija S ;

U Bargmannovom prostoru imamo tri koordinatne osi (¢, # i v). Promatrajmo monome u jednoj
varijabli. Monomi su jednostavni izrazi u kojima je dozvoljeno medusobno mnoZenje i potenciranje,
a zbrajanje i oduzimanje nije. Neka su p; € C[¢], p» € Cl[u] i p3 € C[v] monomi, svaki iz drugog
prstena polinoma u jednoj varijabli. Njihov produkt p;p;ps je onda monom u 3 varijable (¢, u i
v). Sada definiramo operatore “permutacije monoma’ koji ¢e zamijeniti koordinate djelovanja ovih
monoma. Jedan takav operator je, npr. operator D(123):

D123)p1()p2(Hp3k) = p1(Hp2(k)p3(i), i, jik € {t,u,v}.

Ili, npr. operator D(12):

DA2)p1(Dp2()p3k) = pi(Np2i)psk), i, jk € {t,u, v},

Analogija s grupom permutacija koordinatnih osi S3 1 permutacijama (fuv) i (fu) je ocita. Skup
ovakvih permutacija {(e, (12), (13), (23), (123), (132)} tvori novu grupu permutacija, ozna¢imo je sa
§'5. Bitno je napomenuti da je identiteta e identi¢na identiteti iz grupe S3. Ova grupa je izomorfna
grupi S3 te je stoga cijela teorija u potpunosti analogna. Dakle, struktura podgrupa grupe S3 je
identi¢na strukturi podgrupa grupe S 3 koja je prikazana na slici [I.3]

Ovo je definirano na ovaj nacin jer se na viSim pobudenim raznama moZe javiti monom u mak-
simalno tri varijable. Medutim, u prvom pobudenom stanju, mozemo imati monom u maksimalno
dvije varijable. Takoder, ocito je da su na prvoj pobudenoj razini p;(i) = e1(i) i p2(j) = ¥(j). Ana-
logna podgrupa podgrupi S je S». Ako usporedimo djelovanje operatora D(tu) i D(12) na stanje
e1(t)y2 u oba slucaja dobivamo stanje e (u)r;. Medutim, za npr. stanje e;(#)¢y3 dobivamo znacajno
drugaciji rezultat.

D(12 D
e1(Oy3 (—2 et (WY, el(Hys3 ﬂ? e (3.

Stanja e (H)y1, e1(ur 1 e;(v)y3 se sastoje od dva mononoma, ali u istoj varijabli te su stoga
invarijantna na sve permutacije iz grupe §3. Drugim rije¢ima, svako stanje ¢e se preslikati u sebe
pri permutiranju permutacijama iz grupe S 3.

U postupku redukcije éemo koristiti Reynoldsov operator za podgrupu §,(12). Matri¢na repre-
zentacija operatora D(12) za prvo pobudeno stanje je:

100 0 0 0 0 0 O[e(Mw1] [er®w]
01 0 0 0 0 0 0 Offei(wyn e1(u,
0010000 0 OllesMus| |emus
00 0 0 00 0 0 1|fet(my e1(Hy3

D21y =10 0 0 0 0 0 1 0 Of|ei(tya|=|erww (4.8)
00 0O0O0OO0OO0OT1FPO0 el(u)lﬂ3 el(v)lﬂz
00 0 0 1 0 0 0 Offe(ww e1(Hn
00 000 1 0 0 Offet(Wys e1(u3
0 0 01 0 0 0 0 Ollei(ys]l Let(Wyd
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Analogno kao (T.9), definiramo Reynoldsov operator za grupu S,(12):

100 0 0 0 0 0 0]
010 0 0 0 O 0 0
001 0 0 0 0 0 0
. 00012 0 0 0 0 1/2
1%<12):5(D(e)+15(12)): 000 O 1/2 0 1/2 0 0 (4.9)
000 0 0 1/2 0 1/2 0
000 0 1/2 0 1/2 0 0
000 0 0 1/2 0 1/2 0
00012 0 0 0 0 1/2]

Prema Korolaru 1.3.2 znamo da su jedine moguce svojstvene vrijednosti ovog operatora 0 i 1, pri
¢emu su funkcije sa svojstvenom vrijednosti 1 invarijantne na djelovanje permutacije (12) dok su
one sa svojstvenom vrijednosti 0 antisimetri€ne s obzirom na tu permutaciju. Neka je k oznaka za
svojstvenu vrijednost operatora ﬁ(lz). Dakle, k = {0, 1}.

.....

tacija. OpCenito, za grupu S 3 ¢e primitivni objekti biti monomi, odnosno, , i . Neka su
onda primitivni objekti za 1. pobudeno stanje i . Ako je vektor invarijantan na djelovanje
operatora R(12) (svojstvena vrijednost k = 1), oznaCavati ¢emo ga sa simetri¢nim Youngovim dija-
gramom , a ako vektor mijenja predznak kod primjene operatora ﬁ(lz) (svojstvena vrijednost

k = 0) dodijeliti ¢cemo mu antisimetri¢ni dijagram . Sada moZemo nastaviti sa postupkom re-

dukcije za 1. pobudeno stanje.

Redukcija prvog pobudenog stanja

Operator (#.9) komutira sa operatorima (Ra,, Rs, () te sa Hamiltonijanom (2.21). Dakle, moZemo
ga dodati u CSCO. Imamo potpun skup komutirajuéih operatora (R Ay IAQSZ(,M), f\’( 12)) te je skup svoj-
stvenih vrijednosti (n, A, m, k) skup dobrih kvantnih brojeva. Valne funkcije ¢emo oznacavati sa

Ynamk)-
Sada moZemo napisati svojstvene jednadZbe iz kojih éemo traZiti skup svojstvenih vektora koji
¢e razapinjati ireducibilne reprezentacije grupe S 3.

Rﬂgdl(n,a,m,k) = W amk) RSz(tu)l/’(n,/l,m,k) = MY (k) R(lZ)W(n,/l,m,k) = kY (n.am o)
Neka su vektori oblika:

Ymamk) = are1(OY1 + azer (U2 + aze; (VY3 + ase1 (Vi +
+ ase (DY + ase1 (W3 + azei ()1 + agei(Vira + age ()3

Svojstvene vektore traZimo kao i u osnovnom stanju. Za (4,m,k) = (1,1,1) dobivamo dva
svojstvena vektora. Svaki od njih razapinje jednu trivijalnu A; reprezentaciju. Dakle, trivijalna
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reprezentacija je dvostruko degenerirana na 1. pobudenoj razini.

Wi = €101 + e + ey (s = >

%0?1,1,1,1) =e1(MY1 +e1(OYr + er(us + ety + et(Mr + e1 (D3 = ‘ t | u | v H el | v ‘>

Za w}l’l,u) koristimo dijagram jer su polinomi u samo jednoj, istoj, varijabli. Dalje, za
(4,m,k) = (1,0,0) dobivamo jedan svojstveni vektor koji predstavlja alternirajuu A, reprezen-
taciju.

g
e
U1,1,00) = e1(WY1 + e1 (D2 + ez — ety — etV —er(Hy3 = | u >

Ovaj vektor je invarijantan na permutacije (fuv) i (tvu), a za permutacije (tu), (tv) i (uv) samo mijenja
predznak. Lako se uoci da ga moZemo prikazati kao sljedecu determinantu:

el(t) el(u) er(v)
Y100 = | ¥1 W2 U3
1 1 1

Kako permutacije samo mijenjaju poredak stupaca, jasno je da je ova determinanta invarijantna na
permutacije ciklusa duljine 3, a za permutacije ciklusa duljine 2 samo mijenja predznak. Zanimljivo
je da je pripadna permanenta upravo y/(] | | ). Takoder, ¢1,1,0,0) je konjugatod ¢} | , |, za oba skupa
Youngovih dijagrama.

U potprostoru (4,k) = (0,1) imamo jos i dvije standardne E reprezentacije. Prva je u istom
potprostoru kao i gb%l’l’l’ 1y oznacimo je sa E%o, -

1. (4, m,k) = (0,0, 1)

W oo = 101 - e
(1.00.1) = e1OY1 — e le1y

2. (4,m,k)=(0,1,1)

t
‘/’%1,0,1,1) =e1(OY1 + ey - 2e1 (VY3 = i - “ ‘ €1¢>

Prvi vektor mijenja predznak za permutaciju (f«), drugi je invarijantan na (f«). Primjetimo, Youn-
govi dijagrami za grupu S'3 su medusobni konjugati.
Druga standardna reprezentacija se nalazi u istom potprostoru kao i w?l 111y oznacimo je sa

1
Eqo.1y-
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1. (A4, m, k) =(0,0,1)
Yioon = M1 —ers — er(Win + er(3 = ; ! ‘ >
2. (A4, mk)=(0,1,1)
W11, = e — 201002 + ey — 261G + e (v + e (O3 = [—— | >

Posljednja dva vektora se nalaze u potprostoru (4,k) = (0,0) te Cine joS jednu standardnu E
reprezentaciju, oznacimo je sa E,).

1. (4,m,k) =(0,0,0)

L]
(1,000 = —e1t(WMY1 + 2e1 (D2 — ey(wrs — 2e1(u)y + er(Via + e (Y3 = | ,

2. (4,m,k) =(0,1,0)

an
Y1,0,1,00 = —e1(MY1 + et (s — e1(VY2 + e (D3 = \ >
v

Primjetimo, ovi vektori su konjugati, za oba skupa dijagrama, standardne reprezentacije Eg)’l). Kao

i za osnovno stanje, promotrimo kako se vektori transformiraju iz vektora prijasnje baze:

1 1 1 0 0 0 0 0 O0ffea@w] [%0in
1 -1 0 0 0 0 0 0 0l[le@uv] [Yhoon
11 -2 0 0 0 0 0 0 [let(ys ‘ﬂzl,o,],])
00 0 1 1 1 1 1 1|laMyi| [
00 0 1 1 1 -1 -1 =1|lei®¥2|=]|va100
000 0 1 0 =1 0 =1 1||eCows| |yl
00 0 1 =2 1 =2 1 1l [y
00 0 -1 2 -1 =2 1 1{la®¥| |yio00
0 0 0 -1 0 1 0 -1 tllamys] |yl

1z ovoga mozemo iS¢itati matricu transformacije:

1 1 1 0 0 0 0 0 O]
1 -1 0 0 0 0 0 0 O
1 1 -2 0 0 0 0 0 O
o0 o 1 1 1 1 1 1
T,=10 0 0 1 1 1 -1 -1 -1 =[T61 TO} (4.10)
00 0 1 0 -1 0 -1 1 12
00 0 1 -2 1 -2 1 1
00 0 -1 2 -1 -2 1 1
o 0o 0o -1 0 1 0 -1 1
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Iz matrice transformacije (4.10) se vidi da se baza lijepo reducira na dva potprostora. Imamo direk-
tnu sumu matrica Ty = T, @ T12. Ovdje T4, sadrZi polinome u jednoj varijabli (npr. e;(#)1) i to je

matrica veli¢ine 3 X 3, a T, polinome u dvije varijable i to je matrica veli¢ine 6 X 6.

Koriste¢i (T.4), te matricu (#.10) i ranije definiranu D(tuv) dobivamo matricu permutacije (fuv)

u novoj bazi:

(1 0 0
0 -1/2 1/2
0 -3/2 -1/2
0 o0 0
ﬁ(luv)l ps = TllA)(tuv)Tl_1 =10 0 0
0 o0 0
0o o0 0
0 0 0
0 0 0

el eoNeBoNeN =N

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 -1/2 -1/2
0 3/2 -1/2
0 0 0
0 0 0

0 0 ]
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
~1/2  3)2
~1/2 -1/2,

4.11)

Matrica permutacije za (fu) stare baze je (4.5)). Analognim postupkom, dobivamo matricu permuta-

cije (fu) u novoj bazi:

ﬁ(tu)lps = T]ﬁ([u)Tl_l =

cocococoocococ o~
coococoococ o

ecleoNeoBoNoNeN =]

S oo oo~ O OO
|
—_

cooco
loocoocoo

o O OO
S O O

SO =R OO OO oo

OO O OO OO

—oco0oco0Ccooo

(4.12)

Ove dvije razapinju cijelu grupu stoga se pronalazak ostalih matrica svodi na mnoZenje ovih ma-

trica.

> D(uv)lps =

>

o

=

1)

|
coocococooC O~
coocoococooco~o
cocooococo~—OO
cocoocoocoo~—~ocoo
cocoocoo~o0cocoo
coo—~o0oococoo
co—~ocoocococoo
o~ o0oococococoo

—_0 00000 OO

cocoococococo o~

0

12

3/2
0

=N eloelBeNel

0
1/2
-1/2
0

=N eleleNel

ol eoNeBoNel = Nee]

(=l elNe o)

|
—_

(=l eiNeNe)

0
0
0
0
0
1/2

-3/2

0
0

S O OO

0
-1/2
-1/2

0

0

0
0
0
0
0
0
0

1/2
1/2

(=N elNeloNeNel

0
3/2
~1/2]
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1 0 0 00 O 0 0 0 |
0 -1/2 -1/2 0 0 0 0 0 0
0 32 -1/2 00 0 0 0 0
0 0 0 10 0 0 0 0
D(tvu)ips =10 0 0 01 0 0 0 0
0 0 0 00 —-1/2 1/2 0 0
0 0 0 0 0 -3/2 -1/2 0 0
0 0 0 00 O 0 -1/2 -3)2
0 0 0 00 O 0o 1/2 -1/2)
1 0 0 0 0 0 0 0 0 ]
0 1/2 -1/2 0 0 0 0 0 0
0 -3/2 -1/2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
Dv)i,s =10 0 0 0 -1 O 0 0 0
0 0 0O 0 0 1/2 1/2 0 0
0 0 0 0 0 3/2 -1/2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1/2 =32
0 0 0 0 0 O 0 -1/2 -1/2]

U svim matricama se tragovi matrica slaZu sa tragovima navedenim u tablici karaktera iz mate-
matickog uvoda. Ono §to se istice, u ovim blok-dijagonalnim formama matrica, je da smo reducirali
prvo pobudeno stanje na direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija:

D(R)lps = (A1 &) E%O,l))ll ® (A1 DA D E%(I),l) ® E(O,O))u, VYR e S3

Ono $§to dalje treba provjeriti je slazu li se skalarni produkti. Skalarni produkt se rauna prema

formuli (2.16). Zelimo se uvjeriti da su dobivene funkcije, koje razapinju cijelo prvo pobudeno
stanje, doista okomite. Skalarni produkti su prikazani u sljedecoj tablici:

x ll/%l,l,l,l) w%l,0,0,l) w%l,(),l,l) ?1,1,1,1) ¥a,1,00) w?l,(),(),l) wﬁ,o,l,l) Y1000 Y1010
U 12 0 0 0 0 0 0 0 0
Woon | O 12 0 0 0 0 0 0 0
Yoy | O 0 12 0 0 0 0 0 0
7 0 0 24 0 0 0 0 0
Yaroo | 0 0 0 0 24 0 0 0 0
ooy |0 0 0 0 0 24 0 0 0
N 0 0 0 0 0 24 0 0
Yaooo | 0 0 0 0 0 0 0 24 0
Yaono | 0 0 0 0 0 0 0 0 24

Lako je provjeriti da su svi dobiveni vektori okomiti (imaju skalarni produkt nula). Ono S§to se
isti¢e je da vektori u potprostoru 7'1; imaju normu 12, dok oni u potprostoru 7, imaju normu 24.
Prvo pobudeno stanje smo rastavili na 3 standardne reprezentacije E{o,l)’ Eg) 0 1 Eqp), dvije
trivijalne A; reprezentacije te jednu alternirajuéu A, reprezentaciju. Odnosno, ukupno imamo 9
stanja:
9=2+2+2+1+1+1
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U terminologiji Youngovih dijagrama i simetrije, standardne reprezentacije su razapete vektorima
mjeSovite simetri¢nosti, trivijalne reprezentacije potpuno simetri¢nim vektorima, a alternirajuca
reprezentacija potpuno antisimetri¢nim vektorom.

4.4 2. pobudeno stanje

Stanja relativnog gibanja (RM)

Najprije razmatramo RM dio. Kao $to je veé¢ navedeno, on je razapet sa 10 stanja: i3, w%wz, lﬁ%lﬁ3,
YR, Y, WA, WY, WA, U L Y.

Za drugo pobudeno stanje imamo n = 2. Kao i za 1. pobudeno stanje, imamo potpun skup
komutirajucih operatora (Rﬂ3,kS2(IL,),R(12)), odnosno CSCOIII. Valne funkcije ¢emo oznacavati,
analogno 1. pobudenom stanju, sa ¥, 1mx). Sada koristimo diskriminante iz (3.11)) kao pobudenja
pa je potrebno promijeniti notaciju u Youngovim dijagramima za D(12). Sada su primitivni objekti
i . Ako je vektor invarijantan na djelovanje operatora D(12) (svojstvena vrijednost k = 1),

oznacavati ¢emo ga sa simetricnim Youngovim dijagramom , a ako vektor mijenja predznak
kod primjene operatora D(12) (svojstvena vrijednost k = —1) dodijeliti éemo mu antisimetriéni di-

jagram . Sve matrice permutacija ¢e biti gotovo identi¢ne onima za prvo pobudeno stanje. Pod-
sjetimo se, potprostor 1. pobudenog stanja je prostor dimenzije 9, a RM potprostor 2. pobudenog
stanja je dimenzije 10. Ono $to dodajemo u RM potprostoru je zapravo 4 oblik, a on je svejedno
invarijantan na permutacije stoga ¢e u svim matricama permutacije biti predstavljen samo s jednom
dodatnom jedinicom.

U nastavku ¢emo pronadi matrice permutacije za RM. Sli¢no kao u (4.3):

010000000 O] ¢ v
100000O0GO0O O vy 3
001000000 Of yj v,
00000001001@01 wng

. 0000O0O0T1 00 O vy Ve

Dtu - 21 4.13

()"”RM0000000010¢§¢3 viys ¢-13)
000010000 O vaug Vetlp)
0001000000@#2 wgwl
0000071000 Of ylys VAR
00 00O OO0 0 0 1||Yyays| [Yivays]
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Reynoldsov operator Ry, ;) ¢e onda biti:

/2 1/20 0 0 0 0 0 0 0
/2120 0 0 0 0 0 0 0
O 0 1 0 0 O 0 0 0 0
O 0 01/2 0 0 0 1/2 0 0
A 1. A
R =5(0@ D) =| 0 000 6 G o o 419
0O 0 0 0 1/2 0 12 0 0 0
0 0 01/2 0 0 0 1/2 0 0
0O 0 0 0 0 1/2 0 0 1/2 0
o 0 0 0 0O 0 O O 0 I

Ako ovu matricu usporedimo sa vidimo da smo samo dodali jednu jedinicu za y4. Kao u
prvom pobudenom stanju, definiramo matrice za permutacije (fuv) i (tvu).

0 1 000000 0 0 00100000 0 0]
001000000 0 1000000000
1000000000 010000000 0
0000100000 0000010000
R 000001000 0| A 0001000000
Dy =159 0100000 0ofP™=lo0 000100000
000000O0T1O0 0 000000O0O0T1 0
000000O0O0T10 0000001000
0000001000 000000O0T1O0 0

0 00000O0GO0O0 1] 0 00000O0O0GO0 I

Reynoldsov operator R, ¢e onda biti:

1/3 1/3 1/3 0 0 0 0 0 0 0

13 1/31/3 0 0 0 0 0 0 0

13 1/31/3 0 0 0 0 0 0 0

O 0 0 1/31/31/3 0 0 0 0

R = é(ﬁ@ + D(tuv) + D(evu)) = 8 8 8 }g }g }jg g g g 8
O 0 0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 0

0O 0 0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 0

O 0 0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 0

o 0 0 0 0 0 0 0 o0 1

(4.15)

Kao i za 1. pobudeno stanje, potreban nam je i operator 1?(12) pa u tu svrhu definiramo operator
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D(12).
1 00 00O0O0OOO0OO
010 0O0O0O0O0OGO0OO
001 00O0OO0OOO0OO
000 0O0OO0OO0OOT1@O0
N 000 0O0OO0OT1O0O0TO0
ba2) = 000 O0O0OO0OO0OTTOO (4.16)
000O0O1O0O0O0OO0ODDO
000 0O0OT1TTO0OOO0OO
0001O0O0O0O0OO0ODO
0 00000 00 0 1]
Primjetimo, ¢4 je invarijantan na sve premutacije iz grupe S 3. Dakle, operator R(]Z) je:
(1 0 0 O 0 0 0 0 0 0]
010 O 0 0 0 0 0 0
001 O 0 0 0 0 0 0
000 1/2 O 0 0 0 1/2 0
o 1,4 A
Rin=3(0©+D0D)=|g o o 4 o 12 o 12 o o @17
000 O 1/2 0 1/2 0 0 0
000 O 0O 12 0 1/2 0 O
000 1/2 O 0 0 0 1/2 0
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Sada kada imamo CSCO moZemo traZiti vektore koji ¢e €initi ireducibilne reprezentacije grupe S 3.
Neka su vektori oblika:

3 3 3 2 2 2 2 2 2
Ymamk) = a1 +axs +azs +ash3 +asyidn +asgsps +azpsd +agdsyr +agivs Haodyads

Svojstvene jednadzbe su iste kao i prije, odnosno:

Ra,Wnamp = Woamb RsyawWmims = MPanimi> RaWmime = kboimp

Kako su svi operatori Reynoldsovi, znamo da su im svojstvene vrijednosti 4, m, k = {0, 1}.
Postupak traZenja svojstvenih vektora je potpuno analogan postupku za osnovno stanje i za prvo
pobudeno stanje.
Za (4,m,k) = (1,1, 1) dobivamo 3 svojstvena vektora. Sva tri ¢ine A; trivijalne reprezentacije.
Dakle, u RM dijelu 2. pobudenog stanja, reprezentacija A; je trostruko degenerirana.

w%z,l,l,l) =i+ s = ’>

W11y = WAV + U0 + Y30 + W3 + U g = | o || v

>

w2|¢\>
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‘//?21,1,1,1) =Yy = ’ t | u | v

,w|MwD

Ovdje vidimo da je '7[’?211 1) Cetvrti oblik ¥4 koji je ostao isti kao u staroj bazi. Za njega koristimo

simetri¢ni dijagram lz jer je rije¢ 0 3 monoma.

Za(A,m, k) = (1,0, 0) dobivamo jedan svojstveni vektor. On Cini alternirajucu A, reprezentaciju

simetri¢ne grupe S 3.

Y00 = Y3U1 + UiWa + Y33 — U3t

— 2 — Py =

Ny ~
)
o
——

U potprostoru (4,k) = (0, 1) imamo dVije standardne reprezentacije. Prva je u istom potprostoru

kao i vektor trivijalne reprezentacije 1,0(2 L1 Oznacimo je sa E! 0.1y

1. (A4, m,k)=(0,0,1)
-i-2 -

2. (4,mk)=(0,1,1)

W(ZOO 1~

(Ju]
G

w(201 1~ ws +5”2 2%

Druga je u istom potprostoru kao i z//(2 1.1,1y» 0znacimo je sa El 0.1

1. (4, m, k) =(0,0,1)

11 ) 2
Y001 =3¢ — ¥

— 0+ = | >

2. (4,m,k)=(0,1,1)

‘/’(201 n = ‘”3‘”1

MWMw%rJ%W+%W+W3—I

1. (n,A,m,k) =(2,0,0,0)

Y2000 = —Y3U + 20 — Y3 — 24nU + Y + Uiys =

2. (n, ,m,k) = (2,0,1,0)

—Y3W1 + Y — Yo + Y3 =

1 —
'70(2,0,1,0) -

fu\>
] e

G0

Posljednja standardna reprezentacija se nalazi u potprostoru (4, k) = (0, 0), ozna¢imo je sa E!

0,0)

v \,>
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Ako sada usporedimo sve dobivene vektore s vektorima prvog pobudenog stanja, moZemo primije-
titi da smo ih mogli samo napisati, “pogoditi”, zamjenom e; (i) sa Y>(i) (izuzev 4. oblika).

Kako je forma dobivenih vektora ista kao u prvom pobudenom stanju, o¢ekujemo i iste matricne
elemente. Promotrimo, kao i za 1. pobudeno stanje, kako se vektori transformiraju iz vektora

prijaSnje baze:

1 1 1 0
1 -1 0 0
1 1 =2 0
0 0 0 1
00 0 1
0 0 0 1
00 0 1
0 0 0 -1
0 0 0 -I
0o 0 0 o

Iz ovoga mozemo isCitati matricu transformacije baze:

1 1 1 0
1 -1 0 0
1 1 -2 0
0 0 0 1
0 0 0 1
Tew =1y o0 0o 1
0 0 0 1
0 0 0 -1
0 0 0 -1
0 0 0 0

O == O O O

0

S = = O O

-2

2
0
0

0

—_—— O O

-1
1
-1
1
0

0 O
0 0
0 O
1 1
-1 -1
0 -1
-2 1
-2 1
0 -1
0 O

0 O
0 0
0 O
1 1
-1 -1
0 -1
-2 1
-2 1
0 -1
0 O

|
_
—o o000 o0cOoOoo

— 0000000 OO

1>
0
0

0

Ty

0

w{Z,l,0,0)
"//?2,0,0,1)
lp%IZO 1,1)
¢%2,0,0,0)
(JIEZ,O,LO)
»wgl,l,l,l)—

0
0
T

(4.18)

Kao i za 1. pobudeno stanje, vidi se da se potprostor razlu€uje na direktnu sumu tri potprostora
koji su razli¢iti s obzirom na broj varijabli koje sadrZe polinomi. Isto tako, usporedivanjem sa
(4.10), vidimo da opet imamo identi¢nu matricu izuzev ove dodatne jedinice. Iz ovoga, analogno 1.
pobudenom stanju, dobivamo matricu permutacije (fuv) u novoj bazi:

ﬁ(tuv)RM = TRMl}j(luV)TE},[ =

0

-1/2
-3/2

0

[N eBeoBoNeNe]

0
1/2
-1/2
0

[N eBeoBoNeNe]

[=NeBeoBoNel =l =Nl

-1/2
3/2
0
0
0

(= el Ne)

0

-1/2

-1/2
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
-1/2
-1/2

0

N eleoBoNeNe]

0
3/2
-1/2
0

—O0 000000 oo

(4.19)
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Matrica permutacije za (fu) je (4¢.13). Analognim postupkom, dobivamo matricu permutacije (fu) u
novoj bazi:

1 0 00 0 0 0 0 0 0
0 -1 00 0 0 0 0 00
0 0100 0 O0 0 00
0001 0 0 0 0 00

. . S, 0o o oo -1t 00 0 00

D(tuyry = Ti D) Ty = 00 000 100 00 (4.20)
0 000 0O O 1 0 00
0000 0 0 0 -1200
0000 0 0 0 0 10
o 0 00 0 0 0 0 0 1]

Usporedivanjem matri¢nih elemenata za ireducibilne reprezentacije sa (@.11) i (4.12)), vidimo da
su isti. Jedinica koja predstavlja 4 je samo matri¢na reprezentacija trivijalne A reprezentacije.
Analogno se mogu dobiti i sve preostale matrice, ali ovdje ih neCemo navoditi jer su svi matri¢ni
elementi ekvivalentni prije dobivenim elementima. Od ovog trenutka neemo viSe razmatrati ma-
trice permutacija jer nema novih elemenata.

Ovime je postupak redukcije za RM dio 2. pobudenog stanja zavrSen. Kao i za prvo pobudeno
stanje, matrice permutacija moZemo prikazati kao direktnu sumu:

D(R)rm = (A1 @ E{1)),; ® (A1 ® A2 ® Efg, ® E{))5, ®(A1)y3, YRES;

Dakle, RM dio 2. pobudenog stanja se reducira na tri trivijalne A; reprezentacije, jednu alterni-
rajuéu A, reprezentaciju i 3 standardne E reprezentacije. Odnosno,

10=2+2+2+1+1+1+1

Stanja gibanja centra mase (CM)

CSCO je identi¢an prvom pobudenom stanju i RM dijelu 2. pobudenog stanja. Dimenzija ovog
prostora je 18 pa su sve matrice operatora veli¢ine 18x 18. Sli¢nost sa prije navedenim matricama je
velika stoga ih nema smisla navoditi. Stovise, ukoliko uzmemo dvije matrice iz 1. pobudenog stanja
te ih smjestimo na dijagonalu, a ostatak popunimo nulama, dobiti ¢emo matrice ovog prostora.

Pojasnimo najprije stanja koja djeluju kao da operator D(12) nije primjenjiv na njih. Kod stanja
e1(Me1(ws, e1(H)e1 (Vo 1 ep(u)e1(vy; imamo sli¢nu situaciju kao kod 4. Opet imamo produkt
tri monoma jedne varijable. Imamo:

D(12)e(Der (k) = er(jer @ (k).

Iz ovoga odmah vidimo da su sva tri stanja invarijantna na operator D(12) (svojstvena vrijednost
k = 1). Medutim, za razliku od ¢4, ova stanja nisu invarijantna na sve permutacije iz 3. Stovige,
invarijantna su samo na D(12) i na identitetu. Tako, na primjer, D(23)e;(t)ei(V)Yyo = e1(t)er(u)3.
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Medutim, ova &injenica ne utjece na glavni rezultat ovog rada jer je operator D(12) koji smo uzeli u
CSCO dovoljan za redukciju cijelog prostora u ireducibilne reprezentacije grupe S 3. Ali, kako ne bi

bilo ispravno pisati HH jer ovi vektori nisu invarijantni na sve permutacije iz S 3, mozemo

el|e
koristiti l; : ‘ Ovaj dijagram prikazuje invarijantnost pri permutiranju koordinati djelovanja e; i
e1. Ipak, najprije je potrebno odrediti vektore koji ée razapinjati ireducibilne reprezentacije.

Na prvi pogled i stanja kao npr. e (f)e; (), predstavljaju problem, ali ovakva stanja sadrze dva
monoma funkcije jedne varijable (e (¢) 1 e; ()y,) te se operator D(12) moze primijeniti bez ikakvih

poteskoca. Na primjer,

D(12)e1()e1 (VI3 = e1(V)e1(Dyy = e1(Her (VY.

Za ova stanja ¢emo koristiti za simetri¢ne vektore i za antisimetri¢ne vektore.
€]

Postupak traZenja svojstvenih vektora je potpuno analogan prijasnjem postupku. Najprije imamo
svojstvene vrijednosti za A reprezentacije, odnosno (4, m, k) = (1,1, 1). Ovdje dobivamo 4 vektora.

Vi = EOU1 + e + ef(vys = ’ >

lp(\;’l’]’l) = e%(v)wl + €%(l)lﬂ2 + e%(u)wg + e%(u);bl + e%(v)tpz + e%(t)%‘ t | u | v H e% | W ‘>

Primjetimo, u ova dva koristimo kao primitivni objekt pobudenja odnosno prvog polinoma.

U1y = eeivn + eier (M + ex(Mer s = | ¢ [ u | v |[er]er |y \>

Ovdje ipak koristimo dijagram jer je ovaj zbroj u potpunosti zatvoren na sve permuta-
cije iz S 3.

Y111 = e1erYn + er(Der (i + e1(Wer (VW3 + er(Der (Wi + ei(wey (V2 + er(Der (Vi

nnning

Sada smo pronasli sve vektore koji razapinju trivijalne A; reprezentacije u 2. pobudenom stanju.
Ukupno ih ima 7. 1z ovog slijedi da je u 2. pobudenom stanju degeneracija A reprezentacije 7.

Dalje trazimo preostale alternirajuce reprezentacije, njihove svojstvene vrijednosti su (4, m, k) =
(1,0,0). Dobivamo dva vektora:

2
U100 = €W + € (O + e (s — ety — ef(W — e1(O3 = || u >
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1T

Y2100 = e1DeiWMy + ei(De1r + ei(wei (V3 — er(De Wy — ei(wei (Vo — er(Der (V3

t
=\ u

t
ey

1%

Ovo su sve alternirajuée A, reprezentacije u 2. pobudenom stanju (ukupno ih je 3). Preostalih 12

vektora tvori joS$ Sest standardnih E reprezentacija. Najprije imamo E%(I)I by

1. (A4,m,k) =(0,0,1)
t
Wi oon = €101 — e = ! ‘, >
2. (A,m,k)=(0,1,1)

t
%0?21,0,1,1) = ef(Y + T — 25 (VY3 = = & ‘, Y >

v .
©.1)

1. (4,m,k) =(0,0,1)

r|v
Woon = 0N = {03 — 0N + e = |— ‘, >

2. (4,mk)=(0,1,1)

Sljedeca je E

t
Worn = G0N = 2800 + s — 28 + 0N + EOY3 = —— ‘, v >

Zatim slijedi E(\(IM):

1. (4,m,k) =(0,0,1)

v | t 1% ‘ e el ‘
Y000 = e1eryr —er(er (Vi = | i

2. (4, mk)=(0,1,1)

|t u‘ e e1‘>

vl v

Yot = elermy +erdei(yn — 2er (e =

. . ep|er|, . .. .. . A .
Ovdje koristimo jer su ovi vektori invarijantni samo na operator D(12), odnosno permutira-

4
nje koordinata djelovanja e i e1. I posljednja standardna reprezentacija u potprostoru (1, k) = (0, 1)

Y
je E(O,l)‘
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1. (4,m, k) =(0,0,1)

t
Uoor = e1Dermy — erwei (s — erwe (W + er(Der (W3 = —E, >

2. (4, mk)=(0,1,1)
Yaorn = ey — 2eiei(upn + elwei (s — 2ei (e + ex(wei(viys +

exers = |- "‘,>

Posljednja 4 vektora Cine joS dvije standardne E reprezentacije u potprostoru (4,k) = (0,0).

Najprije imamo E%(I),O):

1. (4,m,k) =(0,0,0)

¢ 2
Ul 000 = —EX1 + 26300 — X3 — 26X + W + DY = i dl >

2. (4, mk) =(0,1,-1)

p 2
Y010 = —eT (VY1 + e (s — e (V2 + 53 = 5 & ‘ >

111 G

I poslijednja 2 vektora, E(O’O).

1. (4,m,k) =(0,0,0)
Yhoo0) = —e1@et + 2e1(Dei@z — eiwei(is — 2e1(Mer Wi + er(wei(vyz +

er(Der s = |- V‘,>

u ey

2. (4,m,k) =(0,1,0)

t
Viou0 =~ +eei (s = elwer (s + erdervVys = |— : ‘ >
1

Naposlijetku, kao rezime, primjecujemo da se 28 X 28 matrica transformacije za 2. pobudeno
stanje (sa RM i CM dijelom uklju¢enim) moZe prikazati kao direktna suma 3 matrice transformacije
za 1. pobudeno stanje (#.10) sa dodatnom jedini¢nom matricom za 4. oblik koji je invarijantan na
permutacije.

T, 0 0 0
[eMm o] |o 1, 0 0 |_ A
TQ—[O RM}_ 0 0 7 0 |FTeTienel (4.21)
0 0 0 1

Ovo znaci da ¢emo dobiti iste matri¢ne elemente ireducibilnih reprezentacija u nizu po dijago-
nali uz dodatnu jedinicu za 4. oblik. Ukupno smo dobili 10 jednodimenzionalnih reprezentacija (6
trivijalnih, 3 alternirajuce i 4. oblik koji je trivijalna) i 9 standardnih reprezentacija. Odnosno,

286=2+2+2+2+2+24+2+2+2+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1.
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Sve matrice permutacija se mogu napisati kao direktne sume matrica za 1. pobudeno stanje,
odnosno:
D(R)Zps = D(R)lps69l)(R)lps@D(R)lpsGB I, VReSs.

4.5 Visa pobudenja

Treée pobudeno stanje je razapeto sa 60 vektora. PaZljivom analizom je moguée uociti da se sve
matrice permutacije mogu prikazati kao direktne sume matrica osnovnog stanja i prvog pobudenog
stanja, odnosno:

DR)2ps = 6+ D(R)1ps ®2 - D(R)os, YR ES3.

Ove dvije posljednje dolaze od pobudenja 4. oblika sa Eulerovim bozonima e (), e;(u) i e (v) te
od pobudenja oblika 1, ¥, i Y3 sa produktom Eulerovih bozona e (#)e;(u)e1(v). Konstrukcija val-
nih funkcija je sasvim analogna postupku provedenom za osnovno stanje te prvo i drugo pobudeno
stanje. Tako na primjer imamo:

Va1 = e OP1 + e + e (V) ys = ‘ t | u | v H e | v ‘>

Ovo je primjer vektora koji predstavlja trivijalnu A; reprezentaciju na 3. pobudenoj razini. Na ovaj
nacin moZemo u potpunosti klasificirati vektore koji ¢e Ciniti ireducibilne reprezentacije grupe S 3
na svim pobudenim razinama.



Poglavlje 5

Zakljucak

U ovom diplomskom radu primjenjujemo matematicku teoriju grupa na kvantnu fiziku. Princip
potpunog skupa komutirajucih operatora (CSCO) koji se koristi u ovom radu je primjenjiv na puno
razlicitih kvantnih sustava s obzirom na razliite grupe.

U ovom radu koristimo od prije poznatu teoriju prikazivanja valnih funkcija kao linearnu kom-
binaciju produkta simetri¢nih i antisimetri¢nih polinoma S$to tvori slobodni modul antisimetri¢nih
polinoma nad prstenom simetri¢nih polinoma. Glavni zadatak ovog rada je bio reducirati prostor
ovih polinoma za dvije Cestice s obzirom na grupu permutacija koordinatnih osi §3. Ovo je na-
pravljeno te smo dobili ireducibilne reprezentacije vektora stanja u odnosu na ovu grupu. Isto je
napravljeno za osnovno stanje te prvo i drugo pobudeno stanje. Takoder je postavljena klasifikacija
preko Youngovih dijagrama koju moZemo koristiti da bismo dobili ireducibilne reprezentacije za
bilo koje viSe pobudeno stanje.

U samom postupku se uvijek javljaju odredene ireducibilne reprezentacije u istim formama.
Tako imamo dvije trivijalne A reprezentacije od kojih jedna ima konjugat u formi alternirajuée A,
reprezentacije i 3 standardne E reprezentacije (svaka u pripadnom potprostoru jedne jednodimenzi-
onalne reprezentacije). Iznimka je 4. oblik ¥4 = ¥1y23 koji se javlja u stanjima relativnog gibanja
(RM) 2. pobudene razine. On predstavlja jos jednu trivijalnu A; reprezentaciju drugacije forme
od dvije ve¢ navedene. Pri tome, on nije promijenio oblik u odnosu na staru bazu §to smo mogli i
ocekivati jer je invarijantan na permutacije. (On predstavlja orijentirani volumen u Bargmannovom
prostoru, a volumen se ne mijenja pri permutiranju koordinatnih osi.)

Kako se forma ovih reprezentacija ne mijenja, moguée je dobiti sve reprezentacije na vi§im
pobudenjima usporedivanjem s ovim ve¢ dobivenima. Ovim radom je dovrSena redukcija baze
kvantnih stanja s obzirom na grupu permutacija Sz za sustav dva identi¢na fermiona u potencijalu
trodimenzionalnog harmonijskog oscilatora.
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Sazetak

Valne funkcije kvantnih stanja shvaéamo kao vektore u apstraktnom Hilbertovom prostoru. Hilber-
tov prostor je potpuni unitarni vektorski prostor sa definiranim skalarnim produktom. Ovaj skalarni
produkt je tipicni skalarni produkt dviju funkcija. KoriStenjem odredenog transformata, moZzemo
prijeéi u Bargmannov prostor u kojem valne funkcije postaju polinomi. Ovaj prostor ¢ini slobodan
modul antisimetri¢nih polinoma nad prstenom simetri¢nih polinoma ¢iji su generatori oblici.

U ovom radu prou¢avamo valne funkcije dva identi¢na fermiona u potencijalu 3D harmonijskog
oscilatora. Ovaj kvantni sustav ima to¢no 4 oblika od kojih su tri polinomi stupnja 1 (i1, ¥ i ¥3),
a 4. je produkt prva tri te se nalazi u drugom pobudenom stanju kao polinom stupnja 3. Prvo
pobudeno stanje je razapeto sa devet stanja, a drugo pobudeno stanje sa 28 stanja.

Redukcijom vektora stanja koji razapinju osnovno stanje te prvo i drugo pobudeno stanje, s
obzirom na grupu permutacija S 3, javljaju se dvije razlicite trivijalne A; reprezentacije, jedna al-
ternirajuca A, reprezentacija i 3 razliCite standardne E reprezentacije. Zanimljivo je da se 4. oblik,
koji je invarijantan na permutacije, javlja u istom obliku kao ranije u 2. pobudenom stanju te ¢ini jo§
jednu novu trivijalnu A; reprezentaciju drugacije simetrije od ovih navedenih. Kako je uobicajeno
za simetri¢nu grupu S '3, sve valne funkcije su prikazane preko Youngovih dijagrama.

KLJUCNE RIJECI: Hilbertov prostor, grupa permutacija, simetri¢na grupa, redukcija, Youngovi
dijagrami



Summary

We understand the wave functions of quantum states as vectors in the abstract Hilbert space. Hilbert
space is a unitary vector space with defined scalar product. This scalar product is a typical scalar
product of two functions. Using transformation for Bargmann space, the wave functions become
polynomials. This space forms a free module over ring of polynomials which is generated with
shapes.

In this paper, we study the wave functions of two identical fermions in the potential of a 3D
harmonic oscillator. This quantum system has exactly 4 shapes, three of which are polynomials of
degree 1 (Y1, ¥, and ¥3), and the 4th is the product of other three (degree 3) and occurs in second
excited state. First excited state is spanned by nine states and second state is spanned by 28 states.

By reducing state vectors that decompose the ground state and the first and second excited states,
with respect to the permutation group S3, two different trivial A; representations, one alternating
A representation and 3 different standard E representations occurs. Interestingly, the 4th shape,
which is invariant to permutations, occur in the same form as before in the 2nd excited state and
forms another new trivial A representation of a different symmetry than others. As is usual for the
symmetric group S 3, all wave functions are represented by Young diagrams.

KEYWORDS: Hilbert space, permutation group, symmetric group, reduction, Young diagrams
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motivirati i zainteresirati za ucenje fizike. Ova Skola je imala i veliki broj racunalnih predmeta te je
u meni uspjela probuditi interes za programiranjem. U 4. razredu sam sudjelovao na natjecanje iz
informatike Infokup” te sam dospio do Zupanijskog dijela natjecanja. Naposlijetku sam i kao temu
zavr$nog rada odabrao izradu znanstvenog kalkulatora u programu ”Visual Basic”.

Upravo zbog svojih interesa sam odlucio studirati na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu
sveutili§ta u Zagrebu. Prakse iz matematike sam odradio u OS Dobrise Cesarica i III. gimnaziji
u Zagrebu, a praksu iz fizike u XV. gimnaziji u Zagrebu. Zadovoljan sam sveukupnim uspjehom
na praksi i ostalim kolegijima na PMF-u. Tijekom studiranja na PMF-u sam se zainteresirao za
modernu fiziku te sam iz tog razloga odabrao temu diplomskog rada u podrucju kvantne fizike.
ZavrSetak studiranja vidim kao novi pocetak u Zivotu.
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