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Uvod

U ovome diplomskom radu bavit ¢emo se analizom vjerojatnosti propasti osiguravajuceg
drustva. Jedan od glavnih problema u aktuarstvu izraCun je navedene vjerojatnosti te
ona sluzi kao mjera stabilnosti osiguravajuceg druStva. Kapital osiguravajueg drustva
u trenutku 7 opisan je Cramér-Lundbergovim modelom koji pretpostavlja da osiguravajuce
drustvo raspolaze inicijalnim kapitalom u, da je prihod linearna funkcija vremena, ¢iji je
koeficijent konstantna stopa premije ¢, te da se rashodi sastoje od isplata osiguranicima.
Te su isplate nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable, a Poissonov proces N,
predstavlja broj isplata do trenutka z.

U prvome poglavlju uvodimo neke osnovne pojmove i rezultate potrebne u preostalim
poglavljima.

U drugome ¢emo poglavlju dokazati neke znaCajne rezultate vezane uz vjerojatnost
propasti. Izvest ¢emo Pollaczek-Khinchinovu formulu koja daje izraz za vjerojatnost pro-
pasti u opcenitom slucaju, no taj je rezultat vise teorijske nego prakti¢ne prirode. Naime,
vjerojatnost propasti samo je u rijetkim slucajevima moguce egzaktno izraCunati. Jedan od
tih slucajeva je kada isplate dolaze iz eksponencijalne distribucije. U tom ¢emo slucaju 1
do¢i do jednostavnog izraza za vjerojatnost propasti. U slu¢ajevima kada vjerojatnost pro-
pasti nije moguce egzaktno izracunati moguce je promotriti njeno asimptotsko ponasanje
dano Cramér-Lundbergovom aproksimacijom ili pak pronaéi njenu gornju ogradu, poznatu
1 pod nazivom Lundbergova ograda. Te ¢emo rezultate takoder izvesti, prema [2].

U treCem poglavlju promatramo nesto sloZeniji slucaj. Poissonov proces N, koji opisuje
broj isplata, zamijenit cemo mijeSanim Poissonovim procesom. Intenzitet Poissonovog
procesa tada viSe nije konstantan, nego je slu¢ajan. Navodimo i neka moguca poopcenja
rezultata iz drugog poglavlja, koja su predlozena u [6]], te primjere koji opisuju ponasanje
vjerojatnosti propasti kada isplate dolaze iz gama distribucije ili im razdioba odgovara
kombinaciji eksponencijalnih distribucija.

Cetvrto poglavlje, koje je ujedno i posljednje, donosi nekoliko primjera koji ilustriraju
jedan nacin procjene vjerojatnosti propasti, analiziraju preciznost dobivenih procjena, pro-
matraju promjene iznosa vjerojatnosti propasti ovisno o promjenama pojedinih parametara
te usporeduju vjerojatnost propasti, odnosno njene procjene, za razlicite distribucije isplata
1 intenziteta mijeSanog Poissonovog procesa.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovome poglavlju navest cemo definicije nekih pojmova koje ¢emo koristiti u preostalim
poglavljima te rezultate koji ¢e nam biti potrebni u nastavku.

Definicija 1.0.1. Za diskretnu slucajnu varijablu N kaZemo da ima Poissonovu distribu-
k
ciju, u oznaci P(1), > 0, ako vrijedi P(N = k) = e, k € Ny,

Definicija 1.0.2. Za diskretnu slucajnu varijablu N kaZemo da ima sloZenu Poissonovu
distribuciju ako N = & + & + ... + &y, (N = 0za N = 0), pri Cemu su &,,&,, ... nezavisne
jednako distribuirane diskretne slucajne varijable te N ~ P(1) nezavisna od njih.

Definicija 1.0.3. Neka je v : [0, c0) — Z funkcija koja zadovoljava sljedece uvjete:
i. v(0)=0;
ii. v(t) €Z, za svet < o,
iii. v(-) je neopadajuca i neprekidna zdesna.
Tada v zovemo brojeéom funkcijom.

Skup svih brojecih funkcija oznacavamo s N.
Neka je B(N) o-algebra generirana projekcijama, tj.
BN)=c((t)<y: veN,t>0, y< o).

Definicija 1.0.4. Tockovni proces (engl. point process) N izmjerivo je preslikavanje s
vjerojatnosnog prostora (Q, F,P) u (N, B(N)).

Distribucija od N vjerojatnosna je mjera I1 na (N, B(N)).
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Definicija 1.0.5. Neka je f realna funkcija na [0, o). Laplaceova transformacija funkcije
ffunkcija je L(f) definirana s

L(Hv) = f e f(x)dx = lim f e " f(x)dx,
0 a—o0o 0
za v za koje je nepravi integral dobro definiran.

Ukoliko je u konacna mjera, njena se Laplaceova transformacija definira kao Lebesgueov
integral L(u)(v) := f[ow e~ du(x).

Specijalno, kada je u vjerojatnosna mjera te f pripadna vjerojatnosna funkcija gustoce,

L(Hv) = foo e f(x)dx = li%l fm e " f(x)dx.
0- e~ J—e

Konvolucija funkcija f, g : (0, 0) — R, u oznaci f * g, definirana je s

fxg) = fo f(r)gt —7)dr.

Heavisideova step funkcija H definirana je s

0, x<0,
H(x) :=
1, x>0.

Derivacija Heavisideove step funkcije je Diracova delta funkcija, dp.

Laplaceova transformacija Heavisideove step funkcije je L(H)(v) = %

Kasnije ¢e nam biti potrebna i Laplaceova transformacija konstantne funkcije f = 1 koja
je jednaka L(1)(v) = 1.

Navedimo i neka korisna svojstva Laplaceove transformacije:
L Llaf +Bg)v) = aL(f)v) + BLE(D);
i L(f * )(v) = LIHMLEW).
Primijetimo,
ftf(r)dr = ftf(T)H(t —7)dt = f* H(t)
pa primjenom Laplaceovg tranformacijf)e dobivamo

! 1
L( j(; f (T)dT) v) = LOHWLED®E) = ~LH).

Vise detalja o Laplaceovoj transformaciji i njenim svojstvima nalazi se u [4].
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Definicija 1.0.6. Pozitivnu izmjerivu funkciju L za koju, za svaki x > 0, vrijedi

L(xl)
o Ll

1

nazivamo sporo promjenjivom funkcijom.

Propozicija 1.0.7. Neka je c monotona funkcija te L sporo promjenjiva funkcija. Tada je,
za 0 < p < oo,
« 1 (1
lim [ ee(Ddl = —L(—)
v—0+ g W 1%
ako i samo ako

NP
llirgc(l) =T (p)lp L(D).

Jednadzba obnavljanja (engl. renewal equation) dana je izrazom

20 =20+ [ Zx-pfoidy. x>0
0
Teorem 1.0.8. Ako je z Riemann integrabilna funkcija, onda za rjeSenje jednadZbe obnav-
ljanja Z vrijedi
1 00
tim 20 =+ [ 20y
H Jo

pricemu je pr = [ yf()dy.
Detalje o jednadzbi obnavljanja te dokaz prethodnog teorema moguce je pronadi u [J3].

Teorem 1.0.9. Neka je (f,)nen rastuci niz neprekidnih funkcija na segmentu [a, b], f ne-
prekidna funkcija na [a, b] te neka (f,,),en konvergira k funkciji f po tockama. Tada (f,)nen
konvergira uniformno k f na [a, b].

Dokaz teorema mogucée je pronaci u [1].



Poglavlje 2

Poissonovi procesi

2.1 Osnovni pojmovi i primjena u aktuarstvu

U ovome ¢emo poglavlju razmatrati primjenu Poissonovih procesa u okviru teorije rizika.
Glavni je cilj analizirati vjerojatnost propasti osiguravajuceg drustva, tj. vjerojatnost da Ce
ono postati insolventno.

Definicija 2.1.1. Tockovni proces N zovemo Poissonovim procesom s intenzitetom A ako
i. N;ima nezavisne priraste;
ii. N;— Ny je P(A(t — s))-distribuiran.
Njegovu funkciju distribucije oznacavamo s I1,.
NekajeneN,0=1ty<t; <..<t,,0=ky <k <..<k,i
B={veN:vt)) =k,v(t) =k,..,v(t,) = k,} € BIN). (2.1)

Tada je

3 n (/l(l‘j—l‘j—l))kj_kf1 —-Atj—tj—1)
mm = | k-kt

j=1
Svaka vjerojatnosna mjera II na (N, B(N)) u potpunosti je odredena vrijednostima koje
poprima u skupovima B koji su oblika (2.1). Stoga je vrijednost IT,(B) odredena za sve
B € B(N), to jest I1, je dobro definirana.

Neka je N tockovni proces te neka T oznacava poziciju k-te tocke.
Kasnije ¢e nam N, predstavljati broj isplata do trenutka ¢, dok ¢emo T interpretirati kao
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vrijeme k-te isplate. Kada je N Poissonov proces s intenzitetom A4, tj. N, ~ P(At), onda
vrijedi Ty ~ exp(A):

(/U)Oe—/lt
0!

P(T,<)=1-P(T;>0)=1-P(N,=0)=1- =1-e" (2.2)

Uobicajeno je da se model rashoda osiguravajuceg druStva bazira na

e nizu nezavisnih jednako distribuiranih sluCajnih varijabli (Z;);7, s funkcijom distri-
bucije F, odekivanjem y i varijancom o2, pri ¢emu Z; predstavlja iznos k-te isplate

e te na tockovnom procesu N = (N; : 2 0), Ny = 0, nezavisnom od niza (Z,);” ,, pri
¢emu N, oznacava broj isplata u periodu (0, z].

Definicija 2.1.2. Neka je N tockovni proces i (Zy);., niz nenegativnih nezavisnih jednako
distribuiranih slucajnih varijabli. Tada proces Y = (Y, : t > 0) definiran s

N, 0
Y, = ;Zk, uz ;Zk =0,

zovemo procesom isplata (engl. claim process).

Pretpostavljamo da je Y nenegativan proces, tj. da vrijedi F(0—) = 0.
Y, predstavlja ukupan iznos isplata od strane osiguravajuceg drustva do trenutka t.

Definicija 2.1.3. Proces rizika (engl. risk process) X = (X, : t > 0) definiran je s
X[::CI_YI, C>O

X, predstavlja oCekivani profit osiguravajuceg drustva do trenutka ¢ te, ako je N Poissonov
proces s intenzitetom A, vrijedi

E[X,] = ct = EIM]E[Z] = (¢ = 4.

c je stopa premije osiguravajuéeg drustva te je smisleno pretpostaviti da vrijedi ¢ > Ay, tj.
da drustvo odreduje stopu premije tako da su oCekivani prihodi veci od ocekivanih rashoda,
odnosno tako da profit osiguravajuceg drustva bude pozitivan.

Definicija 2.1.4. Vjerojatnost propasti osiguravajuceg drustva s procesom rizika X i pocetnim
kapitalom u definirana je s W(u) := P(u + X, < 0 za neki t > 0).
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Slika 2.1: proces u + X;

Neke korisne rezultate koji slijede razmatrat emo za slucaj kada je N Poissonov proces s
intenzitetom A, tj. kada za odredeni ¢ N, ima Poissonovu distribuciju (s parametrom A1), a
Y; sloZenu Poissonovu distribuciju.

2.2 Lundbergova nejednakost

U ovome ¢emo dijelu pokazati da je vjerojatnost propasti odozgo ogranic¢ena tzv. Lundber-
govom ogradom.

Neka je
h(r) := f (" = 1)dF(z) = Mz(r) -1,
0—
pri éemu je Mz(r) = E[e"] funkcija izvodnica momenata slu¢ajnih varijabli (Z;)7 .
Definicija 2.2.1. KaZemo da distribucija F ima laki rep ako postoji r., € 0, 0] takav da

lim A(r) = +oo.

r—reo—

Definicija 2.2.2. Neka je c stopa premije, N Poissonov proces s intenzitetom A te Mz(r)
funkcija izvodnica momenata isplata. Definiramo funkciju prilagodbe

A(r) := AMz(r) — A —cr.

Jednadzba prilagodbe je A(r) = 0.
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Primijetimo,
i. A(0) = AMz(0) — A1 —c-0 =0, tj. 0je uvijek korijen jednadZbe prilagodbe.
ii. A’(r) = AM(r) — c, specijalno A’(0) = AE[Z] — ¢ < 0.
ii. A”(r) =AMy (r) =4 fooo x*e"* f,(x)dx > 0 pa je A konveksna funkcija.
v. lim,,, _(AMz(r) = A —cr) = +0

Stoga je A funkcija koja u 0 poprima vrijednost O te je u okolini O padajuca, a zatim raste
prema +oo te je konveksna na [0, ). Slijedi da A ima na (0, +c0) jedinstven korijen R koji
nazivamo koeficijentom prilagodbe.

Takoder, jer A(r) = Ah(r) —cr, A(r) = 0 & h(r) = < pa postoji jedinstven R € (0, +00)
takav da h(R) = <.

Teorem 2.2.3. Neka je R koeficijent prilagodbe Poissonovog procesa s pocetnim kapitalom
u. Tada je gornja ograda za vjerojatnost propasti dana s e ™, odnosno vrijedi y(u) < e ®¢.

Dokaz. Oznacimo s i, (1) vjerojatnost propasti prije n-te isplate (ukljuc¢ujuciin-tu), n € N.
Vrijedi: Y(u) = lim,,_, ¥, ().

Koristeéi princip matematicke indukcije pokazujemo da je ¢, (u) < e™® za sve u > 0i sve
n € N.

S T, oznacavamo vrijeme prve isplate te iz (2.2) slijedi 7'} ~ exp(Q).

Baza: n = 1:

Ui(u) = f P(Z, > u+ ct|Ty = e Mdt
0

= f T fZ(x)dx] Ae M dt
0

| v u+ct

[ x> u+ct= e R 5 1]

< f f e Rlutet=x) fz(x)dx] Ae ™ Mdt
0 u+ct

e Ru f [ f e Ret=0 fz(x)dx] Ae Mdt
0 0

= Ru f [ f s fz(x)dx] Ao~ AR gy
0 0

[A+cR = AMy(R) ]

= ¢ Ru f AM(R)e~ Mz B gy
0

IA
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[ee)

— ¢ Ru (_ e—/lMZ(R)t)

0

— e—Ru

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki n € N te pokaZimo da je i, (u) < e, za
svaki u > 0. 11 (u) je vjerojatnost propasti do (n + 1)-ve isplate te ju moZemo zapisati kao
sumu vjerojatnosti propasti do prve isplate i vjerojatnosti propasti do (n + 1)-ve isplate, ali
nakon prve. Stoga,

W1 (u) = f P(Z, >u+ct| T = )AeMdt
0

+ f P(Z, < u + ct,propast do (n + 1)-ve isplate | T, = e Mdt
0

[Zi <u+ct]

= f [ Jz(x)dx
0 u+ct
00 u+ct n+l
+f U P(u+ct—x—ZZk<O|Z1:x)fz(x)dx
0 0 k=2

[ (Zy);? medusobno nezavisne |

= f e fz(x)dx] AeMdr + f m[ " ¢n(u+cr—x)fz(x)dx] AeMdt
0 0 0

L u+ct

Ae Mdt

Ae Mdt

[ prema pretpostavci indukcije, ¥, (i + ct — x) < e R+ ]

oo [ 00 00 u+ct
< f f g Rluret=x) fZ(x)dx} Ae~dt + f [ f g Rlure=x) fz(x)dx] e~ dt
0 LJu+ct 0 0
- f f g Rluret=0) fz(x)dx] e~ dt
0 LJO
e—Ru f /le—(/l+cR)t |:f eRfo(x)dx] dt
0 0

— e—RLt f /lMZ(R)e—/lMZ(R)tdt
0

—Ru

=e

Kako je niz (i, (u)),ex rastuéi za svaki u > 0 i ograni¢en odozgo s e ®“, tvrdnja teorema
slijedi. O

Nejednakost iz teorema zovemo Lundbergovom nejednakosti, a pripadnu gornju
ogradu e ® Lundbergovom ogradom.
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2.3 Pollaczek-Khinchinova formula

Sada ¢emo izvesti opCeniti izraz za vjerojatnost propasti, tj. za slucaj kada distribucija od
Z; nije poznata.

Koristimo oznaku () := 1 — y(u) za vjerojatnost solventnosti, odnosno vjerojatnost da
nece doci do propasti, te 7 za vrijeme prve isplate. Ponovno koristimo 7| ~ exp(A).
Pretpostavljamo da prva isplata Z; ne izaziva propast. Tada

00 N:
y(u) = f P(u + ct — ZZk >0| T =HAeMdt
0 k=1

= foo [ - Y(u+ct — x)dF(x)] e Mdt
0 0

[w=u+ct]

- ﬂeﬂu/c f ) [ f ’ y(w — x)dF(x)] e ™edw.
C u 0—

Deriviramo li prethodni izraz, dobivamo

2 00 W
' (u) = (%) eﬂ”/cf [fo‘— Y(w — x)dF(x)] e Medy

+ ile/lu/c (_e—/w/c) fu lZ(M — X)dF(x) (2.3)
C 0—
A A
= ~y(u)— - Y(u — x)dF(x).
C Cc Jo-

Primjenom Laplaceove transformacije slijedi

- A - A . -
L)) = — L) = — LW L),

pri Cemu je f funkcija gustoce slucajnih varijabli (Z;);2 . Pretpostavljamo da je v > 0.

Oznatimo s f(v) = L()(v) = [~ e™dF(x), s D) = [~ e di(x) te s D(v) = LOH)(v) =
fooo e Y (x)dx.

Tada je
- A= o
LyHv) = ;CD(V)(l - f().
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Parcijalnom integracijom dobivamo
) | 1.
D)=~ "Y' (x)dx+ -y(0)
VvV Jo 1%

| 1-
= —LWHv) + —¥(0),
% v

pa slijedi
_ 1- A= N
v (<I><v) - —w«))) = =0 (1 - f)),
1% C
odnosno 70) .

Oznaé¢imo s F(x) = 1 — F(x) = 1 — fox f(z)dz pa primjenom Laplaceove transformacije

slijedi f(v) = LIF)v) = 1 (1= ).

Sada (2.4) mozemo zapisati u obliku

—_—

Ol
(D(v)_l—%f(v)

Iz Lundbergove nejednakosti slijedi lim, . ¥(#) = 0, a potom iz propozicije za
L) = 1,p = 1, jer je lim,_,o, ¥(u) = 1, slijedi lim,_o v ®(v) = 1.

-. (2.5)

<

Takoder, N .
lir% f(v) = lir% f e F(x)dx = f F(x)dx = B[Z] = pu,
V—> V—> 0 0

pri ¢emu druga jednakost vrijedi zbog teorema o dominiranoj konvergenciji.

Stoga, pustanjem v — 0 u (2.5]), dobivamo

(U R A

1 o B0 =1-" (2.6)

Nadalje, jer je
D) = f e (x)dx + (0) = vD(v)
0

iz (2.5) i (2.6) slijedi
. -
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Definiramo
F[(Z) = l fz F(x)dx 1 f[(V) = f €_deF1(x) = ‘@
H Jo 0 M

Jednadzba (2.7) povlaci

d) = 1_1;7;:1@) = (1 _ ﬂ?ﬂ)z(%ﬂ)ﬁ@)

Konacno, primjenom inverzne Laplaceove transformacije, dobivamo

ot = (1- )5 (%) Py, 8

n=0

pri Cemu je F7* n-ta konvolucija funkcije F, F; = 1 — F;. Zan = 0, FY* = 6, gdje &
oznacava Diracovu delta funkciju.

Jednadzba (2.8)) poznata je i kao Pollaczek-Khinchinova formula.

2.4 Cramér-Lundbergova aproksimacija

Cramér 1 Lundberg takoder su promatrali i asimptotsko ponaSanje vjerojatnosti propasti.

Integracija izraza (2.3) od 0 do ¢, uz dF(z) = —dF(z), daje

() — ¢(0) = f Y(u)du + — f f Y(u — 2)dF(z)du

f Y(udu + — f [l//(O)F(u) U(u) + f Lb(u)F(z)dz}

:—w(O)fF(u)du+ fF(z)fw(u)dudz

A _ A _ _ _
0 f Fluydu + 2 f FR)@( = 2) - B(0))dz.
c 0 ¢ Jo

Stoga je
- - A (. _
90 = 50)+ 5 [ du=F

Uvrstavanjem (2.6) u prethodni izraz slijedi

Loy =1- 4 f (1= vl - )Pz
c  cJp
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pa, zbog u = E[Z;] = fooo F(z)dz,

yw =2 f Fodz+ f W — DF(Ddz. 2.9)
u 0

Neka je R > 0 koeficijent prilagodbe, tj. neka je rjeSenje jednadzbe h(r) = <. Tada je

L fo KR () = fo (1 - F())dz,

stoga je %eRZF (z) vjerojatnosna funkcija gustoce.
MnoZenjem izraza (2.9) s e dobivamo jednadZbu obnavljanja:
Ru A Ru - A ‘ R(u—z) Rz 7
e"Y(u) = Ze F(dz + p e U(u —z2)eF(z)dz
u 0
pa, prema teoremu [1.0.§] za

) = S f Fds, 2 =My i f0) = SR

slijedi
: Ru Cl
lim e™y(u) = —, (2.10)
U—00 CZ
gdje su
f f F(2)dzdu
C, =~ f ze®F(2)dz.
¢ Jo
Nadalje,

Clzilf F(z)f e®dudyz
__4 f F(odz + 2 f ; K F(2)dz 2.11)

cR R_I_€1+p'
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Kako je h'(R) = [" 2e®dF(2) i [zefdz = (5 - &)™,

N . A1 Tz 1)\ g
C2=Z‘fo ZeR'(l—F(Z))dZ=E(ﬁ‘f0 (I_Q_I?)eR dF(Z))
:/_l(i_i_h’(R)_h(R)+1):il(h’(R)_i) (2.12)
c \R? R R? c\ R AR
- e M )= €
B cR,u(h(R) /l)_1+pR;1(h(R) /l)'

Uvrstimo 1i (2.11) i (2.12) u (2.10), dobivamo Cramér-Lundbergovu aproksimaciju

PH

. Ru _
m &YW = R e

2.5 Eksponencijalno distribuirane isplate

U slucaju kada su isplate (Z;)2] eksponencijalno distribuirane vjerojatnost propasti y(u)
mozZemo eksplicitno izraziti.
Pokazat ¢emo da tada vrijedi

1
v = —— +pe"’”/"“+"), (2.13)

pri cemu je u matematicko ocekivanje eksponencijalno distribuiranih isplata.
Primijetimo da iz izraza (2.13)) slijedi:

1. Vjerojatnost propasti ne ovisi o parametru A, tj. o stopi po kojoj dolaze zahtjevi za
isplate.

ii. Kada je p = 0, tada je /(1) = 1, odnosno propast osiguranja je siguran dogada;.

iii. ¥(u) je rastuca funkcija od u. Kako ocekivani iznos isplata u raste, raste i vjerojatnost
propasti (uz ostale parametre fiksne).
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1v.

0.6-
=
g =1
g mu=
&H — mu=1/2
B 04-
(=] - =
2 mu=10
o — mu=5
o
@ mu=50
=

0.2

0.0-

Slika 2.2: ovisnost ¥(u) o u

Slika[2.2]prikazuje kako se vjerojatnost propasti mijenja s promjenom matemati¢kog
ocekivanja eksponencijalno distribuiranih isplata u kada je sigurnosna premija jed-
naka p = 0.3 te kada je intenzitet Poissonovog procesa N A = 1.

U ovom je slucaju koeficijent prilagodbe R = p/u(1 + p) pa

1
Y(u) = o

1+pe

tj. Lundbergova nejednakost je zadovoljena te je vjerojatnost propasti proporci-
onalna Lundbergovoj gornjoj ogradi.

0
u(l +p)
pa je vjerojatnost propasti padajuca funkcija od u, Sto znaci da Sto je veci pocetni
kapital, to je vjerojatnost propasti, uz ostale parametre fiksne, manja.

0
ERAC A Y(u) <0,
u
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V1. 5 .
u
= - _ 0,
ﬁpw(u) (1 +p +p)2)w(u) )

pa s porastom sigurnosne premije vjerojatnost propasti pada (uz ostale parametre
nepromijenjene).

0.75-

1
g |
o \ rho=0.1
8050~ 1} — tho=05
w \ S _
g \ rho=1
& LA — rho=2
=) |
@ \ rho=5
=

0.00- e

100

Slika 2.3: ovisnost ¥(u) o p

Vjerojatnost propasti prikazana na slici[2.3|odgovara isplatama koje dolaze iz exp (%)
distribucije i Poissonovom procesu N s intenzitetom A = 1.

Sada ¢emo izvesti formulu (2.13).
Koristimo oznaku ¢(«) := 1 — ¥(u) za vjerojatnost opstanka osiguranja, odnosno vjerojat-

nost da nece doci do propasti. T} ~ exp(A) te pretpostavljamo da prva isplata Z; ne izaziva
propast, tj. x < ct + u, za x iznos prve isplate.
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Tada je

co N,
U(u) = f P(u + ct — ZZk >0| T, =0AeMdt
0 k=0

= foo fu ) f7(O(u + ct — x)dx] Ae~Mdt
o lJo

[w=u+ct]

- f B f ' fz(x):ﬁ(w—x)dx] ’Zle—m—“)/fdw
u | JO

= %elu/c f"" [fw Sz (w — X)dx] e Medw.
u 0

Deriviramo li prethodni izraz, dobivamo

T A ’ Aufc ~ " 7 —-Aw/c
U'(u) = (E) e f j; fz(OY(w — x)dx|e dw

+ /_le/lu/c (_e—/m/c) fu fz(x)',zf(u — X)dx
¢ 0

A- A _
= —y(u) - —f Sz (u — x)dx
C C Jo
[P =1-y(u)]
, pl a [
Y(u) = - [2(1 —yu)) - ;jo‘ Szl — y(u — x)]dx]

) o N (2.14)
= Zy(u) - = f F2(OW(u — x)dx — —Fz(u).
c ¢ Jo ¢

Integriranjem prethodnog izraza slijedi

f w’<u>du:4[ f W) - f f fz(X)!//(u—X)dX]du—il f Fywdu.
0 ¢ [Jo o Jo c Jo

Mijenjanjem poretka integracije dobivamo

f ) [ f ufz(x)lﬁ(u—x)dx]du= f ) [ f mlﬁ(u—x)du]fz(x)dx
0 0 0 x
- f [ f w<u>du] F0dx
0 0
= f Y(u)du.
0
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foo W' (u)du = A f‘” F,(u)du.
0 ¢ Jo

Iz Lundbergove nejednakosti slijedi da je lim,_,., (1) = 0 pa mozemo zakljuciti da je

Stoga je

W(0) = - f o (Wi = f Fox)dx
0 0

C
_ AE[Z]
B C
[c=(1+p)E[Z]]
1
T

Jer je Z eksponencijalno distribuirana s o¢ekivanjem y, iz (2.14)) slijedi

w;(u) — /—llﬁ(u) - i f” €_X/’ulﬁ(1/t — x)dx — /_le—u/ﬂ
¢ HEJo ¢ (2.15)

A pl g A
= Zy(u) — —e M f e My(x)dx — —eH
c uc 0 c
te je stoga
A A u A A
W) = =y () + ——e f e My(x)dx — —y(u) + —e ™. (2.16)
c HoC 0 MC HC

Pomnozimo li (2.15) s 1/u i pribrojimo (2.16), slijedi
74 1 ’ /1 ’
) + =y (W) = ¢’ (u),
u c

tj. ¥(u) je rjeSenje homogene diferencijalne jednazbe drugog reda

7 ¢ - /1 ’
v (u>+( C“)w(m:o.
Stoga je ¥(u) oblika
Ylu) = ko + kye™-umlke,
za neke ko, k; € R. Kako je, zbog Lundbergove nejednakosti, lim,_,., ¥ (u) = 0, ky = 0.
Nadalje, jer je ¥/(0) = Lp = ki, slijedi

1+

1
— —pu/u(1+p).
Y(u) T pe



Poglavlje 3

MijeSani Poissonovi procesi

3.1 Pojmovi i definicije

Neke od prethodno navedenih rezultata moguce je izvesti i u nesto slozenijem slucaju -
kada N nije “obian”, nego mijeSani Poissonov proces. Tada je proces isplata Y sloZeni
mijeSani Poissonov proces. Ideja je da do vjerojatnosti propasti (1) dodemo preko uvjetne
vjerojatnosti propasti ¥(u, 1), uvjetno na ishod A slucajne varijable intenziteta A. Dakle,
Y(u, A) je vjerojatnost propasti u slucaju kada je N Poissonov proces s intenzitetom A.

Oznacimo s U funkciju distribucije nenegativne slucajne varijable intenziteta A.

Definicija 3.1.1. Za diskretnu slucajnu varijablu N kaZemo da ima mijesanu Poissonovu
distribuciju, u oznaci MP(t, U), sa strukturnom distribucijom U ako vrijedi

k 00 k
P(N=k)=E (A7) e M| = f @e‘”dU(/l), k € Ny.
k! o- k!

Ako s U, oznac¢imo funkciju distribucije slu¢ajne varijable Az, tj. U, (1) = U(A1/t), onda je
MP(t,U) = MP(1,U,) = MP(U,). Cesto je sluCajne varijable A i N prakti¢no razmatrati
zajedno, odnosno kao slucajni vektor (A, N) za koji vrijedi

(A"
P(A<x,N=n)= f %ﬂ’dU(ﬂ), x>0, neN,.
0— n!

Definicija 3.1.2. Tockovni proces N nazivamo mijeSanim Poissonovim procesom, u oznaci
MPP(U), ako je njegova distribucija 11y dana s

Iy(B) = f‘” IT(B)dU(A), B € B(N).
0—

19
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Intuitivno, iz prethodne definicije slijedi da je N mijeSani Poissonov proces ako je N
uvjetno na realizaciju A nenegativne slucajne varijable A Poissonov proces s intenzitetom
A. Preciznije, (A, N) promatramo kao izmjerivo preslikavanje iz vjerojatnosnog prostora
(Q, 7, P)u (R x N, B[R x N)) s distribucijom

P(A<x,NeB)= foA(B)dU(/l), B € B(N),

0—
pri Cemu je

BRXN)=0((A,v(t)) <y:A<x,ye N,t>0,x,y < o).

3.2 Poopéeni rezultati

Podsjetimo se, zac — Au < 0,tj. A > c/u, Y(u,l) = 1.
Stoga je

Y(u) = f Y(u, HdU(A)
0~ (3.1)

¢/,
:f ﬂlp(u,/l)dU(/l)+1—U(C/ﬂ)-
0_

Sada ponovno mozemo razmatrati slucaj kada su isplate eksponencijalno distribuirane.
Ovaj put pretpostavimo dodatno da je 1 A eksponencijalno distribuirana slucajna varija-
bla, odnosno F(z) =1 —e ¥, z>0iU(A) =1 —e M, 1> 0.

Uvrstimo li u (3.1)) izraz za vjerojatnost propasti kada je N Poissonov proces s intenzitetom
A te kada su isplate eksponencijalno distribuirane s ocekivanjem y, slijedi

Y(u) = f /1—/16_(6_/1“)"/0/‘ ie_l/“"d/l + ¢ C/HuA
0- ¢ Ha
Ha

_ 2 —c/ —u/
= (u,uA——c)2 ((u Un — uc — cpye” "M + uce ”).

Kao i prije, s p oznacavamo sigurnosnu premiju, pri ¢emu u mijeSanom Poissonovom

slucaju intenzitet Poissonovog procesa zamjenjujemo ocekivanjem slucajne varijable A

pajep = C;ﬁ ’: A, Zato izraz za vjerojatnost propasti mozemo zapisati i u obliku

W = (A (1 + p)e” M + p2(1 + p)eH
B (u — u(1 + p))? '

Y(u) (3.2)

Za ovaj slucaj takoder postoji inacica Lundbergove nejednakosti.



POGLAVLIJE 3. MIJESANI POISSONOVI PROCESI 21

Pretpostavimo da postoji A takav da U(1) = 1, Sto moZemo interpretirati kao da je osigura-
vajuce drustvo gotovo sigurno profitabilno. Ozna¢imo s A; = inf{d : U(1) = 1}.

Tada je
A1

Y(u) = Y, DdU) < y(u, ;) < e R, (3.3)

0—
gdje je R, pozitivno rjeSenje jednadZzbe h(r) = cr/A;, pri ¢emu je funkcija h definirana s
h(r) := [ (" = 1)dF(2).

Sljedeci teorem, koji navodimo bez dokaza, daje precizniju gornju ogradu za vjerojatnost
propasti.

Teorem 3.2.1. Neka je A, = inf{d: U(A) = 1}. Pretpostavimo da vrijedi 1, < c/u te da F
ima laki rep. Tada vrijedi

HA Ry
< — 1
Ylu) < L
gdje je Ry pozitivno rjesSenje jednadzbe h(r) = cr/A;.

Iduéi je teorem jedan moguci analogon Cramér-Lundbergove aproksimacije, odnosno njeno
poopcenje za mijeSane Poissonove procese. Kako bismo ga dokazali potrebno je pretpos-
taviti da vrijedi

d
lim R(=0)uy, (u,/ll - —) =C), (3.4)
Uu—00 u
pri cemu je R(A) pozitivno rjeSenje jednadzbe h(r) = cr/A, d pozitivna konstanta, A; defi-
niran kao prije te C(1) = #&’;_L

Teorem 3.2.2. Neka je A1 = inf{d : U(1) = 1} te 41 < c/u. Pretpostavimo da U ima

gustocu za koju vrijedi
g() ~B- (4 =", a4, (3.5)

za neke b > 0, B > 0. Pretpostavimo jos da F ima laki rep te da vrijedi (3.4). Tada
BCI'(b) R

Ylu) ~ Dy ;U 0o,
gdje je Ry pozitivno rjesenje jednadZbe h(r) = cr/ A,
c— A . cR,C,
C1 = 1 1= ——.
AN (Ry) —c¢ Ai(c — 1)

Dokaz. Jer je R(A) rjeSenje jednadzbe h(r) = cr/A, h(R(1)) = cR(A1)/A11 R(A;) = R, pa je
R(1) = Ah(R(A))/c. Deriviranjem tog izraza dobivamo
h(R(A))

RO = ey
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Zad= /l], uz h(R]) = CR]//l],

CRI
AP (R) —¢)

R =~ (3.6)

Uvrstimo 1i Cy u Dy, slijedi

_ CR] _
(LW (Ry) —©)

D, —R'(41).

Zbog pretpostavke A; < c¢/u, Dy > 0 te R'(1;) < 0 pa je funkcija R(1) padajuéa u okolini
od A;. Stoga, kada 4 Ay, tada R(1) \, R;. Koriste¢i Taylorov teorem dobivamo

Ry —RWA) ~-Di(A4 -, A, 4. (3.7)

Iz (3.5) i (3.7) slijedi da za svaki € > 0 postoji 6 € (0, ;) takav da

(A=)
%—1S6, V/1€<0,6>
-DA
——  —1<€ VYA1€/(0,6
Ri—R(, - Q) € 0,0

pa, ozna¢imo li s A := 1 + €, dobivamo da za svaki A > 1 postoji ¢ € (0, 4,) takav da

g(A; =) <ABA"', Va€(0,6)

L (3.8)
Ry — R4 —A) <-A""DiA, VYA1€(0,0).

Koriste¢i (3.3) slijedi
A1
lim w’e®"y(u) = lim f ub R y(u, )qg()dA
U—00 Uu—>00 0
A1

= lim ubefy(u, A, — Dg(Ay — D)dA

U—>00 0
0
= lim | u’e®"y(u, 2, — Dg(A; — DdAa
U—00 O
A1
+ lim uPeRiy(u, A — Dg(Ay — DdA.

—00
u )
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Nadalje, koriste¢i Lundbergovu nejednakost, dobivamo

A
lim ubeRy(u, Ay — Dg(d, — DdA

U—>00 Ky
A1 —0
= lim ub Ry (u, D)g()dA

—00
u 0

< lim ube® ™ y(u, A, - 6)

Uu—00

< lim u? el R-0u
U—00

< lim uPe #P1o/A = (,
U—00

Primjenom supstitucije v = Djud, slijedi
0
f uP Ry (u, Ay — Dg(A; — DdA
0

1 Diud
= — ub~tefiy, (u,/ll - L)q(/h - L) dv

Dy Jo Du Dyu
1 0 v v

- I " b—l R1M ,/l o /1 o d ,
D, ), Towsue w(” ! Dlu)q( ! Dlu) Y

gdje je

1, v < Dusé,
I (v) = 0, v>Dud

Zbog (3.3) i (3.8) vrijedi

Ip. b=1 ,Riu ,A_L A_L
pus(Wu’ e tﬁ(u 1 Diu gl D

b—1
<Ip u(;(V)ub_]eRlL’e—R(/ll—v/D]u)uAB 1%
< Ip, e
= kIDma(V)e(Rl‘Rul —v/Diuw)uy b1
< klp,us(v)e "

< ke "Apb1

k= ABDI(b_l) konstanta.

23
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—V/Avb—l

Funkcija ke je integrabilna pa po teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

lim ubeR i (u) = lim f bRy (u, Ay — Dg(A; — )dA

. _ u 14 v
= D—IL I}l_)l’ilo IDlmg(V)I/tb leR‘ lﬂ(u,/ll — E)q(/ll - D—)dV

1 U

0 y b\ (3.9)
—f lim u®~ 'Ry lu, A; — —| dv
s Dyu)\Du
= —f lim eR‘” (u,/ll - L) v ldy.
U—00 Dll/t
Raspisimo jos posljednji limes:
lim eRity (u A - L) = Jim ¢R1=RA1=IDu) R (A= Dy, (u A - L)
00 Diu U—300 Du (3.10)
= e_VC1.
Posljednja jednakost slijedi iz (3.4) zad = v/D; i
lim e(Rl—R(/ll—v/Dlu))u — elimuw(ekl*RMI*"/DlW—l)u
fu _
lim (R0 _ 1y, & gim £ 2Ly =
Kona¢no, uvrstimo li (3.10) u (3.9), slijedi tvrdnja teorema
BC, (™ ,., _ BC\I'(D)
Riu b—1 _
hmue‘t//(u) Dbf Vieldy = ———.
1 1
m]

U iduéim ¢emo primjerima pokazati da je pretpostavka (3.4) opravdana u slu¢ajevima kada
je distribucija isplata F' eksponencijalna, gama ili konveksna kombinacija eksponencijalnih
distribucija, a to su slucajevi za koje ¢emo u sljedeem poglavlju vjerojatnost propasti
pokusati 1 izraCunati.
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Primjer 3.2.3. Neka su isplate eksponencijalno distribuirane.

Podsjetimo se, tada vrijedi

-A d liu—d ute=Ay ) +dp
Ry =—F i W(u,m “):( L= Dt s
u

cu uc
pa je stoga
d - L) +d,
R(/h——): u(c 11) +du
u cuu
te slijedi
lim eR(=y (u,/ll - _) _ Jim =D A
u—>o0 u U—>00 uc c
-1
€ =C)=——2

AW (R(Ay)) —c
1z 3:6) slijedi
CR1
AR ()

/lll’l/(Rl) —C=—

paje,uz R'(1;) = —1/c,
dile - _ iy
c2R, c

Stoga je pretpostavka (3.4) zadovoljena pa koristenjem teorema [3.2.2]dobivamo

C1:

b-1 o
Y(u) ~ —B/ll,ucb F(b)e_%, U — oo,
u

Ponekad nije jednostavno pokazati da vrijedi pretpostavka (3.4)), ali ona slijedi ukoliko
pokazemo da e®W“y(u, 1) uniformno konvergira prema C(1) na [A; — 6, 4;] kada u — oo,
za neki § € (0, A;). Jo§ jedna moguénost je pokazati da eXY*y(u, 1) konvergira k C(1) po
tockama na [4; — 6, 4;] iz ¢ega, prema teoremu [1.0.9] slijedi da konvergira i uniformno pa
je pretpostavka (3.4)) ponovno zadovoljena.

Podsjetimo se, h(r) = foo_o(erz - 1)dF(z)1lim,,,__ h(r) = +0o, ry, € (0, o0].

Zar < ry definiramo n(r) := h(r) — cr/A. Primijetimo, ako je r korijen jednadzbe h(r) =
cr/A, onda je i korijen jednadzbe m(r) = 0. S R ¢emo oznacavati pozitivho rjesenje te
jednadzbe. Kod primjera koje ¢emo razmatrati r,, < oo te kao domenu funkcije 7 mozemo
promatrati C (naravno, neke osi mogu biti iskljuCene iz domene, ovisno o primjeru). U
iduéim primjerima radi jednostavnijeg zapisa izostavljamo ovisnost o A.
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Primjer 3.2.4. Promotrimo sada slucaj kada je distribucija isplata kombinacija m ekspo-
nencijalnih distribucija s o¢ekivanjima uy, ..., iy, tj.

m

F@zZmﬂwW%f@:;%w% >0,

k=1

pricemusu py > 0, Y7L, pr = Lte g > ... > u, > 0.

Stoga je

n(s) = ﬁ f (e - Dehdz - =
1 Mk

za s € C\{1/t1, ooy 1/ piy).

JednadZba n(s) = 0 algebarska je jednadzba stupnja m + 1 pa u C ima m + 1 Korijen.
Oznac¢imo ih s 0,Ry,...,R,,. Neka je Ry = R < 1/u; = ro. Promatramo li funkciju
n(r + 0i), vidimo da je ona neprekidna na {uy, (1), za svaki k € {1,...,m — 1} te vrijedi
lim,_,, + 7(r + 0i) = —oo i lim,_,,,,, - 7(r + 0i) = +o0 pa jednadzba 7(r + 0i) = 0 ima korijen
u (Ui, His1), Za svaki k € {1,...,m — 1}. Stoga su svi korijeni realnii Ry > R, k > 1.

Ovaj je slucaj razmatrao Cramér([3]] i doSao do izraza za vjerojatnost propasti oblika

m

c—Au Ry
= ——— 3.11
W);wa (3.11)
Dodatno vrijedi i A;T(Alg 5 > 0, za svaki k. Sada, jer e®Rou | 0 zak > 1kadau — oo, slijedi
c—Au
lim e®y(u) = =C)
U—00 4 ’(R)

pa je pretpostavka (3.4) zadovoljena te moZemo iskoristiti teorem [3.2.2]
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Primjer 3.2.5. Naposljetku promatramo slucaj kada isplate imaju I'(a,8) distribuciju, tj.
kada je
B a1 -
(2) = e, 22 0.
/ @)

Definiramo funkciju g s

__ (c=2a/p)1 = 5/B)
8 = e Desip—c—atipy "%

U ovome je slucaju

n(s) = f (e — 1)'8—Z”‘le‘ﬂzdz -2
0

I'(@) A
_ B T B8 1 ,=(B-s)2 _ ¢S
“B-v )y T@ ° de=1-7
s\ ¢ cs
= (1 __i§) -1 —'jiy s € C.

Neka su Ry, ..., R, korijeni jednazbe n(s) = 0 s pozitivnim realnim dijelovima. Thorin [8]]
je doSao do izraza za vjerojatnost propasti oblika

W) = Zm:g(Rk)e‘Rk” + Si";m) f (-2 -1) e dx, (3.12)
b G-

- COS(JTCY)] + sin?(ra)
gdijejeRi =R<fB=r,l

e, zaa =2k, k=1,2,...
C|2k+1, zal2k<a<2k+2,k=0,1,..

Kada a nije paran broj, R je jedini realni korijen jednadzbe n(s) = 0, dok su preostali
korijeni u kompleksno konjugiranim parovima. Kada je a paran broj, R, je realan, a ostali
korijeni su u kompleksno konjugiranim parovima. Takoder, svi su korijeni jednostruki te
za sve vrijedi ReR; > R, k > 1 i razli¢iti kompleksno konjugirani parovi imaju razlicite
realne dijelove.

Deriviramo li funkciju 7 dobivamo

—a—1
o= 1.5 _¢
’””‘ﬁ(l ﬁ) X
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Budu¢i da je n(R) = 0,

1 B-R AB-R

-a-1
. (1_5) _A+cR B _BA+cR)

pa ’(R) moZemo zapisati u obliku

@ BA+cR) ¢  a(d+cR)—c(B-R)

7R)y=—--——-—"—-—
B AB-R) A AB-R)
_(a+ DcR/B—(c—ald/p)
- A(1 = R/B) '

Primijetimo da zato vrijedi g(R) = 22 te da je sin(na) = 0 kada je @ € Z. Tada moZemo

' (R
uoditi sliénost medu izrazima (3.12)) i @D

Promotrimo sada izraz e®“y(u):

m

) = Z g(R) T 4 sin(r@) f ” (3 B % ) (é B l)a e .
pol(r+5)

k=1 T (g - 1)a - c0s(7rcx)]2 + sin*(na)

Kako je R < B, kada e®*u | 0, za svaki x > § kada u — oo, drugi dio prethodnog
izraza konvergira u 0. Za Ry, k > 1, kompleksan korijen, zbog ReR; > R, k > 1, vrijedi

|8(Rk)€_R"” = |g(Ry)| e ReRut pa eR |g(Ry)e ™| | 0 kada u — oo. Takoder, kada je « paran,
R, = ReR, > 1 pa e® R | 0. Stoga je
. c—Ada/p
lim e®y(u) = g(R) = ———.
lim e™ytu) = (B = =0 R

Obzirom da je o&ekivanje I'(a, B)-distribucije jednako a/B, e®“y/(u) konvergira u C(A), iz
Cega slijedi da je pretpostavka (3.4)) ponovno zadovoljena te da i na ovaj slu¢aj moZemo
primijeniti teorem [3.2.2]



Poglavlje 4

Vjerojatnost propasti

Kao $to smo u prethodnim poglavljima imali priliku uociti, vjerojatnost propasti rijetko je
kad moguce jednostavno izraCunati. Stoga ¢emo se u ovome poglavlju posvetiti procje-
nama iste. Za pocetak ¢emo promotriti slucaj kada je N Poissonov proces s intenzitetom A,
aisplate su eksponencijalno distribuirane - slucaj za koji vjerojatnost propasti ipak moZemo
egzaktno izraCunati. Zatim ¢emo promatrati joS jedan specijalan slucaj u kojem za vjero-
jatnost propasti moZemo dobiti jednostavan izraz. To je slucaj kada je distribucija isplata
kombinacija eksponencijalnih distribucija, to jest kada je njihova funkcija gustoée oblika
f(x) = pae ™ +(1-p)Be™*, p € (0,1), @, > 0. Ti ée nam primjeri omoguditi da uspore-
dimo dobivene procjene i stvarne vrijednosti vjerojatnosti propasti te ukazati na to koliko
su procjene zapravo precizne.

U tre¢em ¢emo se primjeru zadrzati na eksponencijalno distribuiranim isplatama, ali ovaj
put za slucaj kada je N mijeSani Poissonov proces. Ukoliko je i parametar A eksponenci-
jalno distribuiran, ponovno moZemo dobivenu procjenu usporediti s egzaktnom vrijednosti.

Zadnji ¢e primjer prikazati kako se procjena vjerojatnosti propasti mijenja variramo li dis-
tribuciju isplata. Usporedit ¢emo ponaSanje vjerojatnosti propasti za ve¢ promatrane dis-
tribucije s distribucijama poznatim po svojim teSkim repovima, kao Sto su Pareto 1 lognor-
malna distribucija. Pri tome ¢emo promjene analizirati za Poissonov proces N s intenzite-
tom A.

Osnovna je ideja vjerojatnost propasti ¥(u) procijeniti koristeéi vjerojatnost propasti do
n-te isplate ¥,,(u), za dovoljno velik n € N, obzirom da vrijedi Y(u) = lim,_,., ¥,,(1). Pro-
cjenu i, (1) temeljimo na simulaciji m n-Clanih nizova nezavisnih jednako distribuiranih
slucajnih varijabli, koje predstavljaju isplate osiguravajueg drusStva, iz teoretske distri-
bucije za koju vjerojatnost propasti Zelimo procijeniti. Procjena vrijednosti ,(«) tada je
relativna frekvencija propasti, odnosno broj slucajeva u kojima je kapital pao ispod 0.

29
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Primjer 4.0.1. Neka su isplate nezavisne i eksponencijalno distribuirane s ocekivanjem
pojedine isplate u = 3. Neka je N Poissonov proces s intenzitetom 4 = 1. Neka pocetni
kapital iznosi u = 10, a sigurnosna premija p = 0.3.

Podsjetimo se, sigurnosna je premija jednaka p = %, pri cemu je ¢ stopa premije. Slijedi
daje ¢ = 2.6. UvrStavanjem u izraz za vjerojatnost propasti dan formulom (2.13]) dobivamo
da je y(10) = 0.356438.

Vjerojatnost propasti ¥(u) procijenit ¢emo pomocu ¥, (u) za n = 1000. Preciznije, pri
svakoj simulaciji procesa rizika X; simuliramo » nezavisnih jednako distribuiranih isplata
Zi,...,2,, koje su u ovom primjeru eksponencijalno distribuirane te Cije ocekivanje iznosi
U, 1 n vremena izmedu uzastopnih isplata. Za vrijeme prve isplate vrijedi 7, ~ exp(Ad),
kao Sto je i pokazano u (2.2)), a isti rezultat vrijedi i za vrijeme izmedu dvije uzastopne
isplate, odnosno Ty — Ty ~ exp(d), k = 1,...,n — 1. Tada je vrijeme k-te isplate jednako
T, = Zf;ll(TiH — T;). Na taj nacin dolazimo do iznosa kapitala osiguravajuéeg drustva u
svakom od trenutaka T, ..., T,,. Ukoliko je kapital u bilo kojem od tih trenutaka negativan,
doslo je do propasti. Kao Sto je ve¢ spomenuto, ¢, (1) je tada omjer broja simulacija u
kojima je doSlo do propasti i ukupnog broja simulacija m.

Osim same vrijednosti procjene vjerojatnosti propasti jednostavno moZemo izracunati i
pouzdane intervale. Oznac¢imo s Xi, ..., X;, slu¢ajni uzorak iz Bernoullijevog modela s pa-
rametrom p, pri ¢emu X; = 1 interpretiramo kao propast osiguravajuceg drustva u i-toj
simulaciji. Tada vjerojatnost propasti ¥ odgovara EX; = p, a njena procjena ¢, odgo-
vara procjenitelju ocekivanja X,,. Varijanca je jednaka p(1 — p), a time i kona¢na, pa iz
centralnog grani¢nog teorema slijedi

X =P~ AN, . 4.1

vp(l—-p)

Slika . 1] prikazuje ovisnost vjerojatnosti propasti ¥(«) i njenih procjena v,(u) o inicijal-
nom kapitalu u za n = 1000 i razli¢ite m. Dobivene su vrijednosti u skladu s ocekivanjima.
Sto je inicijalni kapital veéi, to je vjerojatnost propasti manja te povecanjem broja simula-
cija na kojima se procjene temelje dobivamo procjene bliZze egzaktnoj vrijednosti vjerojat-
nosti propasti. MoZemo primijetiti da se krivulja funkcije ¢, (1) ve¢ za m = 1000 priblizno
poklapa s krivuljom funkcije ¥(u). Slika nam ipak ne moze predociti koliko su procjene
zapravo precizne pa navodimo i dobivene vrijednosti procjena za pocetni kapital u = 10.
Koristenjem m = 100 simulacija dobivena procijenjena vrijednost iznosi ¢,(10) = 0.3, za
m = 1000 ¢,,(10) = 0.349, dok za m = 10000 ¢,(10) = 0.3569. Aproksimativni 95%
pouzdani interval je [0.3475667,0.3663432].
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08

7

m

O

S . m=100
(=

04 \ — m=1000
= ~— m=10000
m

9 psi

@

=

0.2-

Slika 4.1: procjena y/(u) za razliite m

Veci m omogucuje bolju procjenu, ali koliko velik m treba biti kako bismo bili sigurni da ée
procjena biti dovoljno precizna? Mjerimo li preciznost Sirinom 95% pouzdanog intervala,
izraz (4.1)) dovest e nas i do potrebnog broja simulacija za unaprijed odredenu maksimalnu
Sirinu pouzdanog intervala. Uzmemo li da je navedena Sirina jednaka d = 0.01, minimalan
broj simulacija bit e m = 35265, a za d = 0.001 nuzno je provesti barem m = 3526800
simulacija.

Takoder moZzemo promotriti ovisnost procjene o broju isplata koje uzimamo u obzir, to
jest koliko se procjene ,(u) razlikuju od ¥(u), ali i jedna od druge, kada variramo n.
Te su promjene prikazane na slici §.2] Na temelju podudaranja krivulja funkcija y(u) i
Yri100(u) mogli bismo zakljuciti da, ukoliko do propasti dolazi, moZzemo ocekivati da Ce se
ona dogoditi do 100. isplate. Navedimo ponovno dobivene vrijednosti za m = 10000:
Yi10(10) = 0.211, ¢100(10) = 0.3531, dok je ¢1000(10) = 0.3568.
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m

o

= n=10
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2 04- \ — n=100
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= — n=1000
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=

Slika 4.2: procjena y(u) za razlicite n

Primjer 4.0.2. Kao Sto smo ranije spomenuli, ukoliko je distribucija slucajnih varijabli
isplata (Z);2, kombinacija eksponencijalnih distribucija, vjerojatnost propasti ponovno
mozemo egzaktno izraCunati. Kada kaZemo da je distribucija isplata kombinacija ekspo-
nencijalnih distribucija zapravo Zelimo reéi da isplate dolaze iz eksponencijalne distribucije
s parametrom « s vjerojatnoséu p, odnosno iz eksponencijalne distribucije s parametrom 3
s vjerojatnos¢u 1 — p. Vjerojatnost propasti tada ima oblik ¥(u) = e™" + ne™*", za neke
koeficijente vy, 9, n, {. Ti su koeficijenti rjeSenja sustava jednadzbi te za njih, u openitom
slu¢aju, ne mozemo izvesti jednostavne 1 praktine izraze. Stoga navodimo ideju postupka
traZzenja koeficijenata, dok tehni¢ku stranu samog raCunanja izostavljamo. Pri traZzenju ko-
eficijenata koristit ¢emo sljededi izraz, koji je izveden u [7]],

00 y ) _p Mz(r) -1
fo ) = T T pyr — My

(4.2)

. . . 1- 1- .
Uvrstlmo. li u desnu st‘r‘anullzra‘za @2 = § + 7”, My(r) :f—fr + (ﬁf”r)ﬁ., zar < mzn{a,ﬁ}, S
odgovarajuéim koeficijentima i odabranu sigurnosnu premiju p te dobiveni izraz sredimo,
nazivnik ¢e biti oblika polinoma drugog stupnja u r. Stoga taj izraz mozemo rastaviti na

parcijalne razlomke pa slijedi jednakost
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f & () du = 2 ¢ (4.3)
0 y-r {-r

za neke koeficijente y, 8, n1i . Prvi ¢lan desne strane u (4.3)), do na mnoZenje konstantom
0, odgovara funkciji izvodnici momenata slu€ajne varijable koja je eksponencijalno distri-
buirana s parametrom 7y, dok drugi ¢lan, do na mnoZenje konstantom 7, odgovara funkciji
izvodnici momenata slucajne varijable koja je eksponencijalno distribuirana s parametrom
{. ZapiSemo li /' (u) u obliku ¢/} (1) + ¢ (u), slijedi jednakost funkcije —/|(u)/6 1 funkcije
gustoCe eksponencijalne distribucije s parametrom y te jednakost funkcije —(u)/n i funk-
cije gustoce eksponencijalne distribucije s parametrom £ pa je ¥} (u) = —6ye™”", odnosno
Y4 (u) = —n¢e “". Integriranjem i koristenjem rubnog uvjeta lim,_, ¢(u) = 0 dobivamo da
je w(u) = Se ™ + ne ",

Promotrimo prvo kako na iznos vjerojatnosti propasti utjece variranje parametara @ i 3, uz
p = 1 i fiksno ocekivanje jednako u = 3.

0.8-

06-

alpha=1/5, beta=1
— alpha=2/7, beta=2/5
alpha=5/29, beta=5

04-

0.0- ¥—

0 25 &0 75 100
u

vjerojatnost propasti

Slika 4.3: ¥(u) za razli¢ite a i1 S8
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Slika |4.3[upucuje na to da Sto su « 1 S bliZe po vrijednosti, to je odgovarajuca vjerojatnost
propasti manja. Konkretno, za u = 10 vjerojatnosti propasti iznose ¥(10) = 0.3626359 za
a=2/T1=2/5¢(10) = 04447398 zaa = 1/51 5 = 1 te Yy(10) = 0.5075013 u slucaju
kadaje @ =5/2918 =5.

Za kraj ovog primjera, pogledajmo kako se ponaSaju procijenjene vrijednosti ,(«) u od-
nosu na samu vjerojatnost propasti ¥(u), koje su granice 95% pouzdanog intervala za
m = 10000 te koliko je simulacija potrebno provesti kako bi medusobna udaljenost tih
granica bila jednaka 0.01 ili manja, za isplate Cija je funkcija gustoe oblika f(x) =
pae ™ + (1 — p)Be™P*, p = %, a = %, B = 1. Kao i u primjeru prikazanom na slici
Y (u) ¢emo procijeniti pomocu ¥, (1) za n = 1000 te cemo promotriti koliko se procjene
razlikuju ovisno o broju provedenih simulacija m.

=
m
O
g m=100
Boa- — m=1000
= — m=10000
=) psi
b
=

0.2- "\1\

\{\1
\¥
0.0-
EII 2I :IZI ’IS 100

Slika 4.4: y(u) za razli¢ite m

Usporedimo i slike 1 procjene dobivene za m = 1000 1 m = 10000 u slucaju
isplata Cija je distribucija kombinacija eksponencijalnih distribucija djeluju nepreciznije
od procjena dobivenih za iste vrijednosti m te eksponencijalno distribuirane isplate. Pro-
motrimo dobivene rezultate za inicijalni kapital u = 25: vjerojatnost propasti jednaka je
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Y(25) = 0.1450785 dok su procijenjene vrijednosti jednake ¢,(25) = 0.09 za m = 100,
Yn(25) = 0.124 za m = 1000 te y,(25) = 0.1142 za m = 10000. Uz m = 10000 aproksi-
mativni 95% pouzdani interval je [0.1081138, 0.1205825], a kada bismo htjeli da njegova
Sirina bude manja od 0.01, trebali bismo provesti m = 15546 simulacija.

Primjer 4.0.3. Vratimo se sada na mijeSane Poissonove procese. Na pocetku poglavlja
pokazali smo da i1 kod mijeSanih Poissonovih procesa eksponencijalno distribuirane
isplate vode do jednostavnog izraza za vjerojatnost propasti, uz dodatnu pretpostavku na
distribuciju slucajne varijable intenziteta A Poissonovog procesa. Podsjetimo se, kada je
A eksponencijalno distribuirana sluajna varijabla s matematickim oCekivanjem u,, kada
su isplate eksponencijalno distribuirane s matematickim o¢ekivanjem u 1 ¢ stopa premije,
tada sigurnosna premija iznosi p = %, a vjerojatnost propasti, kao funkcija inicijalnog
kapitala u, jednaka je

(u? = (u+ u(l + p)e™ M + p2(1 + p)e™/H
(u = u(1 + p))? '

Ylu) =

Vjerojatnost propasti (1) ponovno procjenjujemo pomocu ¥, (u). Jedina razlika u odnosu
na primjer je Sto sada simuliramo m intenziteta Poissonovog procesa iz eksponen-
cijalne distribucije s parametrom 1/u, te potom simuliramo vremena izmedu dvaju uzas-
A. T ovaj slu¢aj mozemo iskoristiti za usporedbu procjena vjerojatnosti propasti i njene
stvarne vrijednosti.

Uzmimo u =3, uy = 1, p = 0.3, n = 1000 i m € {100, 1000, 10000}. Krivulje vjerojatnosti
propasti za navedene parametre prikazane su na slici[4.5]

lako graf funkcije ¢, za m = 10000 priblizno prati graf funkcije ¢, za veée vrijednosti
inicijalnog kapitala ipak dolazi do odstupanja, za razliku od slucaja prikazanog na slici
Takoder su vidljiva i ve€a odstupanja kod krivulja ¢, za m = 100 1 m = 1000. Kada je
inicijalni kapital jednak u = 25, ¥(25) = 0.3157492, ¢,,(25) = 0.3155 kada je m = 10000,
Y,(25) = 0.328 kada je m = 1000 te ¢,,(25) = 0.36 kada je m = 100. Neka je m = 10000.
95% pouzdani interval je [0.3064641,0.3246776], a ograni¢imo li njegovu Sirinu na 0.01,
minimalan broj simulacija koje bismo morali provesti bit ¢e m = 33181.
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Slika 4.5: ¥(u) za razliCite m

Kada slucajna varijabla intenziteta A Poissonovog procesa ne dolazi iz eksponencijalne
distribucije, odgovarajucu vjerojatnost propasti vise ne moZzemo egzaktno izracunati, ali
1 dalje moZemo promotriti njene procjene. Neke od mogucih distribucija takoder su uni-
formna distribucija na segmentu [a,b], 0 < a < b, u oznaci U(a, b), ili beta distribucija,

B(a,B). Slucajna varijabla A dolazi iz beta distribucije s parametrima a, S > 0 ako joj je
l"(oz+,8))c"‘_1 (1-x)p1

funkcija gustoce jednaka f(x) = e

za x € {0, 1), a 0 inaCe.

Slikaf.6|prikazuje slu¢aj kada isplate ponovno dolaze iz eksponencijalne distribucije s ma-
tematickim ocekivanjem p = 3, sigurnosna premija iznosi p = 0.3, n = 1000 1 m = 10000.
Usporedujemo vjerojatnost propasti, u ovisnosti o inicijalnom kapitalu, za tri razlicite dis-
tribucije intenziteta A: A ~ exp (%), A~U (%, l) i A ~ B(2,1). Dodatno, radi usporedbe
vjerojatnosti propasti “obicnih” i mijeSanih Poissonovih procesa, promatramo i vjerojat-
nost propasti za slucaj kada je N Poissonov proces s konstantnim intenzitetom A = %
MoZemo uociti velike razlike u vjerojatnosti propasti Poissonovog procesa s konstantnim
intenzitetom u odnosu na vjerojatnost propasti mijeSanih Poissonovih procesa. Dok su vje-
rojatnosti propasti za mijeSane Poissonove procese, bez obzira na distribuciju intenziteta A,
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bliske po vrijednosti te se uglavnom krecu izmedu 0.2 1 0.4, vjerojatnost propasti ”obi¢nog”
Poissonovog procesa znatno je manja. Primjerice, za u = 25, ¢(25) = 0.1124281 kada je
intenzitet neslucajan, ¥(25) = 0.3157492 u slucaju kada A dolazi iz eksponencijalne dis-
tribucije, ¥,(25) = 0.3225 za A ~ B(2, 1) te ,(25) = 0.3664 za A ~ U (4. 1).
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Slika 4.6: usporedba ¥ (u) za razliCite distribucije intenziteta A

Primjer 4.0.4. Na kraju ¢emo jo$ usporediti vjerojatnost propasti za nekoliko razlicitih
distribucija isplata. Parametri distribucija odabrani su tako da pripadna ocekivanja budu
jednaka. Osim eksponencijalne distribucije te kombinacije eksponencijalnih distribucija,
za koje ¢emo prikazati stvarnu vjerojatnost propasti u ovisnosti o inicijalnom kapitalu u,
promatramo i gama distribuciju. Takoder ¢emo promotriti 1 dvije distribucije poznate po
teSkim repovima - lognormalnu 1 Paretovu distribuciju. Za distribucije Cije vjerojatnosti
propasti ne znamo egzaktno izraCunati prikazujemo krivulje njihovih procijenjenih vrijed-
nosti, ¥, (1), za n = 1000 i m = 10000.

KaZemo da slucajna varijabla Z ima lognormalnu distribuciju s parametrima u i o ako vri-
jedi InZ ~ N(u, o2). Tada je njeno o&ekivanje jednako E[Z] = ¢** /2. Slutajna varijabla
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Z je Paretove distribucije s parametrom « ukoliko je InZ ~ exp(@) te joj matematicko
ocekivanje iznosi -%;, za @ > 1. OCekivanje slucajne Varljable Z ~T'(a,p) jednako je a/p,
a njenu funkciju gustoce definiramo kao u primjeru

Konkretno, promatramo sljedece slucajeve:

i

il.

1il.

1v.

isplate su eksponencijalno distribuirane s matematickim ocekivanjem jednakim 3;

1

distribucija isplata je kombinacija eksponencijalnih distribucija uz p = 3, i

B=1

isplate su gama distribuirane s parametrima @ = V3, 8 = %;

_ 1
@ =3

isplate imaju lognormalnu distribuciju zay =010 = V21In3;

isplate dolaze iz Paretove razdiobe s parametrom %

exp
— gamma

\ — kombinacija exp
— lognormalna
\ Pareto
!

El 25 50 ?":'- ‘ZCI

vjeroj atnost propasti
l..

/

Slika 4.7: usporedba y(u) za razlicite distribucije isplata, u = 3
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Primijetimo, za male vrijednosti inicijalnog kapitala vjerojatnost propasti, odnosno pro-
cjenaiste, visoka je neovisno o distribuciji te razlike medu distribucijama nisu jako izraZene.
Promatramo li pak vjerojatnost propasti za vece vrijednosti inicijalnog kapitala, razlike
izmedu distribucija s teSkim repovima i ostalih distribucija postaju znatno uocljivije. Uz-
memo li za iznose inicijalnog kapitala u = 10 te u = 40, dobivene vrijednosti vjerojatnosti
propasti i njenih procjena, u istom poretku distribucija kao prije, su sljedece:

1. ¥(10) = 0.356438, ¥(40) = 0.03546222;
. Y (10) = 0.4447398, y(40) = 0.09415735;
iii. Y (10) = 0.2981, ¥(40) = 0.0146;

iv. ¥(10) = 0.5361, y(40) = 0.2956;

v. Y(10) = 0.4253, ¥(40) = 0.2466.

Pogledajmo joS hoce li se odnosi medu vjerojatnostima propasti promijeniti promijenimo li
parametre distribucija. Promotrit ¢emo dva slucaja - u prvom ¢emo parametre odrediti tako
da matematicko ocCekivanje isplata, za sve distribucije, bude jednako 5, dok ¢e u drugom
slu¢aju ono iznositi %

0.8-

0.6-
=
3
g exp
o gamma
B 04- o
o — kombinacija exp
_g — lognormalna
i Pareto
=

02-

0.0-

Slika 4.8: usporedba y(u) za razliCite distribucije isplata, u = 5
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Slika prikazuje prvi slucaj. Pri tome su koriSteni parametri 4 = % za eksponencijalnu
distribuciju; p = 3, @ = 3, B = 1 za kombinaciju eksponencijalnih distribucija;
V5, B = % za gama distribuciju; 4 = 0, o0 = V21n5 za lognormalnu distribuciju te & =
za Paretovu distribuciju. Najveca promjena u odnosu na slucaj prikazan slikom[.7] vidljiva
je u ponasanju vjerojatnosti propasti isplata s Paretovom distribucijom. Odnos vjerojatnosti

propasti za ostale je distribucije ostao nepromijenjen, ali su razlike u vrijednostima vece.

3
1

Drugi je slucaj prikazan na slici Parametar eksponencijalne distribucije je 4 = %; para-
metri kombinacije eksponencijalnih distribucija su p = 1, @ = 1, B = 1; gama distribucije

a = \/g , B = %; lognormalne distribucije u = 0, o = /21In %, dok je parametar Pareto
distribucije @ = 3. Uzevsi manje matematicko ocCekivanje isplata i razlike medu vjerojat-
nostima propasti za razliCite distribucije su manje. Ponovno je najveca promjena uocljiva
kod vjerojatnosti propasti za Paretovu distribuciju ¢ija se krivulja sada nalazi ispod krivulja

vjerojatnosti propasti za ostale distribucije.

0.8

o
L)

3 exp

Q- gamma

w 04- ) .

o — kombinacija exp
® — lognormalna

(=]

i Pareto

=

0 25 50 75 100

Slika 4.9: usporedba y(u) za razlicite distribucije isplata, u = %
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Sazetak

Cilj ovoga diplomskog rada bio je definirati osnovne pojmove vezane uz vjerojatnost pro-
pasti osiguravajuceg drustva i dokazati neke klju¢ne rezultate za Poissonove procese, kao
Sto su Pollaczek-Khinchinova formula, Lundbergova nejednakost, Cramér-Lundbergova
aproksimacija te izraz za vjerojatnost propasti kada isplate dolaze iz eksponencijalne dis-
tribucije. Neke od navedenih rezultata poopcili smo i za slu¢aj mijeSanih Poissonovih
procesa. Takoder smo analizirali ovisnost vjerojatnosti propasti o parametrima modela,
distribuciji isplata i distribuciji intenziteta mijeSanog Poissonovog procesa. Naposljetku
smo opisali jedan nacin procjene vjerojatnosti propasti te razmotrili preciznost dobivenih
procjena.



Summary

The aim of this thesis was to define the main concepts connected with the probability of ruin
and to prove some of the key results for Poisson processes such as the Pollaczek-Khinchine
formula, the Lundberg inequality, the Cramér-Lundberg approximation and the expression
for the probability of ruin when the claims are exponentially distributed. We generalized
some of those results for the mixed Poisson case as well. We also analyzed the dependence
of the probability of ruin on the model parameters, the distribution of the claims and the
distribution of the intensity of the mixed Poisson process. Finally, we described how to
estimate the probability of ruin and discussed whether the estimation is accurate.
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