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Uvod

U financijskom se svijetu posljednjih godina sve viSe paznje posvecuje razli¢itim vr-
stama rizika. Mjerenje i upravljanje rizikom jedna je od glavnih zadaca svake financij-
ske institucije koja zeli ostati konkurentna. Jedan od pokazatelja rizika je volatilnost.
Volatilnost univarijatne vremenske serije mjerimo na temelju fluktuacije cijena nekog
financijskog instrumenta i to izracunavanjem standardne devijacije, no uobic¢ajeno je
promatrati njegove log-povrate koji nam i statisticki i graficki vise toga otkrivaju.
Proucavajudéi serije stope inflacije Ujedinjenog Kraljevstva, Engle 1982. godine uvida
vremenski promjenjivu varijancu koja se kosi s dotadasnjom pretpostavkom mate-
matickih modela. Osim toga, u studijama se pokazuje da povrati imaju svojstvo gru-
piranja volatilnosti; Sto znaci da ako nedavni povrati ukazuju na veliku volatilnost,
onda barem neko vrijeme mozemo ocekivati veliku razinu volatilnosti povrata. Upravo
nam je zato vazan GARCH model kojeg 1986. godine uvodi Bollerslev. Ekonomska
globalizacija i razvoj interneta posljednjih su godina ubrzali integraciju financijskih
trzista. Kretanje cijena na jednom trzistu moze lako potaknuti promjenu cijena na
nekom drugom trzistu. Kako financijska trzista zavise jedan o drugom vise nego
ikada prije, promatramo ih zajedno. Investitoru ili financijskoj instituciji koji u svom
portfelju drzi vise financijskih imovina poznavanje dinamicke veze izmedu povrata na
imovine utjece na donosenje odluka kojima zeli ostvariti vece povrate. Analiza multi-
varijatnih serija volatilnosti sastoji se od istovremenog promatranja vise vremenskih
serija, a Ciji su podaci zavisni.

Rezultate i pojmove kao $to je volatilnost koji su poznati za univarijatne vremenske
serije poop¢it ¢emo za multivarijatne vremenske serije i dati demonstraciju procjena
modela multivarijatne volatilnosti u programskom jeziku R. Promatrat ¢emo serije
volatilnosti za IBM dionicu, S&P 500 indeks i za Coca Cola dionicu u razdoblju od
sijecnja 1963. godine do prosinca 2019. godine., koriste¢i neke od modela predlozenih
u literaturi. Svaki od modela ima svoje prednosti i nedostatke, a cilj im je uz Sto
manje ogranicavajuce pretpostavke procijeniti serije volatilnosti financijskih instru-
menata. Kako volatilnost ne mozemo direktno opaziti, izbor modela za procjenu
volatilnosti je vazan. U prvom poglavlju definiramo osnovna svojstva multivarijat-
nih vremenskih serija. U drugom poglavlju uvodimo EWMA model koji je jedan od
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najjednostavnijih modela za racunanje multivarijatne volatilnosti. Takoder se upoz-
najemo s BEKK modelom kojeg su uveli Engle i Kroner 1995. godine, a predstavlja
opceniti nacin racunanja multivarijatne volatilnosti. U tre¢em poglavlju predlazemo
jedan od modela koji koristi Choleskyjevu dekompoziciju matrice volatilnosti. U
cetvrtom poglavlju predstavljamo i usporedujemo dva DCC modela koji procjenjuju
vremenski promjenjive korelacije promatranih serija (ne kovarijance kao u prethod-
nim modelima). U petom poglavlju uvodimo Go-GARCH model koji je pogodan i za
velik broj vremenskih serija.



Poglavlje 1

Modeli uvjetne
heteroskedasti¢cnosti

1.1 Uvod

Financijskom imovinom trguje se u trenucima ¢ = 0, 1, ..., n!. Financijske modele gra-
dimo na diskretnom vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P), gdje je prostor elementarnih
dogadaja  konacan. Uz vjerojatnosni prostor (€2, F,P) dan nam je i neopadajuéi
niz o-algebri sadrzanih u F : 7o C F; C --- C F, C F. O o-algebri F; mislimo
kao o informaciji o stanju svijeta koja nam je dostupna u trenutku ¢. Informacija
se vremenom povecava, otkuda uvjet o neopadajucoj familiji. Pretpostavljamo da je
Fo = {0,909}, tj. u trenutku ¢ = 0 nemamo nikakvu informaciju o svijetu. Takoder
pretpostavljamo da je F,, = F, tj. na kraju imamo potpunu informaciju. Neka je z;
univarijatna vremenska serija i F;_; o-algebra generirana s {z,_1|i=1,2,...}.
Uvedimo pojam log-povrata koji ¢emo uvelike koristiti u analizi. Neka je P; vrijed-
nost dionice (ili neke druge financijske imovine) u trenutku ¢.

Neto povrat u vremenskom periodu od ¢ — 1 do t definiramo kao

B, _P—Po

R, = -,
TP P,y

dok log-povrat definiramo kao

P,
r, = log(1 4+ R;) = log ( !

P ) =p —pi—1, gdjejelog(P) =p, t=1,...,n.
t—1

Log-povrati priblizno su jednaki neto povratima jer za mali x, log(1+z) ~ x.

1Svi pojmovi ovog poglavlja mogu se naéi u [23], [5], [18].

4
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Slika 1.1: Tjedni S&P 500 indeks i tjedni log-povrati S&P 500 indeksa od sijecnja
2000. godine do prosinca 2019. godine.

Promotrimo tjedne log-povrate S&P 500 indeksa. Na slici 1.1 prikazani su tjedni

S&P 500 indeks i tjedni log-povrati S&P 500 indeksa u razdoblju od sijeénja 2000.
godine do prosinca 2019. godine, redom. Gledajuci graf tesko mozemo uociti neku
pravilnost, osim kratkotrajnog pada indeksa izazvanog financijskom krizom 2008. go-
dine. Do kraja 2019. godine izrazen je rastuci trend vrijednosti indeksa. Promotrimo
vrijednosti indeksa na drugi nacin, preko tjednih log-povrata.
Na prvi pogled graf tjednih log-povrata moze nam se uciniti tezim za razumijeva-
nje, ali iz njega mozemo dosta toga zakljuciti. Primjerice, na grafu vidimo da pos-
toje razdoblja u kojima su oscilacije tjednih log-povrata izrazenije nego inace. Tada
kazemo da je volatilnost indeksa bila veca, a uoceno svojstvo nazivamo grupira-
nje/klasteriranje volatilnosti (eng. volatility clustering). Takoder mozemo vidjeti
kako povrati osciliraju oko neke stabilne (ali nekonstantne) srednje vrijednosti.
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Vremenska stabilnost takvih podataka upucuje na stacionarnost promatrane vre-
menske serije.
Opéenito, za stacionaran proces (neuvjetna) srednja vrijednost vremenske serije se ne
mijenja kroz vrijeme, ali se mijenja uvjetno oc¢ekivanje E[z;|F;_1] kao funkcija proslih
opazanja. Stacionaran autoregresivni model s pomi¢nim prosjecima ARMA(p, q) de-
finiran kao

2 = oH—iqﬁizt_i —l—i&iat_i + ay, (1.1)
i=1 i=1
mozemo napisati kao sumu predvidivog dijela i pripadne greske
2 = i+ ag,
gdje su pu; = E[z|F; — 1] 1 a; nezavisne greske za koje vrijedi
Ela;] =0 i Var[a] = o2,

Pokazalo se da pretpostavka o konstantnoj varijanci o2 koja ne ovisi o proslim
dogadajima ne vrijedi za financijske vremenske serije. Stoga Engle [7] uvodi ARCH
(Autoregressive conditional heteroscedastic) model kako bi opisao vremenski promje-
njivu varijancu koju je primijetio promatrajuéi vremensku seriju stope inflacije Uje-
dinjenog Kraljevstva. Pretpostavka ARCH modela je da se uvjetna varijanca od a,
mijenja kao funkcija proslih kvadrata gresaka. U tom sluc¢aju a; je uvjetno heteroske-
dastican. Kada govorimo o uvjetnoj heteroskedasti¢nosti, zapravo mislimo na uvjetnu
varijancu (u multivarijatnoj vremenskoj seriji mislimo na uvjetnu kovarijancu).
Oznac¢imo sa
o} = Var|a;| F;_1]

uvjetnu varijancu od a; uz dano F;_;. Pod procesom vremenski promjenjive
volatilnosti podrazumijevamo proces o;.

ARCH(p) model definiramo kao

Ay = O€4, (12)
pri cemu su {e; } niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s o¢ekivanjem
0 i varijancom 1 1

af =aqay+ alaf_l + ...+ ozsaf_p, ag>0, o<0zai=1,...,p—1, a,>0.

Uz dodatni uvjet Y7, a; < 1, a; je stacionaran s varijancom o-. Za neke vremen-
ske serije, kao Sto su povrati na imovine, originalni podaci z; nisu autokorelirani
(E[z12:—;] =0 za j > 0) i a; direktno opazamo. Nedostatak ARCH modela je taj sto
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je cesto potrebna velika vrijednost pomaka p kako bi opisali promjenu volatilnosti.
Stoga Bollerslev [2] uvodi generalizirani ARCH model, kraé¢e GARCH.

GARCH(p, ¢) model pretpostavlja
Ay = O¢€y,

pri cemu su {e; } niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s o¢ekivanjem
0 i varijancom 1.
oy je definiran kao

p q
0 =Ela}|Fia] = a0+ > _aiad , + > Biot ;.
i=1 j=1

pri cemu je g >0, ; > 0,s=1,....,p—1,0,>0,8;, >20,i=1,...,¢g—1, 5,>0. Uz
dodatni uvjet > 1" (a; + ;) < 1, gdje je m = max(p,q) s tim da je a; =0zai > pi
B; =0zaj > ¢, varijanca o2 je konacna.

Kovarijancu (¢) = cov(zy, z;_¢) nazivamo autokovarijancom za ¢-pomak od z;. Kada
nas zanima linearna zavisnost z; i z;_y, generaliziramo pojam korelacije autokorela-
cijom.

Definiramo autokorelaciju stacionarne serije z; za f-pomak kao

~cov(z, zie) (D)

= = . 1.3
= Nar(z)  0) (13)
Za uzorak (z;,t =1,...,n) uzoracka autokorelacijska funkcija [5] dana je s
N
o= 20 (1.4)

gdje je pe = = >0 1 (2 — 2)(21—¢ — ), Z je srednja vrijednost uzorka.

GARCH(1,1) koji ¢emo promatrati najjednostavniji je GARCH model definiran s

O't2 :Oéo—FOél(l?fl—i—BlO'?fl, 0< Oéo,Oél,ﬁl <1, Oél—i‘ﬁl < 1.

Kako su konstante a; i ay pozitivne, velika (mala) vrijednost a? ; ili o7 | rezultira
velikom (malom) vrijednoséu o2, §to znaci da velika (mala) vrijednost a? | rezultira
velikom (malom) vrijednoséu a?. Ovime smo upravo opisali svojstvo grupiranja vo-
latilnosti koje provjeravamo ispitivanjem autokorelacije od a?, za razlicite vrijednosti
pomaka £. Pretpostavimo da je a? autokoreliran. Ako je GARCH model dobro de-
finiran, trebao bi ukloniti autokorelaciju. Drugim rijecima, ako a?/o? ima vrlo malu
autokorelaciju, model za o; dobro opisuje autokorelaciju od a?.
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1.2 Multivarijatne vremenske serije

Pad ili rast cijena financijskih instrumenata na jednom trzistu moze lako potaknuti
promjenu cijena na nekom drugom trzistu. Kako financijska trzista zavise jedan o
drugom vise nego ikada prije, promatramo ih zajedno. Prethodno uvedene pojmove
kao sSto je volatilnost definiramo za multivarijatne vremenske serije.

Analiza multivarijatnih serija volatilnosti sastoji se od istovremenog promatranja
viSe vremenskih serija. Multivarijatna vremenska serija z; = (214, 2ot, .-, Zkt)T je k-
dimenzionalni slucajni vektor. Ubuduce ¢e nam z;,7 = 1, .., k, oznacavati log-povrat
i-te financijske imovine u trenutku ¢. Neka je F;_; o-algebra generirana podacima
{z¢-1] i = 1,2,...}. O F,_; mislimo kao o informaciji o stanju svijeta koja nam je
dostupna u trenutku ¢ — 1.

Sli¢no kao i za univarijatnu seriju, napisimo z; kao

zZy = Wy, + ay, (1.5)

gdje je p, = E(z¢|F;_1) uvjetno ocekivanje od z; uz dano F;, ;. p, ¢emo zvati jed-
nadzba srednje vrijednosti. Definiramo s

2
Jl,t 012t --- Oingt
2
021t 0954 -.. Oongt
3 = cov(ay| Fi1) = . .
2
Onit On2t - -- Un,t

uvjetnu matricu kovarijanci od a; uz dano F;_;.
Kada govorimo o multivarijatnoj volatilnosti mislimo na uvjetnu matricu kovarijanci.
Od sada pa nadalje multivarijatnu volatilnost ¢emo zvati samo volatilnost. Proces
a; nazivamo inovacija (ponekad i sok). Veza izmedu procesa inovacija a; i procesa
volatilnosti dana je s

a, = 2%, (1.6)

gdje je {€:} niz n.j.d. slu¢ajnih vektora takvih da je E(€;) = 0 i cov(e;) = I.

Matrica Ez/ ? oznacava drugi korijen matrice ;2. 3, éemo zvati matrica volatil-
nosti od z;. Jedna od pretpostavki (uvjeta) svakog modela kojeg promatramo je
da je matrica volatilnosti pozitivno definitna za svaki t. U svakom modelu kojeg
¢emo uvesti cilj je (bez smanjenja opéenitosti, tj. velikih restrikcija) procijeniti ma-
tricu volatilnosti (ili uvjetnih korelacija kod DCC modela). Za dane podatke, nakon

procjene modela provjeravamo i valjanost modela. Koristimo samo tri razlic¢ite finan-
cijske imovine (IBM dionicu, S&P 500 indeks i Coca Cola dionicu) kako bi vidjeli koji

2Vidjeti Dodatak A.
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su modeli valjani za iste podatke. EWMA modeli i DCC modeli ¢esto se odbacuju
prilikom provjere modela. Napomenimo samo da ¢emo za svaki model dati demons-
traciju procjene pomocu nekih podataka. Ako je model odbacen, to nista ne govori
o samom modelu, on samo nije valjan za podatke koje smo mi koristili. Naravno,
modeli koje ¢emo uvesti prosli su kroz razne studije, stoga iskustvo pokazuje koji se
modeli ¢esée odbacuju.

1.3 Testiranje uvjetne heteroskedasti¢nosti

Prije nego uvedemo testove za testiranje uvjetne heteroskedasti¢nosti, definirat ¢emo
matricu unakrsnih kovarijanci i korelacija (za pomak ¢) stacionarne vremenske serije
Z4.

Za k-dimenzionalnu vremensku seriju z; kazemo da je (slabo) stacionarna ako vri-
jedi (a) E(z¢) = p je konstantan vektor, i cov(z;) = E[(z; — p)(z; — )] = X, je
konstantna k X k pozitivno definitna matrica.

Za stacionarnu vremensku seriju z; = {z1, ..., zx¢} definiramo matricu unakrsnih
kovarijanci za (-pomak kao

Ly = cov(ze, 2e-0) = El(ze — ) (210 — )] = [35(0)], (1.7)

gdje je p = E(z). Za £ =0, 'y je upravo matrica kovarijanci od z;.

Ozna¢imo s 7;;(¢) (i, j)-ti element matrice I'y. 1z definicije (1.7) ~,;(¢) je kovarijanca
izmedu z; 1 z;4—¢. Dakle, za pozitivnu vrijednost pomaka ¢, 7;;(¢) mjeri linearnu
zavisnost komponente z;; i komponente pomaknute za ¢ mjesta od zj;.

Nadalje, za stacionarnu seriju z; definiramo matricu unakrsnih korelacija za /(-

pomak kao
p,=D7'T,D™" = [p;(0)], (1.8)

gdje je D = diag{oy, ..., 0} } dijagonalna matrica ¢iji su elementi standardne devijacije
komponenti od z;. Posebno, 07 = Var(z;) = 7;;(0) je (i,4)-ti element matrice T'y.
Py je simetricna matrica s jedinicama na dijagonali. Za ¢ > 0, p, opcenito nije
simetri¢na zato §to je p;;(¢) koeficijent korelacije izmedu z; 1 z;:—¢, dok je pj;(€)
koeficijent korelacije izmedu z;; 1 2;—¢.
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Za uzorak (z;,t = 1,...,n), procjene srednje vrijednosti p i matrice kovarijanci I'y
[16] su

n

RS ; ! ; )
K== Z zy, TDo= Z(zt — ) (2 — )" (1.9)
t=1

n—1
t=1

Procjena uzoracke matrice unakrsnih kovarijanci za /-pomak dana je s

T

6o N ~ T
Lo=7— t:zf—;l(zt — ) (ze— ) (1.10)

dok je procjena uzoracke matrice unakrsnih korelacija dana s

A1 a1

p,=D T'\D | (1.11)

gdje je D = diag{&llf(O), o ?,1,{32(0)}, s tim da je 4;(0) (4,4)-ti element matrice T'g.
Za pocetak modeliranja volatilnosti uvodimo dva testa koji provjeravaju prisut-
nost uvjetne heteroskedasti¢nosti. Proucavamo ukazuju li vrijednosti testnih statis-
tika na nepostojanje autokoreliranosti i unakrsne koreliranosti. Radi jednostavnosti
pretpostavimo da je p, poznat. Iz diskusije u uvodnom dijelu za univarijatnu vre-

mensku seriju, testovi koriste proces a?.

Portmanteau test

Testiramo hipoteze
Hy:py=py=..=p, =0
H,:p,#0zanekil (1 <{<m),

gdje je p, definiran u (1.8) za a?. Testna statistika koju koristimo u ovoj situaciji je
Ljung-Boxova statistika

m

] 1 NI
Qilm) =n* ) ——bi (b © )b, (1.12)
(=1

gdje n oznacava velicinu uzorka, k dimenziju od a; i b, = vec(p}T). Nulhipoteza
tvrdi da a; nije uvjetno heteroskedastican, te da je Q;(m) asimptotski distribuiran
kao X%Zm' Definicija Kroneckerovog produkta ® i vec(:) moze se pronaéi u Dodatku
A.

Alternativno, mozemo i koristiti standardiziranu seriju

e =al X 'a; —k, (1.13)
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gdje X oznacava matricu kovarijanci od a; i testirati hipoteze
Hy:pr=p2=...=pn=0

H,:pi#0 zanekil (1</¢<m),

gdje je p, definiran u (1.3) za e;.
U ovom je slucaju koristimo Ljung-Boxovu testnu statistiku za univarijatne serije ey,

o
n—~0

Qi(m) =n(n+2))

(=1

gdje je py definiran u (1.4) za e;. U praksi, 3 se procjenjuje uzorackom matricom
kovarijanci od a;. Pod nulhipotezom je tvrdnja da a; nije uvjetno heteroskedastican,
te da je Q; asimptotski distribuiran kao x2,. Odabir vrijednosti m utjece na testnu
statistiku. Simulacijske su studije pokazale da je m ~ In(n) optimalan izbor [18].
Multivarijatni test Qf(m) u jednadzbi (1.3) lo$ je izbor za konacne uzorke kad a,
ima teske repove, vidi [16]. Stoga koristimo robusnu modifikaciju od @} na nacin da
izbacimo zadnjih 5% podataka u gornjem repu. Specijalno, neka je ¢gg95 empirijski
0.05-kvantil standardiziranih skalarnih reziduala e; iz jednadzbe (1.13). Iz z; se izba-
cuju ona opazanja ¢iji odgovarajuéi e; premasuje goo5 1 koristi se 0.95n podataka za
izracun testne statistike u jednadzbi (1.12). Dobivenu testnu statistiku oznac¢avamo
s Qr(m), gdje r oznacava da se radi o robusnom testu.

Rang test

Povrati imovine skloni su imati teske repove. U slucaju ekstremnih povrata ne koris-
timo testnu statistiku (1.12), ve¢ su Dufour i Roy [6] rangirali standardizirane serije
e; u (1.13). Svakom e; dodjeljujemo rang R;. Iz (1.3) autokorelacija ranga od e; za
{-pomak tada ima oblik

po = Z?:E+1(Rt - R)<R_H - R)
> i (B — R)? 7

(1.14)

gdje su
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Testiramo hipoteze
Hy:pr=p2=...=pn=0
Hy,:pe#0 zanekil (1</¢<m),

gdje je p, definiran u (1.14).
Dufour i Roy su pokazati da je statistika

Qr(m) = z_: % (1.15)

Var
=1
asimptotski distribuirana kao x2, ako e; nisu autokorelirani.

Navedne cetiri statistike takoder koristimo za provjeru valjanosti modela jednom
kada procijenimo matricu volatilnosti 3. Iz MTS [19] paketa koristimo naredbu
MCHdiag (Multivariate Conditional Heteroscedastic Model Checking) koja provjerava
valjanost procijenjenog modela multivarijatne volatilnosti. Rac¢una portmanteau sta-
tistiku i portmanteau statistiku baziranu na rangu za skalarno transformirane rezidu-

AT A . . .. .. ... ..
ale e; = a?Et a;—k i multivarijatnu portmanteau statistiku i njezinu robusnu verziju
.. . . &—1/2 .. . -
za standardizirane reziduale €, = ¥, ' a;. Za razne vrijednosti m (npr. m = 5 ili

m = 10) na razini znacajnosti 5% p-vrijednosti ¢e ukazivati ili ne¢e ukazivati uvjetnu
heteroskedasticnost reziduala, tj. trebamo li odbaciti model ili ne. Za svaki model,
pocevsi od EWMA modela, demonstrirat ¢éemo provjeru valjanosti modela.
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Primjer

Promatramo dvije vremenske serije. Prva serija je 5-dimenzionalna n.j.d. serija si-
mulirana iz N(0,I5) s 400 opazanja, dok druga vremenska serija sadrzi mjesecne
log-povrate IBM dionice i S&P 500 indeksa u razdoblju od sije¢nja 1963. godine do
prosinca 2019. godine, podaci preuzeti s [25]. Oznacimo sa z; = (21, 21)7 ® log-
povrate za IBM dionicu i S&P 500 indeks, redom. Za fi, uzimamo srednju vrijednost
uzorka z;. Naredba scale uklanja srednje vrijednosti uzorka. Koristimo naredbu
MarchTest iz MTS paketa [19] s m = 10 pomaka koja rac¢una spomenute testne sta-
tistike i p-vrijednosti.

(a) IBM dionica

0.3
1

log-povrat
0.1
1

-0.1
1

-0.3
1

T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020

godina

(b) S&P 500 indeks

0.1

log-povrat

-02 -01 00
|

T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020

godina

Slika 1.2: Mjesecni log-povrati (a) IBM dionice i (b) S&P 500 indeksa od sije¢nja
1963. godine do prosinca 2019. godine.

3Slucajne varijable i vektore oznacavat ¢éemo jednako kao i njihove realizacije. Kada promatramo
njihova svojstva, smatramo da se radi o slu¢ajnoj varijabli (vektoru). U primjerima ¢e oznacavati
realizacije uzorka.
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Za demonstraciju racunamo testne statistike
1. @Q;(m) iz jednadzbe (1.12)

2. @p.(m): robusna verzija od Q}(m) sa skra¢enim gornjim repom (5% zadnjih
podataka)

3. Q*(m): dolazi iz transformiranih skalarnih reziduala jednadzbe (1.13)

4. Qr(m): dolazi od rang testa baziranog na rangu od e;.

library (MTS)
zt=matrix (rnorm(2000) ,400,5)

MarchTest (zt)

## Q(m) of squared series(LM test):

## Test statistic: 8.518968 p-value: 0.5782798
## Rank-based Test:

## Test statistic: 9.415931 p-value: 0.4931366
## Q_k(m) of squared series:

## Test statistic: 261.9945 p-value: 0.2885016
## Robust Test(5%) : 268.4998 p-value: 0.2011816

Dobivene testne statistike (u zagradi navedene pripadne p-vrijednosti) za prvu
vremensku seriju su:

Q;(10) = 8.518 (0.578),
Q}(10) = 268.499 (0.201),
Q*(10) = 261.995 (0.288),

Qr(10) = 9.416 (0.493).

Za simuliranu seriju, pomoc¢u p-vrijednosti zakljucujemo da ne odbacujemo nulhipo-
teze.
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at=scale(logp,center=T,scale=F)
MarchTest (at)

## Q(m) of squared series(LM test):

## Test statistic: 45.87674 p-value: 1.509888e-06
## Rank-based Test:

## Test statistic: 134.4519 p-value: O

## Q_k(m) of squared series:

## Test statistic: 111.6486 p-value: 1.085021e-08
## Robust Test(5%) : 103.1385 p-value: 1.764414e-07

Za mjesecne log-povrate testne statistike (u zagradi navedene pripadne p-vrijednosti)
su:
Q;(10) = 45.877 (1.510 x 107%),

Q7(10) = 103.139 (1.764 x 1077,
Q*(10) = 111.649 (1.085 x 107®),
Qr(10) = 134.452 (0).

Za seriju mjesecnih log-povrata pomoc¢u p-vrijednosti zakljucujemo da odbacujemo
nulhipoteze; one ukazuju da su mjesecni log-povrati uvjetno heteroskedasticni.



Poglavlje
EWMA 1 BEKK model

2.1 EWMA

Najjednostavniji model multivarijatne volatilnosti naziva se EWMA (Exponentially
Weighted Moving Average) model. Glavni cilj ovog modela je procjena volatilnosti
vremenske serije u sljede¢em periodu (sljede¢i dan, tjedan i sl.) i prikaz njezinih
promjena u odredenom vremenskom periodu. Matricu kovarijanci inovacija mozemo
procijeniti s

gdje je srednja vrijednost od a; jednaka nuli za svaki j. Svakom se ¢lanu sumacije
pridruzuje jednaka tezina 1/(t — 1). Zelimo li naglasiti kako su za procjenu matrice
kovarijanci vazniji nedavni povrati, dodijelit ¢emo im vecéu tezinu zadavanjem para-
metra A € (0, 1). Primjerice, za procjenu volatilnosti vazniji nam je jucerasnji dnevni
povrat nego dnevni povrat izracunat prije godinu dana.

Definiramo EWMA model kao

3 = 1_)\t 12/\] ‘a; ;a] > (2.1)

Za dovoljno veliki ¢ tako da vrijedi A'"! &~ 0, jednadzba (2.1) postaje

Et = )\Et—l -+ (1 — )\)at_latT_l. (22)

U praksi, uzimamo fiksan parametar A ili ga mozemo procijeniti. Kratkotrajno
iskustvo pokazuje da je A =~ 0.96 [18] za mnoge serije povrata imovine. U tom

16
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slucaju, tezina zadnjeg €lana sumacije iznosi (1 —0.96)(0.96)° = 4%, njemu prethod-
nog (1 — 0.96)(0.96)* = 3.69%, itd. Jedna mana ovog modela je ta $to cesto biva
odbacen dijagnostickim provjerama, sto je i ocekivano jer samo jednom vrijednoscu
parametra A odredujemo sve uvjetne varijance i kovarijance.

2.2 Primjer

Promatramo IBM dionicu, S&P 500 indeks i Coca Cola dionice u razdoblju od sijec¢nja
1963. godine do prosinca 2019. godine. Podaci su preuzeti s [25]. Za modeliranje
koristimo programski jezik R [15]. Ozna¢imo sa z; = (214, 201, 23¢)° seriju mjesecnih
log-povrata IBM dionice i S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice, redom.

at=scale(logp,scale=F,center=T)
MarchTest (at)

## Q(m) of squared series(LM test):

## Test statistic: 181.2719 p-value: O

## Rank-based Test:

## Test statistic: 233.1151 p-value: O

## Q_k(m) of squared series:

## Test statistic: 349.3525 p-value: O

## Robust Test(5%) : 209.5125 p-value: 1.584743e-11

m=EWMAvol (at,lambda=-0.1)

##
## Coefficient(s):
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## lambda 0.963626  0.004727  203.9 <2e-16 *xx
## ———

## Signif. codes: O '*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.06 '.' 0.1 ' ' 1

Kao i u Poglavlju 1 koristimo naredbu MarchTest. Dobivene p-vrijednosti ukazaju
da je z; uvjetno heteroskedastican. Prema slici 2.1 mozemo rec¢i da z; nije znacajno
autokoreliran. U tom slucaju p, = . Primjenjujemo EWMA model na a; = z; — u.
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Sigma.t=m$Sigma.t
MCHdiag(at,Sigma.t)

##
##
##
##
##
##
##
##
##

Test results:

Q(m) of et:

Test and p-value:
Rank-based test:
Test and p-value:
Qk(m) of epsilon_t:
Test and p-value:
Robust Qk(m):

Test and p-value:

ACF

60.85004 2.501603e-09

96.92606 2.220446e-16

241.7293 7.771561e-16

132.28 0.002489077

ACF

ACF

18

Slika 2.1: Uzoracke autokorelacijske funkcije za (a) IBM dionicu, (b) S&P 500 indeks
i (c) Coca Cola dionicu.
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Naredba EWMAvol iz paketa [19] procjenjuje matricu volatilnosti u (2.2). Ako na-
vedemo negativnu vrijednost A, naredba procjenjuje .

Na slici 2.2 prikazane su vremenski varirajuce volatilnosti i kovarijance IBM dionice,
S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice u razdoblju od sije¢nja 1963. godine do pro-
sinca 2019. godine. Lijevo su prikazane serije volatilnosti koje postizu dosta velike
vrijednosti u odredenim razdobljima. Takoder mozemo uociti veéu zagladenost li-
nija. Desno su prikazane uvjetne kovarijance promatranih serija. Njihove vrijednosti
su blizu nule, uglavnom pozitivne.

Testne statistike potvrduju postojanje uvjetne heteroskedasti¢nosti u serijama po-
vrata; sve su p-vrijednosti blizu nule. Procjena od X iznosi 0.9636 sa standardnom
greskom 0.0047. Dobivene p-vrijednosti iz Poglavlja 1 ocekivano ukazuju kako su i
standardizirani reziduali EWMA modela jos uvijek uvjetno heteroskedasti¢ni. Dakle,
EWMA model se ne ¢ini adekvatan za promatrane podatke.

R NN

1970 1980 1990 2000 2010 2020 1970 1980 1990 2000 2010 2020

0.005

Vol - IBM
006 008 010 0.12
cov(IBM,SP)
0.003

0.001

godina godina

ol- SP
003 004 005 006
cov(IBM,KO)
0.000 0.002 0.004 0.006

T T T T T T T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020 1970 1980 1990 2000 2010 2020

godina godina

vol - KO
0.005

cov(KO,SP)
0.003

0.001

0.04 0.06 0.08 0.10

T T T T T T T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020 1970 1980 1990 2000 2010 2020

godina godina

Slika 2.2: Vremenski varirajuce volatilnosti i kovarijance IBM dionice, S&P 500 in-
deksa i Coca Cola dionice u razdoblju od sije¢nja 1963. godine do prosinca 2019.
godine procijenjene pomoéu EWMA modela.
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2.3 BEKK modeli

BEKK model smatramo jednim od ekstremnih multivarijatnih modela volatilnosti
zato §to koristi prevelik broj parametara. DVECH model! kojeg 1988. godine uvode
Bollerslev, Engle i Wooldridge [4], ne osigurava pozitivhu definitnost matrice vola-
tilnosti. Osim toga, definicija DVECH modela ukazuje na to da varijancu neke vre-
menske serije odreduje samo njezin sok, a ne Sok neke druge vremenske serije. Kako
bi ukazali na medusobnu ovisnost vremenskih serija i osigurali pozitivhu definitnost
matrice volatilnosti, Engle i Kroner 1995. godine uvode Baba-Engle-Kraft-Kroner
(BEKK) [9] model.

Za k-dimenzionalnu vremensku seriju z;, BEKK(1,1) model volatilnosti je oblika

Et = A()Ag + Alat_la?_lAf + BlEt_le, (23)

gdje je Ay donjetrokutasta matrica tako da je AgA{ pozitivno definitna, A; i By su
k x k matrice. Ovaj model sadrzi 2k? + [k(k + 1) /2] parametara i osigurava pozitivnu
definitnost matrice volatilnosti X, za svaki ¢.

BEKK modeli viseg reda mogu se pronaci u literaturi, ali u ovom poglavlju proucavat
¢emo samo BEKK(1,1) model. U praksi, primjena BEKK modela postaje slozenija
kako k raste. Veé¢ BEKK model reda (1,1) sadrzi prevelik broj parametara. Za
k = 3, jednadzba (2.3) sadrzi 24 parametara. Stoga je otezano procjenjivati koristeci
BEKK(1,1) model za k > 3. Takoder, kratkotrajno iskustvo pokazuje kako neki od
procijenjenih parametara BEKK(1,1) modela nisu statisticki znacajni na razini od 5%
[18]. Nadalje, ne postoji jednostavna veza izmedu parametara u A; i B; i matrice
volatilnosti zato Sto je ona nelinearna funkcija elemenata iz A; i B;. Kako trenutno
ne postoje metode koje bi pojednostavile strukturu BEKK modela, i uzimajuéi u
obzir prethodno navedeno, ¢ini se da je BEKK(1,1) model bez dodatnih pretpostavki
primjenjiv u praksi samo za mali k.

2.4 Primjer

Jos jednom promatramo IBM dionicu i S&P 500 indeks u razdoblju od sijecnja 1963.
godine do prosinca 2019. godine. Ozna¢imo sa z; = (21, 2;)7 seriju mjesecnih log-
povrata IBM dionice i S&P 500 indeksa, redom.

U Poglavlju 1 pokazali smo da z; nije znacajno serijski koreliran, ali ima jako uvjetnu
heteroskedasticnost. Stoga, koristimo p, = p i primjenjujemo BEKK(1,1) iz 2.3 na
Z .

'DVECH - Diagonal vech; ime je dobilo po operatoru vech [4]
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library (MTS)

m=BEKK11 (logp)

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Initial estimates:
Lower limits:
Upper limits:
Log likelihood function:

Coefficient(s):

mul 0
mu?2 0
AO11 O
A021 O
A022 O.
Al1l 0.
A21 -0
Al12 0.
A22 0
Bi1 0
B21 0
B12 -0
B22 0
Signif.

Estimate

.00436533
.00627645
.01366229
.00822819

00683810
12112280

.06629751

25564723

.40377655
.98099689
.01234962
.09259173
.89371828

codes:

21

0.004750701 0.005754032 0.06831145 ...

2264.055

Std. Error t value

0.00241037 1.81107 O
0.00141644 4.43115 9
0.00395078 3.45813 0
0.00260643 3.15688 0
0.00189174 3.61470 O
0.05345808 2.26575 0
0.03230243 -2.05240 O
0.07552558 3.38491 0
0.04868077 8.29438 <
0.02078772 47.19117 <
0.01090312 1.13267 O
0.03030031 -3.05580 O
0.02283145 39.14417 <
"kkkx' O0.001 'xx' 0.01

Pr(>[tl)

2.22e-16
2.22e-16

.25735354
.00224460

2.22e-16

'x' 0.05

-0.04750701 -0.05754032 0.01366229 ...
0.04750701 0.05754032 0.07514259 ..

.07013049 .
.3734e-06
.00054395
.00159466
.00030069
.02346653
.04013083
.00071202

%k %
*k %k %k
*k

*k %k %k

*k %k %
%k %k
*k k%

* %
%%k %

.01 " "1

Za k=2 ili 3 iz MTS [19] paketa koristimo naredbu BEKK11. Nisu dostupni modeli viseg
reda.

U tablici 2.1 dane su procjene matrica Ao, A; i By iz (2.3).

Procijenjeni (2,1)-ti element matrice By nije statisticki zna¢ajan na razini znac¢ajnosti
5%, sto smo naveli kao jedan od nedostataka BEKK modela.
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Tablica 2.1: Procjena BEKK(1,1) modela

parametar procjene standardne greske

Ay 0.0137  0.0000 0.0039 0.0000
0.0082  0.0068 0.0026 0.0019

A, 0.1211  0.2556 0.0535 0.0755
-0.0663  0.4038 0.0323  0.0487
B, 0.9809 -0.0926 0.0208 0.0303
0.0123  0.8937 0.0109  0.2283

at=cbind(logp[,1]1-0.00437,1logp[,2]-0.00628)
MCHdiag(at,Sigma.t,m=5)

## Test results:

## Q(m) of et:

## Test and p-value: 4.581133 0.469102
## Rank-based test:

## Test and p-value: 6.925831 0.2262151
## Qk(m) of epsilon_t:

## Test and p-value: 25.4415 0.1850592
## Robust Qk(m):

## Test and p-value: 24.70126 0.2130998

MCHdiag(at,Sigma.t)

## Test results:

## Q(m) of et:

## Test and p-value: 7.805362 0.6478422
## Rank-based test:

## Test and p-value: 20.1751 0.02763935
## Qk(m) of epsilon_t:

## Test and p-value: 39.36502 0.4986639
## Robust Qk(m):

## Test and p-value: 43.94393 0.3080925
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Za provjeru valjanosti procijenjenog BEKK(1,1) modela ra¢unamo testne statis-

tike iz Poglavlja 1. Samo za testnu statistiku baziranu na rangu standardiziranih rezi-
duala Qg(10) = 20.175, p-vrijednost ukazuje na dodatnu uvjetnu heteroskedasticnost.
Dakle, procijenjeni BEKK(1,1) model ¢ini se valjan.
Slika 2.3 prikazuje procijenjene serije volatilnosti i uvjetnu kovarijancu izmedu log-
povrata IBM dionice i S&P 500 indeksa u razdoblju od sijecnja 1963. godine do pro-
sinca 2019. godine. Mozemo vidjeti kako je volatilnost IBM dionice kretala priblizno
kao i volatilnost S&P 500 indeksa, ali je postizala nesto veée vrijednosti. Uvjetna
kovarijanca za promatrano razdoblje bila je niska, uglavnom pozitivna.

Vol-BM
0004 0006 0008 0010 0012 0014

Vol-SP
0002 0004 0006 0008

CoulBMSP)

0000 0002 0004 0006 0008
|

godina

Slika 2.3: Volatilnosti i uvjetna kovarijanca mjesecnih log-povrata IBM dionice i
S&P 500 indeksa u razdoblju od sije¢nja 1963. godine do prosinca 2019. godine
procijenjene pomoéu BEKK(1,1) modela.



Poglavlje 3

Choleskyjeva dekompozicija i
modeliranje volatilnosti

3.1 Specifikacija modela

U ovom poglavlju predlazemo jedan od nacina procjene matrice volatilnosti koristenjem
Choleskyjeve dekompozicije. Lopes i dr. [11] pokazuju koje sve prednosti ima takva
dekompozicija. Ideja je transformirati inovacije a; koriste¢i Choleskyjevu dekompo-
ziciju §to rezultira time da su novodobivene komponente nekorelirane [17].

Za pozitivno definitnu matricu 3; postoji donjetrokutasta matrica L; s jedinicama
na dijagonali i dijagonalna matrica Gy, ¢iji su elementi pozitivni tako da vrijedi

Et - LthL? (31)

Dekompoziciju matrice 3; nazivamo Choleskyjeva dekompozicija. Za razliku
od BEKK modela, elementi matrica L; i G; imaju interpretaciju. Neka je a; k-
dimenzionalna inovacija s matricom volatilnosti ;. Oznac¢imo s JF;_; informaciju
dostupnu do trenutka ¢ — 1. Definiramo sustav k viSestrukih linearnih regresija.
Komponente b;,7 = 1...k u b; definiramo rekurzivno tako da su medusobno ortogo-
nalne.

Neka je by; = aq; 1 neka je jednostavna linearna regresija dana s

ast = Po1,:b1 + bay, (3.2)

gdje je
cov(aat, bie|Fi—1)

621,1& = Var(blt\}"t_l)

24
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U praksi, (214 procjenjujemo metodom najmanjih kvadrata koriste¢i dostupne po-
datke iz F;_1. Iz svojstava metode najmanjih kvadrata, by; je ortogonalan na by = a4
i vrijedi

Var (by | Fi1) = Var(a|Fi—1) — 63, Var(aye| Fo-1).

U sljedeéem koraku jednadzba linearne regresije glasi

asy = B31,a1; + B324a2¢ + b3y (3.3)
Ponavljajuci prethodni postupak dobivamo

agt = B0t + . + Brp—1,40k—1¢ + bpr- (3.4)

Prethodne jednadzbe mozemo zapisati u matri¢nom obliku:

1 0 0 . 0 Of [an b
—Ba1 1 0 e 0 0] [a2 bt
—B31e —B3as 1 e 0 O {ase| = |bst|, (3.5)
| =Bt —DBret —DBrse 0 —Brr-1t 1| [ake] | Dkt |
odnosno kao
B.a;=b, ili a,=0;"by, (3.6)

gdje su b;; preko konstrukcije medusobno okomiti pa je matrica volatilnosti od
b; = (bit, ..., br)T dijagonalna.
Ako oznac¢imo matricu volatilnosti od b; s ¥, dobivamo

=687, (3.7)

gdje je matrica 3, dijagonalna.

Kako su svi dijagonalni elementi matrice 8, jednaki 1, matrica volatilnosti ¥; je
pozitivno definitna, pod uvjetom da je matrica 33,; pozitivno definitna. Posljedi¢no,
sve dok su volatilnosti od b;; pozitivne za svaki i i za svaki ¢, 3; je pozitivno definitna
za svaki t.
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Nadalje, opisujemo detaljan postupak modeliranja multivarijatne volatilnosti pomoc¢u
jednadzbe 3.6, koriste¢i Choleskyjevu dekompoziciju.

1. Primjena EWMAlAQostqua za A = 0.96. Posebno, neka je ji; srednja vrijednost
uzorka od {fi;} i B;, = B;; — fr; vektor devijacije. Procjene 3;, dobijemo iz

B, =M\Bi, +(1—NBi, 1, t=23,.., (3.8)

Ak

.. =k
uz pocetnu vrijednost 3,; = 3, ;.

2. Neka je by = ay. Zai= 2, ..,k izracun serija reziduala

~

T

bit = a;x — a’z’tlBi,ta
. . . T

gdje je a; = (ay, '-~ai—1,t) .

3. Procjena univarijatnog GARCH(1,1) modela za svaki b;; kako bi dobili procese
uvjetne varijance &y, za i = 1,..., k koji su oblika:

2 2 2
Opir =i+ auiby, 1+ Brio, 1, 0< ;B <1, i+ B < 1. (3.9)

4. Procjena matrice volatilnosti 3, koriste¢i [3;, 1 procese uvjetne varijance 67,
zat=1,..k.

5. Primjena metode najmanjih kvadrata na svaku jednadzbu od 3.2 do 3.4. Za
i-tu linearnu regresiju, oznacavamo s 3, ,, ¢ = 2, ..., k procijenjene vrijednosti.

Iz jednadzbe (3.4) slijedi da dodavanjem (k + 1)-te imovine u portfelj ne procje-

njujemo iznova k postojecih serija volatilnosti op,;¢,% = 1,...,k. Samo procijenimo
seriju volatilnosti oy 541+ pomoéu GARCH(1,1) modela i izra¢unamo novu matricu
> za k + 1 imovina.
Lopes i dr. [11] napravili su studiju kako bi vidjeli utjece li na procjene razli¢it redos-
lijed dodavanja imovina u portfelj. U teoriji, redoslijed z;; u z; moze biti proizvoljan.
Pokazali su da bi se procjene mogle razlikovati za razli¢it redoslijed z;,7 =1, ..., k, za
veliki k£ i mali n.

U Choleskyjevoj dekompoziciji koristimo sve podatke, a za procjenu X; ne koristimo prvih
36 podataka, stoga kako se ne bi stvorio pomak (drift) u komponentama f;;, koristimo njezine
zagladene procjene.
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3.2 Primjer

Promatramo mjesecne log-povrate triju imovina; IBM dionice, S&P 500 indeksa i
Coca Cola dionice u razdoblju od sije¢nja 1963. godine do prosinca 2019. godine.
Oznacimo sa z; = (214, 201, 231)7 mjesecne log-povrate IBM dionice, S&P 500 indeksa
i Coca Cole dionice, redom. Na slici (3.1) prikazani su mjesecni log-povrati IBM
dionice, S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice od sijecnja 1966. godine do prosinca
2019. godine. Na grafovima ne prikazujemo podatke iz prve tri godine jer ¢emo ih
iskoristiti za procjenu pocetnih vrijednosti od 3,.

IBM dionica

log-povrat
-03 -02 -01 00 01 02 03

T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020

godina
S&P 500 indeks
S
=
= o
3
g2
&
s
S
7
~
S
v
T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020
godina
Coca Cola
~
S
S
=1
5 o
3
i
g3
o~
s
7
@
S
7
T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020

godina

Slika 3.1: Mjesecni log-povrati IBM dionice, S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice od
sije¢nja 1966. godine do prosinca 2019. godine.
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Kako je broj serija k = 3, matrice iz (3.1) su:
1 0 0 gn”t 0 0
Li=|qgu: 1 0|, G/= 0 g2: 0 |. (3.10)
@316 @31t 1 0 0 gs33¢

Slijedi

O11,t 021t 031t 911t q21,t911,¢ q31,t911,¢

O21t 022t O32¢| = |[Q21,e911 Q%Ltgll,t + g22, q31,6921,¢911,t T 932,6922,¢

031t 032t 033t g31,t911t  G31,421,6911,t + 32,6922t Q§1,t911,t + Q§2,t922,t + 933,

Izjednacavanjem elemenata prethodne jednadzbe dobivamo

021t

_ _ _ 2
g114t = 011, G216t = y 922t = 0224 — (o1 4911t

O11,t

0314 . 1 031t
g3t = y  Q32t = —— | 032t — 011, | »
0114t 922t 021t

2 2
933t = 033t — 431911t — 4321922,
Sto su koeficijenti u

biy = Q1¢,
by = ag — 521,tb1t7

by = az — /BSI,tblt - 532,t52t7

gdje je Qijt = ﬁz’j,t 1 Giit = Var(bit‘ftfl)'

Za procjenu o1, 314 1 P32, u trenutku ¢ = 1 koristimo prvih 36 opazanja, Sto je
ve¢ implementirano u naredbi MCholV iz paketa MTS [19]. Naredba MCholV (Multi-
variate Cholesky Volatility Model) za 684 x 3 matricu log-povrata pomocéu metode
najmanjih kvadrata daje rekurzivno definirane b;, i=1,2,3 i 3, iz Choleskyjeve de-
kompozicije. Dobivene se procjene zagladuju pomoéu EWMA metode gdje se radi
jednostavnosti uzima A = 0.96. Moze se koristiti i druga vrijednost parametra A ili se
procijeniti kao u Poglavlju 2.1. Takoder, moze se koristiti bilo koji univarijatni model
volatilnosti za svaki by, ali takoder radi jednostavnosti primjenjujemo univarijatni

GARCH(1,1) model.
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library (MTS)
library(fGarch)

m=MCholV(logp)
## Sample means: 0.004751 0.005754 0.008068

## Estimation of the first component

## Estimate (alphaO, alphal, betal): 0.000353 0.080296 0.845816
## s.e. : 0.000199 0.032226 0.068232
## t-value : 1.777794 2.491659 12.39613

## Component 2 Estimation Results (residual series):

## Estimate (alphaO, alphal, betal): 6.4e-05 0.092309 0.85929
## s.e. : 3e-05 0.02554 0.036834

## t-value : 2.16905 3.614234 23.32867

## Component 3 Estimation Results (residual series):

## Estimate (alphaO, alphal, betal): 0.000156 0.107792 0.828973
## s.e. : 5.3e-05 0.024861 0.035346
## t-value : 2.936154 4.335709 23.45288

Za metodu najmanjih kvadrata, prvih 36 zapazanja koristimo za pocetne vrijed-
nosti tako da za procjenu volatilnosti koristimo 648 opazanja, tj. od 1966. godine do
2019. godine. Univarijatne GARCH(1,1) modele koristimo za transformiranu seriju
b;.

Posebno, tri univarijatna GARCH(1,1) modela iz (3.9) su:

o1, = 0.000353 + 0.080 b7 ,_; + 0.846 07, 4

05 =6.4x107°40.092b3,_, +0.85903,
o3, = 0.000156 + 0.108b3,_; + 0.82903, 4,

gdje su sve procjene na razini znacajnosti od 5%.

Slika 3.2 prikazuje procijenjene Bij,t i pripadne zagladene procjene.
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Slika 3.2: Procjene metodom najmanjih kvadrata (lijevo) i njihove zagladene verzije
(desno) koristene u Choleskyjevoj dekompoziciji mjesecnih log-povrata IBM dionice,
S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice u razdoblju od sije¢nja 1966. godine do prosinca
2019. godine.
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at=scale(logp[37:684,],center=T,scale=F)
Sigma.t=m$Sigma.t

MCHdiag(at,Sigma.t)

## Test results:

## Q(m) of et:

## Test and p-value: 18.2009 0.0516679

## Rank-based test:

## Test and p-value: 25.06718 0.005219616
## Qk(m) of epsilon_t:

## Test and p-value: 124.924 0.008775837
## Robust Qk(m):

## Test and p-value: 116.7492 0.0305141

MCHdiag(at,Sigma.t,5)

## Test results:

## Q(m) of et:

## Test and p-value: 8.82489 0.1162559
## Rank-based test:

## Test and p-value: 6.604425 0.2517603
## Qk(m) of epsilon_t:

## Test and p-value: 63.42254 0.03635681
## Robust Qk(m):

## Test and p-value: 63.0491 0.03893449

Oznaéimo sa 3 procijenjenu matricu volatilnosti. Za testne statistike iz Poglav-
lja 1 provjeravamo uvjetnu heteroskedasticnost standardiziranih reziduala. Za broj
pomaka jednak 5, prema testnim statistikama Q;(m) = 8.825(0.116) i Qr(m) =
6.604 (0.252) ne odbacujemo nultu hipotezu na razini znacajnosti od 5%, dok za broj
pomaka jednak 10 ne odbacujemo nultu hipotezu prema testnoj statistici Q5(m) =
18.201 (0.052) na razini znacajnosti od 5%.U zagradama su dane pripadne p-vrijednosti.
Drugim rijecima, p-vrijednosti ukazuju na postojanje uvjetne heteroskedasticnosti.
Mogli bi zakljuciti da za dane podatke model nije valjan.
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Na lijevoj su strani slike 3.3 prikazane serije volatilnosti, dok su na desnoj strani
prikazane uvjetne kovarijance. Mozemo uociti porast volatilnosti tijekom 2008. go-
dine, uzrokovan financijskom krizom.

Vol-1BM
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Slika 3.3: Volatilnosti i uvjetne kovarijance mjesec¢nih log-povrata IBM dionice, S&P
500 indeksa i Coca Cola dionice od sijecnja 1966. godine do prosinca 2019. godine
procijenjene pomoc¢u Choleskyjeve dekompozicije.

Slika 3.4 prikazuje vremenski varirajuce korelacije izmedu triju povrata na imo-
vine. Prosjecna korelacija izmedu dviju dionica iznosi 0.239, izmedu S&P 500 indeksa
i IBM dionice iznosi 0.591, dok korelacija izmedu S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice
iznosi 0.541. Za razliku od korelacije izmedu S&P 500 indeksa i Coca Cola, mozemo
uociti primjetno smanjivanje korelacije izmedu S&P 500 indeksa i IBM dionice nakon
financijske krize 2008. godine. Posljednjih deset godina ima trend rasta. Korelacija
izmedu dviju dionica nije se znac¢ajno mijenjala tijekom posljednjih deset godina.
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Slika 3.4: Vremenski varirajuce korelacije izmedu mjesecnih log-povrata IBM dionice,
S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice od sijetnja 1966. godine do prosinca 2019.
godine procijenjene pomoc¢u Choleskyjeve dekompozicije.
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Promijenimo li redoslijed dodavanja komponenti z;,2 = 1,2,3 u z; tako da su

redom dodani log-povrati IBM dionice, Coca Cola dionice i S&P 500 indeksa, prema
donjim p-vrijednostima mogli bismo zakljuciti da je model valjan.

MCHdiag(at,Sigma.t)

##
##
##
##
##
##
##
##
##

Test results:

Q(m) of et:

Test and p-value:
Rank-based test:
Test and p-value:
Qk(m) of epsilon_t:
Test and p-value:
Robust Qk(m):

Test and p-value:

MCHdiag(at,Sigma.t,5)

##
##
##
##
##
##
##
##
##

Test results:

Q(m) of et:

Test and p-value:
Rank-based test:
Test and p-value:
Qk(m) of epsilon_t:
Test and p-value:
Robust Qk(m):

Test and p-value:

13.7792 0.1833032

27.58193 0.00210527

109.7465 0.07707645

104.665 0.1383313

5.51225 0.3566045

6.618239 0.2506151

47.50389 0.3709953

52.67992 0.2013003



Poglavlje 4

Modeli dinamicke uvjetne
korelacije

4.1 Specifikacija modela

Donedavno se smatralo kako su u odredenom vremenskom periodu korelacije kons-
tantne. Kako bi smanjiio broj parametara BEKK modela, Bollerslev [3] 1990. godine
uvodi CCC (Constant Conditional Correlation) model, pretpostavljajuéi da su sve
korelacije imovina konstantne. Kada su empirijske studije htjele provjeriti valjanost
ove pretpostavke, nisu uspijele u istom. Stovise, iz iskustva bi se moglo potvrditi
kako se vrijednost korelacije povecala u periodu visoke volatilnosti te kako volatilnost
utjece i na velicinu i na postojanost korelacije. Modeli dinamicke uvjetne korelacije
(Dynamic Conditional Correlation models), kra¢e DCC modeli, zadrzavaju lakoéu
procjene CCC modela, ali dozvoljavaju vremenski promjenjivu korelaciju. U ovom
poglavlju usporedujemo dva DCC modela koje su uveli Tse i Tsui (2002) te Engle
(2002). Radi se o dvoparametarskim modelima jednostavnim za procjenu, no koji
imaju slican nedostatak kao i EWMA modeli.

Neka je z; serija povrata na imovine, a, k-dimenzionalna inovacija i X; = [0y
matrica volatilnosti od a; uz dano F;_;. Matricu uvjetnih korelacija je definiramo s

p, = D;'8.D;, (4.1)
gdje je D, = diag{a}{i, e a,i,ft} dijagonalna matrica ¢iji su elementi volatilnosti u
trenutku ¢. Modeliranje je podijeljeno u dva su koraka. U prvom koraku procjenju-
jemo serije volatilnosti {o;;;}, za i = 1,...k. Drugi je korak modeliranje dinamicke
zavisnosti korelacijskih matrica p,.

35
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Neka je 17, = (M1¢, ..., mee)” standardizirani vektor inovacija, definiran kao

Uoc¢imo da je p, matrica volatilnosti od n,.

Dva su tipa DCC modela; prvog je uveo Engle [8]:
Q=01-0—-0,)Q+60Q, + 927"775—177;{17 (4.2)

P: = JtQtJtv (43)

gdje je Q matrica kovarijanci od m,, 6; su nenegativni realni brojevi za koje vrijedi
0 < 6,460, < 1. Matrica J, je oblika J, = diag{qﬁ%t/Z, q,;klf} gdje je s ¢+ oznacen
(i,7)-ti element od Q,, i = 1..., k. Iz definicije, Q, je pozitivno definitna matrica. p,
je zaista matrica korelacija, p, = [piji] = Qijit/\/TitGjt-

Drugi su tip uveli Tse i Tsui [20]:
pr=(1—061—6)p+0ip,_y + 69, 4 (4.4)

gdje je p matrica korelacija od m,, 0; su nenegativni realni brojevi za koje vrijedi
0 < 04 6y < 111, lokalna matrica korelacija koja ovisi o {n,_;,...,m;_,,} za neki
pozitivan cijeli broj m. U praksi, 9,_; procjenjujemo uzorackom matricom korelacija
od {7;,_1, .., M_,,} za fiksni m > 1.

Modeli su sli¢ni zato Sto oba koriste matricu kovarijanci od 7,, no razlikuju se u
koristenju lokalne informacije u trenutku ¢ — 1. Engleov DCC model koristi n,_;
samo za ponovno normaliziranje @Q, u (4.3) za svaki vremenski indeks t. DCC model
definiran u (4.4) koristi lokalne korelacije kako bi se azurirale matrice uvjetnih kore-
lacija. U praksi je potrebno odabrati odgovarajuéi parametar m modela (4.4) kojeg
smatramo parametrom zagladivanja; sto je ve¢i m korelacije su glatkije. U slucaju
m > k, lokalna je matrica korelacija 1,_; pozitivno definitna.

Iz definicije, DCC modeli koriste samo dva parametra, #; i 65, koji odreduju sve
uvjetne korelacije, neovisno o broju imovina k. Prednost malog broja parametara
olaksava procjenu, no slicno kao i kod EWMA modela pitanje je kako opravdati to
da samo dva parametra utjecu na izracun svih korelacija, neovisno o vrijednosti k.



POGLAVLJE 4. MODELI DINAMICKE UVJETNE KORELACIJE 37

4.2 Primjer

Kako bismo usporedili vrijednosti uvjetnih korelacija dva tipa DCC modela, pro-
matramo mjesecne log-povrate IBM dionice, S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice
u razdoblju od sije¢nja 1963. godine do prosinca 2019. godine. Oznac¢imo sa
z; = (21, 2o1, 23:)7 mjesecne log-povrate od IBM, S&P 500 i KO, redom. Prvo,
za seriju povrata z; procijenimo fi, i oznac¢imo seriju reziduala s a; = z; — f1,. Nakon
toga za svaku komponentu u a; procjenjujemo parametre GARCH modela. Koristec¢i
procijenjene serije volatilnosti o4, ¢ = 1,2, 3, dobivamo standardizirane serije

ﬁt = (fht,ﬁ% ﬁ3t>T7 ﬁit =

i primjenjujemo DCC modele na 7,.

Iz paketa fGarch [24] naredba dccPre daje procijenjene parametre GARCH(1,1)
modela i standardizirane serije pomoc¢u kojih naredba dccFit procjenjuje Zeljeni DCC
model naveden pod type. Ako ne navedemo drugacije, procjenjuju se parametri DCC
modela Tsea i Tsuija.

ml=dccPre(logp,include.mean=T,p=0)
## Sample mean of the returns: 0.004750701 0.005754032 0.008068322

## Component: 1

## Estimates: 0.000312 0.079193 0.853365
## se.coef : 0.00017 0.029981 0.061606
1

## t-value .835401 2.641449 13.85207
## Component: 2

## Estimates: 7.6e-05 0.130926 0.837202
## se.coef 3.1e-05 0.028839 0.028317
## t-value 2.473626 4.539847 29.56503
## Component: 3

## Estimates: 0.000198 0.099631 0.841007
## se.coef 6.4e-05 0.02087 0.029912
## t-value 3.083246 4.773815 28.1157

logpl=mi$sresi
Vol=m1$marVol
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m2=dccFit(logpl)

## Estimates: 0.7247404 0.03971838 7.644158
## st.errors: 0.1685669 0.02140445 0.9785622
## t-values: 4,299422 1.855613 7.811621

S2.t=m2%rho.t
m3=dccFit(logpl,type="Engle")

## Estimates: 0.9195184 0.03189651 7.948253
## st.errors: 0.03574407 0.01148676 1.06213
## t-values: 25.72506 2.776807 7.483314

Jednadzba srednje vrijednosti je g1, = f1 = (0.0048, 0, 0058, 0,0081).

Tri procijenjena GARCH(1,1) za IBM, S&P 500 i KO povrate, redom:
o1 =312 x 107 +0.079 af ,_; + 0.853 011,41,

0224 =T7.6x107°+0.130a3,_; + 0.837 0341,
o33 =1.98 x 1071 +0.099 a3, _; + 0.841 033,_1.

Procijenjeni DCC model Tsea i Tsuija iz (4.4) je
p, = (1 —0.7247 - 0.0397)p + 0.7247 p,_; + 0.0397¢,_,, (4.5)

gdje je ¥,_, uzoracka matrica korelacija od {7),_1,...,,_4} stimdajem =k+1=4
i p je uzoracka matrica korelacija od 7).

Procijenjeni Engleov DCC model iz (4.2) je
Q, = (1—0.9195 — 0.0319) p + 0.9195Q,_, + 0.0319%, A~ ,,
Py = JtQtJtv (46)

gdje je J; = di&g{qfﬁf, q;;,t/z, q;?,l’tﬂ}, s tim da je g;;, i-ti element od Q, i p definiran

u (4.5).
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Slika 4.1: Procijenjene vremenski variraju¢e korelacije mjesecnih log-povrata IBM
dionice, S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice u razdoblju o sije¢nja 1963. godine
do prosinca 2019. godine; lijevo su prikazane procijenjene korelacije iz DCC modela
Tsea i Tsuija, desno su prikazane procijenjene korelacije Engleovog DCC modela.
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Tablica 4.1: Sazetak vremenski variraju¢ih korelacija

Tse i1 Tsui
statistike (ibm,sp) (ibm,ko) (sp,ko)
minimum 0.441 0.110 0.377
srednja vrijednost ~ 0.580 0.249 0.524
maksimum 0.628 0.345 0.594
Engle
statistike (ibm,sp) (ibm,ko) (sp,ko)
minimum 0.336 -0.041 0.285
srednja vrijednost  0.589 0.254 0.532
maksimum 0.696 0.505 0.716

Pomocu slike (4.1) na kojoj su prikazane procijenjene vremenski varirajuée korela-
cije mjesecnih log-povrata IBM dionice, S&P indeksa i Coca Cola dionice u razdoblju
od sijecnja 1963. godine do prosinca 2019. godine mozemo usporediti korelacije dva
spomenuta DCC modela. Lijevo su prikazane procijenjene korelacije DCC modela u
(4.5), dok su desno prikazane procijenjene korelacije Engleovog DCC modela (4.6).
Grafovi ukazuju kako su korelacije Engleov modela vise varijabilne. U tablici 4.1
mozemo vidjeti kako su srednje vrijednosti procijenjenih korelacija priblizno jednake,
no rasponi se razlikuju, sto takoder ukazuje da je Engleov DCC model vise varijabi-
lan. Dakle, u praksi bi trebali uzeti oba modela u obzir.

Za provjere valjanosti modela, racunamo testne statistike iz Poglavlja 1 za 7,
koristeci procijenjene vremenski variraju¢e matrice korelacija. Sve ¢etiri p-vrijednosti
oba modela ukazuju na dodatnu uvjetnu heteroskedasti¢nost, Sto nije neuobicajeno
zato §to dijagnosticki testovi ¢esto odbacuju procijenjene DCC modele. U tom je
slu¢aju potrebno uzeti u obzir neki drugi model, slicno kao i kod EWMA modela.
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Poglavlje 5
Go-GARCH model

5.1 Specifikacija modela

Ortogonalni GARCH (O-GARCH) model kojeg je uveo Alexander [1] bio je popularan
model za procjenu volatilnosti financijskih podataka prije svega zato Sto je primjenjiv
za velike matrice uvjetnih kovarijanci. O-GARCH model pretpostavlja da se opazeni
podaci mogu prikazati kao linearna kombinacija nekoreliranih komponenti, s time
da je veza medu njima ortogonalna matrica. Kako je pretpostavka ortogonalnosti
podosta ogranicavajué¢a van der Weide [21] uvodi generalizirani ortogonalni GARCH
model koji pretpostavlja da je spomenuta veza bila koja matrica koja ima inverz.
Razvio je analizu nezavisnih komponenti (eng. independent component analysis)
metodu, krace ICA.
Pretpostavljamo da za k-dimenzionalnu inovaciju a; postoji nesingularna matrica M
tako

a; = Zby, (5.1)

gdje su komponente u b; medusobno nezavisne. Drugim rijecima, matrica Z pred-
stavlja linearnu vezu izmedu procesa kojeg mozemo opaziti a, i onog kojeg ne mozemo
opaziti b;. Cilj ICA metode je procijeniti matricu Z 1 by za svaki i = 1,..., k tako
da su komponente b;; medusobno nezavisne sto je vise moguce.
Kljuéne pretpostavke Go-GARCH modela su da je matrica transformacije Z kons-
tantna i da je matrica kovarijanci V; od b, dijagonalna za svaki t. Svaka se kompo-
nenta by procjenjuje GARCH(1,1) modelom:
V, = diag{o?,, ...,0%,}, (5.2)
oy =ag+ bl +pfiol,y, i=1,.k (5.3)

Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je matrica kovarijanci od b, jedini¢na
matrica Iy.

42
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Iz (5.1) tada slijedi da je matrica kovarijanci od a; dana s
> = cov(a,) = E(awal ) = Zcov(b)ZT = ZZ".

Ova veza je korisna ako zelimo procijeniti Z. Medutim iz te veze slijedi da matrica
transformacije Z nije jedinstvena zato Sto za svaku k x k ortogonalnu matricu U za
koju vrijedi UU” = I}, imamo ¥ = (ZU)(ZU)".

Uz navedene pretpostavke, matrica volatilnosti od a; je oblika
¥, =2V, Z", (5.4)

gdje je V; matrica volatilnosti od by, tj. V; = cov(by|F;_1).

Neka je ¥ = PAPT spektralna dekompozicija matrice’ kovarijanci od a.
Iz dekompozicije singularnih vrijednosti (SVD) [10] slijedi da postoji ortogonalna
matrica U tako da vrijedi PAY?U = Z. Iz prethodne tvrdnje vrijedi

S = PAPT = PAV2UUTAV2PT = zZ7

Dakle za procjenu od Z, potrebna nam je ortogonalna matrica U koju mozemo oda-
brati tako da vrijedi det(U) = 1 i dekomponirati ju kao u sljede¢oj tvrdnji.

Svaku k-dimenzionalnu ortogonalnu matricu U za koju vrijedi det(U) = 1 mozemo
napisati kao produkt k(k + 1)/2 matrica rotacije:

U=]][Rs0;), —7<6;<m,

1<jg

gdje R;;(6;;) predstavlja rotaciju u ravnini razapetoj s e; i e; za kut 6;;, s e; je
oznacen i-ti stupac od Iy.

Givensovu matricu rotacije R;;(6;;) konstruiramo tako da u k x k jedini¢noj matrici
umjesto (7,7)-tog i (j,j)-tog elementa piSemo cos(f;;), umjesto (j,4)-tog elementa
sin(f;;) 1 umjesto (7, j)-tog elementa —sin(6;;).

5.2 Primjer
Na mjesecne log-povrate IBM dionice, S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice primje-

njujemo Go-GARCH(1,1) model koristeéi ICA metodu. Definiramo z; kao u Primjeru
2.2. Koristimo gogarch paket [14] . Metoda procjene koju koristimo naziva se ica.

1Za definiciju vidjeti Dodatak A.
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library(gogarch)

clogp=scale(logp,center=T,scale=F)

ml=

ml

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

gogarch(clogp, “garch(1l,1) ,estby="ica")

>k 3k >k 3k 5k >k 5k %k 5k %k 5k %k %k k %k k

*%% GO-GARCH **x*
sk ok sk ok ok sk ok ok ook ok ok ok ook ok

Components estimated by: fast ICA
Dimension of data matrix: (684 x 3).
Formula for component GARCH models: ~ garch(1l, 1)

Orthogonal Matrix U:

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.5011571 -0.7544420 -0.4238619
[2,] -0.3144381 -0.6150936 0.7230411
[3,] 0.8062073 0.2290788 0.5454839

Linear Map Z:

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.033138733 -0.0581757785 -0.01330545
[2,] 0.007024374 -0.0315487151 0.02731765
[3,] 0.044964606 0.0002649712 0.03822585

Estimated GARCH coefficients:
omega alphal betal
y1l 0.03648425 0.1026944 0.8582309
y2 0.08834536 0.0651610 0.9071177
y3 0.38153565 0.1379016 0.7104196

Convergence codes of component GARCH models:

yl y2 y3
1 1 1
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sigma.t=NULL
for (i in 1:684){
sigma.t=rbind(sigma.t,c(mi@H[[i]]))

}

MCHdiag(clogp,sigma.t)

##
##
##
##
##
##
##
##

Test results:
Q(m) of et:

Test and p-value: 21.82623 0.01601476

Rank-based test:

Test and p-value: 25.22823 0.004929283

Qk(m) of epsilon_t:

Test and p-value: 151.7043 5.156157e-05

Robust Qk(m):

[,3]
2054779
3324913

## Test and p-value: 114.6898 0.04063813
M=m10@Z

Minv=solve (M)

bt=clogp%*%t (Minv)

cor(bt~2)

#i# [,1] [,2]

## [1,] 1.00000000 0.09347845 0.

## [2,] 0.09347845 1.00000000 O.

## [3,] 0.20547787 0.33249129 1.

Matrica transformacije glasi

) 0.0331
Z=| 0.0070
0.0450

0000000

—0.0582
—0.0315
0.0003

i GARCH(1,1) modeli za varijable b;; su dani s

—0.0133
0.0273
0.0378

o, = 0.0364 +0.1027b3,_, +0.85820%,_,,

o3 = 0.0883 + 0.065203,_, + 0.907103,_,,
03 = 0.3815+ 0.1379b3 ,_, +0.710403,_;.
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Slika 5.1: Procijenjene volatilnosti (lijevo) i vremenski varirajuée korelacije (desno)
mjesec¢nih povrata IBM dionice, S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice u razdoblju od
sije¢nja 1963. do prosinca 2019. godine primjenom Go-GARCH modela.

Na lijevoj strani slike 5.1 prikazane su procijenjene volatilnosti IBM dionice, S&P
500 indeksa i Coca Cola dionice u razdoblju od sijecnja 1963. godine do prosinca
2019. godine. Na istoj su slici desno prikazane procijenjene korelacije za isto raz-
doblje. Primijetimo da su se vrijednosti volatilnosti priblizno kretale zajedno, ali da
serija volatilnosti IBM dionice poprima vece vrijednosti volatilnosti od preostale dvije
vremenske serije. Takoder mozemo primijetiti da je koeficijent korelacije izmedu IBM
dionice i S&P 500 indeksa uglavnom veéi je od preostala dva koeficijenta. Nadalje,
mozemo uociti da se procijenjene korelacije znatno razlikuju od onih dobivenih pri-
mjenom DCC modela.

Prema cetiri testne statistike i pripadnim p-vrijednostima inovacije procijenjenog Go-
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GARCH modela i dalje su jako heteroskedasticne, $to smo i ocekivali jer su neki ko-
eficijenti korelacije kvadrata transformiranih varijabli b;; i dalje dosta vec¢i od nule.
Primjerice, cor(b3,,b3,)=0.332. Ovakav se rezultat ¢esto dobiva ako uzmemo u obzir
i neku drugu metodu procjene.



Dodatak A

Pojmovi iz linearne algebre

A.1 Pozitivna definitnost i kvadratni korijen
matrice

Kvadratna matrica A, «, je pozitivno definitna ako je simetri¢na i ako su joj sve
svojstvene vrijednosti pozitivne. Alternativno, matrica A je pozitivno definitna ako
za svaki vektor & # 0 vrijedi 27 Az > 0.

Svojstva koja slijede iz pozitivne definitnosti su (1) sve svojstvene vrijednosti matrice
A su realne i pozitivne, i (2) matrica A se moze dekomponirati kao

A = PAPT, (A1)

gdje je A dijagonalna matrica svojstvenih vrijednosti od A i P je ortonormirana
matrica svojstvenih vektora od A, tj. PPT = PP = I,. Vrijedi P7' = PT.
Dekompoziciju iz (A.1) mozemo napisati kao

n

E T

A= )\ieiet s
=1

i cesto ju nazivamo spektralna dekompozicija matrice A.
Moze se pokazati da vrijedi A™' = PA~'PT.
Pomoéu spektralne dekompozicije mozemo izracunati kvadratni korijen matrice A,

A1/2 — PAl/QPT.
Posebno, imamo

A = PAPT = PA'V2AY2PT — PAV2PTPAY2PT — AY2AY/2,
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Svojstva matrice AY? su
1. A'Y? je simetricna,

2. (A1 = (PAV?PT) ' = PAV2PT =30 (1/V/N)eiel = A2

A.2 Vektorizacija i Kroneckerov produkt

Matricu A dimenzija m X n zapis$imo pomoc¢u njezinih redaka kao A = [aq, ..., a,]
i definirajmo mn x 1 vektor vec(A) = (af,al,...,al)T. Za matrice A,,x, i Cpxq,

Kroneckerov produkt od A i C je

m

CZHC algC s alnC

C axC - as,C
Agc= " o ®

amlo amQO amnc

Primjer 1. Neka su matrice Ay 1 Coy3 dane s

Tada je vec(A) = (2, —1,1,3)T, vec(C) = (4,-2,-1,5,3,2)T i

8 =2 6 4 -1
-4 10 4 =2 )
—4 1 -3 12 =3

2 -5 -2 -6 15

ARC =

DD O N W
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Sazetak

U ovom su radu predstavljeni neki od modela koji procjenjuju vremenski promjenjive
volatilnosti i korelacije multivarijatnih vremenskih serija. Za demonstraciju koristimo
mjesecne log-povrate IBM dionice, S&P 500 indeksa i Coca Cola dionice u razdob-
lju od sijeénja 1963. godine do prosinca 2019. godine. Cilj analize multivarijatnih
vremenskih serija je koristenjem stvarnih podataka vise vremenskih serija procijeniti
valjani model i prouciti medusobnu povezanost tih serija.

Uvodimo osnovna svojstva ARCH i GARCH modela. GARCH modeli se primjenjuju
u (financijskim) vremenskim serijama zato $to pretpostavljaju da one imaju vremen-
ski promjenjivu varijancu. Dodatni je razlog procjene koristenjem GARCH modela
taj Sto financijske vremenske serije kao Sto su povrati pokazuju svojstvo grupiranja
volatilnosti, §to znaci da vremenske serije imaju periode visoke i niske volatilnosti.
Na procjenu EWMA modela i Modela dinamicke uvjetne korelacije (DCC) utjecu
jedan ili dva parametra te se zato Cesto odbacuju dijagnostickim provjerama. Jed-
nostavni BEKK (Baba-Engle-Kraft-Kroner) model pruza opéenit postupak za mo-
deliranje multivarijatne volatilnosti, ali se susrece s potesko¢ama u procjeni veé za
mali broj vremenskih serija. Takoder uvodimo postupak za modeliranje koji koristi
Choleskyjevu dekompoziciju. Naposljetku, promatramo Go-GARCH model koji je
prikladan i za velik broj vremenskih serija.



Summary

In this paper, we present some models that explain how one estimates time-varying
volatilities and correlations of multivariate time series. For demonstration, we con-
sider monthly log-returns of IBM stock, S&P 500 index, and Coca Cola stock from
January 1963 to December 2019. The objective of multivariate time series analysis
is to study the past observations of a multiple time series to fit an adequate model
that describes how the time series are interrelated.

We give a brief description of the univariate ARCH and GARCH models. GARCH
models are used in financial time series because they have time-varying variance. An
additional reason for using GARCH models is a feature of time series called volatility
clustering. Financial time series such as stock returns often exhibit volatility cluste-
ring, where time series show periods of high volatility and periods of low volatility.
Models such as the Exponentially Weighted Moving Average (EWMA) model and
Dynamic Conditional Correlation (DCC) model are extremally parsimonious because
they estimate only one or two parameters. For that reason, they tend to be rejected
by diagnostic checks. The simple Baba-Engle-Kraft-Kroner (BEKK) model provi-
des a general framework for estimating time-varying volatilities but encounters some
difficulties in practice when the number of time series is large. We also give a proce-
dure for multivariate volatility modeling using Cholesky decomposition. Finally, we
employ the Go-GARCH model which is suitable for a large number of time series.



Zivotopis

Rodena sam 8. svibnja 1995. godine u Zagrebu, Hrvatska. Nakon zavrsene Os-
novne skole Sveta Nedelja, srednjoskolsko obrazovanje nastavljam u V. gimnaziji u
Zagrebu. Godine 2014. upisujem preddiplomski sveucilisni studij Matematika na
Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu. Titulu
prvostupnika matematike stekla sam 2018. godine. Iste godine upisujem diplom-
ski sveucilisni studij Financijska i poslovna matematika, takoder na Prirodoslovno-
matematickom fakultetu.
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