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Uvod

Cesto se zna dogoditi da u prirodi primijetimo neke uzorke koji nam privuku paZnju upravo
zbog svoje istaknute simetrije. Primjerice, to mogu biti krila leptira, pCelinje sace, cvijece
ili pahuljica snijega.

U ljudskoj praksi oduvijek je bila prisutna potreba za razvojem umjetnosti, estetike i sklada.
S time se javlja i teZznja da se umjetnost sjedini s geometrijskim znanjem. Ve¢ u drevnim ci-
vilizacijama nailazimo na upotrebu simetrije i traganje za mogucnostima ukrasavanja neke
povrsine uzorcima. Razvojem civilizacije, razvijala se i ljudska potreba za istraZivanjem i
nadogradivanjem postojeceg nacina ukraSavanja interijera, eksterijera, posuda, odjece, na-
kita...

To pokazuje da potraga za uzorcima nije tipina samo za matematiare. Tako je doslo do
pojave umjetnosti koja se koristi pravilnim geometrijskim oblicima. Unato¢ tome Sto se
¢esto smatralo da su matematika i umjetnost dva nespojiva podrucja, njihovim sjedinjava-
njem nastaju mnoga zanimljiva postignuca, kako u umjetnosti tako i u matematici.
Promotrimo li kroz vrijeme elemente ukrasavanja koje su koristili umjetnici i arhitekti,
mozZemo primijetiti uzorke ¢ija se struktura ponavlja u jednom smjeru. Jedan od osnovnih
elemenata ukraSavanja u likovnoj umjetnosti, arhitekturi i primijenjenoj umjetnosti nazi-
vamo ornament. Razne primjerke ornamenata formirane ponavljanjem nekog uzorka ili
motiva moZemo susresti na starim zgradama, kerami¢kim posudama, nakitu i slicno. Nji-
hova ljepota sastoji se u nizanju motiva koji su ¢esto uklesani, rezani ili naslikani. Zbog
svoje istaknute simetrije, ornamenti su zanimljivi i za matematicko proucavanje.
Ornamente u matematici gledamo kao geometrijske beskonacne ravninske uzorke Cija se
struktura ponavlja u jednom smjeru. Njihove simetrije mogu se organizirati u grupe, te se
pokazuje da se ornamenti mogu klasificirati u sedam skupina s obzirom na njihove grupe
simetrija.

Cilj ovog diplomskog rada je prouciti grupe simetrija ornamenata, te osmisliti mogucnosti
za njihovo proucavanje u nastavi geometrije u osnovnoj i srednjoj Skoli. S obzirom da
ornamenti nisu dio redovnog nastavnog sadrzaja, potrebno je pronaci nacine na koje bi se
primjereno predstavili u¢enicima i kako bi iskoristili neka njihova svojstva pri predstavlja-
nju redovitog nastavnog sadrZaja. U tome nam uvelike pomaZze istraZzivacka nastava koja
u danasnje vrijeme sve viSe zamjenjuje klasi¢nu frontalnu nastavu. Stoga ¢emo promotriti
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mogucnosti upotrebe ornamenata kroz aktivnosti koje izbjegavaju tradicionalne rutinske
metode 1 poti¢u uCenike na logi¢no razmiSljanje, zakljuCivanje i povezivanje postojeceg
znanja ili pak usvajanje novih matematickih koncepata.



Poglavlje 1

Matematicki pojmovi

1.1 Izometrije ravnine

Kako bi grupe ornamenata mogli promatrati s matematickog gledista, prvo ¢emo definirati
neke od pojmova koji su nam nuzni za njihovo razmatranje. S izometrijom ravnine ucenici
se susrecu ve¢ u osnovnoj Skoli. Naravno, tada ju nije primjereno formalno definirati, no
pojavljuju se pojmovi translacije, osne simetrije, centralne simetrije i rotacije. Kroz brojne
primjere ucenici usvajaju koncept preslikavanja ravnine, dok formalna definicija slijedi
na nesto vis$oj razini obrazovanja. Euklidska ravnina (ili krae ravnina) je skup M dije
elemente nazivamo to¢kama, a neke njene istaknute podskupove pravcima. Objekti ravnine
zadovoljavaju sljedeci aksiom metrike.

Aksiom 1.1.1. Neka je M skup te neka za funkcijud : M x M — R vrijedi:

Ml. d(A,B)>0,A,BeM

M?2. d(AB) = 0 ako i samo ako je A = B
M3. d(A,B) =d(B,A), A,Be M

M4. d(A,B) <d(A,C)+d(C,B), A,BeM

M5. Za svaki polupravac (Ou) s vrhom u O i za svaki realni broj x > 0 postoji (jedins-
tvena) tocka T na tom polupravcu takva da je d(O,T) = x.

Tada funkciju d zovemo metrika na M. KaZemo da je uredeni par (M,d) sa svojstvima
M1.-M5. metricki prostor.

Definicija 1.1.1. Izometrija ravnine M je bijektivno preslikavanje f : M — M sa svoj-
stvom d(A, B) = d(f(A), f(B)), za svaki A, B € M.
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Definicija 1.1.2. Translacija ravnine M za vektor @ je preslikavanje t: M — M koje
—
tocki A € M pridruzuje tocku A’ € M, pri Cemu vrijedi AA’ =7d.

Slika 1.1: Translacija

Definicija 1.1.3. Osna simetrija ravnine M s obzirom na pravac p je preslikavanje

s, M — M koje tocki A € M, A & p pridruiuje tocku A’ € M tako da je pravac p
simetrala duZine AA’. Ako je A € p, tada je A = A’
Pravac p naziva se os simetrije.

AI

Slika 1.2: Osna simetrija

Definicija 1.1.4. Centralna simetrija ravnine M s obzirom na tocku O € M je preslikavanje
S, M — M koje tocki A € M pridruzuje tocku A’ € M tako da je tocka O poloviste duZine
AA’.

Tocka O naziva se srediste ili centar simetrije.
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A 0] A’
Slika 1.3: Centralna simetrija

Definicija 1.1.5. Neka je S cvrsta tocka ravnine M i « zadani kut. Preslikavanje ravnine
koje svakoj tocki A pridruzuje tocku A’ tako da vrijedi |SA| = |[SA’| i |[<ASA’| = a naziva
se rotacija ravnine u pozitivnom smjeru oko tocke S za kut a.

Tocka S naziva se srediste ili centar rotacije, a kut a kut rotacije.

AI

/)

S
Slika 1.4: Rotacija

A

Pogledajmo kakva svojstva imaju izometrije u odnosu na kompoziciju funkcija.

Teorem 1.1.6. Neka su f i g izometrije. Kompozicija f o g je takoder izometrija.

Dokaz. d((f o g)(A),(f og)(B)) = d(f(g(A)), f(g(B))) = [f izometrija]= d(g(A), g(B)) =Ig
izometrija]= d(A, B). O
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Teorem 1.1.7. Neka je f izometrija. Tada je njen inverz f~! takoder izometrija.

Dokaz. d(A,B) = d(id(A), id(B)) = d((fof~)(A), (fof )(B)) = d(f(f(A)), f(f'(B) =
[f izometrija]= d(f~'(A), f~1(B)). o

Definicija 1.1.8. KaZemo da je tocka A fiksna tocka izometrije f ako vrijedi f(A) = A.

Definicija 1.1.9. KaZemo da je pravac a fiksni pravac izometrije f ako vrijedi f(a) = a.

Definicija 1.1.10. Za izometriju f kaZemo da je involutorna ako f #idi f o f = id.
Osim pojmova preslikavanja ravnine, trebaju nam i geometrijski objekti u ravnini.

Definicija 1.1.11. Figura je svaki podskup ravnine M.
Pogledajmo neka svojstva izometrija u odnosu na fiksnu figuru.

Teorem 1.1.12. Neka je f izometrija.
a) Sjeciste dvaju fiksnih pravaca od f (ako postoji) je fiksna tocka od f.

b) Spojnica dviju fiksnih tocaka od f je fiksni pravac od f i taj pravac je fiksan po
tockama.

c) Ako je f involutorna izometrija, onda tockom koja nije fiksna za f prolazi tocno
Jjedan pravac fiksan za f.

Sada mozemo vidjeti joS jedan nacin kako se definiraju translacija, rotacija, centralna 1
osna simetrija (vidi [14]). One nisu primjerene u $koli, ve¢ ih koristimo kod aksiomatske
izgradnje geometrije. Nadalje, temeljno preslikavanje koje definiramo je osna simetrija.
Pomocu nje, definiramo i ostala preslikavanja.

Definicija 1.1.13. Involutorna izometrija kojoj su sve tocke pravca p fiksne naziva se osna
simetrija s obzirom na pravac p i oznacava sa s,,.

Definicija 1.1.14. Izometriju koja se moZe prikazati kao kompozicija s, o s, dviju osnih
simetrija s, i s, zovemo translacija ako su osi a i b paralelni pravci.

Definicija 1.1.15. Izometriju koja se moZe prikazati kao kompozicija s, o s, dviju osnih
simetrija s, i s, zovemo rotacija ako osi a i b nisu paralelni pravci.

Definicija 1.1.16. Involutorna izometrija kod koje su svi pravci kroz tocku A fiksni naziva
se centralna simetrija s centrom A.
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Definicija 1.1.17. Izometrija koja se moZe prikazati u obliku kompozicije s, © 55 © Sq, pri
Cemu je pravac g okomit na pravce a i b naziva se klizna simetrija s osi g.

Slika 1.5: Klizna simetrija

MoZemo uociti da kompozicijom dviju osnih simetrija s obzirom na osi a i b dobi-
vamo translaciju prema definiciji [I.1.14] Stoga kliznu simetriju moZemo shvatiti jos kao i

kompoziciju translacije 1 osne simetrije s obzirom na os koja je paralelna smjeru vektora
translacije.

Definicija 1.1.18. Centralna simetrija sa sredistem u tocki O je rotacija oko tocke O za
180°.
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1.2 Grupe simetrija

Definirat ¢emo neke osnovne pojmove (vidi [15]) teorije grupa koje ¢emo koristiti prilikom
promatranja grupa ornamenata.

Definicija 1.2.1. Neka je G neprazan skup i - : G X G — G binarna operacija. Ureden par
(G, -) naziva se grupa ako su zadovoljena sljedeca svojstva:

(asocijativnost) (x-y)-z=x-(y-2) Vx,y,z€G

(neutralni element) (e € G): (e-x=x-e=x) VYxeG

(inverzni element) ¥ x € G) A x '€ G): (x-x'=x'-x=¢)

Ako jo$ 1 vrijedi svojstvo komutativnosti
x-y=y-x VYx,yeaG,

onda kaZemo da je G komutativna ili Abelova grupa. U suprotnom govorimo o nekomu-
tativnoj grupi.
U nastavku, operaciju - viSe ne piSemo.

Definicija 1.2.2. Proizvoljan podskup A C G, gdje je G grupa nazivamo kompleks.
Za proizvoljne A, B C G definiramo produkt tih kompleksa kao

AB:={ab|lac€A&be€ B}

Definicija 1.2.3. Kompleks H C G je podgrupa od G ako je to ujedno i grupa za operaciju
koja je definirana na G, odnosno ako vrijede sljedeci uvjeti:

(1) Vx,ye H: xyeH;
(2) VxeH: x'eH
Cinjenicu da je H podgrupa od G oznacavamo sa
H<G.
Definicija 1.2.4. Ako je G grupa, njezin red definiramo kao
|G| := card(G),

to jest, red grupe je kardinalni broj skupa G.
KaZemo da je G konacna grupa ako je |G| < co. Inace je G beskonacna grupa.
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Definicija 1.2.5. Neka su (G, -) i (H, ) grupe. Preslikavanje f : G — H je homomorfizam
grupa ako vrijedi

fOy) = ff(y) VYx,yeG.

Oznacimo sa Hom(G,H):=skup svih homomorfizama iz G u H.

Nadalje, homomorfizam f koji je jo$ i injekcija nazivamo monomorfizam, f koji je surjek-
cija nazivamo epimorfizam, a homomorfizam koji je bijektivan nazivamo izomorfizam.
Za grupe G i H kazemo da su izomorfne ako medu njima postoji izomorfizam i to oznatavamo
kao

G=H.

Posebno, ako je G = H, tada kaZemo da je f endomorfizam od G. Skup svih endomorfi-
zama od G oznaCavamo sa End(G).
Endomorfizam koji je joS 1 bijekcija naziva se automorfizam od G i oznaCava se sa Aut(G).

Definicija 1.2.6. KaZemo da je H ciklicka grupa ako postoji a € H takav da je
H={d"| ke
Kazemo da je element a generator grupe H i koristimo zapis H = {a).
Primjer 1.2.7. Abelova grupa (Z, +) je ciklicka grupa generirana elementom 1 € Z jer je

n=n-1 za svakin € Z. Takoder, i —1 generira navedenu grupu. MoZemo primijetiti kako
je Z primjer ciklicke grupe beskonacnog reda.

Teorem 1.2.8. Neka je (G,-) = {a) ciklicka grupa. Ako je |G| = oo, onda je G izomorfna
grupi (Z,+).

Dokaz. Preslikavanje f : Z — G, f(k) = a* je homomorfizam jer je
fl+D=d""=d"d" = fk)- f(D).

Takoder, ovo preslikavanje je injekcija i surjekcija.
Dakle, grupa G je izomorfna grupi (Z, +). O
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Kada govorimo o simetrijama neke figure, smatramo da je ona invarijantna na odredene
transformacije. Drugim rije¢ima, figura posjeduje simetriju ako se kompozicijom odredenih
preslikavanja preslikava u samu sebe ¢ime su o¢uvane medusobne udaljenosti tocaka fi-
gure, odnosno preslikavanja su izometrije. Primjerice, kruZnica je invarijantna na rotaciju
oko srediSta, pa kazemo da kruZnica ima rotacijsku simetriju. Analogno, simetrije mozemo
uoditi 1 na pravilnim poligonima.

Definicija 1.2.9. Neka je 1z(M) skup svih izometrija euklidske ravnine M. 1z(M) zajedno s
komponiranjem funkcija kao binarnom operacijom je grupa izometrija, u oznaci (I1z(M), o).

Teorem 1.2.10. Neka je Iz(F) = {f € Iz(M) : f(F) = F}, gdje je F figura Euklidske
ravnine M. Tada je (Iz(F), o) grupa simetrija figure F.

Definicija 1.2.11. Grupa simetrija pravilnog poligona P, naziva se diedralna grupa D,,.

Primjer 1.2.12. Pogledajmo izometrije kojima se jednakostranic¢ni trokut preslikava u sa-
mog sebe.

Ocito, jednakostranicni trokut posjeduje rotacijsku simetriju. Promatramo li rotacije u
pozitivnom smjeru, postoje tri moguce rotacije dok su ostale njihovi visekratnici. To su
rotacije oko teZista za 0°,120°,240°.

Osim rotacije, jednakostranicni trokut posjeduje i osnu simetriju. Osi simetrije su pravci
na kojima leZe visine, odnosno teZisnice trokuta (jer se u jednakostranicnom trokutu one
podudaraju). Oznacimo te osi sa ty, t,, t3.

ty

ts

Slika 1.6: Simetrije jednakostrani¢nog trokuta
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Komponirajmo sve navedene izometrije. Rezultat komponiranja prikazat ¢emo pomocu
tablice.

olid| r|mn|H|hL |t
dlid | r |rn|t|b| K
r|lr|\nlid|t|t| b
rn rnlid|r|t|tk|h
Hhilh | b |B|lid|r|nrn
Ll L | K| |r|lid|r
3 | 3 | K 153 r|rlid

Kompozicijama izometrija jednakostranicnog trokuta koje ga preslikavaju u sebe samog
dobivamo opet jednu od tih izometrija. Time smo pokazali da je grupa simetrija jednakos-
tranic¢nog trokuta diedralna grupa Ds.

Dalje se sli¢no mogu analizirati i simetrije ostalih pravilnih poligona. Opcenito, o
kona¢nim grupama izometrija govori sljedeci teorem.

Teorem 1.2.13. (Leonardov teorem) Grupa simetrija pravilnog poligona je diedralna grupa
D,.

1.3 Poplocavanje ravnine

Definirajmo joS poplo€avanje ravnine.

Definicija 1.3.1. Poplocavanje je razdioba (particija) ravnine na disjunktne skupove H,,
i € N ¢ija unija daje cijelu ravninu.

Specificnost uzorka ornamenta je u tome Sto ornament ne poplocava cijelu ravninu, veé
prugu koja je dio ravnine omeden dvama paralelnim pravcima. Od naSeg interesa su oni
ornamenti Ciji se uzorak ponavlja duz pruge i mozemo klasificirati njihove simetrije. 1zo-
metrijama dolazimo do neke osnovne figure koju translatiramo duz pruge po fiksnoj osi.

Upoznajmo se s pojmovima koje ¢emo koristiti u kreiranju uzorka ornamenta.

e Uzorak u ravnini je figura. Uzorak preslikavamo u samog sebe 1 pomocu izometrija
ravnine: rotacija, osnih simetrija, klizne simetrije, translacija.

e Osnovni uzorak je dio uzorka sa svojstvom da skup uzoraka u grupi izometrija pre-
kriva ravninu. Drugim rije¢ima, osnovnim uzorkom poplo¢avamo ravninu, to jest u ovom
slu¢aju prugu.
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¢ Generirajuce podrucje je dio osnovnog uzorka Cije slike u grupi simetrija uzorka po-
plo€avaju ravninu.

Pogledajmo navedene pojmove na primjeru sljedece slike. Kao uzorak koristit éemo slovo
P koje ¢emo preslikavati duz naznaCene pruge.

P9P9PIPIPIPIPq

Slika 1.7: Uzorak ornamenta

Uzorak P preslikan je osnom simetrijom s obzirom na os okomitu na pravce koji odreduju
prugu. Tu os nazivamo vertikalna os.

Uzorak zajedno sa svojom osnosimetricnom slikom ¢ini osnovni uzorak koji je na slici
posebno istaknut u zelenom pravokutniku.

Unutras$njost zelenog pravokutnika odreduje generirajuce podrucje te se primjenom trans-
lacije beskona¢no mnogo puta u smjeru pravaca koji odreduju prugu stvara slika.



Poglavlje 2

Ornamenti

Uzorci ornamenata tradicionalno se mogu vidjeti kao ukrasi na zgradama, stepenicama, u
arhitekturi, a takoder se mogu pojaviti u mnogim drugim formama, kao Sto su tepisi, ogr-
lice, tapete ili bilo koje mjesto u dekoraciji gdje je koriSten repetitivni uzorak.

» a [ ‘ ' " L} (]
"(.’(',f.gfifr-,f F \.-1‘\
%t sx ] . \)'-l] 24N
5“2'1 _((f \\;"“i'f \’?:\\’

‘ 2 ( * .
"Jﬁ“')‘,(")f.‘ﬂ")‘ o5 ‘;"f" 'i"a “(“'(4 F QN ) (€
Slika 2.1: Ornament u dekoraciji

Ornament je dekorativna traka ili pruga koja sadrzi slova, skulpture, slike i sli¢no. S ma-
tematickog glediSta, uzorak ornamenta promatrat ¢emo na nacin da je omeden prugom i
podrazumijevat ¢emo da se u smjeru pravaca koji odreduju prugu protezZe u beskonacnost.

-

Slika 2.2: Ornament u grafici

13
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Na slici|2.2|nalazi se primjer uzorka ornamenta slavnog graficara M. C. Escheraﬂ
Ovakav uzorak zamiSljamo kako se proteZe u beskonacnost.

S druge strane, od matematickog interesa nisu nam ornamenti bez pojave simetrije.
Kao primjer promotrimo sljedecu sliku.

Slika 2.3: Ornament bez simetrije

Bez obzira §to prikazani reljef sa slike [2.3] smatramo ornamentom s umjetni¢kog gledista,
ne moZemo reci da sadrZi uzorak koji se ponavlja te ne posjeduje simetriju. Stoga ovakav
ornament nece biti od naseg interesa u ovom radu.

Primijetimo kako u uzorcima ornamenata koje promatramo postoji neki osnovni motiv koji
se translatira duZ pruge i tako se ponavlja. To je upravo osnovni uzorak. Kao jos jedan pri-
mjer moZemo navesti ostiske stopala.

«® «® o
“» P

Slika 2.4: Otisci stopala

"Maurits Cornelis Escher (1898.-1972.), nizozemski grafiar &ija inspiracija potjece iz srednjovjekovne
palate Alhambre u Spanjolskoj. Njegove grafike od posebnog su interesa za prou¢avanje matematicarima, a
svoju primjenu pronalaze i u kristalografiji zbog nacina na koji poplocavaju ravninu.
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Upravo osnovni uzorak koji se ponavlja duz pravca odreduje nam minimalni translacijski
period, koji éemo ovdje oznaciti sa . Njegova duljina odredena je Sirinom generirajuéeg
podrucja osnovnog uzorka.

) it | i
) I L
I
> | P | @

e

Slika 2.5: Otisci stopala- translacijski period

Postavlja se pitanje zaSto je vazno da postoji ba§ minimalni translacijski period. Promo-
trimo primjer ornamenta koji oCito posjeduje simetrije, a ne posjeduje minimalni transla-
cijski period.

Slika 2.6: Pravci

U uzorku pravca ne moZemo pronaci minimalni translacijski period, stoga takve slucajeve
necemo razmatrati u ovom radu.

Dakle, od matemati¢kog interesa ¢e nam biti ornamenti koje promatramo kao beskonacne
ravninske uzorke omedene prugom Ccija se struktura ponavlja u smjeru jedne osi u be-
skonacnost, a moguce im je odrediti minimalni translacijski period.
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Vise puta smo spomenuli os duz koje se uzorak ponavlja. Ta os je upravo simetrala pravaca

koji odreduju prugu kojom je omeden uzorak ornamenta.
U daljnjem tekstu tu os zvat ¢emo horizontalna os i oznacavat ¢emo je sa L.

d. " ‘.

Slika 2.7: Horizontalna os



Poglavlje 3

Izometrije u uzorku ornamenata

U prethodnom poglavlju smo se upoznali s ornamentima 1 spomenuli da posjeduju sime-
trije. Simetrije se dobivaju komponiranjem izometrija. Ovisno o izometrijama koje kom-
poniramo dobivamo razli¢ite uzorke, a ovisno o tome razlikovat ¢emo grupe ornamenata.
Klasifikacija ornamenata po grupama temelji se na kompoziciji nekih od sljedeéih izome-
trija: translacije, rotacije, osne simetrije s obzirom na horizontalnu os, osne simetrije s
obzirom na vertikalnu os te klizne simetrije.

Iz definicije ornamenta jasno nam je da izometrija koja se nalazi u svakom uzorku mora biti
translacija koja Ce preslikati osnovni uzorak duz osi L. Grupa translacija grupa ornamenata
izomorfna je grupi (Z, +).

Prije nego klasificiramo razliite grupe ravninskih simetrija, opisat ¢emo izometrije koje
¢ine te grupe.

17
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Translacija

Translaciju smo definirali u definiciji [I.I.2] Translacija uzorka ornamenata je ona koja
translatira figuru duZ jednog fiksnog pravca. Fiksni pravac je simetrala pruge kojom je
omeden uzorak ornamenta, odnosno pravac L. Prisutnost translacije oznacavat ¢emo s t.

Na sljedecoj figuri, odnosno uzorku, promotrit éemo kako ée izgledati nakon primjene
pojedine izometrije.

Slika 3.1: Uzorak

Primjenom translacije duz osi L na dani uzorak dobivamo sljedece.

Slika 3.2: Uzorak nakon translacije

Uzorak od kojeg smo krenuli oznacili smo zelenom bojom. Vertikalnim isprekidanim lini-
jama omedeni su osnovni uzorci koje smo translatirali duz osi.
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Rotacija

Rotaciju smo definirali (definicija [[.1.5) i promatramo ju samo za kutove od 0° do 360° .
Za uzorak ornamenta, jedina dopustena rotacija je ona za 180°. Iz definicije [I.1.18znamo
da je ta rotacija ekvivalentna centralnoj simetriji.

Rotaciju ¢emo oznacCavati sa r.

Uzmimo opet isti uzorak sa slike Njega smo posebno istaknuli zelenom bojom.
Nakon S$to ga rotiramo oko tocke na osi L, dobivamo osnovni uzorak. Translatiramo taj
osnovni uzorak duZ osi. Podru¢je osnovnog uzorka istaknuli smo isprekidanim linijama.

Slika 3.3: Uzorak nakon rotacije

Osna simetrija s obzirom na horizontalnu os

Kada govorimo o osnoj simetriji (definicija [1.1.3)) s obzirom na horizontalnu os, podra-
zumijevamo da je ta os upravo pravac koji je simetrala pruge kojom je omeden uzorak
ornamenta. Tu os oznacavamo sa L, a preslikavanje osnu simetriju s obzirom na taj pravac
oznacit ¢emo sa h.

Zelenom bojom oznacili smo uzorak koji smo preslikali osnom simetrijom s obzirom na
os L. Tako dobiven osnovni uzorak jo$ smo translatirali.
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Slika 3.4: Uzorak nakon osne simetrije &

Osna simetrija s obzirom na vertikalnu os

Za razliku od horizontalne osi simetrije koja je jedinstveni pravac, vertikalnih osi simetrije
je beskonacno mnogo. Svaka od njih je razmaku od jednog temeljnog perioda u odnosu na
drugu i okomita je na horizontalnu os.

Jedna takva vertikalna os simetrije naznacena je na slici[3.5|crvenom bojom. Zeleni uzorak
od kojeg polazimo preslikali smo osnom simetrijom s obzirom na crvenu os. Tako dobiveni
uzorak translatirali smo duZ pruge.

Preslikavanje uzorka s obzirom na vertikalnu os oznacavat ¢emo sa v.

Slika 3.5: Uzorak nakon osne simetrije v
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Klizna simetrija

Kliznu simetriju smo definirali (definicija [[.1.17). Njome se uzorak translatira za pola
temeljnog perioda i zatim se preslika osnom simetrijom s obzirom na horizontalnu os. Or-
namente u kojima je prisutna klizna simetrija oznacit ¢emo sa g.

Slika 3.6: Uzorak nakon klizne simetrije
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Nakon $to smo pokazali kako se odredeni uzorak preslikava navedenim izometrijama,
jo$ smo ga i translatirali duz pruge. Dakle, komponirali smo svaku od ovih izometrija
s translacijom i isprekidanim vertikalnim osima oznacili smo podrucje osnovnog uzorka.
Oznadimo li osnovni uzorak od kojeg smo krenuli sa °, prirodno je translaciju osnov-
nog uzorka ovisno o orijentaciji oznacavati sa t',7%,£, ..., a one suprotne orijentacije sa
-1 2 3

L

Upravo iz toga lako se vidi se izomorfizam sa (Z, +).

Slika 3.7: izomorfizam sa (Z, +)

Pogledajmo sada kako komponiranjem ¢, r, i, g 1 v nastaje uzorak ornamenata.

Primjer 3.0.1. Kreirat ¢emo uzorak ornamenta koristeci sljedece izometrije: t,v i h. Odre-
dimo x = tvt ' hv.

Krenimo od osnovnog uzorka. Neka to bude slovo R koje smo izabrali jer samo po sebi ne
posjeduje simetrije.

Na slici zelenom bojom istaknut je uzorak od kojeg smo krenuli kako bi lakSe pratili
njegove transformacije. Svaka sljedeca izometrija u kompoziciji djeluje na citavu sliku
nastalu prethodnom kompozicijom preslikavanja.
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Slika 3.8: Uzorak ornamenta x

Mozemo uociti kako konacni rezultat moZemo zapisati jos i kao x = tvt "' hv = £*hv.
Upravo iz toga moZemo zakljuciti kako ce se odredene kompozicije moci zapisati jednos-
tavnije ili ¢e predstavljati ista preslikavanja.

Vodeni tom idejom u nastavku ¢emo pregledati sve mogucnosti konstruiranja uzorka or-
namenata pomocu t,r, h, g i v i pokazati zasto je samo sedam mogucih grupa ornamenata
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sastavljenih od navedenih izometrija.



Poglavlje 4

Dokazi sedam grupa ornamenata

Predstavit cemo dokaz da postoji samo sedam razli€itih tipova grupa ornamenata koristeci
teoriju grupa.

Definicija 4.0.1. Grupa ornamenata je grupa simetrija beskonacne ravninske figure Cija
podgrupa translacija je beskonacna ciklicka grupa.

Teorem 4.0.2. Neka su t,v,r,hi g izometrije i G grupa simetrija sastavljena od tih izome-
trija i operacije kompozicije. Tada postoji tocno sedam razlicitih grupa ornamenata.

Za pocetak, predstavit ¢emo notaciju koriStenu u dokazu. U dokazivanju sedam mogucih
grupa simetrija ornamenata pozivat ¢emo se na grupe simetrija sastavljenih od izometrija:
t,r,v,hig. To znaci da, ako smo ornament sastavili tako da je nastao translacijom 1 rotaci-
jom osnovnog uzorka, grupu simetrija tog ornamenta oznacit ¢emo sa tr.

Takoder, moZemo koristiti izraz ,,primijeniti v, ¢ime podrazumijevamo preslikavanje osne
simetrije oko okomite osi na uzorak ornamenta. Analogno oznacavamo ostale izometrije.
Svaki uzorak nastaje translacijom osnovnog podrucja. Prema tome, najprije ispitujemo
postojanje same translacije, a zatim simetrije osnovnog podrucja.

Odredimo sada mogu¢i broj kombinacija uzoraka ornamenata sastavljenih od ¢, r, v, h 1 g.
Prisjetimo se, translacija je element svakog ornamenta jer njome preslikavamo osnovni
uzorak duZ osi L. Stoga uzmemo li odredeni uzorak i samo ga translatiramo duZ osi
L za minimalni translacijski period, dobivamo uzorak ornamenata. To nam daje jednu
mogucnost, to jest ¢ je jedna od kombinacija.

Preostaje nam odrediti broj kombinacijaod r, v, h 1 g.

Dvoclane kombinacije su tr, tv, th i tg. Drugim rije¢ima, od 4 moguce izometrije izabrali

4
smo jednu (uz translaciju). Broj dvoclanih kombinacija je (1)

25
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Analogno odredimo broj troclanih i ¢etvero€lanih kombinacija. Imamo:

U

Dakle, postoji 16 razlicitih grupa simetrija uzorka ornamenata. Sustavna lista prikazana je
na slici 4.1l
To su: t,tr,tv, th,tg, trv, trh, trg, tvh, tvg, thg, trvh, trvg, tvhg, trhg i thrvg.

@) ne Nije ornament

ne

2 e et o oo i

thy | tg |

rhv

Slika 4.1: 16 grupa simetrija ornamenata

Pomocu sljedecih propozicija promatrat ¢emo 16 navedenih kombinacija i ograniciti moguci
broj grupa simetrija na 7.

Propozicija 4.0.3. Ako grupa simetrija sadrZit,h i v, tada sadrZi i r.

Dokaz. Promotrimo tocku koja je dio figure, odnosno uzorka ornamenta. Neka je to toCka
T(x,y). Koordinatne osi su horizontalna os simetrije L i jedna vertikalna os. Pogledajmo
Sto se dogada s koordinatama tocke 7" nakon primjene izometrija i, vir.
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(—z,y) T(z,y)
M I N
(A .

(—.7:, _y) (w') _y)

Slika 4.2: Tocka figure u koordinatnom sustavu

Osnom simetrijom s obzirom na horizontalnu os dobivamo

h(x,y) = (x, =y).
Osnom simetrijom s obzirom na vertikalnu os dobivamo

(X, ) = (=X, ).
Rotacijom za 180° oko sjecista tih dviju osi dobivamo

r(x,y) = (=x, =y).
Sada pogledajmo kompoziciju 4 o v. Imamo

(hov)(x,y) = h(=x,y) = (=x, =y) = r(x, y),

Takoder,
(v o h)(x,y) = v(x,=y) = (=X, =y) = r(x,y).
Dakle, primijenimo 1i v 1 4 na uzorak, nuzno dobivamo i r.
Drugi nacin na koji smo mogli provesti ovaj dokaz je koristeci Cinjenicu da je kompozicija

dviju osnih simetrija Cije su osi simetrije okomite ekvivalentna rotaciji za 180° s centrom
rotacije u sjecistu tih osi.
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Time moZemo eliminirati one slucajeve koji sadrze v i h, a ne sadrZze r.
To su thv i thvg.

Znamo da se u uzorku ornamenata pojavljuju osna simetrija s obzirom na horizontalnu
os L 1 osna simetrija s obzirom na osi okomite na L. Drugim rije¢ima, ako primijenimo v i
h, dobivamo centralnu simetriju koja je ekvivalentna rotaciji za 180° koja je upravo rotacija
dozvoljena u uzorku ornamenta, odnosno r.

h_ AN
P

Slika4.3: voh=r

Propozicija 4.0.4. Ako grupa simetrija sadrZi ti h, tada sadrZi i g.

Dokaz. Znamo iz definicije[I.1.17]klizne simetrije da je ona kompozicija translacije i osne
simetrije s obzirom na os L.

Time direktno iz definicije dobivamo da vrijeditoh =hot = g.

Ovim pravilom eliminirali smo sve kombinacije koje sadrze ¢ 1 /i, a ne sadrZe g.

To su th, thr i thvr. m|

Propozicija 4.0.5. Ako grupa simetrija sadrZi t,v i r, tada sadrZi i h.

Dokaz. Pogledajmo kompoziciju v o r. Imamo

(V © ”)(x,y) = V(—X, —)’) = (.X, —)’) = h(x’)’)

Takoder,
(rov)(x,y) = r(=x,y) = (x, =y) = h(x, y).
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Slika4.4:vor=nh

ZakljuCujemo da sve kombinacije koje sadrze v i r sadrze i h.
Eliminiramo onu kombinaciju koja sadrzi v i r, a ne sadrZi h.
To je tvr. O

Propozicija 4.0.6. Ako grupa simetrija sadrZit,v i g, tada sadrZi i r.

Dokaz. Pogledajmo kompoziciju v o g. Kliznom simetrijom tocka (x, y) preslikava tako da
se komponiraju ¢ i A.
Translacijom toc¢ke za vektor d u smjeru osi L dobivamo

tx,y) = (x+a,y),

a komponiranjem / i t dobivamo

(hot)(x,y) = h(x +a,y) = (x+a,-y) = g(x,y).

Imamo
(vo@)x,y)=v(x+a,—y) =(-x—a,-y) =r(x+a,y).
Takoder,
(gov)(x,y) = g(=x,y) = (=x—a,-y) = r(x + a,y).
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Slika4.5:vog=r

Ovim pravilom eliminirali smo sve kombinaciju koja sadrzi v i g, a ne sadrZze r.
To je tvg. O

Propozicija 4.0.7. Ako grupa simetrija sadrZi t,r i g, tada sadrZi i v.
Dokaz. Pogledajmo kompoziciju r 1 g. Imamo
(rog)x,y) =r(x+a,-y) = (=x—a,y) = v(x +a,y).

Takoder,
(gon(x,y) =g=x,—y) = (-x—a,y) =v(x +a,y).

ZakljuCujemo da sve kombinacije koje sadrze r i g sadrze i v.

v

Slika4.6: rog=v

Eliminiramo one kombinacije koje sadrze r 1 g, a ne sadrze v.
To su trgitrgh. |
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Dokazavs$i ove propozicije, pokazali smo da kombinacije koje moZemo eliminirati su:
th,trv, trg, tvg, thy, thg, trvh, tvhg i trhg.

To znaci da nam preostaju t, tr, tv, tg, thg, trvg i thvrg kao jedinih sedam razli¢itih grupa
simetrija ornamenata.

U nastavku ¢emo pregledati svaku od njih.






Poglavlje 5

Sedam grupa ornamenata

Sada kada smo dokazali da postoji tocno sedam grupa ornamenata i koje su to, prikazat
¢emo shemu pomocu koje moZemo u danom uzorku prepoznati o kojem tipu ornamenta se
radi.

SadrfZi li uzorak
translaciju?

2N
SadrZi li uzora

rotaciju? Nije ornament
S g
Sadrzi li uzorak osnu simetriju s obzirom Sadrzi li uzorak osnu simetriju s obzirom
na horizontalnu os? na horizontalnu os?
da ne da ne
Sadr7zi li uzorak osnu SadrZi li uzorak osnu SadrZi li uzorak osnu Sadr#zi li uzorak osnu
simetriju s obzirom na simetriju s obzirom na simetriju s obzirom na simetriju s obzirom na
vertikalnu os? vertikalnu os? vertikalnu os? vertikalnu os?

/YN X v/ X
Sadrzi li uzorak SadrZi li uzorak SadrZi li uzorak SadrZi li uzorak SadrZi li uzorak SadrZi li uzorak
kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju?

da da ne da Ye d// &e
L A \ ‘ Lot | Ltg | |t |

Slika 5.1: Shema za prepoznavanje uzorka ornamenta

Pogledajmo primjere za svaku od sedam grupa ornamenata.

33
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51 ¢t

Prva grupa ornamenata je ona koja se sastoji iskljuc¢ivo od translacije. Uzorak se translatira
duz osi L. Pogledajmo to na sljede¢im primjerima.

Na slici [5.2] zelenom bojom istaknut je uzorak koji smo zatim translatirali duz oznacene
osi. Tako je nastao prikazani uzorak ornamenta.

NN N NN

Slika 5.2: Grupa ¢ na uzorku

Promotrimo sada uzorak otiska stopala. Translacijom duZ osi L dobivamo ornament sa

slike 331

Slika 5.3: Grupa ¢ na uzorku stopala

Isto tako, moZemo pogledati primjer u kojem nam je uzorak slovo F (slika[5.4).

F F F F F F

Slika 5.4: Grupa ¢ na uzorku slova F




52. tg 35

52 tg

Kompozicijom translacije 1 klizne simetrije dolazimo do grupe uzorka ornamenta g.
Na slici [5.5] je uzorak istaknut zelenom bojom, zatim se preslikao kliznom simetrijom te
tako dobiven osnovni uzorak translacijom daje ornament sa slike.

NN N NN
VAV AN

Slika 5.5: Grupa g na uzorku

Isto preslikavanje primijenili smo na uzorku stopala kojeg mozemo vidjeti na slici[5.6]

o%: o9 o9 o9
od} ol o o

Slika 5.6: Grupa #g na uzorku stopala

Uzmemo li kao osnovni uzorak slovo F dobivamo ornament sa slike 5.7

“FEFEFEFEFEFE

Slika 5.7: Grupa tg na uzorku slova F
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53 tv

Kompozicijom translacije i osne simetrije s obzirom na vertikalnu os dolazimo do grupe
ornamenata tv.
Zelenom bojom istaknut je uzorak koji smo preslikali osnom simetrijom s obzirom na ver-

tikalnu os 1 dobili uzorak ornamenta sa slike 5.8l

Slika 5.8: Grupa v na uzorku slova |
Uzmemo li kao uzorak otisak stopala dobivamo sliku[5.9]
o @
= =
Slika 5.9: Grupa v na uzorku stopala

Na zeleno istaknuti uzorak sa slike [5.10] primijenimo osnu simetriju s obzirom na ispreki-
dano istaknutu vertikalnu os 1 translaciju ¢ime dolazimo do uzorka ornamenta.

AANNNNANANN

Slika 5.10: Grupa tv na uzorku
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5.4 thg

Kompozicijom translacije, osne simetrije s obzirom na os L i klizne simetrije dolazimo do
grupe ornamenta thg.

Zeleno istaknuti uzorak preslikamo kompozicijom klizne simetrije 1 osne simetrije s obzi-
rom na horizontalnu os. Dolazimo do slike 5.111

NN NN NN
/S S S S S

Slika 5.11: Grupa thg na uzorku

Istim preslikavanjem dolazimo do uzorka stopala na slici[5.12]

Slika 5.12: Grupa thg na uzorku stopala

Primjer grupe ornamenata thg na slovu mozemo vidjeti preslikamo li slovo B kao na slici

513

BBBBBBBBBBBDB

Slika 5.13: Grupa thg na uzorku slova B
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55 tr

Kompozicijom translacije i rotacije dobivamo grupu ornamenata tr.
Primjenom rotacije na zeleno istaknuti uzorak i translacijom duz osi L dobivamo uzorak sa

AN N N N NN
NN N N NN

Slika 5.14: Grupa fr na uzorku

Primjenom rotacije i translacije na uzorak otiska stopala nastaje slika[5.15]

Slika 5.15: Grupa fr na uzorku stopala

Primjer grupe tr moZemo vidjeti na slici[5.16na slovu S.

SSSS5S5S5S5S5S5S5S5S5S

Slika 5.16: Grupa tr na uzorku slova S
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5.6 trvg

Kompozicijom translacije, rotacije, osne simetrije s obzirom na vertikalnu os i klizne si-
metrije dobivamo grupu ornamenata frvg.
Primjer te grupe dobiven iz zeleno istaknutog uzorka moZzemo vidjeti na slici

VANRVANRYANRYANRVAN
/N VO VN

Slika 5.17: Grupa trvg na uzorku

Uzmemo li uzorak otiska stopala dobivamo ornament sa slike [5.18]

Slika 5.18: Grupa trvg na uzorku stopala

Promatranjem slova V koje ve¢ samo po sebi ima osnu simetriju s obzirom na vertikalnu
os nastaje sljedeéi uzorak sa slike[5.19]

ANNANNANVANVAV

Slika 5.19: Grupa trvg na uzorku slova V
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5.7 trhvg

Sedmu grupu ornamenata ¢ini uzorak u kojem moZemo pronaci translaciju, rotaciju, osnu
simetriju s obzirom na os L, osnu simetriju s obzirom na vertikalnu os 1 kliznu simetriju.
Drugim rijeCima, sve dozvoljene izometrije nalaze se u ovom uzorku.

Primjer takvog uzorka nalazi se na slici[5.20]

Slika 5.20: Grupa trhvg na uzorku

Ova preslikavanja primjenjena na uzorak otiska stopala daju ornament sa slike [5.21]

Slika 5.21: Grupa trhvg na uzorku stopala

N
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Primjer slova koje zadovoljava preslikavanja grupe ornamenata trhvg je slovo H sa slike

5.22
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Slika 5.22: Grupa trhvg na uzorku slova H
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5.8 Primjeri

Kroz sljedeée primjere pokazat éemo kako koristenjem sheme sa slike[5.1] na objektima iz
umjetnosti mozemo odrediti kojoj grupi ornamenata pripadaju.

Primjer 5.8.1. Na vazi koja datira jos iz Anticke Grcke potrebno je klasificirati istaknute
uzorke ornamenata.

Slika 5.23: Vaza

a) Pogledajmo prvi istaknuti motiv na slici U zelenom pravokutniku istaknut je os-
novni uzorak koji se translatira u jednom smjeru. Takoder, u uzorku ne primjecujemo
nikakve druge simetrije. Stoga ovaj uzorak pripada grupi ornamenata t.

WD AT
NS A P

ATV AT ol ""'\V\i?

Slika 5.24: 1. uzorak

b) Istaknut je motiv na slici[5.25] Uocavamo da je uzorak translatiran. Taj osnovni uzo-
rak istaknuli smo zelenim pravokutnikom. Unutar samog osnovnog uzorka mozemo uociti
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Slika 5.25: 2. uzorak

simetriju s obzirom na crveno istaknutu vertikalnu os. Dakle, zakljucujemo da se radi o

grupz ornamenata tv.

Primjer 5.8.2. Na slici[5.26]istaknuti su uzorci ornamenata koji su usiveni u tradicionalne

nosnje Hrvatskog zagorja. To su redom: thg,tg, tr, trhvg i trvg.

Slika 5.26: Ornamenti na narodnoj nosSnji



Poglavlje 6

Aktivnosti u skoli

Ucenici se s izometrijama susreCu u petom razredu osnovne Skole i to s osnom i central-
nom simetrijom. Kasnije, u osmom razredu, obraduje se jos i rotacija i translacija. Prema
novom programu translacija ¢e se obradivati ve¢ u sedmom razredu.

Osim navedenih izometrija, prema HNOS-u sli¢nost i skuladnost trokuta obradivala se u
sedmom razredu osnovne Skole i prvom razredu srednje Skole. Nacionalnim okvirnim ku-
rikulumom, u osnovnoj Skoli sli€nost se pomaknula na osmi razred, dok je u srednjoj Skoli
ostala u prvom razredu.

Osna simetrija, centralna simetrija i rotacija primjeri su izometrija u Skoli, to jest preslika-
vanja ravnine koja ,,Cuvaju udaljenost. U Skolskoj matematici prilikom obrade navedenih
transformacija isti¢e se kako su one funkcije, ali ceS¢e se za njih koristi izraz transforma-
cija ili preslikavanje. MoZemo primijetiti da osim navedenih preslikavanja problem moze
biti Sto ornamenti sadrZe 1 kliznu simetriju koja nije dio redovnog Skolskog gradiva. Stoga
tome moZemo doskociti tako da ne upotrebljavamo navedenu izometriju ili je uvedemo kao
dio dodatnog sadrZaja ili u sklopu dodatne nastave, veCeri matematike i slicno.

Uz obradu sli¢nosti dolazi i obrada sukladnosti. Neposredne posljedice su da je svaka izo-
metrija ujedno i preslikavanje sli¢nosti, odnosno homotetija s koeficijentom k£ = 1.

U skoli se govori o sliCnosti 1 sukladnosti trokuta, dok se o drugim mnogokutima ili
opcenito likovima ne govori.

Ornamenti su upravo dobar primjer raznih likova za koje vrijedi da ih danim transforma-
cijama preslikavamo u sukladne likove. Dakle, koriste¢i ornamente kod u¢enika moZemo
osvijestiti jednu generalizaciju sukladnosti trokuta, a to je sukladnost mnogokuta (konvek-
snih i nekonveksnih) u ravnini.

Kako nam je prilikom razmatranja uzoraka ornamenata bitno poznavati izometrije i suklad-
nost likova, u nastavku ¢emo navesti neke aktivnosti koje je moguce provesti s uenicima
u Skoli. Pri tome smo svjesni kako ornamenti sami po sebi nisu dio nastavnog sadrZaja,
ali mogu nam dobro posluziti kako bi na odredenom uzorku ucenici primjenjivali presli-
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kavanja izometrija ili slicnost. Dakle, uzorci ornamenata dobro mogu posluZiti u nastavi
geometrije.

U tu svrhu koristit ¢emo principe istraZivacke nastave matematike. Istrazivacki usmjerena
nastava matematike se odnosi na pristup nastavi matematike koji ucenicima omogucuje
da sudjeluju u aktivnosti koja ih navodi da prilagode svoje postojece ili da steknu novo
matematicko znanje. Pritom se naglasak stavlja na to da su ucenici relativno samostalni
prilikom rjeSavanja problema.

Do sad je uobicajeno bilo u razredu primjenjivati frontalni nastavni oblik u kojem je nastav-
nik predstavio nastavnu jedinicu, pojam ili poucke i rijeSio primjere, pri ¢emu je angazman
ucenika bio minimalan ili ¢ak nepostojecéi. UCenici zatim rjeSavaju standardizirane zadatke
nakon Cega slijedi i provjera naucenog.

Ideja za izvrSavanje istraZivacke nastave zasniva se na teoriji didaktickih situacija. Teorija
didaktickih situacija predstavlja poucavanje koje ukljucuje zadace istrazivacke nastave u
matematici te donosi nekoliko ideja i rezultata koji nastavnicima pomazu da proSiruju i
razvijaju svoje matematicko znanje dok rade na planiranju i osmisljavanju nastave. Ona se
provodi kroz nekoliko faza:

Faza primopredaje
Oznacava prijenos i prilagodbu problema ucenicima. Nastavnik predstavlja pravila koja ée
posluziti u¢enicima kod rjeSavanja problema.

Faza djelovanja
Podrazumijeva samostalan ucenicki rad na problemu. Najcesce koriste svoja postojeca ma-
tematicka znanja.

Faza formulacije
Ucenici kroz raspravu u razredu predstavljaju svoje ideje i tijek razmisljanja.

Faza potvrdivanja
Ucenici provjeravaju svoje radove i testiraju svoje pretpostavke bez da im nastavnik direk-
tno ukazuje na ispravnost tih pretpostavki.

Faza institucionalizacije
Najcesée nastavnik saZima sve ideje i daje konacnu rije€ i zakljucak. Znanje se formulira
precizno matematicki.
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Aktivnost 1 —,,Kreiraj svoj ornament*

Cilj aktivnosti: Ucenici e primijeniti izometrije na danom osnovnom uzorku.
Potrebni materijal: Nastavni listi¢, geometrijski pribor, olovka i bojice.
Oblik rada: U paru.

Opis aktivnosti: Ucenici u paru dobivaju nastavni listi¢ na kojem su dani osnovni uzorci
unutar pruge. Iz kutije svaki od ucenika u paru vadi nasumicno papiri¢ na kojem je na-
vedena neka od izometrija: osna simetrija s obzirom na vertikalnu os, osna simetrija s
obzirom na horizontalnu os, rotacija za 180°, klizna simetrija. Prvi ucenik u paru preslika
dani uzorak izometrijom koju je izvukao, a nakon njega drugi ucenik u paru na tom pres-
likanom uzorku primijeni svoju izometriju. Zatim tako dobiveni uzorak translatiraju duz
oznacene pruge, odnosno trake na nastavnom listi¢u dok ne dodu do ruba papira.

Vrijeme trajanja aktivnosti: 15 — 20 minuta.

Zadatak: Na nastavnom listi¢u zadani su osnovni oblici.

1. Odredite koji ucenik u paru prvi vadi papiri¢ iz kutije. Prvi uCenik neka izvadi papirié
1z kutije na kojem se nalazi jedno preslikavanje.

2. Drugi ucenik u paru neka izvadi jedan od preostalih papirica iz kutije na kojem je pres-
likavanje.

3. Prvi uenik neka primijeni preslikavanje koje je izvukao na danom obliku.

4. Drugi ucenik neka primijeni preslikavanje koje je izvukao na oblik koji je ve¢ preslikao
prvi ucenik.

5. Oblik dobiven nakon preslikavanja drugog ucenika translatirajte duz oznacene trake.
Uzorak obojite po Zelji. Izradili ste svoj ornament!

Papiriéi: Rotacija, osna simetrija s obzirom na crvenu os, osna simetrija s obzirom na
zelenu os, rotacija za 180° oko toc¢ke na zelenoj osi, klizna simetrija.
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Izgled nekih osnovnih uzoraka s nastavnog listica moZemo vidjeti na sljedecoj slici.

Slika 6.1: Nastavni listi¢ za aktivnost 1

Zakljucak: Ova aktivnost korisna je zbog poticanja kreativnosti kod ucenika, korelacije
matematike s likovnom umjetnosScu i u€enja kroz zabavu i suradni¢kim radom. Ucenici
uvjezbavaju izometrije i uocavaju njihovu primjenu u svakodnevnom Zivotu i u umjetnosti.
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Aktivnost 2 —,,0d cega se sastoji ornament*

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e prepoznati prisutnost odredene izometrije na danom uzorku
ornamenta.

Potrebni materijal: Listi¢i s uzorcima, kartice s izometrijama, geometrijski pribor, pri-
bor za pisanje.

Oblik rada: U grupama po Cetvero ucenika.

Opis aktivnosti: Ucenici u grupi dobivaju nekoliko razli¢itih uzoraka ornamenata gdje
je posebno istaknut osnovni uzorak. Na njima moraju utvrditi kako je nastao ornament,
odnosno od kojih izometrija se sastoji. Svakom ornamentu ucenici pridruzuju kartice izo-
metrija od kojih misle da se sastoji. Na kraju zakljucuju koja izometrija se pojavila u svim
ornamentima, a to je translacija.

Vrijeme trajanja aktivnosti: 10 — 15 minuta.

Zadatak: Svakom od navedenih uzoraka pridruZi kartice s preslikavanjima koje sadrzi!
Pitanje: Koje preslikavanje se pojavljuje u svim uzorcima?

Primjer uzorka i pridruZenih kartica moZemo vidjeti u nastavku.
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Slika 6.2: Nastavni listi¢ za aktivnost 2
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RjeSenje: 1. uzorak: translacija

2. uzorak: translacija, osna simetrija s obzirom na horizontalnu os

3. uzorak: translacija, osna simetrija s obzirom na vertikalnu os

4. uzorak: translacija, osna simetrija s obzirom na horizontalnu os, klizna simetrija, cen-
tralna simetrija

5. uzorak: translacija, centralna simetrija, osna simetrija s obzirom na horizontalnu i verti-
kalnu os.

Zakljucak: Kroz ovu aktivnost ucenici uce prepoznavati izometrije u raznim uzorcima,
induktivnim zakljucivanjem stvaraju generalizacije i uoavaju zajednicka svojstva objekata
Sto je veoma korisno razmisljanje u matematici.
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Aktivnost 3 — ,,Izbaci uljeza‘

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce razlikovati uzorke ornamenata od onih koji to nisu.
Potrebni materijal: Listi¢i s uzorcima, pribor za pisanje.
Oblik rada: U paru.

Opis aktivnosti: Ucenicima je naveden opis uzorka ornamenta. U svakom retku potrebno
je izbaciti uljeza”, odnosno oznaciti onaj uzorak koji ne zadovoljava svojstva koja trazimo
kod ornamenta.

Vrijeme trajanja aktivnosti: 15 — 20 minuta.

Zadatak: Ornamenti su simetri¢ni oblici koji nastaju tako da na odabranu figuru primije-
nimo neku od sljedecih izometrija ili njihovih kompozicija: rotaciju za 180°, osnu simetriju
s obzirom na horizontalnu os, osnu simetriju s obzirom na vertikalnu os 1 kliznu simetriju,
a zatim oblik dobiven navedenim transformacijama translatiramo u jednom smjeru.

Medu zadanim uzorcima izbacite onaj koji ne zadovoljava navedene uvjete, odnosno nije
uzorak ornamenta. Svoj izbor obrazlozite.

Nastavni listi¢ moZemo vidjeti na slici

RjeSenje: 1. redak- treca slika
2. redak- prva slika
3. redak- druga slika.

Zakljucak: Aktivnost nam sluZi kako bi provjerili koliko dobro ucenici razumiju defi-
niciju i razlikuju simetrije.
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Slika 6.3: Nastavni listi¢ za aktivnost 3

Aktivnost 4 — ,,Bojanka‘

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e preslikavati osnovni uzorak pomocu danih izometrija.
Potrebni materijal: Listi¢i s uzorcima, bojice.

Oblik rada: U paru.

Opis aktivnosti: Ucenici dobivaju listi¢ s osnovnim uzorkom koji je istaknut crvenom

bojom. Na listicu su takoder iscrtani i oblici, no pomocu danih izometrija treba bojama
oznaciti samo onaj dio koji odgovara uzorku kojeg dobijemo nakon primjene izometrija.
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Primjer listi¢a je na slici.

Slika 6.4: Nastavni listi¢ za aktivnost 4

Vrijeme trajanja aktivnosti: 10 — 15 minuta.

Zadatak: Na listi¢u je osnovni oblik oznacen crvenom bojom. Izaberi jednu boju i s
njom oboji dijelove sivih oblika koji odgovaraju transformaciji osnovnog oblika ako smo
na njega primijenili:

a) osnu simetriju s obzirom na horizontalnu os 1 translaciju

b) osnu simetriju s obzirom na vertikalnu os i translaciju

c) rotaciju za 180° i translaciju.

Pogledajmo na sljedecoj slici primjer rjeSenja pod a).

Slika 6.5: RjeSenje a)

Zakljucak: Ova aktivnost moze sluZiti kao uvjezbavanje izometrija.
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Sazetak

Inspirirani o¢itom simetrijom i ljepotom uzoraka ornamenata koje pronalazimo na drevnim
zgradama, tkaninama, nakitu, posudu itd., u ovom diplomskom radu trazit ¢emo nacine
kako klasificirati te uzorke s glediSta matematicara. Matematicki gledano, ornamenti su
geometrijski ravninski uzorci Cija se struktura ponavlja beskona¢no mnogo puta u jednom
smjeru. Ovisno o izometrijama koje komponiramo dobivamo razlicite uzorke, a ovisno
o tome razlikovat ¢emo grupe ornamenata. Grupa simetrija ornamenata naziva se grupa
ornamenata i pokaze se da postoji to¢no sedam grupa ornamenata. Klasifikacija orname-
nata po grupama temelji se na kompoziciji nekih od sljedecih izometrija: translacije duz
fiksne horizontalne osi L, rotacije za 180° oko tocke na osi L, osne simetrije s obzirom
na horizontalnu os, osne simetrije s obzirom na vertikalnu os te klizne simetrije. Svaka
od sedam grupa ornamenata potkrijepljena je primjerima. Takoder, prikazan je i primjer
prepoznavanja grupe ornamenata na uzorcima na vazi i tradicionalnoj narodnoj no$nji. U
posljednjem poglavlju predstavljene su moguénosti upotrebe ornamenata u modernoj nas-
tavi matematike kroz razne aktivnosti.






Summary

Inspired by obvious symmetry and beauty of frieze patterns found on ancient buildings,
fabrics, jewelry, pots etc., in this thesis we will look for possible ways for classification
of those patterns from mathematical point of view. Mathematically speaking, friezes are
geometrical planar patterns structured in such a way that they repeat themselves in one
direction indefinitely. Depending on isometries combined we get various samples and
based on that we discern frieze groups. The symmetry group of a frieze pattern is called
a frieze group, and a proof that there are exactly seven types of frieze groups will be
presented in the thesis. This classification is based on fact that the only possible motions
for the frieze pattern are: translation along a fixed horizontal line L, 180° rotation about
point on L, a horizontal mirror through L, vertical mirrors and glide symmetry. Examples
will be provided for each of the seven groups. Further on, it will be shown how to recognize
a type of group when one is presented with a pattern on an object such as a vase or a
traditional Croatian dress. The final chapter considers the possibilities of various frieze-
using activities in modern math class.
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