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Uvod

U financijama se ¢esto javlja potreba za mjerenjem rizika portfelja, odnosno pozicije.
U ovom radu prouc¢avamo alat kojim to ¢inimo te zelimo aksiomatski definirati svoj-
stva koja razumna mjera rizika mora imati. ”"Razumne” mjere rizika nazivat ¢emo
koherentnim. Rad je strukturiran u dva poglavlja. U prvom poglavlju dajemo neke
opcenite rezultate o koherentnim mjerama rizika, dok je u drugom poglavlju fokus na
konkretnim mjerama rizika.

Prvo poglavlje zapoc¢injemo definicijom rizika te dajemo aksiome kojima de-
finiramo skupove prihvatljivih rizika, odnosno prihvatiljive skupove. Zatim navodimo
svojstva funkcija koja ih ¢ine razumnim mjerama rizika te funkcije koje zadovoljavaju
odredena svojstva nazivamo koherentnim mjerama rizika ([6]). Definiramo mjeru ri-
zika odredenu prihvatljivim skupom i pokazujemo da je ona koherentna te definiramo
skup odreden koherentnom mgjerom rizika i pokazujemo da je on prihvatljiv. Takoder,
u prvome poglavlju dajemo reprezentaciju koherentnih mjera rizika u terminima ge-
neraliziranih scenarija.

U drugome poglavlju proucavamo tri mjere rizika: Value-at-Risk, najgore
uvjetno oc¢ekivanje i o¢ekivani manjak. Pokazujemo da Value-at-Risk nije koherentna
mjera rizika jer ne zadovoljava svojstvo subaditivnosti te ukazujemo na moguce pro-
bleme koristenja takve mjere. Dajemo najgore uvjetno ocekivanje kao koherentnu
mjeru rizika od teoretskog znacaja, ali tesko primjenjivu u praksi, jer zahtjeva poz-
navanje cijelog vjerojatnosnog prostora. Na kraju, predlazemo ocekivani manjak
([2,[3]) kao koherentnu mjeru rizika prakticne primjene te pokazujemo neka njena
korisna svojstva.



Poglavlje 1

Koherentne mjere rizika

1.1 Motivacija

Rizik ¢emo definirati u terminima buduce vrijednosti imovine obzirom da izlozenost
riziku ovisi o njenoj promjenjivosti uzrokovanom neizvjesnim dogadajima na trzistu.
Promatrat ¢emo slucajne varijable koje ¢e predstavljati buduce neto vrijednosti po-
zicija ili portfelja koje trenutno posjedujemo. Pozicija je koli¢ina neke financijske
imovine, robe ili valute, dok je portfelj skup navedene imovine u posjedu investitora.
Prvi pojam o mjeri rizika neke pozicije biti ¢e pripada li njena buduca vrijednost
skupu prihvatljivih rizika. Taj skup odreduju primjerice regulatori, menadzeri ili
odredeni supervizori koji saniraju posljedice rizicnih ulaganja. Ukoliko buduéa vri-
jednost pozicije ne pripada prihvatljivom skupu, moguce je poziciji dodati odredenu
koli¢inu nekog financijskog instrumenta kako bi ona postala prihvatljiva. Mjeru rizika
pozicije zelimo definirati kao sadasnju vrijednost dovoljne koli¢ine tog instrumenta
da pozicija postane prihvatljiva. Financijski instrument koji ¢emo koristiti u defini-
ciji nazivat ¢emo "referentnim” instrumentom i on ¢e predstavljati nerizicnu imovinu
poput valute ili pak drzavnih obveznica. Takva definicija omogucavat ¢e i primjenu
mjera rizika u financijama kako bi se odredila koli¢ina (nerizicne) imovine koju fi-
nancijske institucije trebaju ¢uvati u rezervi kako bi rizici koje preuzimaju postali
prihvatljivi regulatoru.

1.2 Model

Promatramo trziste s jednim periodom neizvjesnosti (0,7"). Trenutak ¢ = 0 shvacamo
kao sadasnjost, dok je trenutak t = T neko fiksno vrijeme u buduénosti. Pretpostav-
ljamo da su za svaku imovinu kojom se trguje unaprijed poznate cijene koje mogu
stupiti na snagu u trenutku 7'
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e S () ¢emo oznaciti skup svih elementarnih dogadaja koji odreduju cijene u
trenutku 7" te ¢emo pretpostaviti da je konac¢an, odnosno |2| = n.

e Za svaki w iz {2 racunamo buducéu neto vrijednost pozicije i nazivamo ju rizikom.
Rizik je slu¢ajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (£2, P(2),P), gdje P ne
mora biti poznata. Najces¢e ¢emo ga oznacavati sa X,Y ... Takoder, pretpos-
tavljamo da je vjerojatnost zbivanja svakog elementarnog dogadaja pozitivna,
to jest P(w) > 0 za svaki w € Q.

e Oznacimo s G skup svih rizika. Neka je n = Q] 1 Q = {wy, ..., w,}, tada rizik
X : Q — R mozemo poistovjetiti s n-torkom (X (wy), ..., X (w,)) € R™. Kako je
G skup svih realnih funkcija na €2, poistovjecujemo ga sa R".

e Konus nenegativnih elemenata u G oznacavamo s L., a njegov negativs L_.

e S A oznacavamo skup buducih neto vrijednosti portfelja investitora koje su
dopustene od strane regulatora ili supervizora i nazivamo ga prihvatljivim sku-
pom.

e Pretpostavljamo da na trzistu postoji neka "referentna” financijska imovina,
¢ija je vrijednost u trenutku ¢ = 0 jednaka 1, a vrijednost u ¢ = T" je unaprijed
poznataiiznosir > 0. U praksi je to najcesc¢e neka nerizi¢na imovina, primjerice
valuta.

1.3 Prihvatljivi skupovi

Sada ¢emo navesti aksiome kojima Zelimo formalno definirati prihvatljive skupove.
Aksiom 1.3.1. Prihvatljivi skup A sadrzi L. .

Ovaj aksiom govori kako portfelj ¢ija je buduca neto vrijednost uvijek nenegativna,
ne zahtjeva dodatni kapital kako bi postao prihvatljiv. Ilustrirajmo to na primjeru.

Primjer 1.3.2. Pretpostavimo da je Q) = {wy,ws} dvoclani skup. Kao §to je ranije
navedeno, tada skup svih rizika G moZemo poistovjetiti s R2. Vrijednosti na apcisi
oznacavati ée buducu neto vrijednost portfelja u slucaju da se dogodio wy, a vrijednosti

na ordinati u slucaju da se dogodio wy. Skup L, je konus nenegativnih elemenata u
G te izgleda kao na slici[1.1}
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Slika 1.1: L, u R?
Sada je jasno da je skup svih rizika koji su za svaki w € ) nenegativni upravo jednak
L,.
Aksiom 1.3.3. Prihvatljivi skup A je disjunktan sa skupom L__ gdje je
L _={Xeg|VWweQ, Xw)<0}.
Ukoliko se vratimo na Primjer [I.3.2] skup L__ mozemo prikazati kao na Slici

Y

L__ |

Slika 1.2: L__ u R?

Aksiomom [1.3.3] uvodimo pretpostavku da buduéa neto vrijednost koja je strogo
negativna za svaki moguci dogadaj nije prihvatljiva. Intuitivno, pozicije koji sigurno
donose gubitak nisu pozeljne. Promatrat ¢emo i jaci aksiom:
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Aksiom 1.3.3’. Prihvatljivi skup A zadovoljava AN L_ = {0}.

Ako promotrimo skup L_ u R? na Slici vidimo da Aksiom govori kako
bududée neto vrijednosti koje ¢e za barem jedan dogadaj iz 2 biti negativne i nikada
nece biti pozitivne, nisu prihvatljive.

Slika 1.3: L_ u R?

Aksiom 1.3.4. Prihvatljivi skup A je konveksan.
Ovaj aksiom implicira kako je diverzifikacija prihvatljiva.
Aksiom 1.3.5. Prihvatljivi skup A je pozitivno homogeni konus.

Prethodnim aksiomom uvodimo pretpostavku kako je prihvatljivost inavrijantna na
skalu. Intuitivno, ako imamo vise (ili pak manje) prihvatljive imovine ona je i dalje
prihvatljiva. Ovdje implicitno pretpostavljamo kako su trzista likvidna i kako koli¢ina
imovine ne utjece na vrijeme potrebno za likvidaciju.

1.4 Mjere rizika

Ranije smo naveli da je osnovni pojam o mjeri rizika pozicije je li njena buduca neto
vrijednost u nekom ”prihvatljivom” skupu te smo zatim aksiomatski odredili Sto su to
za nas prihvatljivi skupovi. Sada ¢emo definirati mjeru rizika koristeéi se referentnim
instrumentom kao svojevrsnu udaljenost pozicije od prihvatljivog skupa.

Definicija 1.4.1. Mjera rizika je preslikavanje sa skupa svih rizika G u R.



POGLAVLJE 1. KOHERENTNE MJERE RIZIKA 6

Definicija 1.4.2. Neka je r vrijednost referentnog instrumenta v trenutku T'. Mjeru
rizika odredenu prihvatljivim skupom A, pa, : G — R definiramo s

par(X)=inf{m | m-r+ X € A}. (1.1)

Za buducu neto vrijednost pozicije, odnosno rizik X, realan broj p4,(X) interpreti-
ramo kao minimalno ulaganje u referentni instrument koje treba dodati poziciji kako
bi ona postala prihvatljiva.

Definicija 1.4.3. Prihvatljivi skup odreden mjerom rizika p oznacavamo s A, i de-
finiramo kao

A, ={X eg|pX) <0l (1.2)

Sada ¢emo u obliku aksioma navesti neka moguca svojstva za mjeru rizika p defini-
ranu na G. Kasnije ¢emo pokazati koja je njihova veza sa aksiomima za prihvatljive
skupove.

Aksiom 1.4.4. (Translacijska invarijantnost) Za svaki X € G i sve realne brojeve
a, vrijeds
p(X+a-r)=pX)-—a.

Svojstvo translacijske invarijantnosti nam govori da ukoliko poziciji dodamo iznos
a 1 ulozimo ga u referentni instrument, smanjiti ¢emo mjeru rizika za a. Posebno,

p(X +p(X)-71) =0
Aksiom 1.4.5. (Subaditivnost) Za svaki X1 i Xy iz G,
p(X1+ X2) < p(X1) + p(X2).

Tumacenje ovog aksioma jest da spajanje ne stvara dodatan rizik. Primjerice, su-
baditivna mjera rizika portfelja koji sadrzi dvije razlicite pozicije u imovini biti ¢e
manja nego zbroj mjera rizika za pojedine pozicije sto je upravo opéepoznati kon-
cept diverzifikacije portfelja u svrhu smanjena izlozenosti riziku. U smislu unutarnjeg
upravljanja rizikom u nekom poduzecu, subaditivnost osigurava da ukupna izlozenost
riziku poduzeca nije vec¢a od sume izlozenosti njegovih pojedinih odjela sto omogucava
decentralizirano upravljanje rizikom. Pretpostavimo da mjera rizika ne zadovoljava
svojstvo subaditivnosti. Tada bi pojedinac koji zeli investirati u dvije razlicite po-
zicije bio motiviran otvoriti dva brokerska racuna kako bi smanjio svoju izlozenost
riziku.

Aksiom 1.4.6. (Pozitivna homogenost) Za svaki A > 0 i za svaki X € G,

p(AX) = Ap(X).
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Pozitivna homogenost je zapravo pretpostavka da veli¢ina pozicije ne utjece direktno
na rizik sto znaci da implicitno pretpostavljamo da su trzista likvidna i da vece
pozicije ne zahtijevaju vise vremena za likvidaciju.

Napomena 1.4.7. Iz Aksioma i[1.4.4 slijedi p(a - (—r)) = a za svaki o € R.
Dokaz.

pla-(=r)) —a=pla-(-r)+a-r)=pla-0)=0-pla) =0
gdje prva jednakost slijedi iz Aksioma [1.4.4] a treca iz Aksioma [I.4.6 O

Aksiom 1.4.8. (Monotonost) Za svake X,Y € G takve da X <Y g.s., vrijedi
p(Y) < p(X).

Ukoliko je buduca neto vrijednost neke pozicije za svaki dogadaj iz {2 vec¢a od buduce
vrijednosti neke druge pozicije, logi¢no je zahtijevati da je njena mjera rizika manja.

Aksiom 1.4.9. (Relevantnost) Za svaki X € G, takav da je X <0 g.s. 1t X #0 g.s.
je p(X) > 0.

Ovaj aksiom govori da za pozicije Cija je budué¢a neto vrijednost uvijek manja ili
jednaka 0 i za koje postoji dogadaj takav da je ona strogo negativna, mjera rizika
pozitivna.

Napomena 1.4.10. Ako mjera rizika p zadovoljava Aksiome [1.4.5, [1.4.0, [1.4.8§ i
tada ih zadovoljava i mjera X - p, X\ > 0, Sto nije slucaj i sa Aksiomom [1.4.4)

1.5 Koherentne mjere rizika i aksiomatska veza
sa prihvatljivim skupovima

Definicija 1.5.1. Mjera rizika koja zadovoljava aksiome o translacijskoj invarijant-
nosti, subaditivnosti, pozitivnoj homogenosti 1+ monotonosti naziva se koherentnom.

U sljedecoj propoziciji dajemo vezu izmedu koherentnih mjera rizika i mjera rizika
odredenih prihvatljivim skupovima.

Propozicija 1.5.2. Ako skup B zadovoljava Aksiome(1.3.1],[1.53.5,[1.3.4]¢[1.5.5, mjera
rizika odredena prihvatljivim skupom pp, je koherentna.

Dokaz. Prvo, primijetimo da je pg,(X) konacan za svaki X € G. Uzmimo proizvoljni
rizik X € G i poistovjetimo ga s (X (wy), X (w2), ..., X (w,)) € R™ te definiramo my :=
mingeq X (w) 1 My := max,ecq X (w). Promatramo tri slucaja:
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e ako je X € L., onda je po AksiomuMX € B. Kakoje0e {m|m-r+X €
B}, zakljucujemo da je pp.(X) < 0. My > 0 te je X — My € L_ pa je
X —-My—a € L__, Ya > 0. Po Aksiomu onda slijedi X — My — a ¢

M,
B, Yo > 0. Zakljuc¢ujemo pg,(X) > 0
r
e ako je X € L_, analogno kao i ranije zakljucujemo da je pg,(X) > 0. Takoder,

m
mo < 01 X + |mg| € Ly, prematome|r—0|€ {m | m-r+ X € B} paje

||
(X .
pEr(X) < —
e ako je X € G\ {LyUL_}, tada je my < 0 te X + |mg| € Ly 1 My > 0 te
o My Imo
X — My € L_, zakljutujemo —— < pg,(X) < —.
r r

Sada ¢emo pokazati da svojstva koherentnih mjera rizika vrijede za mjeru pg, :
1. Vrijedi:

per(X+a-r)y=inf{m|m-r+a-r+X e€B} =
=inf{m | (m+a) - r+X € B} =
=inf{m+a|(m+a) - r+XeB}—a=
=inf{m|m-r+X € B} —a
= ppr(X) — o,

sto pokazuje da je Aksiom zadovoljen.

2. ZaX,Y € Bvrijedi X+Y € B. Naime, iz Aksioma[l.3.4znamo da je konveksna

kombinacija (X + Y)/2 u skupu B, a zato $to je po Aksiomu B konus,
vrijedi 2 - X5 € B,
Prvo pokazujemo da ako je m > pg,(X), tada je X +m -r € B. Oznacimo sa
S:={m|X+m-r € B}. Za infimum skupa S, ps.(X), po karakterizaciji
infimuma vrijedi da za svaki m € R takav da je m > pg,.(X) postoji x € S
takav da je x < m. Neka je sada x iz karakterizacije infimuma za dani m.
Imamo:

X+r-m=X+r-(x+(m—2z)) =
= X+r-x +r-(m—z) B
—— —_———

€B po izboru x eL,CB
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Pokazimo sada svojstvo subaditivnosti. Neka su X,Y € G. Po prethodno
pokazanom, za sve m,n € R takve da su m > pg,(X)in > pp.(Y) je X +
m-r,Y +n-r € B. Slijedi da je i njihov zbroj X +Y + (m +n) -r € B pa je
per(X+Y) <m+n.

Pretpostavimo pg,(X +Y) > pp(X) + pp,(Y). Za

_ pBJ‘(X + Y) - pB,r(X) - pB,T<Y)

1 >0

E1 = ¢&9

je ppr(X+Y) > m+ngdjesum := pp,(X)+e1 > pp,(X)in = pp,(Y)+es >
p.-(Y) 8to je kontradikcija.

3. Pretpostavimo da je m > pg,(X). ZaA>0je A- X+ X-7r-m € B jer je B
pozitivno homogen konus, stoga zakljucujemo pg,(A - X) < X-m.
Pretpostavimo sada m < pg,(X). Po Definiciji X +r-m ¢ B, paza
A>0, A X+ X-r-m¢ B (usuprotnom (1/A)-(A- X+ X-r-m) € B). Dakle,
pBr(A-X) > A-m.

Prema prethodno pokazanom mozemo zakljuciti da je pg,.(A-X) = A pp.(X).
Zaista, ako je pg,(A-X) > X pg,(X), A >0, tada za

0 X) = A (X

N >0

je par(A-X) > X (ppr(X) + ¢€) Sto je u kontradikeiji sa pg, (A X) < A-m za
m > pp(X). Analogno se pokaze da ne vrijedi pg,(A-X) < A-pg,(X), A > 0.
Iz pocetnog dijela dokaza gdje smo odredili granice za pg,(X) u slucaju kad je
X € Ly, slijedi da je pp,(0-X) = pg,(0) = 0. Time smo pokazali da za mjeru
rizika pg, vrijedi Aksiom [I.4.6]

4. Pretpostavimo da je za proizvoljne rizike X, Y € G, X <Y gs.i X+m-r € B.
Vrijedi (Y — X) > 0 g.s. paje (Y — X) € L, C B. Zaklju¢ujemo da je tada
Y +m-r € B kao suma dva elementa iz B. Pokazali smo {m | X + m -r €
By C{m|Y +m-re B}, paje pp,(Y) < pg,(X) kao posljedica ¢injenice da
je infimum podskupa nekog skupa vedi ili jednak od infimuma tog skupa .

]

Propozicija 1.5.3. Ako je mjera rizika p koherentna, tada je skup A, zatvoren te
zadovoljava Aksiome[1.5.1], [1.5.9, [1.5.4] i[1.3.9, Dodatno, vrijedi p = pa,,

Dokaz.
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X+Y 1
= _.p(X
5 ) 5 p(X +

1 1
Y'), a zbog subaditivnosti je 5 p(X+Y) < 3 (p(X) + p(Y)). Dakle, p je

konveksna na G pa je i neprekidna (vidi [4], str.109, Teorem 4.14 (Jensenova
nejednakost)). Skup A, = {X € G | p(X) < 0} je zatvoren jer je praslika
zatvorenog skupa (—oo, 0] po neprekidnoj funkciji p, zatvoren skup.

X+Y
2

e Neka su X,Y € G. Zbog pozitivne homogenosti od p je p(

) <

€ A,, odnosno A, je konveksan tj. vrijedi

e Pretpostavimo da su X,Y € A,. Zbog konveksnosti od p je p(

1 X4V
5 (P(X)+p(Y)) <0 paje
Aksiom [1.3.4] .

e Nekajet > 01X € A, Tada jezbog pozitivne homogenosti p(t-X) = t-p(X) <
0 pa je A, pozitivho homogen konus. Pokazali smo da A, zadovoljava Aksiom

e Pozitivna homogenost implicira da je p(0) = 0. Za X € L, vrijedi da je
X > 0g¢.s. paje zbog monotonosti p(X) < 0. Dakle, Aksiom|1.3.1|je zadovoljen.

e Nekaje X € L__, tada je X <0 g.s. Zbog monotonosti imamo p(X) > p(0) =
0. Pretpostavimo p(X) = 0. Zato §to je X € L__ postoji a > 0 takav da je

1
X+a-reL__ (npr. a= o | max,ecq X (w)|). Znamo da je p(X +a-1) >0,

,
no zbog Akisoma|l.4.4/je 0 < p(X +a-r) = p(X)—a = —a §to je kontradikcija.
Zakljuéujemo da je za svaki X € L__, p(X) > 0tj. X ¢ A,.

Za kraj, dokazujemo p = p4,,. Uzmimo proizvoljan X € G. Za svaki 6 € R takav
da je pa,(X) < édje X +0-r € A, Po definiciji od A,, p(X +0-7) < 0 sto
zbog translacijske invarijantnosti povlaci p(X) < §. Dakle, vrijedi da za svaki 6 € R
takav da je 0 > pa,-(X) je p(X) < 6. Zakljucujemo p(X) < pg,,(X), odnosno
p < pa,r - Naime, ako pretpostavimo suprotno, tj. da je p(X) > pa,,(X), za

X - TX
o = PO P4 e () > 8 glie jo b = pa(X) +2 > g (X) o e

kontradikcija. S druge strane, za svaki 6 > p(X) je zbog translacijske invarijantnosti
p(X 40 -r) < 0. Po definiciji od A, je X +0-r € A, paje pa, (X +5-7) <0.
Prema tome, za svaki § € R takav da 6 > p(X) je pa,,(X) < 6. Analogno kao i
ranije zakljucujemo p4,, < p. O

Korolar 1.5.4. Neka je B prihvatljiv skup w smislu Aksioma [1.5.1, [1.3.5, [1.5.4] i
1.3.5 Tada je A,,, = B, zatvarac od B.
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Dokaz. Za X € B, pp,(X) < 0paje X € A,, . Po Propoziciji je pB.r kohe-
rentna, pa je po Propoziciji A, zatvoren skup. Zakljucujemo, B C Aps .-
S druge strane, neka je X € A,, . Tada je ps,(X) < 0 odakle slijedi da je
inf{m | m-r+ X € B} < 0. Ukoliko je inf{m | m-r+ X € B} < 0, tada za
m = 0 vrijedi m - r + X € B pa je X € B. Poistovjetimo skup svih rizika G sa
R™, n = |Q|, te pretpostavimo inf{m | m-r+ X € B} =01 X ¢ B. Tada je X € B¢
sto je otvoren skup pa postoji € > 0 takav da za otvorenu kuglu K (X, ¢) vrijedi

P
_ | e
K(X,e)NB = 0. Slijedi da je X +m -r € K(X,e) C B°zasve 0 <m < |/ —— sto
r’n
je u kontradikciji s inf{m | m-r+ X € B} = 0. O

Propozicija 1.5.5. Ako zatvoren skup B zadovoljava Aksiome[1.3.1], [1.3.3], [1.3.4] ¢
onda koherentna mjera rizika pg, zadovoljava Aksiom o relevantnosti.
Ako koherentna mjera rizika p zadovoljava Aksiom tada prihvatljivi skup A,

zadovoljava aksiom|1.5.3].
Dokaz.

e Za pocetak primijetimo da ukoliko skup B zadovoljava Aksiom [[.3.37 tada
zadovoljava 1 Aksiom mjer jeL._ CL_i0¢ L__. Stogaje A,, =B
prema Korolaru [[.5.4, odnosno A, = B jer je B zatvoren skup. Neka je
X € G, takav da je X < 0 ¢g.5.1 X # 0 g¢.s. kao u Aksiomu [[.4.9. Onda je
X e€L_1iX #0 g.s. papo Aksiomu , X ¢ B sto znaci da X ¢ A, .
Zakljucujemo da je pg,(X) > 0 po definiciji skupa A

PB,r*

e Za X e L iX #0 g.s. zbog Aksioma vrijedi p(X) >0 pa X ¢ A,.

1.6 Teorem o reprezentaciji

Definicija 1.6.1. Mjera rizika definirana nepraznim skupom P vjerojatnosnih mjera
na ) 1@ povratom r na referentni instrument je funkcija pp na G definirana s

pp(X) = sup{ Ex[—X/r] | P € P}. (13)

Ideja iza ovakve konstrukcije mjere rizika jest da za razlicite generalizirane scenarije
u buduénosti racunamo ocekivani gubitak/dobitak te za mjeru rizika uzimamo mak-
simalni ocekivani gubitak. Svaki generalizirani scenarij koji promatramo predstavljen
je sa jednom vjerojatnosnom mjerom, odnosno vjerojatnostima poprimanja razlic¢itih
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cijena u buduénosti. Primijetimo, Sto vise vjerojatnosih mjera, odnosno scenarija,
uzmemo u obzir, to ¢e mjera biti konzervativnija (veca).

Propozicija 1.6.2. Mjera rizika definirana sa (1.3)) je koherentna.
Dokaz. Ispitujemo svojstva koherentnih mjera rizika:

e Translacijska invarijantnost: X € G, a € R

pp(X +a-r)=sup{ Ep[(-X —a-r)/r] | P € P}
=sup{ Ep[—X/r —a] | P € P}
=pp(X) —a
e Subaditivnost: X,Y € G
pp(X +Y) =sup{ Ep[(—X —Y)/r] | P € P}

=sup{ Ep[—X/r| + Ep[-Y/r] | P € P}

<sup{ Ep[—X/r] | P € P} +sup{ Ep[-Y/r| | P € P}

= pp(X) +pp(Y)

e Pozitivna homogenost: A >0, X € G

pp(A- X) = sup{Ep[—(A- X)/r] | P € P}
=sup{\ - Ep[-X/r] | P € P}
= \-sup {Ep[—X/r] | P € P}
= A pp(X)
e Monotonost: X < Y g.s. stoga je —X > —Y g.s. Zbog monotonosti mate-
matickog oc¢ekivanja je Ep[—X/r] > Ep[—Y/r| pa je
sup {Ep[—X/r] | P € P} > sup {Ep|-Y/r| | P € P},
odnosno pp(X) > pp(Y).

O

Sada ¢emo dokazati pomoc¢ni teorem koji ¢e biti kljucan za dokaz teorema o repre-
zentaciji koherentnih mjera rizika.
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Teorem 1.6.3. Pretpostavijamo da je ) konacan skup dogadaja i M skup svih vje-
rojatnostih mjera na Q. Ako za funkciju E* : £L1(Q) — R vrijedi da je monotona:

X <Y gs= E*(X) < E*(Y), (1.4)

afino pozitivno homogena:

E*(aX +b) =aE"(X)+0b, a >0, beR, (1.5)
i subaditivna:
E*(X+Y)< EY(X)+ E*(Y), (1.6)
onda se ona moze reprezentirati sa
E*(X) =sup{ Ep[X] | P € P} (1.7)
gdje je
P={PeM]|EpX)<E"(X)VX:Q— R} (1.8)

Dokaz. Dokaz provodimo kao u [5] (10. poglavlje, propozicija 10.1). Primijetimo
prvo da je za svaki X : Q — R, E|X| < oo jer je 2 konacan. Konstrukcija skupa P
u nam osigurava da je sup{ Ep|X]| | P € P} < E*(X) pa je dovoljno pokazati
da za svaki X : 2 — R postoji vjerojatnosna mjera P takva da za svaku slucajnu
varijablu X je Ep[X]| < E*(X) i Ep[Xy] = E*(Xo). Na taj nac¢in pokazujemo da
postoji vjerojatnosna mjera u skupu P za koju se supremum postize. Zbog
bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je E*(Xy) = 1. Naime, ako je
E*(Xo) = a # 1, tada je zbog svojstva E*[Xo—(a—1)] = 1, pa ukoliko pokazemo
da postoji vjerojatnosna mjera u P takva da je Ep[Xo—(a—1)] = 1 = E*[Xo—(a—1)]
slijediti ¢e da je Ep[Xo] = a = E*(Xj). Neka je

U={X:Q—-R|E(X)<1}.

Iz (1.4) i (1.5) slijedi da je U otvoren: ako sadrzava X tada sadrzava i sve Y takve da
jeY < X+¢e zae=1—FE*X). Takoder, iz (1.5) i (1.6) slijedi da je U konveksan.
1
Naime, za X, Y € U vrijedi E*[(X +Y)/2] = §E*(X+Y) < §(E*(X)+E*(Y)) < 1.
Obzirom da X, ¢ U, postoji linearni funkcional A koji separira Xy i U:
AMX) < AM(Xp) za svaki X € U. (1.9)

Poistovjetili smo £'(Q) sa R™ te koristimo modifikaciju teorema o separaciji hiper-
ravninom koja tvrdi da ako su A i B dva disjunktna konveksna neprazna skupa te je
A otvoren, onda postoje nenul vektor v € R" i ¢ € R takvi da je

(x,v) <ci(y,v)y>c
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za svakiz € Aiy € B. Za x € R" definiramo linearni funkcional s A(z) = (z,v).[1]
Za X = 0 vrijedi A(X) = 0 < A(Xp) pa je A(Xp) striktno pozitivna i mozemo ju
normalizirati tako da je \(Xy) = 1 = E*(X).
Ako je E*(X) < 1, tada je X € U pa je po (1.9) M(X) < A(Xp) = 1. Stoga, mozemo
pisati
EF'(X)<1l=XX)<L (1.10)
Vrijedi
x<0® )< e(0) @0

stoga za ¢ > 0,X >0 je E*(—c-X) <0< 1 pajepo (1.10) A(—c-X) < 1 odnosno
—“AM—=c-X)=Ac-X)>—-1. M(X) >—-1/czac>0,tj. \(X) >0 paje A pozitivni
funkcional. Tvrdimo da je A(1) = 1.

e Zbog (1.5) je za ¢ € R, E*(c) = ¢ pa iz (1.10) slijedi ¢ < 1 = A(c) < 1. Za

0 < ¢ < 1 vrijedi A\(1) < — stoga zaklju¢ujemo da je A(1) < 1. U suprotnom,
c

1 1
za O] < ¢ < 1 ne vrijedi A(1) < -

e Za ¢ > 1 imamo E*(2X, — ¢) 2 —c < 1pajepo (L.10) M2Xy —¢) =
1
2 —cA(1) < 1tj. A1) > - zasvaki ¢ > 1, slijedi A(1) > 1.
c

Za svaki c € R vrijedi

FX) <@ (X —(c-1))<1
ED \(x —(c-1) <1

= AMX)—(c—=1A1) <1
= AMX)<c
stoga zakljucujemo da je
AMX) < E*(X)zasvaki X : Q - R (1.11)

te definiramo vjerojatnosnu mjeru sa P(A) = A(14). P(Q) = AM(1g) = A(1) =1 te je
za svaki w € Q, P({w}) = A(1y) > 0 jer je A pozitivan funkcional. Dakle, ovako
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definirana mjera je zaista vjerojatnosna. Takoder,

= X(w) - P({w})

weN
= X(w)  Algy)
we
= [linearnost od \] = A(Z X(w) - 1{w}>
weN
= \X)

pa iz ((1.11)) slijedi da je Ep[X] < E*(X) za svaki X : Q — R, te je Ep[Xo] = A(X) =
1 = E*(Xy). Prema tome, pronasli smo vjerojatnosnu mjeru koju smo trazili. H

Teorem 1.6.4. (Teorem o reprezentaciji koherentnih mjera rizika)
Neka je r vrijednost referentne imovine u trenutku T'. Mjera rizika p je koherentna
ako i samo ako postogi familija P vjerojatnosnih mjera na € takva da je

p(X) = sup{ Ep[-X/r] | P € P}

Dokaz. Pokazali smo u Propoziciji [1.6.2}

Pokazujemo da E*(X) := p(—r - X) zadovoljava pretpostavke Teorema
Skup svih rizika G moZzemo poistovjetiti s £1(£2) jer su svi rizici konacnog ocekivanja
obzirom da je €2 konacan.

e Monotonost: X,Y € G, ako je X <Y, g.s.ondaje —r-X > —r-Y g.s. paje
zbog Aksioma [1.4.8) p(—r - X) < p(—r-Y).

e Pozitivno afina homogenost: a >0, be R, X € §
E*(aX +b) = p(—r - (aX +))
=p(—r-aX +r-(-b))
= [Aksiom [1.4.4] = p(—7-aX) — (=b)

= [Aksiom [L.4.6] = a - p(—r- X) +b
=aFE*(X)+b

e Subaditivnost: X, Y € G, E*(X +Y) =p(—r(X +Y)) =p(—r- X + (=r-Y))
pa je po Aksiomu[L45, E*(X +Y) < p(—r- X) +p(—r-Y) = E*(X) + E*(Y)

Slijedi da se p(X) moze reprezentirati sa:

p(X) = E*(=X/r) = sup{Ep[-X/r] | P € P}
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gdje je

P = {P e M |E:[X] < B*(X) = p(—r - X) VX € G}
= {Pe M | Ee[-Y/r] < p(Y) WY € G}.

]

Zakljucujemo da se svaka koherentna mjera rizika pojavljuje kao metoda najgoreg
ishoda u smislu generaliziranih scenarija.



Poglavlje 2

Primjeri mjera rizika

2.1 Value-at-Risk

Zapocinjemo s definicijom kvantila koja ¢e nam biti korisna za razumijevanje definicije
Value-at-risk mjere rizika.

Definicija 2.1.1. Za o € (0,1), broj q je a-kvantil sluc¢ajne varijable X uz vjerojat-
nosnu distribuciju P ako vrijedi jedno od sljedeca tri ekvivalentna svojstva:

i. P(X <q)>a>P(X <q),
i. PX<qg)>aiP(X>¢q)>1-—aq,

iii. Fx(q) > a i Fx(q—) < a gdje je Fx(q—) = lim,_,.<, Fx(x) @ Fx funkcija
distribucije slucajne varijable X .

Napomena 2.1.2. Skup takvih a-kvantila je zatvoren interval. Obzirom da je )
konacan, postoje konacne krajnje tocke q., i qf koje zadovoljavaju

o ¢, =inf{z |P(X <z)>a}=F(a)eq =sup{z | P(X <z)<a}
e ¢ =inf{z | P(X <z)>a}.
+

Za sve osim prebrojivo mnogo o vrijedi jednakost q,, = q. .

Definicija 2.1.3. Za o € (0, 1) i r vrijednost referentnog instrumenta u trenutku T,
Value-at-risk VaR, na razini o buduce neto vrijednosti X sa vjerojatnosnom mjerom
P je negativna vrijednost ¢ kvantila od X/r, to jest

VaR,(X) = —inf{z | P(X/r < x) > a}.

17
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Value-at-Risk je statistika koja mjeri razinu financijskog rizika poduzeca, portfelja ili
pozicije tijekom nekog vremenskog perioda. Siroke je primjene, npr. za upravljanje
rizikom, financijsko izvjesé¢ivanje i racunanje regulatornog kapitala. VaR,, interpre-
tiramo da sa vjerojatnoséu (1 — «) gubitak nece iznositi vise od VaR,. Pokazat
¢emo da Value-at-Risk mjera rizika zadovoljava svojstva translacijske invarijantnosti,
pozitivne homogenosti i monotonosti te ¢emo kontraprimjerom pokazati da nije su-
baditivna.

e Translacijska invarijantnost: X € G, € (0,1),8 € R

VaRoy(X + 5 -r)=—inf{z | P(X +5-7r)/r <z)>a}
= —inf{z | P(X/r+ 0 <z) > a}
=—inf{le - |P(X/r<z—-p)>a}—-0
= —inf{y | P(X/r <y)>a}-f
=VaR,(X)—-p

e Pozitivna homogenost: X € G, aw € (0,1),za XA = 0je VaR,(AX) = VaR,(0) =
—inf{z | P(0 < z) > a} =0. Za XA > 0 vrijedi:

VaR,(\- X) = —inf{z | P(A\- X)/r <z) > a}
= —Ainf{z/\ | P(X/r < z/)\) > a}
— A\VaR.(X)

e Monotonost: X,Y € G, o € (0,1). Neka je X <Y g.s. Tada je za z € R,
P(X/r <z)>P(Y/r <z)pajeinf{z | P(X/r <z)>a} <inf{z | P(Y/r <
z) > a}, odnosno VaR,(X) > VaR,(Y).

U sljedeéem primjeru pokazujemo da Value-at-Risk nije subaditivan.

Primjer 2.1.4. Promatramo dvije opcije A © B na neku dionicu, sa istim trenutkom
izur§enga T'. Pisac opcije A placa kupcu opcije 1000 novéanih jedinica u slucaju da
je u trenutku T, cijena St dionice veéa od nekog odredenog U. U slucaju opcije B
pisac opcije placa kupcu opcije 1000 ukoliko je cijena dionice u trenutku T manja od
nekog L uz L < U. Pocetna cijena opcije A je u, a opcije B je l. Pretpostavljamo
da je r = 1. Biramo L i U tako da je P(Sp < L) = P(Syr > U) = 0.0008 te
promatramo VaRyy buduce neto vrijednosti pozicije za pisca opcije A i pisca opcije
B. Obzirom da je vjerojatnost mepovolynog dogadaja kada su pisci opcija obvezni
platiti 1000 manja od 0.01, 1%-tni Value-at-Risk iznosi redom —u i —l. Naime, pisci
opcija u pocetnom trenutku dobivaju novéani iznos u, odnosno | ¢ija buduca neto
vrijednost ostaje nepromijenjena. Promatrajmo sad VaRyy za poziciju pisca opcije
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A i B. Pisac opcija Ce se naci u nepovoljnoj situaciji gdje je primoran isplatiti 1000 u
sluc¢aju da se dogodi dogadaj {St < LYyU{Sr > U} ¢ija je vjerojatnost 1.6%. U ovom
slucaju je 1%-tni Value-at-Risk 1000 — v — I. Kako 1000 — u — | £ —u — [, pokazali
smo da Value-at-Risk mjera rizika nije subaditivna pa tako nije ni koherentna.

U primjeru koji slijedi zelimo pokazati kako upotreba VaR-a moze obeshrabriti di-
verzifikaciju i podbaciti u prepoznavanju koncentracijskog rizika, to jest izlozenosti
prema jednoj osobi, odnosno grupi povezanih osoba ili skup izlozenosti koje pove-
zuju zajednicki ¢initelji rizika kao Sto su isti gospodarski sektor, odnosno geografsko
podrudje.

Primjer 2.1.5. Pretpostavimo da je bazna stopa 0% (r = 1) i da povrat na sve
korporativne obveznice iznosi 2%. Pretpostavijamo da izdavatelji obveznica, nezavisno
jedni od drugih, nece podmiriti svoje obveze s vjerojatnosti od 1%. Ukoliko se posudi
1 000 000 7 uloZi u jednu korporativnu obveznicu, isplata je

~ )20 000 s vjerojatnosti 99%,
~ ] =1 000 000 s wvjerojatnosti 1%.
Prema tome, VaRy o5 = —20 000 sto je prihvatljiva investicija, “bez rizika”. S druge

strane, promatramo investiranje u 100 razlicitih korporativnih obveznica s jednakim
iznosom od 10 000. Isplata je

20 000 s wjerojatnosti 0.99'%° ~ 0.366,
9 800 s wjerojatnosti 100 - (0.99)% - 0.01 =~ 0.370,

—400 s vjerojatnosti (') - 0.99% - 0.012 ~ 0.185,

Obzirom da je P(X < 0) > 0.05, to jest portfelj obveznica ima negativnu buducu neto
vrijednost s vierojatnoséu veéom od 5%, VaRo5(X) > 0. Prema tome, diverzifikacija
je dovela do povecanja rizika, Sto je ekonomski apsurdan koncept. Takoder, rizik
uzrokovan koncentracijom obveznica jedne korporacije ostao je nezamijecen.

Zakljucujemo da bi osnovni razlozi za odbacivanje VaR-a bili to §to ne potice diverzi-
fikaciju te se ne ponasa ”lijepo” obzirom na zbrajanje (agregaciju) rizika. U nastavku
promatramo primjere nekih koherentnih mjera rizika.

2.2 Najgore uvjetno ocekivanje

Definicija 2.2.1. Neka je P vjerojatnost na €2, r povrat na referentni instrument 1
a € (0,1), uvjetno ocekivanje repa (eng. Tail conditional expectation, ”TailVaR”) je
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myjera rizika definirana s
TCEL(X) = —Ep[X/r | X/r < —VaR.(X)].

Definicija 2.2.2. Neka je P vjerojatnost na §2, r povrat na referentni instrument 1
a € (0,1). Najgore uvjetno ocekivanje (eng. worst conditional expectation) je mjera
rizika definirana s:

WCEL(X) = —inf{ Ep[X/r | A] | P(A) > a}
Propozicija 2.2.3. WCE,, je koherentna mjera rizika.

Ispitujemo svojstva koherentih mjera rizika:

e Translacijska invarijantnost: X € G, € R

WCEL(X+p-r)=—inf{ Ep[(X +8-7r)/r| Al | P(A) > a}
= —inf{ Ep[X/r+ 5| A] | P(A) > a}
= —inf{ Ep[X/r | A|+ 3 | P(A) > a}
= —inf{ Ep[X/r | A] | P(A) > a}—p
=WCE,(X)-p

e Subaditivnost: X,Y € G

WCOEL(X +Y) = —inf{ Eg[(X +Y)/r | A] | P(A) > a}

—inf{ Bp[X/r +Y/r | A] | P(4) > a}

= —inf{ Ep[X/r | A] + Ep[Y/r | A] | P(A) > a}

< —inf{ Ep[X/r | A] | P(A) > o} —inf{ Ep[Y/r | A] | P(A) > a}
WCOEL(X) +WCE,(Y)

e Pozitivna homogenost: X € G, A > 0

WCE(A- X) = —inf{ Ep[(A- X)/r | A] | P(A) > a}
= —inf{\ - Ep[X/r | A] | P(A) > a}
= —X-inf{ Ep[X/r | A] | P(A) > o}
=\ - WCEL(X)
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e Monotonost: X,Y € G, neka je X <Y g.s.. Tada je za svaki dogadaj A,
Ee[X/r | A < Ee[¥/r | A] pa jo

—inf{Ep[X/r | A] | P(A) > a} > —inf{Ep[Y/r | A] | P(A) > a},
odnosno WCE,(X) > WCE,(Y).
Propozicija 2.2.4. Vriedi nejednakost TCE, < WCE,,.
Dokaz. Definiramo Y := X/r.

e Ako je Fy (¢t (Y)) =P(Y < —VaR,(Y)) > o, onda je Ay :={w € Q| YV(w) <
¢+ (Y)} jedan od skupova koji se koristi za definiciju od WCE,,. Slijedi

TCEL(X) = —Ep[X/r | X/r < —VaRa(X)]
= _Es[Y | A
< —inf{ Bp[Y | 4] | P(A) > a}
= WCEL(X).

e Ako je Fy (¢ (Y)) = «, iz definicije od ¢ i monotonosti of Fy, slijedi da je za
svakie >0, Fy (¢ (Y)+e) > a. Za A, ={w e Q| Y(w) < ¢ (Y)+¢e} imamo

CEplY 14

WCECY(X) > _E]P’[Y ‘ AE] = ]P;(AE)

(2.1)

Obzirom da je Fy neprekidna s desna,
lim P(A.) = i P(Y < g} (V) + £) = lim Ry (g (V) + 2) = Fye(q (V).
e—0 e—0 e—0

A. — Ap kada e — 0, pa po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji
imamo

llmEp[Y . ]‘Aa] = EP[IIII(I]Y . 1Ae] = E]}»[Y : 1A0]-
e—

e—0

Prema tome, limes desne strane nejednadzbe (2.1)) je —Ep[Y | Ag] = TCE,(X)
pa po teoremu o sendvicu imamo WCE, > TCE,,.

O
Propozicija 2.2.5. Za svaki rizik X vrijedi jednakost
VaR,(X) = inf{p(X) | p koherentna i p > VaR,}.

Za dokaz Propozicije koristiti ¢emo sljedecu lemu.
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Lema 2.2.6. Ako je p koherentna mjera rizika definirana skupom wvjerojatnosnih
mjera P, onda je p > VaR, ako i samo ako za svaki B takav da je P(B) > « i za
svaki e > 0 postoji Q € P tako da je Q(B) > 1 —e.

Dokaz Leme [2.2.4. Definiramo X := —r - 15 gdje je P(B) > a.
VaR,(—r-1p) = —inf{z | P(-1p <z) > a} =1
pa je po pretpostavci leme p(—r - 1) > 1. Obzirom da je
p(—r-1p) =sup{ Ep[lp] | Pe P} > 1

po definiciji supremuma imamo da za svaki € > 0, postoji Q € P tako da je
EQ[lB] = Q(B) >1—e.

Neka je za proizvoljan rizik X, VaR,(X) = —k. Tada je P(X/r < k) > «a'i
za svaki 0 > 0 je P(X/r < k+ ) > a. Po pretpostavci postoji Q € P takav da je
Q(X/r <k+d)>1—0. Prema tome,

Eo[X/r] < (k+0)-(1—0)+0-sup X(w))

we T
odnosno
Eol~X/r] = (—k—8) - (1—8) — 5 - sup ).
we T
Ako pustimo § — 0, dobivamo Eg[—X/r] > —k pa je i p(X) = sup{Ep[—X/r] |P €
P} > —k. O

Dokaz Propozicije [2.2.5. Neka je za proizvoljan X, VaR,(X) = —k. Tadaje P(X/r <
k) > «. Konstruirat ¢emo koherentnu mjeru rizika p tako da je p > VaR, i p(X) <
VaR,(X). Vrijedi da je P(X/r > k) > 1 — o, u suprotnom iz P(X/r > k) <1 —«
slijedi P(X/r < k) > « $to je u kontradikciji s definicijom VaR,. Prema tome, za
skup B takav da je P(B) > a, vrijedi da je P(BN{X/r > k}) > 0. Sada mozemo

definirati
1pn{x/r>k)

T = P(BN{X/r > k})

i stavimo Qp = hp - P. Qp je vjerojatnosna mjera. Naime, Qp(w) >0, w € Qi
Z ) Lea{x/r>k} (W)
1P> BO{X/r>k})

P(BN {X/r > k}) ZP Lengxyrze = 1.
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Qp(B) = 1 pa mjera p konstruirana uz P = {Qp | P(B) > a} po Lemi dominira
VaR,. Takoder, za X vrijedi

~X(w) Pw) - 1pagxmsi(w)
EQB[—X/T]:Z< r P(Bﬂ{)(;{/'r{ZiC}) )

_ (—X(w) P(w)-lm{mw(w))

Z\ v PBA{X/r>k})
P(w) - 1png—x/r<—r(@) | _
§§<_k' P(BN{X/r > k}) >__k

pa je
p(X) = sup Eq,[—X/r] < —k =VaR,(X).
QpeP

]

Propozicija 2.2.7. Neka je vjerojatnost P uniforma na 2. Ako je X rizik takav da su
vrijednosti diskontiranog rizika'Y = X /r medusobno razlicite za razlicite elementarne

dogadaje, onda je TCE, = WCE,,.

Dokaz. Neka je a € (0,1). Oznacimo q := —VaR(X), B:={X/r <q}. y1 <y <
... < yn neka su vrijednosti koje poprima Y = X/r. Neka je k cijeli broj, 0 < k < n,
takav da je o € [£,E) Pokazujemo da je —VaRo(X) = ¢f(Y) = ¢ = ypt1. Za
u > ¢ imamo

#{i |y < uj > a,

n

pa da bi #{i | y; < u} bio striktno veéi od « - n, mora iznositi barem k + 1. Ukoliko
stavimo u = yj41, minimiziramo #{i | y; < u} tako da bude veéi od a - n pa je Yp41
zapravo —VaR,(X).
Ip :={Y(w) :w € B} ={y1, 42, .., Y41} i

ittt Yk
k+1 '

TCEL(X) = —E[X/r | X/r < g =

Da bi P(C) > «, skup C' mora sadrzavati barem k + 1 elementarni dogadaj (jer je P
uniformna). Za C takav da je P(C) > aje Ep]Y | C] = w gdjejer > k+1
1 {Yis Yigs s Ui} = {Y () : w € C} =: I. Aritmeticka sredina vrijednosti od I biti
¢e uvijek veca ili jednaka od aritmeticke sredine vrijednosti skupa Ip, jer Ip sadrzi
k 4+ 1 najmanjih vrijednosti koje poprima Y. Zaklju¢ujemo, WCE, = TCFE,,. O
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Propozicija 2.2.8. Neka je vjerojatnost P uniformna na Q. Ako koherentna mjera
rizika p ovisi samo o distribuciji diskontiranog rizika X/r i veéa je od mjere rizika
VaR,, onda je veca i od koherente mjere rizika WCE,,.

Dokaz. Za rizik X oznac¢imo ¢ := —VaR.(X) 1Y = X/r. Skup A = {w €
Q]Y(w) < ¢} ima kardinalitet p > n-« te ga mozemo zapisati kao A = { wy,wa, ..., wp }
uz uvjet Y(w;) < Y(wiy1), 1 <i <p— 1. Definiramo

Y(wi) + ... +Y(w,) ,
_ * = =EpY | Y < <
() = 17 5 p[Y [V <q], i<p

Y (wi), inace.

Za permutaciju 7 skupa {1, ..., p} definiramo Y7 sa

Y™ () Y(wepy), 1<i0<p
W;) =
Y (w;), p+1<i<n.

Primje¢ujemo da je Y aritmeticka sredina p! slu¢ajnih varijabli Y™. Pretpostavka
da mjera rizika p ovisi samo o distribuciji diskontiranog rizika, implicira da je p(r -
Y7™) = p(X) jer su Y™ i X/r jednako distribuirani. Konveksnost od p implicira da
je p(X) = p(r-Y™) > p(r-Y), a pretpostavka da je p > VaR, implicira da je
p(r-Y) >VaR,(r-Y). Vrijedi

VaR,(r-Y)=—y* =Ep[-Y | Y < ¢,

pa je p(X) > E[-X/r | X/r < q] = TCFE,(X). Prema Propoziciji imamo
jednakost TCE,(X) = WCE,(X) na gustom skupu slu¢ajnih varijabli X u G pa je
na tom skupu p > WCE,. U nastavku dajemo neformalni dokaz da je skup rizika koji
zadovoljavaju pretpostavke Propozicije h zaista gust u G. Neka je X € G te kao i
inace 2| = n. Za proizvoljni € > 0 Zelimo konstruirati X € G ¢ije ¢e sve diskontirane
vrijednosti za razlicite w € Q biti razlicite te ¢ée vrijediti da je E|X — )?| < e. Za
pocetak stavimo X = X. Promatramo redom X (wi) zai=1,..,n. Ako X poprima
vrijednost X (w;) za vise elementarnih dogadaja w € ), izmijenimo X (w;) tako da mu
pribrojimo minimalni element skupa

n-e n-e n-e
{ 9(—1)-(n—1)+1’ 9i—1)-(n—1)+2° """ 9i-(n—1) }

takav da je novodobivena vrijednost X (w;) razli¢ita od svih vrijednosti X (w;), j €
{1,...,n} \ {i}. U nastavku zatim promatramo tako novo dobiveni X. Na taj nacin
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dobivamo X za kojeg su sve diskontirane vrijednosti razlicite za razlicite elementarne
dogadaje te vrijedi:

ElX - X| = ZP(%) X (wi) = X (wi)]

= 3 (w) - Kw)

1 n-e
= . Z 9(i—1)-(n—1)+1

i=1
> IS
< Zi =£.
i=1

Za kraj pokazujemo da je p > WCE, na cijelom G. pi WCE, su koherentne, stoga
i neprekidne pa je f := p — WCE, takoder neprekidna na G. Pretpostavimo da
postoji Xy € G tako da je p(Xy) < WCE,(Xp). Obzirom da neprekidna funkcija
lokalno ¢uva predznak, postoji 6 > 0 tako da za X € G takve da je E|X — Xo| < 4 je
f(X) < 0. No, obzirom da je skup rizika ¢ije su sve diskontirane vrijednosti razli¢ite
za razlicite w € €1, gust u G, postoji element tog skupa X takav da je E|)N( — Xo| <0
te je f(X) >0 =< O

2.3 Ocekivani manjak

Ranije smo spomenuli dvije mjere rizika: Value-at-Risk i najgore uvjetno ocekivanje.
VaR ne postuje svojstvo subaditivnosti, stoga nije koherentan. S druge strane, naj-
gore uvjetno ocekivanje je koherentna mjera rizika, no ima veci znacaj u teoretskom
nego prakticnom smislu obzirom da zahtijeva poznavanje cijelog vjerojatnosnog pros-
tora. Stoga sada uvodimo ocekivani manjak (eng. ezpected shortfall) kao mjeru rizika
koja je koherentna te se jednostavno racuna u praksi. [2],[3]

Napomena 2.3.1. Radi jednostavnosti uvodimo nove oznake koje cemo u nastavku
cesto koristiti. Neka je X € G. Definiramo:

T = inf{z | P(X/r <z) > a}
2@ =inf{z | P(X/r <) > al.

Primijetimo,

VaR,(X) = —2'@,
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Neka je « = A% € (0, 1) kojeg interpretiramo kao postotak "najgorih scenarija” koje
promatramo. Kao $to smo ranije spomenuli, Value-at-Risk smo definirali tako da sa
vjerojatnoséu (1 — «) gubitak nece iznositi vise od VaR,, odnosno kao minimalni
gubitak u A% najgorih slucajeva za nas portfelj. Obzirom da je VaR, granicna
vrijednost za A% najgorih slucajeva, ne daje informaciju o gubitcima jednom kad oni
premase VaR,,. Pitanje koje se prirodno postavlja jest koji je ocekivani gubitak za nas
portfelj u A% najgorih slucajeva. U slucaju da je distribucija rizika X neprekidna,
odgovor na to pitanje daje nam uvjetno ocekivanje repa:

TCEL(X) = ~Ep[X/r | X/r < —VaRa(X)] = ~Ez[X/r | X/r < 2],

U slucaju opéenitih distribucija, to ne mora vrijediti obzirom da dogadaj {X < a:(o‘)}
moze imati vjerojatnost veéu od a pa je veéi od naSeg izabranog skupa A% najgorih
slucajeva. To motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 2.3.2. Neka je X € G i a = A% € (0,1). A% ocekivani manjak defini-
ramo kao

1 X X

5,00 = = (B 1] - - O <29] =)

a r r
Clan z(® . (IP’[% < :13(0‘)] — a) interpretiramo kao suvisan dio koji moramo oduzeti
od vrijednosti Ep [£ - 1{X/T§m<a)}} kada dogadaj {X/r < (¥} ima vjerojatnost veéu
od a = A%. Ako je IP’[% < x(a)} = «, §to je uvijek slucaj kada je distribucija od X
neprekidna, vrijedi:

1 X
ESa(X) - ]E[P [? . 1{X/7"§a:(0‘>}}

(6%
CEe[T L]
TR <a]

= —Ep[X/r | X/r < 2\9] = TCE,(X).

Napomena 2.3.3. Primijetimo da definicija ocekivanog manjka ne ovisi o izboru
gornjeg (x()), odnosno donjeg (x(4)) kvantila. Tj. ekvivalentno moZemo pisati:

X X

1
ESa(X) = —— (EP[7 Lpxgrca] = 2@ - (Pl < 2@] - 04))-

Dokaz. Prisjetimo se da je €2 konacan skup elementarnih dogadaja s pozitivnim vje-
rojatnostima, |2| = n. Neka su y; < yo < ... < y, vrijednosti koje poprima X/r na
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Q1. U slucaju da je z(o) = #(® tvrdnja o¢ito vrijedi. Pretpostavimo T(a) 7 z(e

¢e vrijediti ako postoji y;, @ € {1, ...,n} takav da je P(X/r < y;) = a. U tom slucaJu
je o) = yi i 2@ = y;y; te primijetimo da je {X/r < ¥} = {X/r < x4 }. Slijedi
da je P(X/r < x(a)) — a = 0 pa preostaje pokazati

e[ Loxprsat] = Ee[5 - Lneao] =2 - (B2 <0] —a).
Vrijedi
B2 Lpresion] = 2 - (P[5 < 2] ~ )
ZEP[é Lix/raatoy + { Lixjrmatony] — 2 (P[é < '] +P[f =] —a)
=En»[§ L(X/r<aoy}] +/@€/

_x(a).(]p[):<x —a) M

N

=O

| <

:E]P’[ : 1{X/7’Sx<a>}] )

r

gdje smo u treéoj jednakosti koristili {X/r < 2@} = {X/r < x4y} te Ep[X
Lix/rmatey] = 2 - P(3 = 2(@). 0

U nastavku koristimo formulaciju o¢ekivanog manjka iz Napomene [2.3.3| Prije nego
pokazemo da je E S, koherentna mjera rizika, dokazati ¢emo jednu korisnu lemu.

Lema 2.3.4. Neka je X € G. Za x € R definiramo:

1@ Lix/r<al, e ako je P(X/r = x) =0,
Xr<al ™ Y A greny + w xjreay, ako je P(X/r=uz) > 0.
Virijeda: @
1{X/r<x(a)} S [07 1]7 (22)
Ep[1{))ce ] = @ (2.3)
te
1 X (a)

— B[~ 1Yy )] = —ESa(X) (2.4)
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Dokaz. Neka je F funkcija distribucije od X /r. Za pocetak pokazujemo da je P(X/r =
T(a)) > 0 odnosno da F' ima prekid u z(,). F je distribucija diskretne slucajne
varijable, pa je po dijelovima konstantna. Pretpostavimo da je P(X/r = () =
0. Slijedi da je P(X/r < z(q)) — P(X/r < 2(o)) = 0 $to povlaci da je F(z@)) =
F(x(a)—). Obzirom da je funkcija distribucije neprekidna s desna, zaklju¢ujemo da je
F neprekidna u (,). Obzirom da je I’ po dijelovima konstantna, postoji € > 0 takav
da je F' konstantna na (z() — €, T(a) +¢€). Zakljucujemo da postoji € () — €, T(a))
takav da je F(x) = F(x(y)). S druge strane,

T =inf{z : P(X <x)>a}

pa za ¢ < () vrijedi da je F'(x) < o §to daje kontradikciju.

Sada redom dokazujemo (2.2), (2.3)) te (2.4).

e Po prethodno pokazanom vrijedi

1@ 1 L2 P(X/r <z@) 1
{X/r<z(a)} {X/r<z(0)} IP’(X/T _ x(a)) {X/r=a(0)}

Na {X/r <z} (2.2)) ocito vrijedi. Na {X/r = z(4)} imamo:

o a—P(X/r <z
lg)g/rﬁa:(a)} =1+ P()é/r/: x(a)() )>
a+P(X/r =) —P(X/r < z))
P(X/r = ()
a—P(X/r <zw)
P(X/r = 2()
B CY—F(Q?(Q)—)
- F(a@) = Flow—)

T = inf{z : P(X <) > a} pazasvaki z € R, v < x(q) vrijedi F(z) < «
Sto povlaci da je F(x@)—) < a. S druge strane, za svaki € R, > 2y
vrijedi F(z) > a pa je F(x@)+) > a. Zakljuéujemo F(z()—) < a < F(z@+),
odnosno F'(z)—) < a < F(x()) jer je F neprekidna s desna. Oduzmemo li
nejednakostima F'(x(q)—), dobivamo

0 S o — F(I(a)—) S F(ZL‘(a)) — F(fE(a)—)

sto pokazuje (2.2)).
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e Vrijedi
() _ Oz—IP’(X/TSiE(a)) .
EP[I{X/TS$(a>}] - EP[l{X/’S%)}] * EP[ P(X/r = z(q)) I{X/ngg(a)}]
a—P(X/r <xw)
Pllixirseatl Y =g o) BRI

a—P(X/r <xw)
P @
=P X/r <) +a—-P(X/r <z10)) = a,
¢ime smo pokazali ([2.3)).

e Za kraj joS pokazujemo

:]P)(X/TSZE(Q))+ - P

(a)

_ X @
0 Eel - Uy ) = ~ESalX)
Vrijedi
X
-1 (a) _
o Bel - ixca ) =
“P(X/r < 1)
:&71<EP[X/T'1X'I’<LE ]+EIP a — (Oz) «X/T~].X,,~:$ )
eeprsat] + Be [ = (X/r=r0}]
—P(X/r < 2(a))
=~ (Be[X/r - Lgprsa)] + B (X1 1 (e}
{X/r<z(a)} ]P’(X/?" _ 5U(a)) {X/r=z)}
—P(X/r < xw)
:_IEX '1 r<x a — (a) E Oé']- =T )
a ( p[X/7 - L rany] + POX/r = o) B[7(0) - 1{x/r=a(o)]
3 a—P(X/r <xw)
=« 1<]EP[X/T~ ]-{X/f’Sx(a)}] + P — )( ) 'x(a)P =T (o) )
—a7 (Bo X/1 + Lixjrat] = 7 - (PX/1 < 7)) — )
=— ES,(X),
Sto daje (|2.4]).

Propozicija 2.3.5. ES, je koherentna mjera rizika.

Dokaz. Dokazujemo da E'S, redom zadovoljava svojstva translacijske invarijantnosti,

subaditivnosti, pozitivne homogenosti te monotonosti.
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e Translacijska invarijantnost
Neka je X € G. Definiramo 7(,) sa

X :
T(a) = inf{z : P(ﬁ <zxz)>a}
r
te primjecujemo da vrijedi
X
T(q) = inf{x : P( oy x) > a}
r

,
X
=inf{z:P(— <z —a)>a}
T
) X
=inf{y+a:P(— <y) > a}
r
X
=inf{y: P(— <vy)>a}+a«a
r
=T(a) +
Racunamo:
ESy(X+a-r)=
X+a-r X+a-r
-1 _
=—a | Ep , Lixtar g )}} @ (P[ ,
X
= — 1 EP[—
,

X
. ST~ @) ~ T - (P
X X
=—a | Be[— - Tpxg, y] + 0 P(— < @) = (2@ +a) - (B[
X X
-7 (B 2] e (L < ] ) 4

30

Zakljucujemo da ocekivani manjak zadovoljava svojstvo translacijske invarijant-

nosti.
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e Subaditivnost
Ovaj dokaz provodimo uz pomo¢ indikatorske funkcije koju smo definirali u
Lemi [2.3.4, Neka su X,Y € G te definiramo Z := X +Y € G. Za a € (0,1)

zelimo pokazati
ES,(Z)=ES,(X+Y) < ESX)+ ES(Y).

Promotrimo prvo izraz

X

(7 B Jf(a)) (1§{C;)/7"<z (@} 1%3()/7’§:v(a)})‘ (25)

1. Na dogadaju { < T} je p(o)., {Z/T(Q)( o) € [0,1], a 1*({(;(2/r<z(a)} 1
po deﬁD.ICl!]l. Prema tome l{Z/TSZ(,?)} l{X/T<x( 3= < 0. Stoga je
nenegativno kao produkt dva nepozitivna faktora.

2. Na dogadaju {Z* > z(0)} je(o)pet 1%2)/T<Z(( ))} € [0,1], a ~({X)/r<:v<a)} 0
po definiciji. Prema tome 1{Z/T§Z(a)} 1{X/r<x( 32 > (0. Stoga je
nenegativno kao produkt dva nenegativna faktora.

3. Za kraj, na dogadaju {2 = z(4)} je (2.5) jednako nuli.
Zakljucujemo da je

X o N
(7 - ‘T(a)) ) (ng)/rgz(a)} - 1&/7,9(&)}) >0 g.s.

pa zbog monotonosti ocekivanja vrijedi:

(o) (o) (o) (o)
E[X(]'{Z/rgz(a)} B ]‘{X/rgx(&)}ﬂ > E[x(a)(]‘{Z/rgz(a)} - ]‘{X/rgx(&)})} : (26)
Rac¢unamo
. (ES (X)+ ES,(Y) — ESQ(Z)) =
! (a) (a)
- ]E[Z]'{Z/r<z( )} Xl{X/T§$<a)} Y1 {Y/'r<y(a)}}
a) (o) (o)
=E |:X( {Z/r<20)} 1{X/7‘§z(a)}) + Y( {Z/r<z(a)} 1{Y/r§y(a>}):|
(2.6)
() (@) (@) (o)
=z x(a)]E [1{Z/T§Z(a)} - 1{X/T§I(a>}} + y(a)E[l{Z/TSZ(a>} - 1{Y/T§y(a)}]
1'

a:(a)(oz — Oé) + y(a)(a — a) =0,

iz ¢ega slijedi ES,(X)+ ES.(Y)—ES,(Z) > 0, odnosno da je ES,, subaditivna
mjera rizika.
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e Pozitivna homogenost
Neka je X € G. Zelimo pokazati da za A > 0 vrijedi

ESa(A - X) = X ES,(X).

Ocito je ES,(0) = 0. Pretpostavimo da je A > 0. Definiramo Z(,) = inf{z :
P\ X <z) > a} te primijetimo da vrijedi

T =inf{z:P(\- X <) >a}
=inf{z: P(X < %) > o}
=inf{\-y:P(X <y)>a}

:)\-.CE(&).
Rac¢unamo
@ _ gt @
ES.(A- X) = -« E[ . I{XTXSi(a)}]
X
=—a ' AEZ= 1 )
TR
X
— ol R 1@
= - A E[r 1{%9(&)}]

X+ BSu(X).

Prema tome, svojstvo pozitivne homogenosti je zadovoljeno.

e Monotonost
Neka je X <Y g.s. Pokazujemo da je tada

ES.(X) > ES,(Y).

Primijetimo da je x(,) < y@). Naime, ukoliko pretpostavimo suprotno da je
T(a) > Ya), slijedi da je IP’(% < Y(a)) < a. S druge strane, zbog % < % g.s. te
IP’(% < Ya)) > o slijedi da je P(% < Y(a)) > « 5to daje kontradikciju.

ES,(X) mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

X X
ESo(X) = —at - | B[ Lxprcai] = To - (B[ < 2] - a))
_ X X X
= —a " | e[ Lpraa] + %0 - P = @) = 2o - (P[- S 2] — 04))
. X X
== B[ L] 2@ - (@ =P < x(aﬂ))-
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Zakljucujemo da je dovoljno pokazati da je

X X
Er[— - 1pxjreac)] + 2@ - (0 = P[— < 2@])
manje ili jednako od
Y Y
Ep[— - Liyjreyay] + 9 - (@ =P[— < yw])-

Promatramo tri slucaja:

1. Pretpostavimo P(X/r < x(a)) = P(Y/r < y)). 1z X <Y g.5. te monoto-
nosti oc¢ekivanja slijedi da je

Y X

Ee[— - Lpvrsyon] 2 Bel— - Liyyrsyi ]

Obzirom da X/r na dogadaju {£ < z(4)} poprima vrijednosti manje ili
jednake nego na dogadaju {% < Y} te su ta dva dogadaja istih vjero-

jatnosti, slijedi da je
X X
Er[— - Lovprsyap] 2 Bl Lixprseip]-

Takoder, vrijedi
T(a) - (@ = P(X/r < 2(a))) = (o) - (@ = P(Y/1 < y(a)))
< Yoy (0 = PY/1 < ya)))-
Stoga zakljuéujemo da je u ovom slucaju ES,(X) > ES,(Y).

2. Pretpostavimo sada da je P(X/r < z(0)) < P(Y/r < (). U ovom slucaju
—a - ES,(X) mozemo zapisati kao

X X
—a - BSa(X) = Be[— - 1xjreac] + 2@ - (0 = P[ < 2(w)])
X Y X
= Ep[— - Lpxjreacy] + 2w - (P < ) = P(— < 2@))+

Y
2@ - (a =Pl <yw))-
Uz slican argument kao i u prethodnom slucaju vrijedi:

Y
Ep [?.1{Y/T<y(a)}:|

X
2Bp [ Livjrey]

X Y X

>Ep [7 ) 1{X/7“<Z(a)}} + T(a) - (P(? < y(a)) - P(? < “T(a)))a
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te
Y Y
2@ - (@ =P[— <yw]) Sy (@ =P[— <yw]).

3. Za kraj, pretpostavimo P(X/r < x(q)) > P(Y/r < y()). Imamo

Y Y
—a- BSa(Y) = Ep[— - Liyprayn] + 8e) - (@ = P[— <))

.
Y X Y
= Ep[— - Lyvjreyiy] + ¥ - (B < ) = P(=- < yw))+
X
Y@ - (0 =P <ww])
X X Y
> Be[— - Livjreyp] + 2 - (B(— < @) = P < yw))+

X
+ @ - (@ =Pl <))

X X
> Bp [ Lixjrea] + 2 - (@ = P[— <))
=—a-FES,(X)

gdje prva nejednakost slijedi iz X <Y g.s. te z(o) < y(a), a druga nejed-
nakost iz ¢injenice da x(,) dominira X/r na dogadaju {X/r < z(a}.

Zakljucujemo da je E'S, monotona mjera rizika.
]

U nastavku dokazujemo alternativnu reprezentaciju ocekivanog manjka iz koje ce
slijediti neprekidnost u «. Intuitivno, to nam osigurava da se ocekivani manjak nece
drasti¢no promijeniti za male promjene razine pouzdanosti a.

Propozicija 2.3.6. Neka je X € G i a € (0,1). Tada vrijeds

ES,(X) = —a_1/ Ty du.
0

Dokaz. Neka je U realna slucajna varijabla na nekom vjerojatnosnom prostoru koja je
uniformno distribuirana na (0, 1) te neka je F' funkcija distribucije slucajne varijable
X. Generalizirani inverz definiran je sa

FT(u) =inf{x: F(x) > u}, ue (0,1)
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i vrijedi da je F* (U) jednako distribuirano kao i slu¢ajna varijabla X. U nastavku
koristimo navedeni rezultat. Primijetimo da je F*~(u) jednako x(,) u nasim oznakama.
Obzirom da je u + z(,) neopadajuca funkcija slijedi

{U<a} C{F(U) < F7 (@) = 2o} (2.7)

te
{U>a} c{F™(U) >z}

Stoga zakljucujemo da je
{U>a} n{F7(U) Sz} C{F7U) =z} (2.8)

Racunamo

/0 2idu = E[F(U) - Lypea]
=E[F(U) - 1pey<awy] = E[FT(U) - Lw<aynireu)<eo -

Obzirom da je F*"(U) ~ X vrijedi da je E[F(U) - L{pe )<z} = E[X - 1ix<a)]-
Zbog (2.8) slijedi da je F“(U) = x(4) na dogadaju {U > a} N {F(U) < z@}-
Takoder, vrijedi

P(U > o, F©(U) € 2(a)) =PB(F(U) < 2() — PE(U) < 20), U < )
= P(F(U) < 20) — BU < a).

Sada zbog F<(U) ~ X i P(

U
Lw<ayngrew)<ay] = 2@ - (B(X
mnozenjem jednakosti

u) = u, u € (0,1) slijedi da je E[F<(U) -
T(a))) — «). Tvrdnja propozicije sada slijedi

/ x(u)du = E[X . 1{X§$(a)}] + T(a) (a — IP)(X < x(a))))
0

sa —a~ L O
Korolar 2.3.7. Za X € G, preslikavanje o — ES,(X) je neprekidno na (0,1).
Dokaz. Slijedi iz Propozicije [2.3.6| ]

Sljedece svojstvo koje dokazujemo je monotonost oc¢ekivanog manjka u a. Odnosno,
Sto je o manji, mjera rizika je veca.
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Propozicija 2.3.8. Neka je X € G. Tada za svaki a € (0,1) te € > 0 takav da je
a + e < 1 vrijedi nejednakost:

ESpie(X) < BSy(X).

Dokaz. U ovom dokazu koristimo rezultate iz Leme [2.3.4] Neka je X € G, o € (0,1)
te neka je € > 0 takav da je a + ¢ < 1.
Za pocetak promotrimo izraz

(a+te) (a)
(X —2@) - (01t oy — @+ )10 y)- (2.9)
1. Nadogadaju {X < x(q)} je po (2.2) alg;i)gz(aﬁ } € [0, o] te je (a—i—a)lgo)‘g/rgx(a)} =

a + € po definiciji indikatorske funkcije iz Leme :2.3.4. Prema tome, ([2.9)) je ne-
negativno kao produkt dva nepozitivna elementa.

2. Na dogadaju {X > x4} je po definiciji indikatorske funkcije iz Leme
(a—{—e)li%rgx(a)} = 0 te je kao i ranije al‘({ig;i)gx(am} € [0, a]. Zakljucujemo da

je (2.9) nenegativno kao produkt dva nenegativna elementa.
3. Za kraj, na dogadaju {X = z(,)} je jednako nuli.
Zakljucujemo da je
(X - x(a)) : (O‘lfgg;i)gx(am} —(a+ 5)1%()/7»9(&)}) >0g.s.

Iz monotonosti ocekivanja zatim slijedi da je

(ate) (o) (ote) (o)
E [X (al{X/TSHC(a-s-E)}_(a_‘_g)l{X/TSl“(a)})} > E [m(a) ' (al{X/Tﬁm(a+s)}_<a+€) 1{X/T§$(a)}):|

(2.10)
Uz reprezentaciju oc¢ekivanog manjka iz (2.4]) racunamo:
_ —1 (e+e) —19 ()
ESa(X) = BSase(X) =E[X ((a+a) 10, a1, )]
- (ote) ()
= (a(a+¢)) 'E [X (a1{§/i§x(a+€)} — (a+ 5)1&/7,9((1)})]

_ a+ o
> (ala+e) 'E [%) (0‘1§X/i)§x(a+s)} —(a+ 5)13/@@})}

I () (ate) ] _ [ () ])

= ard (a]E |:1{X/r§x(a+5)} (a+¢)E X fr<ai)

_ T
ala+e¢)

Iz prethodnog racuna slijedi

(ala+e)— (a+¢e)a) =0.

ESQ(X) 2 ES&+£(X)

¢ime smo pokazali monotonost u a. O



Bibliografija

[1] Hyperplane separation theorem, srpanj 2020, https://en.wikipedia.org/wiki/
Hyperplane_separation_theorem.

[2] C. AcerbiiD. Tasche, On the Coherence of Expected Shortfall, Journal of Banking
& Finance 26 (2002), 1487-1503.

[3] C. Acerbi i D. Tasche, Ezpected Shortfall: A Natural Coherent Alternative to
Value at Risk, Economic Notes by Banca Monte dei Paschi di Siena SpA 31
(2002), br. 2-2002, 379-388.

[4] B. Guljas, Matematicka analiza 162, skripta, 2018.
[5] Peter J. Huber, Robust statistics, 2nd edition, John Wiley & Sons, 2009.

[6] P.Artzner, F.Delbaen, J. M. Eber i D. Heat, Coherent measures of risk, Mathe-
matical Finance 9 (1999), br. 3, 203-228.

37


https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperplane_separation_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperplane_separation_theorem

Sazetak

U ovom radu diskutiramo pozeljna svojstva mjera rizika, te mjeru koja zadovoljava
odredena svojstva nazivamo ”koherentnom”. Aksiomatski definiramo ”prihvatljive”
skupove te pokazujemo njihovu vezu sa koherentnim mjerama rizika. Nadalje, po-
kazujemo reprezentaciju koherentnih mjera rizika uz pomo¢ generaliziranih scena-
rija. Na kraju proucavamo tri konkretne mjere rizika: Value-at-Risk, najgore uvjetno
ocekivanje i ocekivani manjak. Pokazujemo da Value-at-Risk, unato¢ tome sto je
siroko primijenjena, nije koherentna te ukazujemo na potencijalne probleme pri-
mjene takve mjere. Najgore uvjetno oc¢ekivanje dajemo kao koherentnu mjera rizika
od teoretskog znacaja, a ocekivani manjak predlazemo kao koherentnu alternativu
prakticne primjene.



Summary

In this paper, we discuss desirable properties for measures of risk, and call the me-
asure satisfying appropriate properties “coherent”. We define by axioms ”acceptable”
sets, and show their relation to coherent risk measures. Furthermore, we give the re-
presentation of coherent risk measures in terms of generalized scenarios. In the end,
we study three measures of risk: Value-at-Risk, the worst conditional expectation
and expected shortfall. We show that Value-at-Risk, despite being widely used, isn’t
coherent and we point out potential problems in that regard. We give the worst
conditional expectation as a coherent risk measure of theoretical importance, while
we propose expected shortfall as a coherent alternative of practical usage.
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