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Uvod

U ovom radu e se proucavati strukture skupova prirodnih, cijelih i racionalnih brojeva,
te odredene algebarske strukture koje proSiruju polje realnih brojeva. Izmedu ostalog,
proucavat Ce se kvaternioni i hiperbolicki brojevi.

U prvom poglavlju prouavamo grupe i prstene, a definirat ¢e se i potpuno uredeno polje.
U drugom poglavlju definiramo prirodne, cijele i racionalne brojeve unutar fiksiranog polja
realnih brojeva.

U tre¢em poglavlju prou¢avamo potprstene i potpolja.

U Cetvrtom poglavlju definiramo polje kompleksnih brojeva C, zatim prou¢avamo odredeno
potpolje od C izomorfno s R te na kraju definiramo morfizam uredenih skupova.

U petom poglavlju definiramo i prou¢avamo svojstva tijela kvaterniona H, prou¢avamo
morfizme i izomorfizme prstenova, te razmatramo odredeno polje u H koje je izomorfno
sa C.

U Sestom, konacnom, poglavlju definiramo prsten hiperbolic¢kih brojeva D, te prou¢avamo
odredeno polje u D koje je izomorfno sa R.



Poglavlje 1

Potpuno uredena polja

1.1 Grupe i prsteni

Definicija 1. Neka je S skup. Za bilo koju funkciju sa S X S u S kaZemo da je binarna
operacija na S.

Akoje f: S XS — S tj. f je binarna operacija na S, onda éemo za x,y € S, umjesto
f(x,y) pisati xfy.

Binarne operacije na skupu S obi¢no oznacavamo sa -, +, *, i sl., pa ¢emo za x,y € §
vrijednost binarne operacije na uredenom paru (x, y) oznacavati sa x -y, x +y, X * y, ...

Definicija 2. Neka je - binarna operacija na skupu S. Kazemo da je - komutativna binarna
operacija, ako za¥x,y € S vrijedi x -y =y - x.

Definicija 3. Neka je - binarna operacija na skupu S. KaZemo da je - asocijativna binarna
operacija ako za Vx,y,z € S vrijedi x- (y-z2) = (x-y) -z

Definicija 4. Za uredeni par (S, -), gdje je - asocijativna binarna operacija na skupu S,
kaZemo da je polugrupa.

Definicija 5. Neka je - binarna operacija na skupu S, te neka je e € S. KaZemo da je e
neutralni element za binarnu operaciju -, ako za¥Vx € S vrijedi x-e = xie-x = x.

Napomena 6. Neutralni element za binarnu operaciju, ako postoji, mora biti jedinstven.

Naime, pretpostavimo da je - binarna operacija na skupu S te da su e; i e, neutralni
elementi za binarnu operaciju -. Znamo da je po definiciji neutralnog elementa, e; - x = x,
zaVx € S. Posebno vrijedi e, - e; = e5.

S druge strane, iz Cinjenice da je e, neutralni element za binarnu operaciju - slijedi da
jex-ey=x,zaV¥x €S, pajeposebnoe;-e, = e.

Dakle, e € =¢6p i e e =eq, paje ocito e = és.

2
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Definicija 7. Neka je (S, -) polugrupa. Pretpostavimo da binarna operacija - ima neutralni
element. Tada za (S, -) kazemo da je monoid.

Napomena 8. Ako je (S, ) monoid, onda ¢emo za neutralni element za binarnu operaciju
- reci da je neutralni element u monoidu (S, -) i obicno ¢emo ga oznacavati sa e.

Definicija 9. Neka je (S,-) monoid te neka je x € S. Zay € S kaZemo da je inverzni
element od x u monoidu (S,-)akojex-y=eiy-x=e.

Napomena 10. Inverzni element nekog elementa u monoidu, ako postoji, mora biti
Jjedinstven.

Naime, pretpostavimo da je (S, -) monoid, x € § te da su y; i y, inverzni elementi od x.
Koristeéi x - y, = eiy; - x = e dobivamo:

yvi=yire=y-(x-y)=01-x)»m=e- =y
Dakle, Y1 = 2.

Napomena 11. Ako je (S, ) monoidi x € S element koji ima inverzni element, onda ¢emo

inverzni element od x obicno oznacavati sa x~".

Definicija 12. Neka je (S,-) monoid. Pretpostavimo da svaki element od S ima inverzni
element u monoidu (S, -). Tada za (S, -) kaZzemo da je grupa.

Definicija 13. Za grupu (S, ) kaZemo da je komutativna ili Abelova ako je binarna ope-
racija - komutativna.

Lema 14. Neka je S skup te neka su + i - binarne operacije na S. Za uredenu trojku
(S, +, ) kaZemo da je prsten ako vrijedi sljedece:

1. (S,+) je Abelova grupa.
2. (S,-) je polugrupa.

3. zaVx,y,z €S vrijedi:
x-0+2=x-y)+(x-2) (1.1)
x+y)z=(x-2+(-2)

U tom slucaju za binarnu operaciju + kaZemo da je zbrajanje u prstenu (S, +,-), a za
binarnu operaciju - da je mnoZenje u prstenu (S, +, -).

Napomena 15. Ako je (S, +,-) prsten, onda ¢emo kao i inace podrazumijevati prilikom
koristenja oznaka + i - da mnoZenje ima veci prioritet od zbrajanja. Tako ¢emo na primjer
umjesto (1.1)) pisati naprosto x - (y +z) = x-y+x -z
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Napomena 16. Ako je (S, +,-) prsten, onda ¢emo neutralni element za operaciju + zvati
nula u prstenu (S, +, -) i obicno oznacavati sa 0.

Nadalje, za x € S ¢emo sa —x oznacavati inverzni element od x u (S,+). Dakle,
x+(=x)=0i(=x)+x=0.

Lema 17. Neka je (G, -) grupa.
1. Neka sua,b,c € Gtakodajea-b=a-c. Tadajeb = c.
2. Neka sua,b € G tako da je a-b = a. Tada je b = e.

Dokaz.
l.Iza-b=a-cslijedia™! - (a-b)=a'-(a-c), paje

(@' a)-b=(@' a)-c,tje-b=e-c.
Dakle, b = c.

2. Iza-b=aslijedia-b =a-e, paiztvrdnje[l] slijedi b = e.

Propozicija 18. Neka je (S, +, ) prsten te nekaje x € S. Tada je x-0=0i0-x = 0.

Dokaz. Vrijedi:
x-0=x-0+0)=x-0+x-0. (1.2)

Definirajmo a = x - 0. Iz (I.2) slijedi @ = a + a, pa prema lemi vrijedi a = 0,
odnosno x - 0 = 0.
Analogno se dokaze daje 0 - x = 0. O

Definicija 19. Za prsten (S, +,-) kaZemo da je komutativan ako je binarna operacija -
komutativna.

Definicija 20. Neka je (S, +,-) prsten. KaZemo da je (S, +,-) prsten s jedinicom ako bi-
narna operacija - ima neutralni element. U tom slucaju, taj neutralni element obicno
oznacavamo sa 1 i zovemo jedinica u prstenu (S, +, -).

Definicija 21. Za prsten (S, +, ) kaZemo da je integralna domena ako za Vx,y € S takve
da su x,y # 0 vrijedi x -y = 0.

Napomena 22. Neka je (S, +, ) prsten. Pretpostavimo da je (S, -) grupa. Tada za
VxeS dye S takodavrijedi x-y=1iy-x=1.
Posebno, za x =0 3y € S tako da vrijedi0-y=1iy-0=1.
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Iz propozicije[18] slijedi daje 0 -y = 0. Stoga je 0 = 1. Neka je x € S neki element iz
S.Imamox=x-1=x-0=0.Dakle,x=0,Vxe S,t. S ={0}.

Zakljucak: Ako je (S, +,-) prsten takav da je (S, -) grupa, onda je S = {0}, tj. prsten
(S, +, ) je trivijalan.

Napomena 23. Za prsten (S, +, -) kaZemo da je trivijalan ako je S jednoclan skup. Inace
kaZemo da je prsten netrivijalan.

Napomena 24. Neka je (S, +, ) prsten s jedinicom. Tada je (S, +, -) trivijalan prsten ako i
samo ako je 0 = 1.

Naime, ako je (S, +, -) trivijalan prsten, onda je oCito 0 = 1. Obratno, ako je 0 = 1,
onda kao u napomeni vidimo da je (S, +, -) trivijalan prsten.

Definicija 25. Neka je (S, +, -) netrivijalan prsten s jedinicom. Pretpostavimo da zaVx € S
td. je x # 0 vrijedi da x ima inverzni element u monoidu (S, -), odnosno Iy € S td. x-y =1
iy-x=1. Tadaza (S, +,") kaZemo da je tijelo.

Propozicija 26. Neka je (S, +, ) tijelo. Tada je (S, +, -) integralna domena.

Dokaz. Nekasu x,y € S takvidax # 01y # 0. Pretpostavimo da je x -y = 0.

Obzirom da je (S, +,-) tijelo, x ima inverzni element u (S, ) [oznake x 1. Slijedi
x ' (x-y) = x7'-0. Nadalje, vrijedi (x™' - x)-y=0,t. 1-y=0,pajey =0. Tojeu
kontradikciji s pocetnom pretpostavkom da je y # 0.

Zakljucak: x -y # 0.

Slijedi da je (S, +, ) integralna domena. O

Definicija 27. Neka je (S, +, ) tijelo. Pretpostavimo da je binarna operacija - komutativna.
Tada za (S, +, -) kaZemo da je polje.

1.2 Uredeni prsteni i polja

Definicija 28. Neka je S skup te neka je p € S X S. Tada za p kaZemo da je binarna
relacija na S . Ako je p binarna relacija na skupu S te ako su x,y € S td. je (x,y) € p, onda
pisemo xpy.

Definicija 29. Neka je < binarna relacija na S .
1. KaZemo da je < refleksivna relacija na S ako je x < x, Yx € §S.

2. KaZemo da je < antisimetricna relacija na S ako zaVx,y € S td. je x < yiy < x,
vrijedi x = y.
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3. KaZemo da je < tranzitivna relacija na S ako za Vx,y,z € S td. jex < yiy <z
vrijedi x < z.

Za binarnu relaciju na skupu S koja je refleksivna, antisimetricna i tranzitivna kaZemo da
Jje parcijalni uredaj na skupu S .

Definicija 30. Neka je < parcijalni uredaj na skupu S. Pretpostavimo da za Vx,y € S
vrijedi x <y iliy < x. Tada za < kaZemo da je uredaj na S .

Napomena 31. Parcijalni uredaj ne mora biti uredaj.

Naime, neka je S skup svih podskupova od R. Na § definiramo binarnu relaciju < sa
A < BakojeA C B. Budu¢idazaVA € § vrijediA C A, tj. A < A, imamo da je <
refleksivna relacijana §.

Nadalje, akosuA,Be Std. A< BiB<A,ondajeACBiBCA,pajeA = B. Dakle,
relacija < je antisimetri¢na na S .

Lako vidimo da je < tranzitivna relacijana S.

Dakle, < je parcijalni uredaj na S. No, < nije uredajna S jerza A = {1,2}1 B = {3, 4}
imamo A, B € §, aline vrijedini A < Bni B < A.

Definicija 32. Neka je (S, +, ) prsten te neka je < uredaj na S td. za Vx,y,z € S vrijedi
sljedece:

1. Akoje x <y, ondajex+z<y+z
2. Akoje0<xi0<y ondaje0<x-y.
Tada za uredenu cetvorku (S, +, -, <) kaZemo da je uredeni prsten.

Definicija 33. Za uredeni prsten (S, +, -, <) kaZemo da je uredeno polje, ako je (S,+,-)
polje.

Definicija 34. Neka je < uredaj na skupu S. Tada za uredeni par (S, <) kaZemo da je
ureden skup.

Definicija 35. Neka je (S, <) ureden skup. Pretpostavimo da za sve neprazne podskupove
A, BeStd jex<yzaVxeAiVye Bpostojize€ Std jex<zzaVxe€Aiz<yza
Vy € B.

Tada za (S, <) kaZemo da je potpuno ureden skup.

Definicija 36. Neka je (S, +, -, <) uredeno polje takvo da je (S, <) potpuno ureden skup.
Tada za (S, +, -, <) kazemo da je potpuno uredeno polje ili polje realnih brojeva.



Poglavlje 2
Skupovi N, Z, Q

Od sad pa nadalje, neka je (R, +, -, <) jedno fiksirano polje realnih brojeva.

2.1 Skup prirodnih brojeva

Definicija 37. Neka je S C R. KaZemo da je S induktivan skup ako vrijedi sljedece:
1. 1€8.
2. Akojexe S,ondajex+1¢€S.

Ocito je R induktivan skup.

S druge strane, skup S = {1} nije induktivan. Naime, tada bi vrijedilo 1 + 1 € §, .
1 +1 =1, iz ¢ega prema lemi slijedi da je 1 = 0. No, (R, +, -) je netrivijalan prsten
(jer je polje, pa je i tijelo), pa prema napomeni [24] vrijedi 1 # 0.

Dakle, S nije induktivan skup.

Definicija 38. DefinirajmoN = {x e R | x € S, za svaki induktivni skup S }.

Uocimo da je 1 € N. Nadalje, pretpostavimo da je x € N. Tadaje x €e Rix € § za
svaki induktivni skup §. Iz definicije induktivnog skupa slijedi da je x + 1 € §, za svaki
induktivni skup S. Ocito je x + 1 € R, pa iz toga slijedidaje x + 1 € N.

Zakljuujemo da je N induktivni skup.

Uocimo da iz definicije od N slijedi da je N C S, za svaki induktivni skup S.

Propozicija 39. Neka je S C N tako da vrijedi:
1. 1€8§.

2. Akojex e S,ondajex+1¢€S.
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Tada je S = N.

Dokaz. Ocito je S induktivan skup, pa je N € S. S druge strane, prema pretpostavci
propozicije, vrijedi § C N, paje S = N. O

Propozicija 40. Za sve x,y € N vrijedi x + y € N.

Dokaz. Neka je xy € N. Dokazimo da je xo + y € N, za svaki y € N.

NekajeS ={yeN|xp+yeN}. OCitoje S CN. Imamo 1 e Nixy+ 1 €N, jerje N
induktivan skup. Slijedi, 1 € S.

Pretpostavimo daje y € §, tadaje y € N i xy + y € N. Iz Cinjenice da je N induktivan
skup slijedidajey+ 1 € Ni(xp+y)+ 1 €N, odnosno xy + (y + 1) € N. Zakljucujemo
kakojey+1€S.

Dakle, akojey e S,ondajey+1€S.

Iz propozicije [39] slijedi da je S = N. Dakle, za svaki y € N vrijedi xo +y € N, pa je
stoga tvrdnja ove propozicije dokazana. O

Propozicija 41. Za sve x,y € N vrijedi x -y € N.

Dokaz. Neka je xo € N. Dokazimo da je xy -y € N, za svaki y € N.
NekajeS ={yeN|xy-yeN}. Ocitoje S CN. Vrijedi1l e Nixy-1eN,pajel €S§.
Pretpostavimo da je y € §. Tada vrijedidajey e Nixp-y € N. Imamoy+ 1 € N i
xo-(y+1) = x9-y+ X0, pa iz propozicije 0] slijedi daje xo-(y+1) € N. Stogajey+1 € S.
1z propozicije slijedi da je S = N, ¢ime je tvrdnja ove propozicije dokazana. O

Propozicija 42. Za svaki x € N vrijedi 1 < x.

Kako bi dokazali ovu propoziciju, potrebne su nam joS neke Cinjenice koje ¢emo doka-
zati u nastavku, nakon ¢ega ¢emo provesti dokaz ove tvrdnje.

Napomena 43. Neka je (P, +, -) prsten. Tada za Va € P vrijedi —(—a) = a.
To slijedi iz (—a) + a = 0 dodavanjem —a lijevoj i desnoj strani.
Propozicija 44. Neka je (P, +, -) prsten te neka su x,y € P. Tada vrijedi:
Lo (=x)-y=—(x-y)
2. x-(=y)==(x-y)
3o (=) - (=) =x-y
Dokaz.
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1. Vrijedi (=x) -y +x-y=(-x+x)-y=0-y =0, to slijedi iz propozicije[I8] Dakle,
(=x)-y+x-y =0, paje tvrdnja[l] dokazana.
2. Tvrdnju2] dokazujemo posve analogno.

3. Iz prethodno dokazanih tvrdnji[l] i[2] te napomene slijedi:

(=) (=) =-(x- =) ==(=x-y)=x-y

Definicija 45. Neka je (P, +, ') prsten. Za x,y € P definiramo x —y = x + (—y).
Ocitojex—x=0zaVx e P.

Propozicija 46. Neka je (P, +, -) prsten te neka su x,y,z, € P. Tada vrijedi:
I x-0y—-2)=x-y—x-2
2. x=y)-z=x-z-y-2

Dokaz. Koriste¢i propoziciju 44 dobivamo:
Lx(-2d=x0+C)=x-y+(-(x-2))=x-y-x-2

2. Tvrdnju dokazujemo analogno.

Napomena 47. Neka je < uredaj na skupu S, te neka su x,y € S. PiSemo:
1. x £y, ako ne vrijedi x < y.
2. x<y,akovrijedi x <yix#y.
3. x £y, ako ne vrijedi x < y.

Propozicija 48. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten, pri cemu je (P, +, -) prsten s jedinicom.
Tada je 0 < 1.

Dokaz. Bududi da je < uredajna P, vrijediO < 11ili 1 <0.

Pretpostavimo da 0 £ 1.

Tada je 1 < 0, pa iz definicije uredenog prstena slijedi (—1) + 1 < —1,tj. 0 < —1. Sada
iz definicije uredenog prstena slijedi 0 < (1) - (—1).

Iz propozicije #4] [3 slijedi (=1) - (=1) = 1-1 = 1, dakle 0 < 1, §to je u kontradikciji s
pretpostavkom da O £ 1. Prema tome, 0 < 1. m|
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Korolar 49. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je 0 < 1.

Dokaz. Prema definiciji polja vrijedi O # 1, a prema propoziciji 48] vrijedi da je 0 < 1.
Stogaje 0 < 1. O

Sada se moZemo vratiti na dokazivanje propozicije 42]:

Dokaz. Definirajmo S = {x € N | 1 < x}. Dovoljno je dokazati da je § = N.

Vrijedi 1 < 1 jer je binarna operacija < refleksivna. Prema tome, 1 € §.

Pretpostavimo da je x € S. Tada je 1 < x. Prema propoziciji 48] vrijedi daje 0 < 1,
pa slijedi x < x + 1. Nadalje, iz tranzitivnosti binarne operacije < slijedidaje 1 < x + 1.
Dakle, x +1 € S.

Iz gore navedenoga slijedi kako za Vx € § vrijedi x + 1 € S. Tada iz propozicije
slijedi § = N. O

Napomena 50. Neka je < uredaj na skupu S. Za Vx € S ocito vrijedi x £ x.

Nadalje, ako su x,y € S, onda ne moZe vrijediti i x < yiy < x. Naime, u suprotnom bi
antisimetricnost binarne operacije < povlacila da je x =y, Sto je nemoguce zbog y < x.
Analogno, ne moZe vrijediti i x < yiy < x.

Napomena 51. Neka je < uredaj na skupu S te neka su x,y € S. Tada je x < y ili x = y ili
y < X

Naime, ako je x =y, tvrdnja je o€ita. U sluCaju kada je x # y, zbog x < yili y < x (Sto
vrijedi po definiciji uredaja) imamo x < yiliy < x.

Napomena 52. Neka je < uredaj na skupu S. Neka su x,y € S takvi da x < y. Tada je
y< X

Naime, tvrdnja slijedi iz prethodno navedene napomene Obratno, kada bi vrijedilo
x £y, to bi povladilo da je y < x, §to takoder slijedi iz napomene

Propozicija 53. Neka je < uredaj na skupu S te neka su x,y,z € S.
1. Pretpostavimo daje x <yiy < z. Tada je x < z.
2. Pretpostavimo da je x < yiy < z. Tada je x < z.

Dokaz.

1. Iz tranzitivnosti relacije < slijedi x < z. Pretpostavimo da je x = z. Tada iz pretpos-
tavke tvrdnje[I] slijedi x < yiy < x, Sto je nemogudée prema napomeni 50} Prema
tome, x # z,paje x < z.
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2. Tvrdnju2] dokazujemo analogno.
O

Propozicija 54. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka su x,y,z € P. Pretpostavimo da
jex<y Tadajex+z<y+z

Dokaz. 1z x < y slijedi x < y, pa prema definiciji uredenog prstena vrijedi x + 7z < y + z.
Jos je potrebno pokazatidaje x+z #y + z.

Pretpostavimo suprotno, tj. daje x + z = y + z. Slijedi (x +2) + (—2) = (y + 2) + (-2),
pa dobivamo x = y, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je x < y. Prema tome,
xX+z#Fy+z

ZakljuCujemo, x + 7 < y + 2. O

Korolar 55. Za svaki x € N vrijedi x # 0.

Dokaz. Neka je x € N. Prema propoziciji #2] vrijedi 1 < x. Iz korolara 49| slijedi da je
0 < 1, a iz propozicije slijedi da je O < x. Tada posebno vrijedi da je x # 0. O

Lema 56. Vrijedi:
N={1}U{l +k|k e N}

Dokaz. Ozna¢imo § = {1} U {1l + k| k € N}. Ocito je S C N. Nadalje, oitoje 1 € §.
Pretpostavimo da je x € §. Tada je x € N, pa je ocito x + 1 € S. Shodno tome, iz
propozicije slijedidaje § = N. O

Propozicija 57. Ako su x,y € N tako da je x <y, onda je x + 1 < y.

Dokaz. Definirajmo S kao skup svih x € N koji imaju sljedece svojstvo - ako je y € N tako
dajex<y,ondajex+1<y.

Dokazimo da je S = N. Ocito je S € N. Dokazimo da je 1 € S. Pretpostavimo da je
y € Ntakodaje 1 < y. Slijedi 1 # y, pa iz leme [56] zakljucujemo da postoji k € N tako da
jey = 1 + k. Prema propoziciji @2} vrijedi 1 < k, $to povlacidaje 1 + 1 < k + 1, odnosno
1 +1 <y. Time smo dokazalidaje 1 € §.

Pretpostavimo da je x € S. Zelimo dokazati da je x + 1 € S. Pretpostavimo da je y € N
takodaje x+ 1 <y. Zbog x + 1 € Nimamo daje 1 < x+ 1, paslijedi 1 < y. Iz leme [56]
slijedi da postoji k € Ntakodajey =k + 1. Sadazbog x+ 1 < yimamo x+ 1 <k + 1, pa
iz propozicije [54 slijedi da je (x + 1) + (=1) < (k+ 1) + (=1), tj. x < k. Zbog toga §to je
xe€ S imamodax+1<k. Slijedi (x+1)+1<k+1,4. (x+1)+1<y. Stogajex+1€S.

Iz propozicije slijedi S = N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 58. Neka jen € N. Tadaje N ={xe N |x <n}U{n+k|k e N}
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Dokaz. Nekaje S ={x e N|x<njU{n+k|k € N}. OCitoje S € N. Imamo 1 € N1i
1 <n,pajel €S§. Pretpostavimodajexe S. Tadajex <nilixe{n+k|k e N}.
l. x<n
Akojex=n,ondajex+1=n+1,pajeoCitox+1€S.
Pretpostavimo da je x # n. Tada imamo x < n, pa prema propoziciji vrijedi
x+1<n. Stogajex+1¢€S.
2. xe{n+k|keN}
Tada postoji k €e Ntakavdajex =n+k. Vrijedix+1 =+ k)+1=n+(k+1).
Stogajex+1€S.
U oba slucaja smo dobili da je x + 1 € S. Iz propozicije 39} slijedi da je S = N. O

Korolar 59. Neka su m,n € N takvi da je n < m. Tada je m —n € N.

Dokaz. Prema lemi vrijedi N = {x e N | x < n}U{n+ k| k € N}. Stoga slijedi da
jeme{x e N|x <n}ilim e {n+k|k e N}. Medutim, zbog pretpostavke korolara i
napomene [50} ne vrijedi m < n.

Prema tome, m € {n + k | k € N}. Dakle, postoji k € N takav da je m = n + k. Slijedi
m+(—n)=k,tj. m—n=k,pajeocitom—n € N. O

Propozicija 60. Neka je (G,-) monoid te neka su x i y invertibilni elementi u (G, -). Tada

je x -y invertibilan element i vrijedi (x - y)™' = y=! - x7.

Dokaz. Vrijedi:

-0 ax D=y oy D xt =y xt =) x =xx e
Dakle, (x-y)- (y"' - x7!) = e. Analogno dobivamo da je (y™! - x7!) - (x-y) = e, pa slijedi da
je x - y invertibilan i vrijedi y' - x™! = (x - y)7L. i

Korolar 61. Neka je (P, +,-) prsten. Tada za Vx,y € P vrijedi —(x +y) = (=x) + ().

2.2 Skup cijelih brojeva
Definicija 62. Definirajmo Z = N U {0} U {—n | n € N}.
Propozicija 63. Neka su x,y € Z. Tada je x + y € Z.

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je x = O ili y = 0. Pretpostavimo da je x # 01y # 0. Tada
imamo 4 moguénosti:
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I. x,ye N
Tadajex+yeN,pajex+ye€Z.

2. x,ye{-n|neN}
Tada 3 m,n € N takvi daje x = —m i1y = —n. Koristeci korolar dobivamo
x+y=(-m)+(—n) = —(m+n). Dakle, x + y = —(m + n), pa zbog m + n € N imamo
xX+ye€Z.
3. xeN,ye{-n|neN}
Slijedi da postoji n € N takav da je y = —n. Imamo x +y = x + (-n) = x — n. Imamo
tri slucaja:
a) n<x
Prema korolaru [59] vrijedi x —n € N, pa je stoga x +y € Z.
b) x=n
Tadajex—n=0,pajex+ye€Z.
C) x<n
Iz napomene [43] i korolara [p1] slijedi:
x=—n=—(=(x+(=n)) = =((=x) + (=(=n)) = =((=x) + n) = =(n — x).

Dakle, x +y = —(n — x). Ako je x < n, onda je prema korolaru[59 n — x € N,
pajex+y€Z.

4 xe{-n|neN},yeN
Analogno kao u slucaju 3] dobivamo da je x +y € Z.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 64. Neka su x,y € Z. Tada je x - y € Z.

Dokaz. Akoje x =0iliy =0, ondaje x-y = 0, paje oCito x - y € Z. Pretpostavimo da je
x # 01y # 0. Imamo 4 mogucnosti:
1. x,yeN
Tadajex-ye N,pajex-ye€Z.
2. xe{-n|neN},yeN

Tada je x = —n za neki n € N. Iz propozicije 44| slijedi x -y = (-n) -y = —(n - y).
Vrijedin-yeN,pajex-yeZ.
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3. xeN,ye{-n|neN}

Analogno kao u prethodnom slucaju dobijemo da je x - y € Z.

4. x,ye{-n|neN}

Tada je x = —n, y = —m za neke n,m € N. Iz propozicije slijedi x -y =
(—n)-(-m)=n-meN,pajex-y¢€Z.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Propozicija 65. Neka je x € Z. Tada je —x € Z.

Dokaz.

1. Ako je x € N, onda je ocito —x € Z.
2. Akoje x =0,ondaje —x =0, paje —x € Z.

3. Akoje x € {-n|n € N}, onda je x = —n, za neki n € N. Iz napomene slijedi
—x =—(—n) =n € N. Stoga je —x € Z.
O

2.3 Skup racionalnih brojeva
Definicija 66. Za x,y € R, y # 0 definiramo § = x - y L.

Propozicija 67. Neka su x,y,z,k,u,v € R, pricemusuy +# 0, k #0iv # 0. Tada vrijedi:

].f:x
2. 2=k
y ky
3 X4z Xz
Ty oy y
X u xv+uy
4.y+v_ =
X u Xu
5.y y = W
Dokaz.

1. Ocitoje 17" =1, pajed =x-1"=x-1=w.
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2. Uz pomo¢ propozicije [60] dobivamo:

k
k_)yc = (kn) - (k) = () (K y ) = k(e Ky ) = k(e kT y T =

= k(™ - x) -y ) =k ey ) =k k T - (xeeyTh =
:1-(x-y_1):x-y_lzf
y

3. Vrijedi:
X+ Zz

E+E:x.y_1+z.y_l:(X+Z).y_1:
y oy

4. Koristeci prethodno dokazane tvrdnje[2] i[3] dobivamo:
v uy_ XV + uy
yovoovey oy

u
+ — =
1%

<=

5. Koristeéi propoziciju [60] dobivamo:
x .

=@ v = w7 T = w0 = T

<

<=
< IS

Definicija 68. Definirajmo Q = {% |meZ,ne N}.
Za svakim € Z vrijedim = 7, pa je m € Q. Dakle, Z C Q.
Propozicija 69. Neka sur;,r, € Q. Tadajer, +r, € Qir -r, € Q.

Dokaz. Tmamo r; = f, gdiesux € Z,ye Nir, =% gdiesuu € Z, v € N. Prema
propoziciji[67} vrijedi

xv+uy | xu
r+r= 1 ri-rnp=—
yv yv
pa iz propozicija[d0], 41}, [63] 1[64} slijediry + r» € Qir - r € Q. O
Napomena 70. Neka je (P, +, ) polje te neka je x € P, x # 0. Tada je (—x)™' = —x7\.

Naime, imamo (—x) - (-=x!) = x - x™! = 1, pri ¢emu smo koristili propoziciju Dakle,
(=x) - (=x") =1, paje otito (—=x)~! = —x71.

Propozicija 71. Neka su x,y € R, y # 0.
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1. Vrijedi: —);‘

X
y

2. Vrijedi: —= = =
y -y

= I=

-1
3. Pretpostavimo da je x # 0. Tada je f # 0teje (i) =

Dokaz.
1. Koristeéi propoziciju[#4] dobivamo:

ey )=y =
y y

2. Koristeéi propoziciju 4] i napomenu[70} dobivamo:

e T o T R0 R Y G s
Y -y

3. Imamo f = x-y~!, paiz ¢injenice da je (R, +, -) integralna domena slijedi da je f # 0.
Prema propoziciji[60} vrijedi:

-1
(f) =y D) =0T
y

Iz definicije inverznog elementa u monoidu je o¢ito da je (y~!)~' = y. Stoga je:
-1
i = y - X —_—
y X

Propozicija 72. Neka je r € Q. Tada je —r € Q. Nadalje, ako je r # 0, onda je r™' € Q.

Dokaz. 1z propozicije[71} [1] lako zakljuCujemo da je —r € Q.
Imamo r = 2, gdje sum € Zin € N. Pretpostavimo da je r # 0. Tada je m # 0.

Iz propozicije[71] [3], napomene 3] i propozicije[71] [I] i[2] to¢no ovim redoslijedom

slijedi:
r—l_ﬁ__(_ﬁ)__i___n

m

m -m —m
Dakle, ™' =2 ir ' =2 IzmeZim # Oslijedi daje m € Nilim € {—k | k € N}.

Ako jem € N, onda iz r = = slijedi da je rleq.

Ako je m € {—k | k € N}, onda je m = —k, k € N, pa je prema napomeni 43|, -m = k,
odnosno, —m € N. Tada iz 7' = = slijedi daje r™' € Q.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O



Poglavlje 3

Potprsteni 1 potpolja

3.1 Definicija i svojstva potprstena i potpolja

Definicija 73. Neka su (A, +4,-4) i (B, +3, ) prsteni. KaZemo da je (A, +a4,-4) potprsten
od (B, +p, ) ako je A C B te ako za Vx,y € A vrijedi:

X+ay=X+py 1 X-py=X-pYy

Propozicija 74. Neka je (A, +a4,-4) potprsten od (B, +p,p). Neka je 04 nula u prstenu
(A, +4,a) te neka je Og nula u prstenu (B, +p, -p). Tada je 04 = Op.

Dokaz. Odaberimo x € A.

Imamo 04 +4 x = x, tj. 04 +5 x = x. Budu¢i da je (B, +, -3) prsten, postoji y € B takav
daje X+py= 0p.

[z04+px = x Slljedl (OA +BX) +By = X+3pY, paje 04 +5 (X+By) = 0p, tj. 04+5 0 = 0p.

Obzirom da je Op nula u prstenu (B, +5, -p), slijedi da je 04 +5 Op = 04, paje 04 =
0p. O

Napomena 75. Neka je (A, +4, -4) potprsten od (B, +p, -p). Neka je x € A. Tada je inverzni
element od x u (A, +,) jednak inverznom elementu u (B, +p).

Naime, neka je O nula u prstenu (A, +4, -4). Prema prethodnoj propoziciji vrijedi da je
0 nula u prstenu (B, +3, -3). Neka je y inverzni element od x u (A, +,). Tadaje x+, y =01
y+ax=0,t. x+3y =01y+px = 0. Iz ovoga zakljuCujemo da je y inverzni element od x
u (B, +3).

Propozicija 76. Neka je (B, +, ) prsten, te neka je A C B, A # (. Tada postoje binarne
operacije +, i -4 na A tako da je (A, +4, -4) potprsten od (B, +, -) ako i samo ako zaVx,y € A
vrijedix —y € Aix-ye€A.

17
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Dokaz. Pretpostavimo da postoje binarne operacije +4 i -4 na A takve da je (A, +4,:4)
potprsten od (B, +, -).

Nekasux,y € A. Imamo x-y=x-4y€ A, dakle x-y € A.

Prema napomeni [75], inverzni element od y u (A, +,) jednak je inverznom elementu od
yu (B, +), tj. jednak je —y. Prema tome, —y € A. Vrijedi:

X—y=x+(-y)=x+s(-y) €A

Dakle, x —y € A.

Obratno, pretpostavimo da za Vx,y € A vrijedi x —y € Aix-y € A. Odaberimo neki
Xp € A. Tada je prema pretpostavci xo — xp € A, j. 0 € A.

Neka je y € A. Imamo 0,y € A, pa prema pretpostavci vrijedi 0 —y € A, tj. —y € A.
Dakle, za Yy € A vrijedi —y € A.

Neka su x,y € A. Slijedi x —y € A, pa prema pretpostavci vrijedi x — (—y) € A, tj.
x+(=(-y)) € A. Dakle, x + y € A, za Vx,y € A.

Definirajmo binarne operacije +41-4naAsax+,y=x+yix-4y = x-y. Tvrdimo da
je (A, +4, -4) potprsten od (B, +, -). Dovoljno je dokazati da je (A, +4, -4) prsten.

Neka su x,y,z € A. Vrijedi:

(X+ay)taz=@+y)+z=x+(y+2)=x+4(y +a2)

Prema tome, operacija +4 je asocijativna na A. Analogno dobivamo da je operacija -4
asocijativna na A te da je +, komutativna operacija na A.

Vidjeli smodaje 0 € A. Zasvaki x € A vrijedi x4+, 0 =x+0=x10+,x=0+x=0.
Prema tome, 0 je neutralni element za operaciju +,.

Takoder smo vidjeli da za svaki x € A vrijedi da je —x € A. Za svaki x € A vrijedi
X4+4(=x)=x+(x)=0i(—x)+,x=0.

Zakljucak: (A, +,) je Abelova grupa. Nadalje, (A, -4) je polugrupa. Neka su x,y, z € A.
Izx-(y+2z) = x-y+ x-zneposredno slijedi x -4 (y +42) = X4y +a X -4 2. Analogno
zakljuCujemo daje (X +4y) a2 =X42+aY A2

Prema tome, (A, +4, -4) je prsten. O

Definicija 77. Neka su (A, +4,-4) i (B, +3p, ) polja. KaZemo da je (A, +4,-4) potpolje od
(Ba +B, 'B) akOje (A7 +4, 'A) pOtprSten Od (B9 +B, 'B)'

Propozicija 78. Neka je (A, +4,-a) potpolje od (B, +p, -p). Neka je 1, jedinica u prstenu
(A, +4,-a), te neka je 1 jedinica u prstenu (B, +3, -g). Tada je 1, = 1.

Dokaz. Prema propoziciji /4], nule u ova dva prstena se podudaraju. Odaberimo x € A
tako da je x # 0. Neka je y € B inverzni element od x u (B, -p).

Imamo 144 x =x,tj. 14-px = x,paslijedi (14 g x) gy =xy,tj. la-p(x-py) =15,
odnosno 1, -5 15 = 15.

Stoga je 14 = 1. |



POGLAVLIJE 3. POTPRSTENI I POTPOLJA 19

Napomena 79. Neka je (A, +4, -4) potpolje od (B, +3, -3). Neka je x € A, x # 0,4, te neka je
y € A inverzni element od x u (A, -4). Tada je y inverzni element od x u (B, -p).

Naime, vrijedi x -4 y = 14 1y -4 X = 14, pa iz prethodne propozicije slijedi x -5y = 151
y'pX= 13.

3.2 Prsten u prstenu. Polje u prstenu.

Definicija 80. Neka je (B, +, ) prsten, te neka je A C B. KaZemo da je A prsten u (B, +, -)
ako postoje binarne operacije +4 i -5 na A tako da je (A, +4, -a) potprsten od (B, +, -).

Definicija 81. Neka je (B, +, ) prsten, te neka je A C B. KaZemo da je A polje u (B, +,-)
ako postoje binarne operacije +4 i -4 na A tako da je (A, +4, -4) potpolje od (B, +, -).

Propozicija 82. Neka je (B, +, ) polje, te neka je A C B td. A ima barem 2 elementa. Tada
je A polje u (B, +, -) ako i samo ako vrijedi:

x—yeEAix-yeA zaVx,yeA

*
te x'€A zaVxeA tdje x#0 ©
Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi (¥).

Iz propozicije slijedi da postoje binarne operacije +4 1 -4 iz A tako da je (A, +4,4)
potprsten od (B, +, -). Dokazimo da je (A, +4, -4) polje.

Budu¢i da A ima barem 2 elementa, postoji x € A tako da je x # 0. Prema (*)) vrijedi
x7! € A, paiz (*) zakljucujemo da je x - x! € A, tj. 1 € A. Neka je x € A. Imamo
x-41=x-1=x,teanalogno 1 -4 x = x. Prema tome, 1 je jedinica u prstenu (A, +4,4).

Neka su x,y € A. Imamox-4 y = x-y =y-x =y-4 x. Prema tome, operacija -4 je
komutativna pa slijedi da je (A, +4, -4) komutativan prsten.

Uo¢imo da prema propoziciji[74} vrijedi 04 = 0. Neka je x € A, x # 04. Tada je x # 0,
paje prema (*) x~! € A. Imamo x-, x™' = x-x~! = 1, te analogno x~! - x = 1. Zaklju¢ujemo
daje (A, +4,-4) polje.

Prema tome, (A, +4,-4) je potpolje od (B, +,-). Time smo dokazali da je A polje u
(B, +, ).

Obratno, pretpostavimo da je A polje u (B, +, -).

Tada postoje binarne operacije +4 1 -4 na A tako da je (A, +4, -4) potpolje od (B, +, -).
Posebno, imamo da je (A, +4, -4) potprsten od (B, +, -), pa iz propozicije slijedi da za
svaki x,y € Avrijedix—-y€Aix-ye€A.

Pretpostavimo da je x € A, td. x # 0. Znamo da je 04 = 0 iz propozicije [74], pa je
x # 04, Sto zajedno s Cinjenicom da je (A, +4, -4) polje povlaci da postoji y € A takav da je
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x-ay=1a1y-4x =14 Iz propozicije(78| slijedidaje 1, = 1,pajex-y=1iy-x =1, 8to
znadi da je y = x~'. Prema tome, x™! € A.
Zaklju¢ujemo kako vrijedi (¥). ]
Primjer 83.
e Imamol € N,nol—-1=0,a0 ¢ N prema korolaru[55] Stoga iz propozicije [76]
slijedi da N nije prsten u (R, +, -).

e Neka su x,y,z € Z. Iz propozcija|63], i[65] slijedi dajex—-yeZix-yelZ
Stoga iz propozicije[76] slijedi da je Z prsten u (R, +, -).

e Neka su x,y € Q. Iz propozicija |69 i[72] slijedi daje x —y € Qix-y € Q.
Pretpostavimo da je x # 0. Prema propoziciji vrijedi x~' € Q. Iz propozicije
slijedi da je Q polje u (R, +,-).

Propozicija 84. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka su a, b, c,d elementi od P.
1. Pretpostavimo dajea <bic<d. Tadajea+c <b+d.
2. Pretpostavimo da je a < b. Tada je a+ ¢ < b + c.
3. Pretpostavimo dajea <bic <d. Tadajea+c<b+d.

4. Pretpostavimo dajea <bic <d. Tadajea+c < b +d.

Dokaz.

1. Iz a < b i definicije uredenog prstena slijedi a+c < b+c. Nadalje, iz ¢ < d i definicije
uredenog prstena slijedi b + ¢ < b + d. 1z Cinjenice da je relacija < tranzitivna slijedi
dajea+c<b+d.

2. Iza < bslijedia < b,pajea+ c < b+ c. Pretpostavimo da je a + ¢ = b + ¢. Tada
je(a+c)+(—c)=(b+c)+(—c), paslijedi da je a = b §to je u kontradikciji s a < b.
Dakle,a+c#b+c,pajea+c<b+c.

3. Iza < bitvrdnje 2. slijedia+c < b+c. Izc < dslijedi b+ c < b +d. 1z propozicije
slijedia +c < b +d.

4. Slijedi direktno iz tvrdnje 3.

Propozicija 85. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje, te neka je x € P.

1. Pretpostavimo da je 0 < x. Tada je 0 < x~\.
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2. Pretpostavimo da je x < 0. Tada je x™' < 0.

Dokaz.

1. Vrijedi x™' < 0ili 0 < x~!. Pretpostavimo da je x™' < 0. Tadaje 0 < —x~!. Iz toga i
¢injenice da je 0 < x, Sto slijedi iz 0 < x, te definicije uredenog prstena slijedi da je
0<(=xH-x

Iz propozicije slijedidaje 0 < —(x!-x), . 0 < -1, paslijedi 1 < 0. Medutim,
ovo je u kontradikeiji s ¢injenicom da je 0 < 1 (prema korolaru 49]). Prema tome,
0<xl

1

Kada bi vrijedilo x~! = 0, onda bismo imali 1 = x- x' = x- 0 = 0, $to je nemoguce.

Prema tome, x~! # 0, pa vrijedi 0 < x~'.
2. Iz x < Oslijedi 0 < —x (prema propoziciji3.). Tada je prema tvrdnji 1. 0 < (—=x)7!,
tj. 0 < —(x™") (prema napomeni [70]), pa slijedi x™' < 0.
O

Napomena 86. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su x,y € Ptd. je0 < xi0 < y.
Tada je O < x - y.

Naime, imamo 0 < x 1 0 <y, pa iz definicije uredenog prstena slijedi da je 0 < x - y.
Imamo O # x10 # y, pa iz Cinjenice da je (P, +, -) integralna domena (prema propoziciji
26]) slijedi daje 0 # x - y. Stogaje 0 < x - y.

Propozicija 87. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su a,b,c € Ptd. jea<bi( <c.
Tada je ac < bc.

Dokaz. 1z a < bslijedi 0 < b+(—a), tj. 0 < b—a. Iz napomene[86] slijedi daje 0 < (b—a)c.
Iz propozicije 46 zakljuCujemo da je O < bc — ac, pa je ac < be. O

Primjer 88. Z nije polje u (R, +,-).

Definirajmo 2 := 1 + 1. OC¢itoje 2 e N. Iz 0 < 1 slijedi 1 < 1 + 1, tj. 1 < 2. Posebno
vrijedi 0 < 2, pa iz propozicije slijedi da je 0 < 27!. Ovo, uz &injenicudaje 1 < 21
propoziciju[87} povlaci da je 27! < 1. Za ¥n € N vrijedi 1 < n, paslijedi 27! ¢ N. Nadalje
iz 0 < 27! slijedi 27! # 0.

Neka je n € N. Tada je 0 < n pa je —n < 0, $to povlaci da —n # 27! Iz definicije od Z
slijedi da 27! ¢ Z. 1z 2 € Z i propozicije slijedi da Z nije polje u R.

Definicija 89. Neka je (P, +, ) prsten, te neka je x € P. Definiramo x* = x - x.

Uotimo da je (—x)? = (=x) - (-x) = x- x = x%, pri éemu smo koristili propoziciju [44]
Dakle, (—x)?> = x°.
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Propozicija 90. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je x € P. Tada je 0 < x?.
Dokaz. Vrijedi 0 < xili x <0.

1. 0<x

Iz definicije uredenog prstena slijedi daje 0 < x - x, tj. 0 < x°.
2. x<0
Tada je 0 < —x, pa iz 1. slu¢aja imamo 0 < (—=x)?, tj. 0 < x%.
U oba slucaja smo dobili 0 < x2. Dakle, propozicija je dokazana.

O

Propozicija 91. Neka je (P, +, -, <) ureden prsten takav da je (P, +, -) netrivijalan prsten s
jedinicom. Tada ne postoji x € P takav da je x* = —1.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji x € P takav da je x* = —1.

Iz prethodne propozicije slijedi da je 0 < x?, dakle 0 < —1. Stoga je I < 0. S druge
strane, prema propoziciji 48] vrijedi 0 < 1. Zaklju¢ujemo da je O = 1. Iz napomene [24]
slijedi da je (P, +,-) trivijalan prsten, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Dakle, ne postoji x € P takav da je x*> = —1. m|

Korolar 92. Ne postoji x € R takav da je x* = —1.

Dokaz. Tmamo da je (R, +, -, <) uredeno polje. Dakle (R, +, -) je netrivijalan prsten s jedi-
nicom, pa tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije. O



Poglavlje 4
Polje kompleksnih brojeva C

4.1 Definicija i svojstva kompleksnih brojeva

Definicija 93. Definirajmo C = R X R. Na skupu C definirajmo binarne operacije + i - na
nacin:
(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Definirajmo Oc = (0,0) i 1c = (1,0).
Propozicija 94. Vrijedi: (C, +,-) je polje. Nula u polju C je Oc, a jedinica je 1c.

Dokaz. Neka su z1,25,z3 € C. Tada je z; = (a1, b1), 2 = (as,b,), 73 = (a3, b3) za neke
al7a29a3’bl’b27b3 € R

Imamo:
(21 +22) + 23 = (a1 + az, by + by) + (a3, b3)

= ((a1 + a2) + a3, (b1 + b2) + bs3)
= (a1 + (a2 + a3), b1 + (b2 + b3))
= (a1, b)) + (a2 + a3, by + b3)
=u+ (@ +20)

Dakle, (C, +) je polugrupa.

Neka su z1,2; € C, z1 = (a1, by), 22 = (az, by).

Imamo:
(21 +22) = (a1 + a2, by + by)

=(ay +a;,by + b))
=2+

Prema tome, operacija + je komutativna.

23
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Nekajez € C, z = (a, D).
Imamo:
2+ 0c=(@+b)+(0,0)

= (a,b)
=z
Zbog komutativnosti operacije + takoder vrijedi Oc + z = z. Prema tome, O¢ je neutralni
element za operaciju +. Dakle, (C, +) je monoid.
Neka je z € C, z = (a, b). Definiraymo 7" = (—a, —b). Tada je z + 7’ = Oc.
ZakljuCujemo da je (C, +) Abelova grupa.

Neka su z1,22,23 € C, z; = (a1, b1), 22 = (a2, by), z3 = (a3, b3). Tada je:

(21 - 22) - 73 = (a1a, — b1by, a1by + azby) - (az, bs)
= ((a1a2 — b1by)asz — (a1by + axby)bs, (a1az — bi1by)bs + (a1by + axby)az)

S druge strane:

21 - (22 - z3) = (a1, D1) - (@2a3 — babs, axbs + azby)
= (a1(a2as — babs) — bi(axbs + asby), ai(axbs + asby) + bi(axas — babs))
Koristeci asocijativnost zbrajanja i mnozenja na R, distributivnost mnoZenja u odnosu

na zbrajanje na R te propoziciju 46}, zakljuCujemo da je (z; - z2) - z3 = 21 - (22 - z3). Prema
tome, (C, -) je polugrupa.

Neka su z;,z, € C. Imamo z; = (a,b) 1z, = (c,d), gdje sua, b, c,d € R. Vrijedi:
z71-z=(@-c—b-d,a-d+b-c)

n-z1=(c-a—-d-b,c-b+d-a)

Koriste¢i komutativnost operacija + i - na R zakljucujemo da je z; - z, = 25 - z;. Stoga je
operacija - na C komutativna.
Neka je z € C, z = (a, b), gdje je a, b € R. Imamo:

lc-z=(1,0)-(a,b)
=(1:-a-0-b,1-b-0-0a)
= (a,b)

=2
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Dakle, 1¢ - z = z, a zbog komutativnosti vrijedi z - 1¢ = z. Dakle, (C, -) je monoid, a 1¢ je
neutralni element u tom monoidu.
Neka su z1,22,23 € C, 21 = (a1, b1), 220 = (a2, b»), z3 = (asz, b3). Vrijedi:

21 (22 + 23) = (a1, b1) - (a2 + a3, by + b3)
= (a1(ax + a3) — bi(by + b3),a1(by + b3) + by(az + a3))
= (Cllaz + aas — b1b2 - b1b3,a1b2 + a1b3 + b1a2 + b1613)

S druge strane:

2122+ 2123 = (a1, b1) - (az, by) + (ay, by) - (a3, b3)
= (aja; — biby,a1b; + biay) + (ajaz — bibs, a,b3 + baz)
= (a1a2 — b]bz + ajaz — b1b3,a1b2 + b1a2 + Cllb3 + b]Cl3)

Iz ¢injenice da je (R, +, -) prsten, zakljuCujemo daje z; - (2o + 23) = 21 - 22 + 21 - Z3-

Koriste¢i dokazano i komutativnost operacije - na C dobivamo (z;+2)-23 = 23-(z1+22) =
Brutn =23+t 3, dakle(z1+22) 23 =213+ 22 2.
ZakljuCujemo da je (C, +, ) komutativan prsten s jedinicom. Nula u prstenu je Oc, a
jedinica je 1c.

Neka je z € C takav da je z # Oc. Imamo z = (a,b), a,b € R. Zbog z # O¢ vrijedi
a* + b* > 0. Definirajmo:

3 a -b
“= a2 +b2 @+ b?

Imamo:

Z-u=(a,b)'(a2jb2, s +bb2)
_( a’ _b-(-b) -ab . ba )
a?+b?  a?+b? ar+br at+b?
=(1,0)
=1¢

Dakle, z - u = 1¢, te zbog komutativnosti vrijedi i u - z = 1. Znaci, svaki element od C
razli¢it od O¢ ima inverzni element u (C, -).
Zakljucak: (C, +, -) je polje. O

Napomena 95. Neka su a,b € R. Tada u prstenu (C, +,-) vrijedi —(a,b) = (—a, —b).
Naime, to slijedi iz dokaza prethodne propozicije. Iz istog dokaza slijedi i da za (a,b) #
(0,0) vrijedi (a,b)" = (2%, =57)

a*+b?’ a*+b? )
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Primjer 96. Neka je z = (0,1). Koriste¢i napomenu dobivamo da je 7* = 7 -7 =
(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —=(1,0) = —1¢. Dakle, 7* = —1¢.

Propozicija 97. Ne postoji uredaj < na C tako da je (C, +, -, <) uredeno polje.

Dokaz. Naime, to slijedi iz primjera[96] i propozicije i

4.2 Realni brojeviu C
Definicija 98. Definirajmo R’ = {(x,0) | x € R}.
Propozicija 99. R’ je polje u (C, +, -).

Dokaz. Nekasu z;,z, € R’. Tada postoje x,y € Rtakodaje z; = (x,0) 1z, = (v,0). Vrijedi
—2=0+2)=x%0)+(-y,0) = (x—-y,0), pajeoCito z; — z, € R".

Nadalje imamo z; - z; = (x,0) - (¥,0) = (x- y,0), paje z; - 20 € R’.

Neka je z € R’ takav da je z # Oc. Imamo z = (x,0), gdje je x € R i x # 0. Koristeci
napomenu @ dobivamo:

z—1=<x,o>-1:( B )=(§,0)=<x-‘,0)

x2+ 02" x2 402
jer je prema propoziciji[67}:

X 1-x 1 1
X-x X

U svakom sludaju, vrijedi 77! € R’. Iz propozicije slijedi daje R’ poljeu (C,+,-). O

Definicija 100. Prema prethodnoj propoziciji, postoje binarne operacije +' i - na R’ tako
daje (R',+',-") potpolje od (C, +, ). Neka su x,y € R. Imamo:

(x,0) +" (»,0) = (x,0) + (,0) = (x + y,0)

(X,O) 7 (y’o) = (X,O)(y,o) = (xyao)

Dakle,
(x,0)+ (»,0) = (x+y,0)

(x,0)" (3,0) = (x-y,0)

Definicija 101. Na R’ definiramo binarnu operaciju <’ na sljedeci nacin:
(x,0) <" (y,0)akojex <y

Propozicija 102. Binarna operacija <’ je uredaj na R’.
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Dokaz. Neka je x € R. Tada je x < x, pa je (x,0) <’ (x,0). Prema tome, <’ je refleksivna
relacijana R'.

Neka su x,y € R takvi da je (x,0) <’ (y,0)1 (y,0) <" (x,0). Tadajex <yiy < x, paje
x =Yy. Stoga je (x,0) = (y,0). Dakle, <" je antisimetri¢na relacija na R".

Na sli¢an nacin zakljucujemo da je <’ tranzitivna relacija na R’ te da je <’ uredaj na
R’ m|

Propozicija 103. (R’,+,-", <") je uredeno polje.

’ 7

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je (R’,+’, ", <) uredeni prsten. Neka su a,b,c € R’ td.
a<' b. Tvidimodajea+ c <" b+ c.
Imamo a = (x,0), b = (y,0)ic = (z,0) gdje su x,y,z € R. Slijedi x < y, pa je
X+ 2z <y+z Vrijedi:
a+' ¢c=x0)+" (z,0)=(x+2z0)

b+ c=(0+ (z0)=(+z0)

Stogajea+'c <" b+ c.

Uocimo da je (0, 0) nula u prstenu (R, +’, -"). Pretpostavimo da su a, b € R’ takvi da je
(0,0) <" ai1(0,0) <’ b. Imamo a = (x,0)1b = (y,0), gdjesux,y € R. Slijedi0 < xi0 <y,
paje0 < x-y. Vrijedia-" b = (x,0) " (y,0) = (x- y,0). Stoga je (0,0) <" a-" b.

ZakljuCujemo da je (R, +’, -/, <’) uredeni prsten. m]

4.3 Morfizam uredenih skupova

Definicija 104. Neka su (S,<) i (T,<’) uredeni skupovi, te neka je f : S — T. KaZemo
da je f morfizam uredenih skupova (S,<) i (T,<') ako za Vx,y € S td. je x < y vrijedi
f) < f).

Napomena 105. Neka su (S, <) i (T, <’) uredeni skupovi te neka je f : S — T morfizam
ovih uredenih skupova. Pretpostavimo da su x,y € S td. je f(x) <" f(y). Tada je x < y.

Naime, pretpostavimo suprotno. Tada je po napomeni[52] y < x, paslijedi f(y) <" f(x).
Ovo je prema napomeni [50] u kontradikciji s f(x) <" f(y).

Propozicija 106. Neka su (S, <) i (T, <) uredeni skupovi, te neka je f : S — T morfizam
ovih uredenih skupova. Pretpostavimo da je f surjekcija, te da je (S, <) potpuno ureden
skup. Tada je (T, <) potpuno ureden skup.

Dokaz. PretpostavimodasuA,BCTtd. A#0iB#0tea< b,YVac AiVb e B. Zelimo
dokazati da postoji ¢ € T td.

a< c<'b,YacANVbeB (o)
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To je jasno ako je A N B # 0. Naime, u tom slu¢aju mozemo odabrati neki ¢ € A N B.
Bududi da je ¢ € A, vrijedi ¢ <" b, Vb € B, abuduci da je c € B, vrijedi a <’ ¢, Ya € A.
Dakle, vrijedi ().

Pretpostavimo da je AN B = (. Tada za Va € A,Vb € B vrijedia <’ b (jerjea # b i
a <’ b). Tvrdimo da je f~'(A) # 0.

Naime, odaberimo neki a € A obzirom da je A # (. Budu¢i da je f surjekcija, postoji
x € § takav da je f(x) = a. Dakle, f(x) € A, paje x € f'(A). Prema tome, f~1(A) # 0.

Analogno vidimo da je f~1(B) # 0.

Nekasux e f1(A)iy e f71(B). Tadaje f(x) € Ai f(y) € B, paje f(x) <’ f(y). Prema
napomeni vrijedi x < y. Dakle, f~'(A)i f~'(B) su neprazni podskupovi od S takvi da
jex<yzaVxe f'(A)izaVy e f~1(B). Bududi da je (S, <) potpuno ureden skup, postoji
z € § tako da vrijedi:

x<z<y, Vxe fl(A),Yye fi(B) (e0)

Oznacimo ¢ = f(z). Tvrdimo da vrijedi (o). Uzmimo neki a € A. Bududi da je f surjekcija,
postoji x € S takav da je f(x) = a. OC&ito je x € f~'(A).

Iz (oe) slijedi da je x < z. Bududéi da je f morfizam uredenih skupova (S, <) i (T, <’)
imamo f(x) <" f(z), tj. a <’ ¢. Uzmimo b € B. Tada postoji y € S takav da je f(y) = b.
Imamo y € f~!(B), pa prema (E]) vrijedi z < y. Slijedi f(z) <" f(y), tj. ¢ <" b. Dakle,
vrijedi (o).

Zakljucak: (T, <’) je potpuno ureden skup. O

Korolar 107. (R’,+’, ", <’) je potpuno uredeno polje.

’r 7

Prema propoziciji [I03] vrijedi da je (R’, +’, ", <") uredeno polje. Stoga je dovoljno
dokazati da je (R’, <’) potpuno ureden skup.

Definirajmo funkciju f : R — R’ sa f(x) = (x,0). Ocito je f surjekcija. Nadalje, f
je ocito morfizam uredenih skupova (R, <) 1 (R, <’). Imamo da je (R, <) potpuno ureden
skup, pa iz prethodne propozicije slijedi da je (R’, <") potpuno ureden skup.

Napomena 108. Neka je i = (0,1). Imamo i € Cii* = —1¢ prema primjeru @ Neka je
z € C. Tvrdimo da postoje jedinstveni a,b € R’ td. 7 = a + bi.

Naime, imamo z = (x,y), gdje su x,y € R. Definirajmo a = (x,0) 1 b = (y,0). Ocito su
a,b € R’. Nadalje vrijedi:
a+bi=x0)+((,0-0,1)

=(x,0)+(0,y)
=(x,)
=z

Dakle, z = a + bi.
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Pretpostavimo da su a’,b” € R’ takvi da je z = a’ + b’i. Slijedi da postoje x',y" € R
takvidajea’ = (x',0)1b" = (y',0). Vrijedi:

(x,y) =12
=a +bi
=, 0)+('0)-(0,1)
=(x,0)+(0,y")
=,y

Dakle, (x,y) = (x',y'),pajex=x"1y =Y. Prematome,a=a"1b ="0".



Poglavlje 5

Tijelo kvaterniona H

5.1 Definicija i svojstva kvaterniona

Definicija 109. Definirajmo H = R*. Na H definirajmo binarne operacije + i - na sljedeci
nacin:
(X1, X2, X3, X4) + (Y1, Y2, Y3, ¥4) = (X1 + Y1, X2 + y2, X3 + y3, X4 + y4)
(1, X2, X3, X4) - (V1, Y2, 3, ¥4) = (X1Y1 — X2Y2 — X3Y3 = XaYa, Xo¥1 + X1Y2 — XaY3 + X3)a,
X3y1 + X4y2 + X1Y3 = XoY4, X4Y1 — X3Y2 + Xoy3 + X1V4)

Propozicija 110. Neka je Oy = (0,0, 0, 0). Neutralni element za operaciju + je Oy. Inverzni
element od (x1, X2, X3, Xx4) € H u monoidu (H, +) je (—x1, —x2, —x3 — x4). (H, +) je Abelova
grupa.
Dokaz. Neka su a,b,c,d € H. Imamo a = (x1,x2,X3,%4), b = (V1,V2,¥3,y4) 1 ¢ =
(21,22, 23, 24)- Vrijedi:

(@+Db)+c=(x;+y1,x+y2,x3+ y3, X4 + y4) + (21, 22,23, 24)
= ((x1 +y1) + 21, (2 +y2) + 20, (X3 + y3) + 23, (X4 + y4) + 24)
=@+ 1tz x2+ (2 +22), x3 + (3 +23), X4 + (V4 + 24))
=a+b+c)

Dakle, (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). Prema tome, operacija + na H je asocijativna.

Ocito je a + Og = Oy + a, za Ya € H. Prema tome, (H, +) je monoid i Oy je neutralni
element u tom monoidu.

30
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Neka je a € H. Imamo a = (xi, x2, X3, x4). Definiraymo b = (—xy, —x,, —x3, —x4). Tada
je o¢ito a + b = Oy = b + a. Prema tome, b je inverzni element od a u monoidu (H, +).
Zakljucak, (H, +) je grupa.

Kako je operacija + na H ocito komutativna, (H, +) je Abelova grupa. O

Propozicija 111. (H, -) je polugrupa.

Dokaz. Neka su a,b,c,d € H. Imamo a = (xi,x2,x3, %), b = (y1,y2,y3,y4) 1 ¢ =
(21,22, 23, 24). Vrijedi:

(a-b)-c=(x1y1 — X2y2 — X3Y3 = X4Y4, X2y1 + X1 Y2 — X4y3 + X3Y4, X3y1+

X4y2 + X1Y3 — XoV4, XaY1 — X3Y2 + X2Y3 + X1Y4) * (21, 22, 23, 24)
= (X1Y121 — X2)221 — X3Y321 — X4Y4Z1 — (X2Y122 + X1)222 — X4Y322 + X3Y422)—

(X3y123 + X4Y223 + X1Y323 — X2Y423) — (X4Y124 — X3Y224 + X2Y324 + X1Y424),
X2Y121 + X1Y221 — Xay321 + X3YaZ1 + X1Y122 — X2Y222 — X3Y3Z2 — XaYaZo—
(X4Y123 — X3Y223 + X2Y323 + X1Y423) + X3Y124 + X4Y224 + X1Y324 — X2Y4Z45
X3Y121 + X4Y2Z1 + X1Y321 — X2YaZ1 + XaY122 — X3Y222 + X2Y322 + X1YaZot
X1Y123 — X2Y223 — X3Y323 — X4Y423 — (XoY124 + X1Y224 — X4Y324 + X3Y4Z4),
XaY121 — X3Y221 + X2Y321 + X1Y4Z1 — (XaY122 + X4Y222 + X132 — X2Y420)+
XoY123 + X1Y223 — X4Y3Z3 + X3Y423 + X1Y124 — X2Y224 — X3Y324 — X4Y224)

S druge strane vrijedi:

(a-D)-c=(x1,x2,Xx3,X4) - (V121 — Y222 — Y323 — YaZa, Y221 + Y122 — YaZs+

V324, Y321+ YaZo + Y123 = Y2Z4, YaZi — Y322 + Y223 + Y124)
= (X1y121 — X1)222 — X1Y323 — X1Y4Z4 — (X2Y221 + X2Y122 — X2Y423 + X2Y324)—
(X3y321 + X3Y422 + X3Y123 — X3Y224) — (X4Y4Z1 — X4Y322 + X4Y223 + X4Y124),
X2Y1Z1 — X2Y222 — X2Y323 — X2YaZa + X1Y2Z21 + X1Y122 — X1Y423 + X1Y324—
(X4Y321 + X4Y4Z2 + XaY123 — X4Y224) + X3Y4Z1 — X3Y322 + X3Y223 + X3Y1245
X3Y121 — X3Y2Z2 — X3Y323 — X3Y4Z4 + X4Y2Z1 + X4Y122 — X4Y4Z3 + X4Y324+
X1Y321 + X1Y422 + X1Y123 — X1Y224 — (X421 — X2Y322 + X2)223 + X2Y124),
X4Y121 = X4Y220 — X4Y323 — Xa4Y4Z4 — (X3Y221 + X3Y122 — X3Y4Z3 + X3)324)+
XoY321 + XoYaZo + XoY123 — XoY2Z4 + X1Y4Z1 — X1Y322 + X1Y223 + X1Y124)
Lako zakljuCujemo daje (a-b)-c=a-(b-c).
Prema tome, (H, -) je polugrupa. O

Propozicija 112. Neka je 1y = (1,0,0,0). Tada je 1y neutralni element za operaciju - na
H.
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Dokaz. Neka je a € H. Imamo a = (xy, x», X3, X4). Vrijedi:

a- ly = (x1,x2,x3,x4) - (1,0,0,0)
= (X1, X2, X3, X4)

=a

Dakle, a - 1y = a.
Analogno, 1y -a = a. O

Propozicija 113. (H, +, -) je prsten.

Dokaz. Nekasu x,y,z € H. Imamo x = (xy, X2, X3, X4), Y = V1, Y2, V3, Va) 12 = (21, 22, 23, 24)-
Vrijedi:
x-(y+2)=(x1,x2,x3,%4) - (V1 + 21, Y2 + 22, Y3 + 23, Y4 + 24)
= (x1(y1 +21) = 222 + 22) — x3(y3 + 23) — X4(V4 + 24),
Xo(y1 +21) + x102 + 22) — xa(y3 + 23) + x3(v4 + 24),
x3(y1 +21) + x4(2 + 22) + x1(y3 + 23) — X2(y4 + 24),
xXs(y1 +21) — x3(2 + 22) + X2(y3 + 23) + X1(y4 + 24))
= (X1y1 — X2Y2 — X3Y3 — XaY4 + X121 — X222 — X323 — X4Z4,
X2Y1 t X1Y2 — X4Y3 + X3Y4 + X221 + X122 — X423 + X324,
X3Y1 + X4Y2 + X1Y3 — XoY4 + X321 + X42p + X123 — X224,
Xay1 — X3y2 + X2y3 + X1YV4 + X421 — X322 + X223 + X124)
= (X1y1 — X2)2 — X3Y3 — XaV4, X2¥1 + X1Y2 — X4Y3 + X3)4,
X3Y1 + X4y2 + X1Y3 = XoY4, X4Y1 — X3Y2 + X2Y3 + X1Y4)+
(X121 — X222 — X323 — X424, X221 + X122 — X423 + X324,
X3Z1 + X422 + X123 — X224, X421 — X322 + X223 + X1Z4)
= (X1, X2, X3, Xa) * (V1, Y2, 3, Ya) + (X1, X2, X3, X4) - (21, 22, 235 24)
Xy + xz

Dakle, x(y + z) = xy + xz.
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Nadalje:

(x+y)-z=(x1 +y1, % + Y2, X3 + y3, X4 + ya) - (21,22, 23, 24)
= ((x1 +yDz1 — (2 + y2)22 — (X3 + y3)z23 — (X4 + y4)2a,
(x2 +y2)z1 + (X1 + y)z2 — (g + y4)z3 + (X3 + ¥3)24s
(X3 +y3)z1 + (g + ya)zo + (X1 + y1)z3 — (2 + y2)2,
(x4 +y9)z1 — (53 + y3)22 + (X2 + ¥2)z3 + (X1 + Y1)Z4)
= (X121 — X222 — X323 — X424 + Y121 — Y222 — Y323 — YaZd,
X221 + X122 — X423 + X324 + Y221 + Y122 — Y423 t Y324,
X321 + X422 + X123 — X224 + Y321 + YaZo + Y123 — YoZ4,
X421 — X322 + X223 + X124 + Y421 — Y322 + Y223 + Y124)
= (X121 — X222 — X323 — X424, X221 + X122 — X423 + X324,
X3Z1 + X422 + X123 — X224, X421 — X322 + X223 + X124)+
(V121 — Y222 — Y323 — Y424, Y221 + Y122 — Y423 + Y324,
V321 + YaZo + Y123 — Y224, Y421 — Y322 + Y223 + Y124)
= (X1, X2, X3, Xa) - (21, 22, 23, 24) + V1, Y2, 3, Y4) * (21, 22, 23, 24)
=XZ+)z
Prema tome, (x + y)z = xz + yz.
Iz propozicija[T10} i[IT1] slijedi da je (H, +, -) prsten. i
Propozicija 114. Neka je x € H, x # Oy. Tada postoji y € H takav da je x - y = 1g.

Dokaz. Imamo x = (x1, X2, X3, X4), gdje su xy, x5, x3, x4 € R1ipri Cemu je x; # 0 za bar jedan
i€{l,2,3,4}. Nekasu y;, 2, y3,y4 € R, te neka je y = (y1, 2, v3,¥4). Tada je x-y = 1y ako
i samo ako vrijede sljedece 4 jednakosti:

X1Y1 = X2Y2 = X3y3 — Xays = 1

Xoy1 + X1y2 = Xay3 + X34 = 0

X3y1 + Xay2 + X1y3 — X2y4 = 0

Xgy1 — X3y2 + X2y3 + X1y4 = 0

Odnosno, prethodne 4 jednakosti vrijede ako i samo ako:

*

X| —X2 —X3 —X4| (V1 1
X2 X1 —X4 o X3 | ()2f _ 0
X3 X4 X1 —X2| |)3 |0

0

X4 —X3 X2 X1 4
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X1 —X2 —X3 —X4

. X2 X1 —X4 X3
Nekaje A = .
X3 X4 X1 —X2
X4 —X3 X X1
Imamo:
X1 —X4 X3 Xy —X4 X3 X2 X1 X3 X2 X1 —X4
detA =x; | x4 X1 —X2|+ X2 |X3 Xq — X2l —X3-|X3 X4 —Xp|+Xg-[X3 X4 X1
—X3 X2 X1 X4 X2 X1 X4 —X3 X1 X4 —X3 X2
X1 —Xp X4 —X7 X4 X1
=X X + X4 + X3
X2 X1 —X3 X —X3 X2
X1 —X2 X3 —X2 X3 X
X7 | X2 + X4 + X3 —
X2 X1 X4 X1 X4 X2
X4 —X) X3 —Xp X3 X4
X3 | X2 - X1 + X3 +
—X3 X1 X4 X1 X4 —X3
X4 X1 X3 X X3 X4
X4 | X2 — X1 — X4
—X3 X3 X4 X2 X4 —X3

= x1 [x1 (x% + x%) + x4 (X1X4 — X2X3) + X3 (Xpx4 + x1X3)] +

Xa | X2 (x% + x%) + x4 (X1X3 + Xpx4) + X3 (XpX3 — x1x4)] -

)|+

[
[
[
X4 [x2 (x2x4 + x1x3) — x1 (X2X3 — X1X4) — x4( % xﬁ)]
[
[
|

=
o
=
)
P
Ry
=
S

I
=
)
=
w
N—"

I
R
—_
2
=
o
+
=
%)
=
A
N
+
=
@

/\

= X1 |X1 (x1+x2)+x1x4 M+M+X1X3:I+
X | X% (x% + x%) + X657 + XX + X0 X3 —W] -
s+ )]+
[x§x4 + X XT — X% + X1Xy + Xy (x§ + xﬁ)]
(xf + x2) + X1 + 6005 + X5 (xl + x%) +20X; + X5x5+
X+ XN+ X3 (x% + xﬁ) + 20X, + 00X + X] (x3 + xﬁ)
f+x§+x§+xﬁ)+x§(xf+x§+x§+x§)+x§(xf+x§+x§+xﬁ)+
ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ)

Il
—_—
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2
Dakle, detA = (xf + X5+ + xi) . ZakljuCujemo da je det A > 0, pa stoga postoje jedins-
tveni yi, 2,3, 4 € R tako da vrijedi (o).

Stoga postoji jedinstveni y € H takav da je x -y = 1g. O

Teorem 115. (H, +, -) je tijelo.

Dokaz. Znamo da je (H, +, -) netrivijalan prsten s jedinicom. Neka je x € H, x # Og.
Prema prethodnoj propoziciji, postoji y € H takav daje x - y = 1g.

Uocimo da je y # Oy, jer bi u suprotnom imali da je x - y = Oy, Sto je nemoguce jer je
Og # ly. Stoga prema istoj propoziciji postoji z € Htakavdajey-z=lg. lzx-y = Iy
slijedi (x-y)-z=1g-z, 4. x-(y-2) =z, paje x- 1y = z, odnosno x = z. Stogajey-x = lyg.
Prema tome, y je inverzni element od x u monoidu (H, -).

Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Napomena 116. (H, +, -) je nekomutativno tijelo, tj. operacija - nije komutativna.

Naime, uzmimo x = (0,1,0,0) iy = (0,0, 1,0). Tada lako dobivamo da je x - y =
(09 0’ 09 1)5 ay X = (09 09 0’ _1)'
Prema tome, x -y #y - x.

Napomena 117. Neka je x € H, x # Oy, x = (x1, X2, X3, X4). Neka je y inverzni element od
xu (H,-). Imamoy = (y1,y2,y3, ya).

Y1 1
Iz dokaza propozicije 114 slijedi da je A - i = 8 , gdje je A matrica definirana sa
3
va] [0
~——————

o

(%) u prethodnoj propoziciji.

4000
. 2 2 2 2 . . T O A O 0 .
Neka je 4 = x7 + x5 + x5 + x;. Lako dobivamo da je A - A" = 00 10 =A-1, gdje
0 004
je I jedini¢na matrica, a AT transponirana matrica matrice A.
Y1 1

Stoga je A - (%AT) = I, paje A" = 1A7. Iz (o) slijedi da je iz = Al 8 , 1.
3

V4 0
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Y1 1

Y2 _ 1AT 0 Sliiedi _(x X2 X3 ) Dakl

y3 _Z O . IJe 1()’1’)72,)73,}74)— 79_7a_75_7 . aKle,

4 0

vl = X1 _ X2 _ X3 _ X4
B2+ +x) B+ +x B+l P+ +

A

Napomena 118. Neka je (P, +,-) prsten s jedinicom. Pretpostavimo da x ima inverzni

element u monoidu (P, ). Tada —x ima inverzni element u monoidu (P, -), te vrijedi (—x)™! =
-1

X

Naime, iz x-x~! = 1, x!-x = 1 i propozicije[44] slijedi (—x)-(=x7!) = 1i (=x7!)-(=x) =
1, dakle, tvrdnja vrijedi.

Definicija 119. Neka je i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0) i & = (0,0,0,1). Iz definicije
operacije - u H slijedi i = =1y, j* = =1y, k* = —=1y. Iz (A) slijedi i7" = —i, j' = —j k™! =
—k.

Vrijedii- j = (0,0,0,1), dakle i - j = k. Stoga je (i- j)™' = k!, paje j=' -i’! = k™.
Slijedi (—j) - (i) = —k. Stoga je j-i = —k.

Izi-j=kslijedi(i-j)-j=k-jpajei-(=lg)=k-j tj. k- j=—i

Invertiranjem i koristenjem napomene [[18}, dobijemo j-k = i. Iz i - j = k mnoZenjem
slijeva s i slijedi —j = i - k. Invertiranjem dobijemo j =k - i.

Definicija 120. Neka je (P, +, ) prsten, te A C P. KaZemo da je A tijelo u (P, +,-) ako
postoje binarne operacije +, i -4 na A tako da je (A, +4,-4) tijelo i x +4y = x + Y, te
Xay=x-y Yx,y €A

Napomena 121. Neka je (P, +,-) prsten i A C P. Tada je A polje u (P, +,-) ako i samo ako
je A polje u (P,+,-) i (P, +, ) je polje.

Tvrdnja slijedi iz prethodne definicije i definicije polja u prstenu (definicija [81]).

5.2 Morfizam prstenova

Definicija 122. Neka su (A, +4,-4) i (B, +3, ‘) prsteni. Za funkciju f : A — B kaZemo da
Jje morfizam ovih prstena ako za Vx,y € A vrijedi:

f(x+ay) = f(x)+5 f()
S&xay)=f(x) s f(y)
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Ako je uz to f i bijekcija, onda za f kaZemo da je izomorfizam prstena (A, +a,-4) i
(B’ +s, 'B)'

Propozicija 123. Neka su (A, +4,-4) i (B, +p,-p) prsteni, te neka je f : A — B morfizam
ovih prstena. Neka je 04 nula u (A, +4,-4), te Og nula u (B, +p, -3). Tada je f(04) = Op.

Dokaz. Oznacimoy = f(04). Imamo y = f(04) = f(0a +4 04) = f(04) +5 f(04) =y +5 .
Dakle,y =y +5y,tj. y +5 05 = y +p y. Prema lemi vrijedi Og = y.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 124. Neka su (A, +4,-4) i (B, +p, -) prsteni, te neka je f : A — B izomorfizam
ovih prstena. Tada je f~' : B — A izomorfizam prstena (B, +g,5) i (A, +4, ).

Dokaz. Neka su by, b, € B. Zelimo dokazati da je f~'(by +5b2) = f'(by) +a f(by).

o
Oznadimo a = f~'(b; +z by)ia’ = f~1(b)) +4 f~'(b,). Da bismo dokazali da vrijedi (O),
tj. a = @', dovoljno je dokazati da je f(a) = f(a’) jer je f injekcija.
Imamo f(a) = by +5 by i f(@) = f(f7'(00) +5 f (7' (). Dakle, fa) = f(@), pa
vrijedi (O).
Posve analogno dobivamo da je f~'(b; -5 by) = f~1(by) -4 £~ (b>).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 125. Neka su (A, +4,-4) i (B, +p, ) prsteni, te neka je f : A — B izomorfizam
ovih prstenova.

1. Pretpostavimo da je (A, +a4, -a) komutativan prsten. Tada je (B, +p, -g) komutativan
prsten.

2. Pretpostavimo da je 14 jedinica u prstenu (A, +4, -4). Tada je f(14) jedinica u prstenu
(B’ +B9 'B)'

3. Pretpostavimo da je (A, +4, -4) polje. Tada je (B, +, -g) polje.

Dokaz.

1. Neka su by,b, € B. Tada postoje aj,a, € A tako da je f(a;) = by 1 f(az) = b,.
Bududi da je (A, +4,-4) komutativan prsten, vrijedi a; -4 a» = a; -4 a;. Stoga je
flai-aax) = f(az-a a1, 4. f(a1) g f(az) = f(a2) - f(a1). DakKle, by -p by = by -p by.

Prema tome, (B, +3, -3) je komutativan prsten.

2. Zelimo dokazati da je f(14) neutralni element za operaciju -5. Neka je b € B. Tada
postoji a € A takav da je f(a) = b. Imamo b -3 f(14) = f(a) - f(14) = f(a-a 14) =
f(a) = b. Dakle, b - f(14) = b.

Analogno dobivamo da je f(1,) -3 b = b. Time je tvrdnja 2. dokazana.
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3. Prema tvrdnji 1. imamo da je (B, +3, -p) komutativan prsten. Nadalje, (A, +4,4) je
prsten s jedinicom, pa neka je 1, jedinica u tom prstenu. Oznacimo 1z = f(14).
Prema tvrdnji 2., 15 je jedinica u prstenu (B, +, ‘).

Neka je 04 nula u prstenu (A, +4, -4), te neka je Og nula u prstenu (B, +3, -3). Prema
propoziciji|123] vrijedi f(04) = Op.

Neka je b € B,b # 05. Zelimo dokazati da postoji b’ € B takavdaje b -5 b = i
b’ - b = 1p (zbog komutativnosti je dovoljno dokazati da vrijedi jedna od navedenih
jednakosti, pa odaberimo prvu). Postoji a € A takav da je f(a) = b. Tada je a # Oy,
jer bi u suprotnom imali f(a) = f(04) = Op, Sto je nemoguce jer je b # Op.

Buducdidaje (A, +4, -4) polje, postojia’ € A takavdajea-sa’ = 1,4. Slijedi f(a-4a’) =
Jfa), tj. f(a)-p f(a’) = 15. Ako definiramo b’ := f(a’), onda imamo b -5 b’ = 1.

Dakle, (B, +3, ) je polje.
O

Propozicija 126. Neka je (A, +4,-4) prsten, neka je B skup, te neka su +p i - binarne
operacije na B. Pretpostavimo da je f : A — B bijekcija tako da za Vx,y € A vrijedi:

f(x+ay) = f(x) +5 f(») (1)
Sf&xay) = f(x) s f(y) (V)

Tada je (B, +3, -p) prsten (te je f izomorfizam prstena (A, +4,-4) i (B, +5,)).

Dokaz. Nekasu by, b,,b; € B. Tada postoje a;, a,,a; € Atakvidaje f(a,) = by, f(ay) = b,
1 f(a3) = b;. Vrljedl (a1 +4 @) +4 az = ay +4 (ar +4 a3), pa je f((a1 +4 ) +4 az) =
flay +4 (az +4 a3)).

Iz (») slijedi (by +p by) +p b3 = by +5(by +5 b3). Prema tome, +5 je asocijativna binarna
operacija.

Neka je 04 nula u prstenu (A, +4, -4). Analogno dokazu propozicije[125] 2., dobije se
da je f(04) neutralni element za +z. Analogno dokazu propozicije 1. dobijemo da
je +p komutativna operacija na B. Analogno dokazu propozicije 3. dobijemo da za
Vbe BAb' e Btd. je b+5b" = f(04).

Stoga je (B, +p) Abelova grupa.

Dokaz da je -p asocijativna binarna operacija je posve analogan dokazu da je +p aso-
cijativna binarna operacija. Neka su by, b,, b3 € B. Tada postoje a;, a,,a; € A takvi da je
f(al) = by, f(az) =byi f(a3) = bg. VI'lJCdl aj A (Clz +4 613) =daj-pdy t+4 a4 as. Koristeci
(A) 1 (V) dobijemo by g (b2 +5b3) = by g by +5 b1 - bs3.

Analogno dobijemo (b, +p b,) -p b3 = by - b3 +p b, g bs.

Dakle, (B, +5, -g) je prsten. ]
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5.3 Kompleksni brojevi u H
Definicija 127. Definirajmo C' = {(x,y,0,0) | x,y € R}.
Propozicija 128. C’ je polje u (H, +, -).

Dokaz. Nekasua,b e C'. Tvrdimodajea+b e C'ia-b e C'. Nekasuay,ar,b1,b, € R
takvi da je a = (ay,a,,0,0) 1 b = (by, b5, 0,0).
Imamo a + b = (a; + by,a, + b,,0,0) € C', paje a + b € C'. Nadalje,

a-b=(a,-by—ay - b—0-0-0-0,a,-by+a,-b—-0-0+0-0,
0-6+0-b+a;-0-a,-0,0-b1—-0-by+a,-0+a;-0)
=(ay-by—ay-by,a,- by —a,-b,0,00eC’

pajea-beC.
Definirajmo binarne operacije +¢ 1 - na C’ za Va, b € C’ sa:

a+ob=a+b

acb=a-b

Tvrdimo da je (C’, +¢, :«) polje.

Definirajmo f : C — C’ kao f(x) = f((x1,x2)) = (x1,x2,0,0), za x = (x1, x,) € C.
Ako su (x1, x3), (v1, ) € C takvi da je (x1, x2) # (y1,¥2), onda je x; # y; ili xo # y,, pa
je o€ito (xy, x2,0,0) # (y1,¥2,0,0), tj. f((x1,x2)) # f((y1,y2)). Prema tome, f je injekcija.
Iz definicije od C’ slijedi da je f surjekcija. Prema tome, f je bijekcija.

Nekasu x,y € Ctd. je x = (x1, x) 1y = (1, y2) pri emu su xy, X2, y1,y> € R. DokaZimo:
Jx+y) = f(x) +o fO) ©)
fGx-y)=f(x) o fO) (@)

Imamo:
S&x+y) = f((x1,x2) + (1, 52))
= f(x1 +y1, %2+ y2)
=(x1 +y1,x2 +2,0,0)
= (x1,x2,0,0) + (y1,¥2,0,0)
= (x1,x2,0,0) +¢ (¥1,¥2,0,0)
= f(x) +c f()



POGLAVLIJE 5. TIJELO KVATERNIONA H 40

Dakle, vrijedi (©). Nadalje:

fx-y) = f((x1,x2) - 1, y2)
= f(x1y1 — x2y2, X1y2 + X2)1)
= (X1y1 — X2Y2, X1y2 + X2Y1,0,0)

S druge strane:

f(X) o4 f()’) = (xlaXZ’O’O)'(ylayZ’OaO)
:(lel —nyz—O—O,X1y2+X2y1 —O+0,0+O+O+0,0—O+O+O)

= (x1y1 — x2y2, X1y2 + x2y1,0,0)

Dakle, vrijedi (®).

Iz Cinjenice da je f bijekcija, (©), (®) te propozicije [126], slijedi da je (C', +¢/, )
prsten, a f izomorfizam prstenova (C, +,-) 1 (C', +¢/, *).

1z propozicije slijedi da je (C’, +¢, ) polje. Time je tvrdnja propozicije doka-
zana. =



Poglavlje 6

Prsten hiperbolickih brojeva D

6.1 Definicija i svojstva hiperbolickih brojeva

Definicija 129. Definirajmo D = RXR. Neka su +p i -p binarne operacije na D definirane

sa:
(x1,x2) +p (V1,¥2) = (X1 + Y1, X2 + ¥2)

(X1, %2) ' V1, ¥2) = (X1y1 + X2¥2, X1¥2 + X2)1)
Takoder, definirajmo Op = (0,0) i 1p = (1, 0).
Teorem 130. (D, +p, ‘-p) je komutativan prsten s jedinicom. Nula u tom prstenu je Op, a
Jjedinica je 1p,.

Dokaz. O¢ito je D = C, Op = Oc i +p = +, gdje je + binarna operacija iz definicije 93]
Prema propoziciji[94], (C, +, ) je polje i Oc je nula u tom polju. Dakle, (C, +) je Abelova
grupa 1 Oc je neutralni element za operaciju +. Prema tome, (D, +p) je Abelova grupa, a Op
je neutralni element za operaciju +p.

Neka su x,y,z € D. Postoje xi, X2, y1,Y2,21,22 € Rtd. je x = (x1,x2), y = (y1,y2) 1
z=(z1,22). Tvrdimodaje (x py) pz=xp (¥ p 2)-

Imamo:

(xpY)pz= X1y + x2)2, X1¥2 + X2)1) 'p (21, 22)
= ((xry1 + x2y2)z1 + (X112 + X2Y1)22, (X1y1 + X2y2)22 + (X1y2 + X2)1)21)

S druge strane:

Xp (Y p2)=(x1,X) o (21 + Y222, Y122 + ¥221)
= (1121 +3222) + 20122 + ¥221), X1 (V122 + ¥221) + X2(V121 + ¥222))

41
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Koristeci asocijativnost zbrajanja i mnoZenja na R, te distributivnost mnoZenja u od-
nosu na zbrajanje na R, zakljuCujemo daje (x py) pz=xp (¥ p 2).
Prema tome, (D, -p) je polugrupa.

Neka su x,y € D. Postoje x1, x2,y1,y2 € Rtd. x = (x1,x) 1y = (y1,y2). Tvrdimo da je
X'py=Yy--pxX Vrijedi:
x-py=(x1,x) o (,y2)
= (1)1 + X022, X1¥2 + X2)1)
Takoder vrijedi:
Yo X=1,y2)p (X1, Xx2)
= (1X1 + Y2X2, y1X2 + yaX1)

Dakle, vrijedi x py =y -p x.

Neka su x,y,z € D. Imamo x = (x1, x2), y = (y1,¥2) 12 = (21, 22), gdje su x1, X2, y1, 2,
71,22 € R. Dokazimo daje x .p (y +p 2) = X p Yy +p X -p 2. Vrijedi:

Xpy+p2)=(x,x) 0O +21,)2+22)
= (x1(1 +21) + X202 + 22), X1(v2 + 22) + X201 +21))
= (X1y1 + X121 + X2y + X222, X1Y2 + X122 + Xo)1 + X221)

S druge strane:
XpY+p X2 =(X1,%) b ()2 +p (X1, %2) (21, 22)

= (X1y1 + X2y2, X1y2 + Xoy1) +p (X121 + X222, X122 + X221)
= (X1y1 + X2y2 + X121 + X222, X1Y2 + XoY1 + X122 + X221)

Dakle, vrijedi x -p (y+p2) =X py+p X p 2.
Buduci da je -p komutativna binarna operacija, vrijedii (y +p z) p X =y p X +p Zp X.
Slijedi, (D, 4+p, -p) je komutativan prsten.

Neka je x € D. Imamo x = (xy, x,), gdje su x1, x, € R. Vrijedi:
Xplp=0GLx) 1,00 =G T+x-0,x-0+x-1) =(x1,x) =x

Dakle, x -p 1p = x. Zbog komutativnosti operacije -p, vrijedii lp -p x = x.
Zaklju¢ujemo da je (D, +p, -p) komutativan prsten s jedinicom, pri ¢emu je 1p jedinica
u tom prstenu. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Za (D, +p, p) kaZemo da je prsten hiperbolickih brojeva.
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Lema 131. Neka je (P, +,-) komutativan prsten, te neka su x,y € P. Tada je x* — y* =
(x = y)(x +y).
Dokaz. Imamo:

(x=yx+y) = x=y)-x+(x=-y)-y

" x—y )+ vy

CC+(=y )+ x—y)

= 2oy

Dakle, tvrdnja vrijedi.
]

Propozicija 132. Neka je (P, +,-) komutativan prsten s jedinicom. Pretpostavimo da pos-
toji x € P takav da je x # 1,x # —1, te da je x*> = 1. Tada (P, +, -) nije integralna domena.

Dokaz. 1z x* = 1slijedi x> — 1 = 0, tj. x> — 12 = 0. Iz leme [131] slijedi (x — 1)(x + 1) = 0.
Nadalje, iz x # 1 slijedi x — 1 # 0, aiz x # —1 slijedi x + 1 # 0. Stoga je jasno da
(P, +, ) nije integralna domena. O

Definicija 133. Definirajmo j = (0, 1). Vrijedi:
F=jpj=0,1)p01)=0-0+1-1,0-1+1-0)=(1,0)=1p
Uoc¢imo:
Ako je x € D, x = (x1,x2), onda je —x = (—x;,—x,) u prstenu (D, +p, p). Stoga je
-1 p =(-1,0). Onda ocito j # 1p i j # —1p. Iz propozicije[I32] slijedi da (D, +p, -p) nije

integralna domena. Posebno, (D, +p, -p) nije polje.
Konkretno, neka je u = (—=1,1)iv =(1,1). OcCito je u # Op 1 v # Op, a vrijedi:

upv=C-1LDpA,1)=(C-1+1,-1+1)=(0,0)=0p

6.2 Realni brojevi u H
Podsjetimo se definicije skupa: R = {(x,0) | x € R}.
Propozicija 134. R’ je polje u (D, +p, -p).

Dokaz. Neka su x,y € R’. Imamo x = (x1,0)1y = (y1,0), gdje su x;,y; € R. Tvrdimo da
jex+pyeR ixpyelR.
Vrijedi:
X+py=(x; +y,0) eR
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i
xpy=(x,0)p 0=y +0,x1-0+0-y) = (x1y1,0) € R’
Definirajmo binarne operacije +' 1+ na R’ sa:

X+ y=x+4py

x'y=xmpy
Kako bi dokazali tvrdnju propozicije, dovoljno je dokazati da je (R’, +’,-") polje.
Nekaje f: R —» R’ td. f(x) = (x,0), za Vx € R. Ocito je f bijekcija. Neka su x,y € R.

Imamo:

Jx+y)=(x+y,0 =0+ (0 =f)+ f)

Dakle,
fx+y) =)+ f) ()
Nadalje,
Sy =(x-y,0=(x0)" (0 = f(x)f)
Dakle,

fx-y)=fxf )

Iz propozicije , (.), () 1 Cinjenice da je f bijekcija slijedi da je (R, +’, ") prsten,
a f izomorfizam prstenova (R, +,-) i (R’,+’,-"). Sada iz propozicije [I125] [3| slijedi da je
(R’, +’, ") polje, ¢ime smo dokazali tvrdnju propozicije. O

Napomena 135. Za svaki z € D postoje jedinstveni a,b € R’ tako da je z = a +p b -p J.

Do ove Cinjenice dolazimo analogno kao i u napomeni (108
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Sazetak

U prvom smo poglavlju proucili openito grupe i prstene, te smo definirali Sto je to pot-
puno uredeno polje. U drugom smo se poglavlju osvrnuli na prirodne, cijele i racionalne
brojeve, te ih definirali unutar fiksiranog polja realnih brojeva. Zatim smo u treCem poglav-
lju proucili potprstene 1 potpolja. U Cetvrtom poglavlju smo definirali polje kompleksnih
brojeva C, nakon ¢ega smo proucavali odredeno potpolje od C izomorfno s R. Pri kraju
poglavlja smo definirali morfizam uredenih skupova. U petom poglavlju smo proucavali
svojstva tijela kvaterniona H, morfizme i izomorfizme prstenova. Takoder, razmotrili smo
odredeno polje u H koje je izomorfno sa C. Na kraju rada, u Sestom poglavlju smo de-

finirali prsten hiperbolickih brojeva D 1 proucili odredeno polje u D koje je izomorfno sa
R.



Summary

In the first chapter, we studied groups and rings in general, and defined what a totally
ordered field is. In the second chapter, we looked at natural, integer, and rational numbers,
and defined them within a fixed field of real numbers. Then, in the third chapter, we studied
subrings and subfields. In the fourth chapter, we defined a field of complex numbers C,
after which we studied a certain subfield of C isomorphic to R. At the end of the chapter,
we defined morphism of ordered sets. In the fifth chapter, we studied the properties of a
field of quaternions H, morphisms, and ring isomorphisms. We also considered a particular
field in H that is isomorphic to C. At the end of the paper, in sixth chapter, we defined a
ring of hyperbolic numbers D and studied a particular field in D that is isomorphic to R.
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