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Sazetak

Kod Kerr-Newmanovog rjeSenja Einsteinove jednadzbe masa, angularni moment i na-
boj zadovoljavaju odredene nejednakosti. Doti¢ne nejednakosti usko su povezane s
pretpostavkom kozmicke cenzure te ih je moguce primjeniti i na dinamicke crne rupe
zbog Cega je njihovo proucavanje toliko interesantno. Jedna od takvih nejednakosti je
teorem o pozitivnosti mase. U ovom radu izlozit ¢emo Wittenov dokaz teorema o po-
zitivnosti mase i uvesti alate potrebne za njegovo razumijevanje. Osim toga, poblize
¢emo objasniti pojam geometrijskih nejednakosti, navesti primjere i motivaciju iza

proucavanja takvih nejednakosti kao i suvremene rezultate te nerijeSene probleme.

Kljucne rijeci: opca teorija relativnosti, geometrijske nejednakosti, izoperimetrij-
ska nejednakost, hipoteza kozmicke cenzure, energijski uvjeti, ADM masa, spinori,

Wittenov dokaz



Geometric inequalities in general relativity

Abstract

In Kerr-Newman’s solution of Einstein’s equation, mass, angular momentum and
charge satisfy certain inequalities. These inequalities are closly related with the co-
smic censorship conjecture which makes them particularly interesting to study. One
such inequality is the positive mass theorem. In this work we will study Witten’s proof
of the positive mass theorem and introduce tools required for it’s understanding. We
will also explain the meaning of geometric inequalities, present examples and moti-
vation behind their studying, and list some current results and open problems in this

subject.

Keywords: general relativity, geometric inequalities, isoperimetric inequality, co-

smic censorship conjecture, energy conditions, ADM mass, spinors, Witten’s proof
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1 Uvod

Glavni matematicki alat opisa fizikalnih sustava su jednakosti. To nije nista neobi¢no
jer nam jednakosti omogucuju povezivanje razlic¢itih konstrukcija te to¢no odrediva-
nje nepoznatih velicina. To je od velike koristi u teorijama u kojima je rjesavanje
pripadnih jednadzbi jednostavno. U kompliciranijim sluc¢ajevima korisne znaju biti i
nejednakosti koje odrazavaju svojstva nekih ogranicenja. Primjer jedne takve nala-

zimo u kapacitorima:

Q < Qo (1.0.1)

gdje je Q naboj na plocama kapacitora, a (), vrijednost naboja izboja promatranog
kapacitorskog sustava (ovisi o oblicima ploca, dielektriku izmedu i sli¢cno). Naravno,
ova nejednakost nije pretjerano komplicirana, ali nam daje uvid u fizikalna ogranice-
nja sustava. Ako zelimo posti¢i konfiguraciju kapacitora tj. dvije suprotno nabijene
ploce naboj na tim plo¢ama mora biti manji od ). U suprotnom, desit ¢e se izboj
S$to ¢e takvu konfiguraciju uciniti neodrzivom. Dakle, izbor relevantnih parametara
koji opisuju sustav nije potpuno proizvoljan, ve¢ mora postovati neke nejednakosti.
Slicnu situaciju susre¢emo u opcoj teoriji relativosti (OTR u nastavku) gdje fizikalni
parametri crnih rupa nisu potpuno proizvoljni, ve¢ neke nejednakosti moraju biti za-
dovoljene kako bi se formirala crna rupa. Razlika izmedu OTR-a i primjera je u tom
Sto je nejednakost (1.0.1) Cisto restriktivne prirode, dok interesantne nejednakosti

OTR-a posjeduju i instruktivni karakter. Iz tog razloga navodimo sljede¢i primjer.

1.1 Izoperimetrijska nejednakost

Teorem 1.1. Neka je S omeden podskup od R" povrsine per(S) i volumena wol(S) .
Tada vrijedi:
per(S) > nvol(S)%vol(Bl)% (1.1.1)

gdje je B; C R" jedini¢na kugla. Jednakost vrijedi kada je S kugla u R™.

U R? ova nejednakost nam kaze da ako je C neka glatka Jordanova krivulja duljine

L, koja omeduje dio povrSine A vrjedi:

L* > 41 A (1.1.2)



gdje je nejednakost zadovoljena ako je krivulja kruznica. Interesantno je koliko je kod
ove nejednakosti specifican granicni slucaj. Osim Sto vrijedi za bilo koju krivulju, kod
zadovoljene jednakosti tocno odreduje geometriju krivulje. Zbog toga (1.1.2) spada
u klasu tvrdnji koje se zovu geometrijske nejednakosti. Kako je OTR geometrijska
teorija, a fizikalni parametri crnih rupa definirani su geometrijski, za ocekivati je da
¢e nejednakosti s kojima se susretnemo prirodno upadati u istu kategoriju.

Dokaz koji ¢emo prezentirati napravio je Hurwitz 1902. godine.

Dokaz. Neka je krivulja C' parametrizirana tako da ¢t — (z(t), y(t)) "prijede" preko

C' konstantnom brzinom u "vremenu" 27. To povlaci:

27
/ Vil 2dt = L (1.1.3)
0

Zbog toga Sto je brzina konstantna:

2 + 9% = const. = (1.1.3) = /a2 + 32 02” dt = L (1.1.4)

iz ¢ega vidimo da je @ + ¢ = (%)2 Kako su z i y periodi¢ne funkcije, moZemo ih

razviti u Fourierov red:

n=1 (115)

= (1) = 3 (=nd, sin(nt) +n¥, cos(nt))

Ako je C pozitivno orijentirana, povrsina A iznosi:

2m
A=—[yde=— [yzdt=—7(y,i) =
0
=—m > (—nayb, +nbyal,) = (1.1.6)
n=1

=x > n(ayb, — byal,)
n=1



Duljina krivulje tj. opseg povrsine zbog konstantnosti brzine iznosi:

2
L2 = ( RV/EN dt)
2
— Va2 (fydt)
=21 [P7 32 + P dt
=272 3 n*(a + b +a’y +17)

n=1

Koristec¢i (1.1.6) i (1.1.7) dobivamo:

L? —4mA =
=212 3" [n*(a2 + b2 +a'% + 2) — 2n(anb), — byal,)]

n

n=1
212 3" [(nay, — V)% + (nb, + a.,)? + (n? — 1)(a’> + )]
n=1

(1.1.7)

(1.1.8)

Ocito je da je gornji izraz vedi ili jednak nula. Jednakost je zadovoljena ako vrijedi:

nb, +a,’ =0
a, =0
b, =0

(1.1.9)

(1.1.10)
(1.1.11)
(1.1.12)

gdje jednadzbe (1.1.11) i (1.1.12) vrijede za n > 1. Za n > 1 stoga trivijalno vrijedi

a, =b, =a,"=b,"=0. Zan =1 s druge strane imamo:

].'CLl—bl,:O

1- b1 — CL1/ =0
iz cega slijedi b;' = a; te a;’ = b;. Konacno rjesSenje stoga je:

x(t) = @ + ay cos(t) + by sin(t)
y(t) = % — by cos(t) + a; sin(t)

(1.1.13)
(1.1.14)

(1.1.15)

$to odgovara kruznici. Time smo dokazali izoperimetrijsku nejednakost za R? slucaj.

O



1.2 Kosa crnih rupa i kogmicka cenzura

U ovom poglavlju navodimo dvije ozbiljne hipoteze manje ozbiljnog naziva. Te hi-
poteze odigrat ¢e bitnu ulogu u daljnjim razmatranjima dijelom kao temeljna pret-
postavka, a dijelom kao podupiruce ¢injenice. Hipoteza o ne postojanju kose crnih
rupa jedna je od motivacija koja stoji iza razmatranja geometrijskih nejednakosti u
kontekstu OTR-a. Ovdje ¢emo se samo dotaknuti njezinih glavni ideja, a za viSe
detalja referiramo se na [4]. Ona kaZe da je kranje stanje gravitacijskog kolapsa
koji rjesava Einstein-Maxwellove jednadZzbe u potpunosti opisano klasi¢nim parame-
trima: masom, angularnim momentom te nabojem. S time na umu, nejednakosti
koje bi se izmedu tih parametara javile povezivale bi relevantne parametre za opis
gravitacijskog kolapsa te time dale restrikcije na geometriju prostorvremena. Na-
ravno, hipoteza o nepostojanju kose jo$ uvijek je hipoteza u formalnom smislu. Nije
dokazana za opceniti slucaj gravitacijskog kolapsa, iako je potvrdena za sve nama
znacajne slucajeve u obliku tzv. "no-hair" teorema za stacionarne crne rupe.

S druge strane hipoteza o kozmickoj cenzuri govori nam o stukturi krajnjeg pro-
dukta gravitacijskog kolapsa. Gravitacijski kolaps nerijetko rezultira singularitetom.
Pojednostavljeno, singularitet je tocka u prostorvremenu u kojoj se pretpostavlja da je
gravitacijska privla¢nost beskona¢na. Kako ne poznajemo fiziku u singularitetu (zbog
toga Sto su to singularne tocke u rjeSenjima Einsteinove jednadzbe) ne mozemo odre-
diti sto bi se desilo s promatracem (tijelom) koji bi do njega doSao. Postojanje tocke
koju promatra¢ moze doseci u kojoj se ne moze predvidjeti njegova sudbina narusilo
bi determinizam OTR-a. Zbog toga je Roger Penrose 1969. formulirao pojam koz-
micke cenzure koji kaze da u svemiru ne postoje "goli" singulariteti tj. da je svaki sin-
gularitet sakriven iza horizonta dogadaja. Horizont dogadaja je ploha koja okruzuje
("cenzurira") singularitet, koja, ako se prijede (tako da udemo u nju), ne dopusta po-
vratak natrag u ostali dio svemira. Horizonti dogadaja se prirodno javljaju u mnogim
rjeSenjima Einsteinove jednadzbe. Time je determinizam OTR-a spasSen Cinjenicom
da je promatrac¢ koji dosegne singularitet ve¢ u podrucju iz kojeg nema povratka,
tj. teorija je potpuno deterministicka za podrucje van horizonta dok je nepoznato
podrucje sakriveno iza horizonta te bez obzira na dogadaje unutar horizonta i pona-
Sanje singulariteta ne moZe utjecati na ostatak "relevantnog" svemira. Kako bismo
priblizili taj koncept, zamislimo da se nalazimo na nekom velikom trgu s mnostvom

ljudi i da posjedujemo carobnu knjigu koja nam govori Sto su svi ti ljudi na trgu radili
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u proslosti i Sto ¢e raditi u buduc¢nosti. S obzirom da mozemo predvidjeti ponasanje
svih ljudi na trgu, znamo kako ¢e izgledati trg u svakom trenutku u vremenu. Tako
izgleda deterministicka teorija. Zamislimo sada da se na trgu pojavi jedna osoba koja
nije upisana u knjigu (singularitet u kojemu ne znamo zakone fizike). Ta osoba nam
ne predstavlja sama po sebi problem, ali ako slucajno dode u dodir s osobom koja je
zapisana u knjizi ne mozemo vise vjerovati zapisanim predvidanjima jer ne znamo
kako je izgledala interakcija zapisane i nezapisane osobe. Takva situacija znacila bi
naruSenje determinizma $to je u analogiji s tijelom u prostorvremenu koje dolazi u
kontakt sa singularitetom. Nacin na koji kozmicka cenzura rjesava taj problem je
sljede¢i: Zamislimo da je nepredviva osoba zatvorena u Toi-Toi koji je postavljen na
istom tom trgu. Radi se o specifithom novom modelu prijenosnih WC-a koji su sa-
vrseno izolirani tako da se iz njih niSta ne cuje van, uz dodatnu funkciju da ljudima
ne omogucuju da izidu iz WC-a ako u njega udu. Sto to znadi za determinizam nase
knjige? S obzirom da je nepredvidiva osoba zatoCena u prijenosnom WC-u ne moze
medudjelovati s ljudima koji su izvan njega pa je determinizam van WC-a ocuvan.
S druge strane, ljudi koji stupe u kontakt s nepredvidivom osobom su oni koji udu
u Toi-Toi, ali, po konstrukciji te moderne naprave, ne mogu viSe izi¢i pa ne pred-
stavljaju opasnost za determinizam van njega. Tako Toi-Toi Cuva determinizam u
ostatku trga na isti nac¢in na koji i horizont dogadaja ¢uva determinizam u ostatku

prostorvremena.

1.3 Schwarszschildovo rjesenje

Einsteinova jednadzba za opcu teoriju relativnosti glasi:
1
R, — ERQ’W =81GT,, (1.3.1)

Ona povezuje geometrijska svojstva prostorvremena s lijeve strane jednadzbe sa sa-
drzajem prostorvremena s desne. Tako se s lijeve strane nalaze Riccijev tenzor R,
i Riccijev skalar R koji nose informaciju o zakrivljenosti prostorvremena, a s desne
tenzor 7, koji nosi informaciju o sadrzaju energije i impulsa i gravitacijska kons-
tanta G. Znamo da je Riccijev tenzor dobiven kontrakcijom Riemannovog tenzora,
preciznije:

R,Lw - RA HAV (132)



dok je Riccijev skalar dobiven kontrakcijom Riccijevog tenzora:
R= R, (1.3.3)
Kako je Riemannov tenzor dan preko derivacija Christoffelovih simbola:
R oy = 017 o — 0,17 g + 17 0T o = T 0T o (1.3.4)

gdje su Christoffelovi simboli definirani kao:

1 A ag)\l/ ag}\ agu
., = §gu (8xﬂ + axy’) — azf (1.3.5)

mozemo vidjeti da se radi o sustavu vezanih nelinearnih parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi drugog reda. Einsteinovu jednadzbu je stoga iznimno netrivijalno rijesiti.
Dapace, postoji tek nekolicina rjeSenja ove jednadzbe.

Napomena: Pod "rjesenje jednadzbe" misli se pronadi metriku g,, (nekada oznake
ds?) koja e za neku zadanu raspodjelu energije u prostorvremenu T, zadovoljavati
jednadzbu (1.3.1) i adekvatne rubne uvjete.

Najjednostavniji primjer rjeSenja je ono za sfernosimetri¢ni (u prostornom smislu)

prostorvremenski vakuum, takoder poznato i kao Schwarzschildovo rjesenje:

~1
ds® = — (1 — 2GM) dt® + (1 - 2GM> dr? + r2dQ) (1.3.6)

r r

gdje je dQ? standardna metrika na jedini¢noj 2-sferi:

dQ? = df* + sin? Od¢* (1.3.7)

Birkhoffov teorem kaze nam da je Schwarzschildovo rjesenje ujedno i jedinstveno
sfernosimetri¢cno vakuumsko rjeSenje. S obzirom da je jedini parametar koji opisuje
ovakvo rjeSenje M, kojeg cemo kasnije definirati kao masu, Birkhoffov teorem tako-
der spada u klasu "no-hair" teorema.

Primjetimo daur = 0ir = 2GM =: R, komponente metrike divergiraju. S obzi-
rom da su komponente metrike koordinatno ovisne, moguce je da ¢emo divergenciju
mo¢i otkloniti promjenom koordinatnog sustava ako ona nije koordinatno neovisna

tj. topoloska. To je moguce uliniti za r = 2G'M koji se jo§ zove Schwarzschil-
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dov radijus koristenjem regularnih koordinata kao sto su Kruskalove ili Eddington-
Finkelsteinove, ali nije moguce za »r = 0. Tocka r = 0 je singularitet, a 2-sfera
r = 2GM tocno horizont dogadaja o kojima smo pricali u poglavlju 1.2 sto karak-
terizira crnu rupu. Tako je, sukladno s hipotezom o kozmickoj cenzuri, singularitet
sakriven iza horizonta dogadaja. Za viSe detalja o izvodu horizonta i geodezicima

(putanjama) u Schwarzschildovom rjeSenju upucujemo u [5].

1.4 Parametri

S obzirom da smo u poglavlju 1.2 rekli kako su rjeSenja stacionarnih crnih rupa
karakterizirana masom, angularnim momentom i nabojem, valjalo bi ih definirati
prije nastavka diskusije. Ideja je da pronademo kvazilokalne veli¢ine koje su globalno
ocuvane i poklapaju se s parametrima koji karakteriziraju nadolazeca rjesenja.

Sve ove veli¢ine bit ¢e zadane integralom nekog polja po prostornoj hiperplohi.
Prostornu hiperplohu moZemo zamisliti kao jedan "trenutak" prostorvremena za neku
definiranu vremensku koordinatu. Dobru definiranost takve koordinate osigurava
nam stacionarnost rjeSenja. Kako bismo definirali naboj krenut ¢emo od od tenzora
jakosti elektromagnetskog polja F),,, . Maxwellove jednadzbe u kovarijantnom obliku

govore nam da je Cetverovektor struje naboja:
V, = gt (1.4.1)

Naboj koji prolazi tada kroz neku prostornu hiperplohu (sve tocke na njoj povezane

su prostornim putevima) dan je integralom po koordinatama z* na hiperplohi:

Q=— / BT, T (1.4.2)
>

gdje je h;; inducirana metrika na hiperplohi, a n, vektor normale na hiperplohu.

Koriste¢i (1.4.1) mozemo pisati:

Q=- / &*xvhn,V,F" (1.4.3)
>



pa uz koristenje Stokesovog teorema dobivamo integral po rubu od X::
Q=— / d*zVh® n,o, F* (1.4.4)
ox.

gdje je hz(f-) inducirana metrika na 0%, a o, pripadni vektor normale.
Energiju tj.masu definiramo novom strujom koriste¢i vremenski Killingov vektor
K*:
Jp = K, R" (1.4.5)

gdje je R* Riccijev tenzor. Ova struje mozZe se napisati [5] kao:
Jp =V, (VFK") (1.4.6)
pa se onda ukupna energija, definirana kao:

E Az hn,Jy (1.4.7)

R 47TG »
moze koriStenjem (1.4.6) i Stokesovog teorema zapisati kao:

1

Er=—
R 47TG oy

zVh® n,o, V" KY (1.4.8)

U potpunoj analogiji sa sluajem energije/mase mozemo definirati angularni mo-
ment. Zamislimo da imamo rotacijski Killingov vektor R = J,. Tada u analogiji s

(1.4.5) mozemo definirati struju:
J(’; = R, RM (1.4.9

te je u analogiji s (1.4.8) (uz adekvatne popravke konstanti) konacni angularni mo-

ment:
1

J=———
87TG o%

xVh@ n,o, V" RY (1.4.10)

Korisno je definirati jo$ jednu kvazilokalnu veli¢inu, a to je povrSina horizonta

crne rupe A. Ona je definirana kao:

A:/ Vh@ % (1.4.11D)
H



gdje je hg) inducirana metrika na horizontu, a z* pripadne koordinate. Za Schwarz-
schildovu crnu rupu, primjerice, povrsina A iznosi A = 47(2GM)? $to je i ocekivano

zbog sferne simetrije.

1.5 Energijski uvjeti

Jesu li u klasi¢noj fizici sve trajektorije predmeta dopustene? Zamislimo na trenutak
lopticu negativne mase koja se giba po pravcu na koju djelujemo konstantnom silom
F'. Drugi Newtonov zakon govori nam da je /' = ma pa bi nasa loptica ubrzavala u
smjeru suprotnom od smjera sile koja na nju djeluje. Iako zadovoljavaju jednadzbe
gibanja, ovakve trajektorije smatraju se nefizikalnima i odbacuju se uz obrazloze-
nje da je m > 0. Energijski uvjeti su koordinatno invarijantne restrikcije na tenzor
energije i impulsa koje funkcioniraju na sli¢an nacin kao gorespomenuta restrikcija
na masu. Moze li svaka metrika zadovoljavati Einsteinovu jednadzbu sli¢no je pita-
nje kao pitanje trajektorija. Za svaku metriku mozemo konstruirati Einsteinov tenzor
G 1 zahtjevati da mu je 7),, jednak. Nama je u interesu, na fizikalno razuman nacin,
postaviti ograni¢enja na 7,,.

Korisno je razmisljati o slucaju idealnog fluida kao izvora. Za takav sustav tenzor
energije i impulsa glasi:

THV = <p +p)U,uUV +pg,u11 (151)

To nam omogucduje intuitivnije sagledavanje restrikcija u terminima gustoc¢e energije

pitlaka p. U* je cetverovektor brzine normaliziran na U*U, = —1.

1. Slabi energijski uvjet (Weak Energy Condition, WEC)

Za svaki vremenski vektor t* vrijedi:
T, "t > 0 (1.5.2)

(1.5.2) implicira 7},,U*U" > 0 jer je U* vremenski vektor te 7, ["1" > 0 za neki
svjetlosni vektor. Kako bismo dokazali da druga tvrdnja vrijedi, pokazimo prvo
da je suma vremenskog i svjetlosnog vektora opet vremenski vektor. Neka je
A = (a,ra) vektor vremenskog tipa gdje a oznacava vremenski, a ra prostorni
dio vektora. Takoder, neka je B = (b,¢b) svjetlosni vektor gdje b oznacava

vremenski, a gb prostorni dio vektora. Vrijedi —a® + r%a> <0 — 1 —7r% > 0



te —0> +¢*h* = 0 — 1 — ¢> = 0. Ako poku$amo izra¢unati normu vektora

A+ B = (a+ b,ra + gb) dobivamo
—(a+b)*+ (ra+ qb)* = —a* — 2ab — b* + r*a® + ¢*b* + 2ragb
Zbog toga $to je —a? + r?a?® < 0 te —b% + ¢%b* = 0 slijedi

—a® — 2ab — b + r2a® + ¢*b* + 2raghb < —2ab + 2ragb <

< —ab+ ragb = —ab(1 — ¢b)

Kako znamo da ¢ = +1 te |r| < 1 slijedi da je A + B negativne norme tj.
vremenskog tipa za dva vektora istog vremenskog usmjerenja (a,b > 0O ili a,b <
0). Stoga mozemo konstruirati vremenski vektor z# = t* + [* koji po WEC

takoder zadovoljava 7),, 2"z > 0. To moZemo napisati kao

T (84 4 1) (17 +17) =
T 't + T M + Tyt + T 1M1 =

Tt + T, 7 + 2T, M1+ > 0
Ako ponovimo isto s vektorom y* = t* — [* dobivamo:
Ty t't” + T M1 — 2T, "1 > 0
pa zbrajanjem dviju nejednakosti dobivamo
Tyt + T, 1M1 > 0

S obzirom da komponente t* mozemo uciniti proizvoljno malima slijedi da je

T,,1"l” > 0. U terminima idealnog fluida, spomenute kontrakcije iznose:

T, U*U" = p, T, M = (p+p)(U")? (1.5.3)

pa nejednakosti prelaze u p > 0i p+p > 0. Fizikalni argumenti iza ovih zahtjeva
su potpuno razumljivi. WEC zahtjeva da gustoc¢a energije bude nenegativna i

da tlak ne bude prevelik u usporedbi s gustocom energije.
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2. Svjetlosni energijski uvjet (Null Energy Condition, NEC)

Za svaki svjetlosni vektor [* vrijedi:

T, 17 >0 (1.5.4)

Jasno je da WEC povlaci NEC. U terminima idealnog fluida, p + p > 0 tj. gus-
toca energije moze biti negativna uz uvjet da postoji dovoljan kompenzirajuci

pozitivni tlak.

3. Dominantni energijski uvjet (Dominant Energy Condition, DEC)
Za svako kauzalno (vremensko ili svjetlosno) vektorsko polje ¢ usmjereno prema
buducnosti, vektorsko polje —T""c, je takoder kauzalno i usmjereno prema bu-

duénosti.

Lako pokazemo da to implicira WEC. Neka su A i B kauzalni vektori defini-
rani kao iznad. Znamo da vrijedi —a?+ a?r? < 0 te —b%+b%¢? < 0 pa za produkt
vektora vrijedi AB = —ab + abqr = —ab(1 — qr), a kako su |r|, |¢| < 0 vrijedi
da je AB < 0 ako su istog i AB > 0 ako su vektori razli¢itog vremenskog us-
mjerenja. Stoga za produkt dva kauzalna vektora istog usmjerenja ¢* i T""¢,
vrijedi —7),,t"t" < 0 tj. T,,,t*t" > 0 po prethodnom razmatranju. Za gustoc¢u
energije i tlak to jasno povla¢i p > 0ip+ p > 0, ali i dodatan uvjet p > |p|.
U to se moZemo uvjeriti ako zapiSemo uvjet za DEC kao 7"¢,T" y¢* < 0 $to
vrijedi jer znamo da je 7" c,, kauzalno polje. Uvrstavanjem (1.5.1) u prethodnu

nejednakost dobivamo:

[(p+ U, + pgull(p + p)U"Ux + pg” ¢ =
= (p+p)*UUUUsc"* + p(p + p)U,U,g" acc*+

+p(p + ) g U Urc"c* + p*gung” xctc* <0
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Koristedi ¢injenicu da je U,U* = —1 dobivamo:

(U")?[=(p+p)* + 20(p + p)] + PPeuc <0
(U )P [=p* = p* = 2pp + 2pp + 2p%] + pPcuc <0

(U2 [p? — p?] +p2cuc“ <0

Ako uvrstimo svjetlosni vektor kao ¢ (vrijedi c,c* = 0) imamo:

(UFe)?p® = p*] <0 (1.5.5)
p?—p* <0 (1.5.6)
<ot (1.5.7)
Il < Ip| (1.5.8)

a kako od prije znamo da je p > 0 slijedi tvrdnja p > |p|.

4. Svjetlosni dominantni energijski uvjet (Null Dominant Energy Condition, NDEC)
Za svako svjetlosno vektorsko polje " usmjereno prema buduénosti, vektorsko po-

lje T*1,, je kauzalno i usmjereno prema buducnosti.

Jasno je da NDEC nije niSta drugo nego DEC ograniCen na svjetlosne vektore.
S obzirom da se bavimo samo kontrakcijama sa svjetlosnim vektorima, jo$ uvi-
jek vrijedi p + p > 0 kao i predzadnji korak u ratunu za DEC: [p| < |p|. U
slucaju p > 0 imamo isti izraz kao i u DEC p > |p|. S druge strane NDEC ne
iskljuCuje postojanje negativne gustoce energije (jer je, prisjetimo se, taj uvjet
dobiven kontrakcijama s vremenskim vektorima), ali namece uvjet p = —p. To
dobivamo kombiniranjem gornje dvije nejednakosti; ako vrijedi p +p > 0, a
vrijedii |p| > |p| jedini na¢in da gornja nejednakost bude zadovoljena u slucaju

negativnog p je da || = [p|, . p = —p.

5. Jaki energijski uvjet (Weak Energy Condition, SEC)

Za svaki vremenski vektor t* vrijedi

T, 1" > =T" ,i%t, (1.5.9)

| —
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TIako se gornji uvjet na prvi pogled ¢ini dosta proizvoljan, njegov izvor je zapravo
posve logican. Ako pogledamo izraz za gustoc¢u zakrivljenosti koju mjeri neki
promatrac s Cetvero-brzinom t* dobivamo R, t"t”. Riccijev tenzor moZemo
drugacije zapisati koriste¢i Einsteinovu jednadzbu R,, = 877, + +Rg,, (uz

G, c = 1) pa dobivamo:

1
Ry t't” = (87T, + 5 Ry )t"t”

1
= 8 (T — g A /\guVﬂutV

1
= 87 (T}, t"t" + 5T )

gdje smo u drugom redu iskoristili relaciju R = —87T) * dobivenu kontrakcijom
Einsteinove jednadzbe, a u tre¢em Cinjenicu da je Cetverobrzina normalizirana
na t#t, = —1. Vidimo stoga da je SEC ekvivalentan zahtjevu da je lokalna
gustoca zakrivljenosti pozitivna. U jeziku idealnog fluida to je ekvivalentno
ne previSe instruktivnim nejednakostima p +p > 0 te p + 3p > 0 koje ¢emo
izvesti konzistentnosti radi. Ako uvrstimo t# = U* s lijeve nejednakosti (1.5.9)

dobivamo, isto kao (1.5.3), 7,,,U*U" = p dok s desne strane imamo:

1 1
§TA \UU, = 5[(p+ p)UMUy + pg* ] - (—1)
1
= —5(=p—p+4p)
1
— _(3p—
2( D —p)

Sto u kombinaciji daje p + %(Bp —p) > 0, tj., nakon malo sredivanja, p + 3p > 0.
Do druge nejednakosti dolazimo ako uvrstimo opceniti vremenski vektor t# i

iskoristimo prehodno dokazanu nejednakost:
Tutht” = (p + p)(U"t,)* + ptht, > %T“ 7ty = %(319 —p)t7ty > %(—p —p)=-p
Ovo je ekvivalentno uvjetu

(U"t,)* +t"t,)(p+p) >0 (1.5.10)
Moze se pokazati da je predfaktor uvijek nenegativan. Uzmimo kao primjer
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(1,1) prostor u kojem je U* = (a,b), —a*+b* = —1tet' = (cx,cy), —c*z* +

c*y? < 0. Tada je U*t, = —acx + bcy pa mozemo izratunati predfaktor:

(U"t,)? + t't, = (—acx + bey)? + —ca? + *y?
~ (—az + by)* + —2* + 3
= a’z? + b*y? — 2abzy — 2 + o
=2%(a® — 1) + y*(b* + 1) — 2abxy
= 22b* + y*a® — 2abzy

= (zb +ya)®> > 0

gdje smo u predzadnjem redu iskoristili relaciju —a? + v*> = —1. Poopéenje na
vise dimenzija slijedi analogno. Stoga, s obzirom da je predfaktor u nejedna-

kosti (1.5.10) nenegativan, slijedi p + p > 0.
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2 Nejednakosti

2.1 Kerr-Newmanove crne rupe

Za razliku od Schwarzschildovog rjeSenja Einsteinove jednadzbe koje je sfernosime-
tri¢no, Kerr-Newmanovo rjesenje opisuje rotirajuc¢u nabijenu crnu rupu. Mi ¢emo se
u ovom poglavlju zbog jednostavnosti zapisa zadrzati na Kerrovom rjesenju koje opi-
suje nenabijenu rotiraju¢u crnu rupu jer se za nase potrebe ne razlikuje previse od
nabijenog poopcenja. Kerrova metrika u Boyer-Linquistovim koordinatama dana je

S:
ds? = — (1 - 242 ) @r? — 2Mezn0 (g1 + dgt)

2 - (2.1.1)
HEdr? + p*d0* + 20 [(1? + 0?)? — a®Asin® 0] do?
gdje su A i p pokrate za:
A(r) = r? —2GMr + a? (2.1.2)
p*(r,0) = r* + a*cos® 0 (2.1.3)

Ovdje je a = J/M gdje su J i M to¢no parametri definirani jednadzbama (1.4.8) i
(1.4.10). U Kerr-Newmanovo rjeSenje koje ukljucuje elektri¢ni naboj ) i magnetski
naboj P (jdb. (1.4.3) uz F* — «F*") jednostavno prelazimo zamjenom GMr —
2GMr — G(Q* + P?).

Kako bismo pronasli horizonte ovakve crne rupe moramo traziti tocke za koje je
g = 0. Vrijedi g'" = % (zbog podizanja indeksa ¢lana uz dr? iz (2.1.1)), a iz (2.1.3)

znamo da je p > 0 pa zaklju¢ujemo da je ¢'" = 0 kada:
A(r) =r? —2GMr +a*> =0 (2.1.4)

To nas dovodi do kvadratne jednadze u r koju moramo rijesiti kako bismo pronasli

poloZzaje horizonta. RjeSenja jednadzbe (2.1.4) su:
ry =GM £ VG?M?2 — a? (2.1.5)

Ocito broj horizonata u opisanoj crnoj rupi ovisi o iznosu diskriminante u jednadzbi

(2.1.4). Ako vrijedi G*M? > a? imat ¢emo dva horizonta dok ¢emo za G?M? = a?
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imati samo jedan. Crna rupa koja zadovoljava (2.1.1) i ima dva horizonta zove se
Kerrova crna rupa, dok je ona s jednim horizontom ekstremalna Kerrova. Intere-
santno je pogledati slucaj kada:

G2M? < a? (2.1.6)

Ako je ta nejednakost zadovoljena, jednadzba (2.1.4) nece imati realnih rjeSenja tj.
imat ¢emo singularitet bez horizonta, a takvu smo moguénost ve¢ odbacili u poglavlju
1.2. Iz tog se razloga zadnji slu¢aj odbacuje kao nefizikalan. Kako je a = J/M slijedi

da fizikalno rjeSenje mora zadovoljavati:

M >4/ % (=Ekstremalna Kerrova c.r.) (2.1.7)

Valja uociti usku povezanost nejednakosti (2.1.7) s hipotezom kozmicke cenzure.
Argument kozmicke cenzure koristio nam je kako bismo odbacili sluc¢aj (2.1.6) kao
nefizikalan Sto nas je i dovelo do ovog ogranicenja. Ako joS primjetimo da smo
velicine M i J definirali potpuno geometrijski (u (1.4.10) i (1.4.8) koriste se samo
Killingovi vektori i Riccijev tenzor Sto su sve svojstva geometrije prostora povezana
s fizikalnim preko Einsteinove jednadzbe) mozemo re¢i da smo sli¢cno kao u (1.1.2)
dosli do nejednakosti koja stavlja neka ogranicenja na geometriju prostorvremena i ju

opisuje u slucaju jednakosti — tocnije, do prve relevantne geometrijske nejednakosti.

2.2 Geometrijske nejednakosti

Vecina diskusije u ovom tekstu preuzeta je iz [7] i [8] zbog Cega na njih upucujemo
za viSe detalja. U nastavku ¢emo raditi s konvencijom G, ¢ = 1.

U prethodnom poglavlju susreli smo se s nejednakosti
M > +/|J| (=Ekstremalna Kerrova c.r.) (2.2.1)

Za Kerrovu crnu rupu, koriste¢i jednadzbu (1.4.11), moze se izraCunati povrSina

horizonta koja iznosi:

A=8r1 (M2 + m) (2.2.2)
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Iz toga je lako iscitati joS jednu nejednakost:

\/i < M (=Swarzschild) (2.2.3)
167

pri ¢emu se Kkoristimo c¢injenicom da Kerrovo rjeSenje tezi u Schwarzschildovo za

J = 0. Ako jos kvadriramo (2.2.1) i upotrijebimo (2.2.2) dobit ¢emo:
2.2.1) 5 (2.2.2)
8rlJ| < 8aM2PEY A _grVMA— 2 < A (2.2.4)

gdje jednakost vrijedi u slucaju ekstremalne Kerrove crne rupe. Tako smo koristeci

samo (2.2.1) i (2.2.2) dobili nejednakosti:

V' |J| < M (=Ekstremalna Kerrova c.r.) (2.2.5)
[ A

—— < M (=Schwarzschild) (2.2.6)
167

8r|J| < A (=Ekstremalna Kerrova c.r.) (2.2.7)

Ove nejednakosti interesantne su zbog toga Sto vrijede i u opcenitijim sluc¢ajevima
gravitacijskog kolapsa. Penrose je, primjerice, u svom poznatom ¢lanku [2] predlozio
fizikalne argumente koji povezuju globalna svojstva gravitacijskog kolapsa s geome-
trijskim nejednakostima na pocetne uvjete. Ti su argumenti doveli do poznate Pen-
roseove nejednakosti (2.2.5) bez nametanja zahtjeva na simetrije prostorvremena! U
nastavku ¢emo sagledati njegove argumente uz pojednostavljenje kroz dva zahtjeva:
osnu simetriju te pretpostavku da vrijedi (2.2.7). Za nastavak diskuje treba spome-
nuti Hawkingov teorem o povrsini crnih rupa. Ovdje ¢emo ga navesti bez dokaza, a

za viSe detalja referiramo se na [6]

Teorem 2.1. (Hawking, 1973. [19])
Uz slabi energijski uvjet i kogmicku cenzuru, povrsina horizonta dogadaja buducnosti u

asimptotski ravnom prostorvremenu je nepadajuca

Bez previse ulazaka u detalje, ovaj teorem (uz neke tehnicke pretpostavke) govori
nam da povrsina horizonta nikada ne opada. Tehnicke pretpostavke ¢e, naravno, biti
zadovoljene u slucaju koji razmatramo. Koriste¢i (2.2.2) mozemo za dinamicke crne
rupe kvazilokalno definirati masu. Ne koristimo se formulom (1.4.8) jer za dinamicke

crne rupe ne postoji nuzno vremenski Killingov vektor koji bi nam omogucio njezino
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koristenje. Tako je novodefinirana masa M, dana s:

A 47 J?
My, = 1] —
bh 67 T A

(2.2.8)

Pretpostavit ¢emo da sljedece tvrdnje vrijede u gravitacijskom kolapsu:
1. Gravitacijski kolaps rezultira u crnom rupom (slaba kozmicka cenzura).

2. Konacno stanje prostorvremena je stacionarno. Takoder, pretpostavit ¢emo da
je nakon nekog konacnog vremena sva materija upala u crnu rupu (presla ho-

rizont dogadaja).

Teorem o jedinstvenosti crnih rupa kaze da je konacno stacionarno stanje koje se spo-
minje u 1.2 dano to¢no Kerrovom crnom rupom (podsjetimo se da smo pretpostavili
osnu simetriju).Neka su M, Jy, i Ay masa, angularni moment i povrsina konacne
Kerrove crne rupe. Penroseov argument je sljede¢i: uzmimo Cauchyjevu plohu X
(ugrubo, kompletne "prostorne" pocetne uvjete u nekom trenutku) takvu da se gravi-
tacijski kolaps ve¢ dogodio. Neka ® oznacava presjek horizonta dogadaja s ¥ te neka
je A njegova povrsina. Neka su (M, J) ukupna masa i angularni moment u prostor-
noj beskonacnosti. Te velicine se sve mogu izracunati na plohi Y. Prema teoremo o

povrsini crne rupe pocetna povrsina moze samo rasti tj.:

Ay > A (2.2.9)

Nadalje, s obzirom da gravitacijski valovi nose pozitivhu energiju [5], ukupna masa

u prostorvremenu mora biti ve¢a od konacne mase preostale crne rupe:

M > M, (2.2.10)

U opcenitom slucaju nije toliko jednostavno povezati J s kona¢nim J,. Angularni

moment generalno nije ocuvan, ali u slucaju osne simetrije jest stoga vrijedi:

J=Jp (2.2.11)

Moze se pokazati [7] da je nuzno pretpostaviti (2.2.7) kako bi povecanje mase crne

rupe pratilo poveéanje njezine povrsine tj. A > 0 — 0M,, > 0. Prirodno je stoga
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bilo pretpostaviti da bi svaka osnosimetri¢na crna rupa trebala zadovoljavati (2.2.7).
Postojanje crne rupe koja ne postuje (2.2.7) ukazivala bi na to da M, definiran u
(2.2.8) nema zeljeno fizikalno znacenje. Stoga, s obzirom na pretpostavku, imamo
povecanje mase crne rupe:

My, < M, (2.2.12)

Koriste¢i (2.2.8), (2.2.10) i (2.2.12) imamo:

= My, <M (2.2.13)

Ova nejednadzba predstavlja poopcenje Penroseove nejednakosti na crne rupe s an-

gularnim momentom. Takoder koriStenjem (2.2.7) i prethodne jednadZbe dobivamo:

2.2.7) (2.2.12)
mJ2 871 _
N e A

Iz svega ovoga mozemo postaviti hipotezu:

Tri geometrijske nejednakosti (2.2.5), (2.2.6) i (2.2.7) koje vrijede za Kerrovu crnu

rupu ocekuje se da vrijede i za osnosimetricnu dinamicku crnu rupu.

Penroseova nejednakost (2.2.6) vrijedi i bez zahtjeva osne simetrije. Primjetimo da
bi protuprimjer nejednakosti (2.2.13) implicirao da kozmicka cenzura ne vrijedi. S
druge strane dokaz nejednakosti podupirao bi hipotezu kozmicke cenzure, s obzirom
da je vrlo tesko razumijeti zasto bi ova jako netrivijalna nejednakost vrijedila ako

kozmicka cenzura ne bi sluzila kao temeljno fizikalno obrazlozenje.
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3 Teoremi o pozitivnosti mase

Jedna od poznatijih geometrijskih nejednakosti ona je o pozitivnosti ukupne mase
u prostorvremenu. Ona kaZe da je za netrivijalni izolirani fizikalni sustav ukupna
masa/energija, koja ukljucuje doprinose od materije i gravitacije, pozitivna. Dugo
je postojala kao fizikalna hipoteza, a prvi je put dokazana 1979. godine. Dokaz su
napravili Richard Schoen and Shing-Tung Yau koriste¢i varijacijske metode, a 1981.
godine Edward Witten ponudio je svoju mnogo jednostavniju verziju dokaza koji
koristi spinore kao glavni alat. U ovom poglavlju uvest ¢emo spinore, a zatim se
posvetiti Wittenovom dokazu PMT (Positive Mass Theorem). Koristit ¢emo se (+ —

— —) signaturom kako bismo bili konzistentni s literaturom spinora.

3.1 Spinori

Unato¢ naoko zastraSujucem nazivu, spinori su izgradeni od vrlo jednostavnih i vrlo
poznatih matematickih struktura. Vektorski prostor S nad poljem kompleksnih bro-
jeva zovemo spinorski prostor ako je dimenzije 2 i takoder opremljen simplektic-
kom strukturom. Simplekticka struktura je nedegenerirana, bilinearna antisimetri¢na

funkcija
[,]: xS —C

Uredeni par (S,[, ]) vektorskog prostora S i simplekticke strukture (ili forme zbog
njezinih svojstava) zovemo simplekticki prostor, pa je tako spinorski prostor jednos-
tavno dvodimenzionalni simplekticki prostor nad poljem kompleksnih brojeva. Ne-
degeneriranost simplekticke strukture implicira da za svaki o € S # 0 postojiw € S
takav da [a, w] # 0.

Slicno kovarijantnoj notaciji na koju smo se navikli, bitnu ulogu i ovdje odigrat ce
dualni prostori. Tako dualni spinorski prostor S* definiramo kao skup svih linearnih
funkcionala nad S tj. funkcija f : S — C takvih da za Vs, z € S te Va, b € C vrijedi
f(as+zb) = af(s)+bf(z). Takoder, kompleksno konjugirani spinorski prostor S de-
finira se kao skup svih antilinernih funkcionala, tj. funkcija f € S koje zadovoljavaju
flas +bz) = a*f(s) + b*f(2) za Vs, z € S te Va,b € C. Na poslijetku definiramo jo$ i

kompleksno konjugirani spinorski prostor S kao skup svih linearnih funkcionala na
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dualnom spinorskom prostoru S*. Moguce je definirati bijektivno preslikavanje:
S — S

takvo da s € Si5 € S zadovoljavaju t(s) = 5(1)) za V¢» € S". Primjetimo da se
ovakva operacija ponasa kao obicna kompleksna konjugacija. Pretpostavimo s i s
zadovoljavaju ¢ (s) = 3(¢) te da as = ¢s za opceniti a i nepoznati ¢ € C. Znamo da
as i as zadovoljavaju ¢ (as) = as(y) pa uvrStavanjem dobivamo 1 (as) = ¢s(¢)). Kako
elementi iz S~ antilinearno djeluju na elemente S slijedi a*y(s) = ¢5(1)) pa mora
slijediti ¢ = a*, kao Sto bi i ocekivali od operacije kompleksne konjugacije.

Zbog linearnosti spomenute simplekticke strukture, njezine komponente mozemo
pisati indeksnom notacijom tj. € € S* x S*, e4p = —epy te vrijedi [£, 9] = €(&, ) =
eapé4¢P. Prirodno se namece korespondencija spinora ¢4 € S'i {5 € S* koriStenjem

simplekticke strukture:

£p = eapét (3.1.1)

Ako simplekticku strukturu tretiramo kao antisimetri¢ni skalarni produkt mozemo
se pozabaviti pronalazenjem "ortonormirane" spinske baze, tj. spinora o,z € S koji
zadovoljavaju

[0,1] =1 (3.1.2)
Zbog antisimetri¢nosti produkta ocito vrijedi [0, o] = [2,2] = 0.

Napomena: Ako fiksiramo o € S vidimo da ¢ nije jedinstveno odreden jer

0
za svaki A € R vrijedi [0,2 + \o] = [0,] + A[oso] = 1

Svaki spinor ¢“ stoga moZemo zapisati kao:
=gt 1! (3.1.3)

gdje su €0 = e45EMP te €' = —e 45640 zbog antisimetri¢nosti produkta.
Kako se radi o antisimetricnom tenzoru s dva indeksa na dvodimenzionalnom

prostoru, simplekticka struktura e 45 zadovoljava Jacobi identitet:

€iaécip =0 (3.1.9)
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Ako ovu jednadZbu kontrahiramo s 0“2” dobivamo (imajuéi na umu jednadzbu (4.1)):

c D
(€aBEcD + €BC€AD + €EcA€BD — €BA€CD — €ac€BD + €cpeap) 01" =0

sAixl (*OB/)\(*ZA) (OA)J(:lB)

Ve

c.D " c.D C,D
EABECDO 1 + €Bc€EADO 1 +€ca€EBpO 1T —

™\ ~N

epaXl=—eap (=0a)(—B) (oB)(—24)
7 % N\ % Y %

epaccpoCiP — eaceppo®i? + ecgeapo’il’ = 0/:2

€ap +0pta —oa1 =0

=—> €48 = 0415 — ORBlA (3.1.5)

Istom logikom dolazimo do tenzora e4? = 0P — 0%14. Koristeéi ¢*P radimo kores-

pondenciju sli¢nu onoj u jednadzbi (4.1):
¢4 = ABey (3.1.6)

Na taj nacin uspostavili smo mehanizam dizanja i spustanja indeksa slican onome na
koji smo navikli u Einsteinovoj notaciji. Razlika je u tome $to je €, antisimetri¢an

dok je g, simetrican tenzor zbog Cega se javlja dodatni negativan predznak:
¢t =i = —ePep (3.1.7)

€a = —eapt® = epal® (3.1.8)

Vidljivo je da se negativan predznak ne pojavljuje ako kontrahiramo lijevi indeks
kod spustanja te desni indeks kod podizanja indeksa. Za lakSe pamcenje koristimo
se mnemotehnikom [1] "LEFT TO LOWER, RIGHT TO RAISE"

Spomenuti prostori S i .S odnose se kao S i S* tako da koristimo sli¢nu notaciju
uz promjene &4 — EA/. Tako je €4 = EA/. Po konvenciji je €15 = €45 UMjesto €4 p.
Svi dosadasnji i bududi identiteti su ekvivalentni uz postivanje navedenih zamjena.

Upoznati smo da multilinearne funkcionale

l

k

Ve

FVix . xVxVx..xV—=C

(gdje je V neki vektorski prostor, a VV* njegov pripadni dual) u Einsteinovoj notaciji
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piSemo kao f®1%2-%, , , izovemo tenzorima ranga (k,1). U spinorskim prostorima
vrijedi ista logika, osim $to postoje Cetiri prostora na kojima multilinearni funkcional

moze djelovati. Tako neki multilinearni funkcional

k I k' v

A AN AN

)

F -0 % xS xTx. XXX xFxGx..x55C

/ /

zovemo tenzor ranga (k,[; k'l') i piSemo F4142-Ax p o p 41424y B,B,.5,- Crtkani
i necrtkani indeksi (u nastavku obi¢ni indeksi i "konjugirani" indeksi jer odgovaraju
komponentama kompleksno konjugiranih prostora) medusobno komutiraju, ali, isto
kao kod obic¢nih tenzora, indeksi istog tipa ne komutiraju. Takoder, moguce je kontra-
hirati obi¢ne ili konjugirane indekse; mijeSane kontrakcije nisu definirane. Sljedece

navodimo bitan teorem o dekompoziciji spinora.

Teorem 3.1. Neka je 745 spinorski tenzor. Tada vrijedi

1
TAB:T(AB)+§TCC€AB (3.1.9)

Dokaz. Svaki tenzor moze se napisati kao suma svojeg simetricnog i antisimetric-
nog dijela. Tako je Tap = T(ap) + Tjap. Ako kontrahiramo jednadzbu (4.4) s rbc

dobivamo:

DC
€[ABEC|DT =0

2eaptcC +Tpa — TaB) =0

I ¢
= T[AB] = 57'0 €AB

gdje smo u tre¢em redu iskoristili ¢injenicu da je 754 — T4 = €ap). UvrStavanjem
dobivenog izraza u dekompoziciju spinorskog tenzora slijedi tvrdnja teorema.

]

Promotrimo sada prostor Y = S x S. Jasno je odmah da je Y 4-dimenzionalan
kompleksan vektorski prostor gdje se prirodno nameée baza {06%", 047%, 1404, 1474}

¢iji su elementi tenzori ranga (1,0;1,0). Moguce je koriste¢i te vektore konstruirati
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bazu vektora:

=% (oAaA' +ZAZA> (3.1.10)
/ 1 ! /
AA A_A A-A
7 = — (077" +170 ) (3.1.11D)
ﬂ(
Aa L ( A-A AfA’>
= — (0”7 —1%0 (3.1.12)
Yy \/§
! 1 ’ /
AA A-A A-A
24 = — (00 17 (3.1.13)

Za tenzore ¢*4’ kaZemo da su realni ako vrijedi ¢4 = ¢*4". Operacija komplek-
sne konjugacije za spinorske tenzore prirodno se nastavlja na operaciju komplek-
sne konjugacije spinora jer komutira s tenzorskim produktom. Primjerice, neka je
a? = 2i 07" tada je a* = —2i6%+*. Lako se pokaZe da su tenzori definirani

jednad?bama (3.1.10)-(3.1.13) realni. Uzmimo kao primjer t*4':

/ !
o4 o4 744

— ! 1 A A7 EVE I
A = §(OA6A’ A

Ako odaberemo podprostor svih realnih tenzora iz Y Re(Y) = {az?Y + by?Y +
ez + dt*Y|a,b,c,d € R} = V vidimo da smo koristeé¢i spinore konstruirali 4-

dimenzionalan realan vektorski prostor. Pogledamo li jos i tenzor

JAA'BB' = €EABEA'B! (3.1.149)

vidimo da je nedegeneriran te u bazi {t4', z44" yA4' 244"} izgleda kao diag(+ —
— —). Drugim rije¢ima, V je 4-dimenzionalan vektorski prostor opremljen Lorentzo-
vom metrikom g4 pp:! Na razini indeksa radimo s promjenama a — AA’, b —
BB’ .... Tako svaki "prostorvremenski" vektor £* odgovara nekom (0, 1;0, 1) real-

nom tenzoru a?4’

€ V. Prosirenje spinorskih prostora s tocke na cijelu zakrivljenu
mnogostrukost obavlja se analogno kao za tangentne prostore, a za vise detalja po-
gledati [6], poglavlje 13.

Slijedi teorem o spinorskoj dekompoziciji svjetlosnih vektora.

Teorem 3.2. k* je neiSCezavajuci svjetlosni vektor (k,k* = 0) ako i samo ako se k* moze
napisati kao:

k* = gAY (3.1.15)
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Dokaz. k* = +k“R* je svjetlosni vektor jer ka7 x 7 = 0 zbog toga §to je kk4 =
epakkB = 0.

Obratno, pretpostavimo da je k£® svjetlosni vektor. Tada postoji realni (0, 1; 0, 1) tenzor
w4 € V takav da je k* = w*4'. S obzirom da je k* svjetlosnog tipa, mora vrijediti
warw = esperpw® WBP = 0 $to je totno definicija determinante 2 x 2 matrice
det(w?) = 0. Ako je determinanta O znali da je jedan stupac matrice linearno

zavisan drugom, tj.

U L I (1 U) (3.1.16)

c ocC C

To znaéi da postoje spinori x* i A takvi da je w4 = k*\Y. Iz realnosti w4 slijedi
RN = MY —= 4 ~ M = ck?, ¢ € R. Slijedi da je w** = k4 k" pa ako

ini at = /|| iv w4 = +a4a?, ovisno o predznaku konstante c.
definiramo a* 4 dobivamo w?4

]

MozZemo primjetiti da ako za neke ¢* i ¢ vrijedi v* = c¢” gdje je |c| =1, c € C,
onda oni definiraju isti svjetlosni vektor k4. To znadi da je uz jedan svjetlosni vektor
vezana jednoparametarska familija spinora. S druge strane, mozemo definirati realan
tenzor [AA'BB';

FAABB _ Ay B AB | A AB (3.1.17)

kojeg gledamo kao (2,0) tenzor nad V, F%. Ovaj tenzor, poznat i kao nul-zastava,
razlikuje spinore do na predznak, tj. dva spinora daju istu nul-zastavu ako i samo
ako se razlikuju najvise do na predznak. Ne postoji ni jedan tenzor na V' konstruiran
od spinora 1 koji razlikuje ¢4 i —4.

Okrenut ¢emo se sada problemu derivacija spinora na mnogostrukosti. Problem nas-
taje Sto ne znamo usporedivati spinore u razli¢itim to¢kama, stoga se kako bismo
definirali derivacije spinora u zakrivljenom prostorvremenu koristimo idejom para-
lelnog transporta. Kao podsjetnik, neka je X* vektorsko polje na mnogostrukosti i
V. kovarijantna derivacija. Tada je neki tenzor F'® paralelno transportiran po in-
tegralnim krivuljama X® ako zadovoljava diferencijalnu jednadZbu XV, F% = 0.
Kovarijantna derivacija je jedinstvena ako vrijedi V,g,. = 0 gdje je g, pripradna
metrika. Ne znamo paralelno transportirati spinore, ali znamo paralelno transporti-
rati nul-zastavu (koja je (2,0) tenzor na V). KaZemo, stoga, da je spinor paralelno

transportiran po X ako mu je nul-zastava paralelno transportirana. S ovom no-
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vom definicijom dobivamo moguénost usporedivati spinore na krivuljama Sto poslje-
dicno definira spinorsku kovarijantnu derivaciju. Konzistentno prethodnim pravi-
lima a — AA’, spinorska kovarijantna derivacija V 44 preslikava (k, : k’,l') tenzor u
(k,l+1: K, I'+1). Zadovoljava ocCekivana svojstva operatora derivacije (linearnost,

Leibnizovo pravilo, komutaciju s kontrakcijom indeksa) uz neka popratna svojstva:

1) za svako spinorsko tenzorsko polje ¢ vrijedi: V 4¢) = V4u1)

el

2) VaweP® = Vawepe= Vau®Y = Vanepo =0

te se poklapa s obi¢cnom kovarijantnom derivacijom V44 kada se primjenjuje na

obi¢na tenzorska polja.

3.2 ADM masa i pocetni uvjeti

Podsjetimo sve da smo u poglavlju 1.4 masu u prostorvremenu definirali koristec¢i
vremenski Killingov vektor. Takva definicija mase poznata je kao Komarov integral.
Javlja se pitanje: Sto napraviti kako bismo u op¢enitom slucaju (nestacionarnog pros-
tovremena tj. onog koje ne posjeduje vremenski Killingov vektor) definirali isti para-
metar? Nasrecu, postoji drugacija definicija mase, tzv. ADM (Arnowitt-Deser-Minser)
masa, za koju se moze pokazati da je ekvivalentna Komarovoj masi za stacionarna
prostorvremena. Za njezino shvacanje potrebno je prvo reci nesto o formulaciji opce
teorije relativnosti pocetnim uvjetima.

Zamislimo na trenutak biljarski stol s kuglicama, 15 obojanih i jedna bijela. Re-
cimo da nam je netko dao fotografiju biljarskog stola u nekom trenutku i zapisao
brzine svih kuglica. Koristec¢i nase znanje Newtonovih zakona, sposobni smo iz tih
informacija rekonstruirati polozaje i brzine svih kuglica u svakom trenutku u pros-
losti i predvidjeti poloZaje i brzine u buduénosti. Drugim rije¢ima, ako je nas sustav
biljarski stol iz pocetnih uvjeta mozemo rekonstruirati stanje sustava u svakom tre-
nutku, tj. skup {z1,...x15, x5, V1, v75, v} (gdje su = polozaji, a ' brzine) zadan u ne-
kom trenutku, dovoljan je za odredivanje evolucije sustava Sto zovemo formulacija
pocetnim uvjetima. Tu ideju prenosimo i u OTR. Zelimo naéi polja &ije vrijednosti
moramo poznavati u nekom "zamrznutom trenutku" (Sto bi, npr. odgovaralo nekoj
prostornoj hiperplohi ¥) kako bismo mogli odrediti cijelo prostorvrijeme i vrijednosti

polja na cijelom prostorvremenu. Ugrubo, za teoriju kazemo da ju je moguce formu-
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lirati pocetnim uvjetima ako:

1. postoje pocetni uvjeti nekih veli¢ina (uz moguca ogranic¢enja) koji jednoznac¢no

odreduju evoluciju sustava

2. "male" promjene u pocetnim uvjetima odgovaraju "malim" promjenama u evo-

luciji sustava

3. promjene pocetnih uvjeta u nekom kompaktnom skupu A C S ne smiju uzro-

kovati promjene van kauzalne budu¢nosti od A

Drugi uvjet namecemo jer je poCetne uvjete moguce odrediti samo kona¢nom pre-
ciznosc¢u pa bi nezadovoljavanje ovog uvjeta oduzelo vjerodostojnost bilo kakvom
predvidanju teorije. Tre¢i uvjet nametnut je jer bismo promjene koje se propagiraju
van kauzalne budu¢nosti mogli koristiti za prenosenje informacija brze od brzine
svjetlosti.

"Zamrznuti trenutak" vrlo je lako odrediti u slucaju stacionarnog prostorvremena.
Stacionarnost prostorvremena implicira postojanje nametnutog smjera vremena u
obliku vremenskog Killingovog vektora K*. Neka je su integralne krivulje polja K*
parametrizirane s t. Tada je jedan zamrznuti trenutak neka prostorna hiperploha za
koju je t = konst. U slucaju nestacionarnog prostorvremena ulogu "zamrznutog tre-
nutka" igra Cauchyjeva ploha.

Neka je S akronalni (ni jedne dvije tocke ne mogu se povezati vremenskom krivu-
ljom) podskup mnogostrukosti /. Buduéa domena ovisnosti D*(S) je skup svih
tocaka p € M takvih da kauzalna krivulja usmjerena prema budu¢nosti koja prolazi
kroz p nuzno sije¢e S. Drugim rije¢cima D*(S) je skup svih dogadaja u kauzalnoj
buducnosti koji su potpuno odredeni dogadajima na S (jer se informacije prenose
kauzalnimm krivuljama). Analogno, prosla domena ovisnosti D~ () je skup svih
totaka p € M takvih da kauzalna krivulja usmjerena prema proslosti koja prolazi
kroz p nuzno sijece S. Pratedi opis za D~ (S), proSla domena ovisnosti je skup svih
dogadaja koje u potpunosti mozemo rekonstruirati znanjem o dogadajima na S. Za
neki skup X kazemo da je Cauchyjeva ploha ako D~ (X) U D*(X) = M tj. ako zna-
nje o dogadajima na toj plohi omogucava rekonstruiranje cijele kauzalne povijesti i
predvidanje svih dogadaja u kauzalnoj buduc¢nosti. Naravno, ako je prostorvrijeme

stacionarno Cauchyjeva ploha je ve¢ opisana prostorna hiperploha "zamrznutog tre-

27



nutka", sli¢no kao sto je fotografija biljarskog stola "Cauchyjeva ploha" za taj sustav
jer mozemo iz nje iSCitati proslost i predvidjeti buducnost.

Kako bismo OTR formulirali pomoc¢u pocetnih uvjeta potrebna nam je uredena
trojka (X, hap, Ku). Ovdje je ¥ trodimenzionalna mnogostrukost, h,, Riemannova
metrika na ¥, a K,, simetricno tenzorsko polje na Y. Tada postoji prostorvrijeme
(M, gap) koje posjeduje Cauchyjevu plohu difeomorfnu s ¥ na kojoj je inducirana me-
trika jednaka h, te K, ekstrinzi¢na zakrivljenost (ili druga fundamentalna forma).
Primjetimo da smo uredenu trojku (X, hy, K,;) definirali bez pozivanja na mnogos-
trukost. To smo ucinili jer po formulaciji pocetnim uvjetima takva uredena trojka
generira neko prostorvrijeme pa izrazavanje tih velicina u kontekstu prostovremena
ne bi imalo smisla. Prostorvrijeme generirano nekim pocetnim uvjetima zove se mak-
simalni Cauchyjev razvoj pocetnih uvjeta.

Preostalo je joS samo definirati ekstrinzi¢nu zakrivljenost K,, prostorne hiper-
plohe Y. Neka je v kongruencija geodezika okomitih na ¥ te neka je n® jedini¢no
tangentno polje na te geodezike. n® je viemenskog tipa na X jer je 3 prostorna hiper-
ploha pa stoga ima vremensku normalu. Ekstrinzi¢na zakrivljenost je tenzor K,
izvrijednjen na Y definiran s:

Kab = Vanb (321)
MozZe se pokazati [6] da se K,, moze zapisati i kao:

1 1 1
Kab = §£ngab = §£n(hab - nanb) = §£nhab (322)

gdje je u zadnjem koraku upotrebljeno £,n, = 0. Vidimo da K,, mjeri kako se
mijenja inducirana metrika na ¥ kada se kre¢emo po kongruenciji geodezika. U
kontekstu formulacije poCetnim uvjetima, mozemo n® smatrati lokalnim vremenom
pa je zadati hy, i K slicno kao zadati polozaj i brzinu (mjeru promjene poloZzaja u
smjeru vremena).

Sada smo spremni definirati ADM masu. Neka je ()M, g,,) asimptotski ravno pros-
torvrijeme, te neka je ¥ prostorna hiperploha klase C>! takva da je (%, hay, Kap)

asimptotski ravan skup pocetnih uvjeta. Neka su !, 2%, x® asiptotski Euklidske koor-

dinate (h,, teZiu (1,1,1) kako r = /()2 + (22)2 + (23)? — o). Tada su energija
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FE i komponente ukupnog prostornog momenta p, dane jednadzbama:

— ah’/f“/ ahﬂ# v
= T Thm Z / (81’“ -0 ) N*dA (3.2.3)
- 8_777«1550 Z / 7 (K, N*— K" ,N,)dA (3.2.4)

gdje je ¥, 2-sfera radijusa r u X, a N” normala na nju. Mozemo konstruirati i 4-vektor
P = —FEn+p° (3.2.5)

u prostornoj beskonacnosti i° za kojeg se moze pokazati da je neovisan o izboru X

pri ¢emu je n, jedini¢na normala na ¥ u :° usmjerena prema buduénosti.

Napomena: Kako bi skup (X, hay, Ku) zaista bio valjan skup pocetnih
uvjeta ekstrinzicna zakrivljenost i inducirana metrika moraju zadovoljavati
dodatni skup uvjeta poznatih kao Gauss-Codazzi jednadzbe. Za vise detalja

pogledati [6]

Cesto puta ¢emo se susretati s konceptom asimptotski ravnih pocetnih uvjeta.
Asimptotska ravnost postaje nam bitna kada promatramo izolirane sustave, primje-
rice zvijezde ili planete. Ideja je da se zakrivljenje prostorvremena zbog zvijezde
ne proteze u beskonacnost ve¢ se udaljavanjem smanjuje i postaje manje zamjetan
tj. prostorvrijeme postaje ravno kako se asimptotski priblizavamo beskonacnosti.
Asimptotski ravni pocCetni uvjeti su stoga oni ¢ija inducirana metrika tezi u Euklid-
sku kako se priblizavamo beskonacnosti, a ekstrinzi¢na zakrivljenost tezi u 0. Nesto
formalnije, ako induciranu metriku zapiSemo kao h;; = J;; + v;; gdje je 9;; Euklidska

metrika, mora vrijediti:

i =O0(r™) (3.2.6)
Oy = O(r™?) (3.2.7)
Oy, = O(r™®) (3.2.8)
Ki;=0(r™?) (3.2.9)
wKyy =O(r?) (3.2.10)



3.3 Wittenov dokaz

Teorem 3.3. (Witten [16]) Neka je (X, h;;, K;;) asimptotski ravan skup poéetnih uvjeta.
Ako je dominantni energijski uvjet zadovoljen, Cetverovektor energije i impulsa (E,p,,)
(gdje je E ADM energija, a p, komponente ADM impulsa definirani jednadZbama (3.2.3)
i (3.2.4)) je ne-prostornog tipa i usmjeren prema buducnosti, a nula ako i samo ako je

maksimalni Cauchyjev razvoj pocetnih uvjeta prostorvrijeme Minkowskog.

Dokaz. Neka je A4 spinorsno polje u prostorvremenu te neka su kovarijantne deri-
vacije dane s V, i V 4. Koriste¢i A4, mozemo konstruirati tzv. Nester-Witten formu

antisimetriziranjem kompleksnog tenzora:
Qub = —iAp'VaaAp (3.3.1)

Q= Oy (3.3.2)

U nastavku dokaza diferencijalne forme uvijek ¢emo oznacavati podebljanim slovima.

Kao $to znamo iz teorema 3.2, svakom spinoru A4 pridruzen je svjetlosni vektor
§a = AaAa.

Neka je ¥, kugla radijusa » u ¥. Racunamo iznos integrala:

limj{ Q—/dQ (3.3.3)
—00 5, >

gdje je d2 vanjska derivacija forme € te smo iskoristili Stokesov teorem. Racunajuci

imaginarni dio integranda s lijeve strane jednadzbe (3.3.3) dobivamo:

1
Im(Q) = - (- 0)
Q Q
17— _ i _ —
= 5(5[)\A’VBB’>\A —Ap'Van ] — TP\AVBB/AA’ — AgVaaAp])
7~ — 7~ —
= Z()\ NVppAa+ AaVppar) — Z()\B/VAA/AB + AVaadp)
éa éB
i — ——
= ZVBB’ (Aada) _ZVAA’ (ABAp)
1 7
i .
2v[b€a] 9 5

gdje smo tenzor &, u zadnjem koraku tretirali kao diferencijalnu formu. Po Stoke-
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sovom teoremu integral diferencijala forme po mnogostrukosti bez ruba (Sto 2-sfera

jest) ne doprinosi integralu pa je integral (3.3.3) realan. Neka za A 4:
)\AIS\A—F’}/A, ’)/AIO(T’il) (3.3.49)

gdje je A proizvoljan konstantan spinor. Ovaj v nije povezan s ~,;;. Postojanje
ovakve dekompozicije nije trivijalno pa za vise detalja upu¢ujemo na [16]. Moze se
pokazati [16] da vrijedi:

aé:imn Q (3.3.5)

87 r—oo s,

Gdje je svjetlosni vektor £ definiran kao £¢ = A AiA/, a vektor P, je cetverovektor
energije i impulsa definiran jednadzbom (3.2.5). Sljede¢i korak je pokazati da iznos
integrala u jednadzbi (3.3.3) ovisi samo o konstantnom spinoru A 4. Rastavljamo Q

na dio ovisan o samo o A4 i ostatak:

Q=Q+T (3.3.6)
Ou = —pVaxks Q=0 (3.3.7)
Fab = —Z'(XB/VAA”}/B +73/VAA/5\B + VB/VAA/W/B), I'= F[ab] (3'3'8)

Zelimo pokazati da je I' = O(r~?) i time ne doprinosi integralu. Po ¢lanovima (3.3.8):

1. 75 Vaays
S obzirom da ne postoji jednostavan komponentan nacin racunanja kovari-
jantne derivacije opcenitog spinorskog tenzora moramo se okrenuti drugim
tehnikama kako bismo saznali kojom brzinom opada V 44/v5. Definirajmo svje-
tlosni vektor [, = y47 4 te neka su V, i ['“;,. kovarijantna derivacija i Christof-

felovi simboli. Vrijedi:

valb - aalb + Fc ablc
= 804(737B’) — I ab(707(;/) (339)

= iBfaa(:AA/)’YB + ’)/Bam:AA’ﬁB/ —Ie abYCY o
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S druge strane takoder vrijedi:

Valb = VAA/’)/BWB/ = ’YBVAA/VB/ +73/VAA/’YB (3.310)

Pa kombiniranjem jednadzbi dobivamo:

Y5 0aavB +v80aaVg — U wvcVor = VBV aaVg + Y Vaays  (3.3.11)

Zahtjevali smo da je v4 = O(r™') te daavp = O(r=2) pa prva dva ¢lana s lijeve
strane jednadzbe (3.3.10) padaju s O(r~3). Sto se tite treceg ¢lana produkt
YcYer je O(r=2) (jer je ya = O(r')), a Christoffelovi simboli mogu se izraziti
parcijalnim derivacijama metrike ¢,, koju moZemo zapisati u terminima indu-
cirane metrike i normale, preciznije g, = ha + nony gdje je n, normala na
hiperplohu ¥. Ako odaberemo koordinatni sustav tako da su 3 koordinate ve-
zane na hiperplohu (ijk) a jedna duz integralnih krivulja n, (¢), imamo dvije

derivacije na koje trebamo obratiti pozornost. Jedne su derivacije u ¢-smjeru:

8€gab = £ngab (3i2) 2Kab (3312)

koje su O(r=2) zbog (3.2.9). S druge strane, kako je g., = hay + n.n derivacije
u (ijk)-smjeru su:
@gab = &»hab + 8i(nanb) (3313)

Iz (3.2.7) vidimo da je za asimptotski ravne pocetne uvjete 0;hy, = OiYap =
O(r~3). Preostaje pokazati da je 9;(n,ny) = O(r~ 1) $to je ekvivalentno zahtjevu

Oin, = O(r~1). Definicija ekstrinzi¢ne zakrivljenosti (3.2.1) je:
Kab = Vanb (3314)

Neka je [* vektor koji zadaje smjer parcijalne derivacije 0;. Taj je vektor tan-
gentan hiperplohi ¥ (jer zadaje neku derivaciju u ijk smjeru) pa induciranu

metriku moZzemo pisati kao h,, = ., + .... Tada je po definiciji sporni ¢lan:

Oing = 1"Viyn, = 1P Ky, = O(r™?) (3.3.15)
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U zadnjem koraku iskoristili smo K, = O(r2) i ¢injenicu da hy, = Il + ... —
dap- Time smo pokazali da je lijeva strana jednadzbe O(r~3). S obzirom da
na desnoj strani imamo produkt v3V 4475, pokazali smo da je trazeni ¢lan

O(r~?). Dodatno, znamo da je 74 = O(r™') paslijedi i da je Vaxys = O(r~?).

2. WB/VAA’S\B

Analognim pristupom onome iz prvog odjeljka dolazimo do jednadzbe:
XB@AA/XB + )\OBGAA/XB/ - Ie abS\QXC/ = /O\BVAA/XB/ + XB/VAA//O\B (3316)

Ovdje parcijalne derivacije d44 \p i$¢ezavaju jer je A, konstantan spinor pa
nam ostaje:

— T pAeher = AgVaars + ApVards (3.3.17)

Istom argumentacijom kao u prethodnom odjeljku dolazimo do zakljucka da
je Vaudg = O(r~2) pa mnoZenjem s 5, = O(r~!) slijedi da je doti¢ni ¢lan

O(r=3).

3. XB’ VAA’ YB
Logikom iz prethodna dva odjeljka najviSe $to mozemo zakljuditi je da je ¢lan

O(r—?) stoga ga raspisujemo:
ApVaavs = Vax(Apys) — 18V an Ap (3.3.18)

Drugi ¢lan desne strane jednadzbe (3.3.17) ekvivalentan je ¢lanu kojim smo se
bavili u prethodnom odjeljku pa je, po identi¢nom postupku, O(r—3). S druge
strane, nakon antisimetrizacije I',,; prvi Clan postat ¢e Vi, a; gdje je o = yBiB,
$to je diferencijal neke 1-forme pa ne doprinosi integralu po mnogostrukosti bez

ruba.

Doista, vrijedi:

lim ¢ Q= lim ¢ (3.3.19)

—00 s, —00 5,

Nadalje, zelimo pokazati da je integral (3.3.3) pozitivan. To ¢emo napraviti tako

Sto cemo pokazati da je integrand d€2 s desne strane iste jednadzbe nenegativan, a
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za to nam treba eksplicitan oblik forme d€2. Po definiciji je, ako je Q p-forma:
d2 = (p+ 1)V, 0, (3.3.20)
U nasem je slucaju p = 2 pa imamo:
d2 = 3V [, (3.3.21)
Racunajudi po komponentama:

€t = 3% (VaSe + Vi Qoo + V0p—
~Valey = ViQae — V)
= —T?n (VoA VaAc) + V(A Ve da) + Ve(Ap Vaadp)—
—Vo(As Ve ds) = ViAo Vaade) + Ve(Aa Ve Aa))
- ; (VAo Vide + Ao VaVidet
+ VoA Veda + A ViVl s+
+ VA Vads — A ViVdp—
— VadpVedp — Ap Vo VeAp—
— ViderVade — Ao ViVade—
—V A Vida — AV Vida)

Mozemo grupirati ¢lanove lijevog stupca i ¢lanove desnog stupca te definirati dife-

rencijalne forme:

Lijevi stupac: Bue = =iVl Vide B = Blapg (3.3.22)
Desni stupac: agpe = —iAe'VaVide @ = qanq (3.3.23)

pa slijedi da je:
9 = 3(a + B) (3.3.24)

Po definiciji je integral neke n-forme F' po n-mnogostrukosti M parametrizirane
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funkcijom ¢ : M — R takve da je ¢(p € M) = (x1,x2,...x,) dan s:

/ F = Fo asas...a, €120/ |V oIV ¢|dx dxods...dxy, (3.3.25)
CceM #(C)CR

gdje je e®122%3--n pripadni Levi-Civita simbol. Ako sada pretpostavimo da je n-mnogostrukost
uronjena u n + 1-mnogostrukost i da je normala na n-mnogostrukost dana vektorom
n® mozemo izraziti projicirani n-dimenzionalni Levi-Civita simbol u terminima glo-

balnog n + 1 dimenzionalnog i normale pa imamo:

€0102a3..an _ 6alagag...andnd (3326)

UvrStavanjem u jednadzbu (3.3.25) dobivamo:

/ F = / Fy aas...a, €129 0 dV (3.3.27)
CeM ¢CCR

gdje smo uveli pokratu dV' = /|V¢TV¢|dridrodrs...dx, Primjenjujudi (3.3.27) na
integral df2 iz jednadzbe (3.3.3) dobivamo:

/ a0 = / 3+ B) = / 3(abe + Bave) €™ UtadV (3.3.28)
b b b

gdje smo iskoristili oznaku t; umjesto ny kako bismo naznacili da se radi o vremen-
skoj normali (jer je hiperploha ¥ prostornog tipa). Kako bismo pokazali pozitivnost
doti¢nog integrala potrebno je samo pokazati pozitivnost integranda.

abed

Pocet ¢emo racunaju¢i komponente kontrakcije [,.€ Podsjetimo se iz jed-

nadzbe (3.3.22) da su komponente . = —iV e Ve, Kovarijantnu derivaciju

mozemo razdvojiti na prostorni i vremenski dio:

V.= D, +t,t’Vy, D,=h,"V, (3.3.29)
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abed

pa se i komponente [,,.€*°** mogu raspisati kao:

5abc€ab6d = — i(Da + tatdvd)Xc/(Db + tbteVe)Aoe“de
=W

= — iDaXC/ DbAce“de,—i(tathch/ Db)\C + Daxcltbtevekc)EabCE

—t td _c/ b ve)\CEGde

Zadnji ¢lan i$¢ezava jer se javlja kontrakcija antisimetri¢nog % i simetri¢nog t*t* ten-

zora u indeksima ab. Vidimo da ¢e se u integralu (3.3.28) javiti kontrakcija Bq.€2“t,

pa ako gledamo ¢lan W9 imamo:
Wdtd == —i(tatdvdXC/DbAc + DGXC/tbteve)\c)Gadetd =0

Zbog antisimetri¢nosti e?**? te simetri¢nosti ¢,t4 ili t;t,. Integralu nam stoga doprinosi
samo dio:

ﬁabceadetd = —iDaXC/DbAcéadetd (3330)

Postoji identitet [17]:

. ' R 1 Ry
Eabcd — —Z<EAC€BD€AD EBC . EADEBCGACEBD) (3.331)

pa uvrstavanjem (3.3.31) u (3.3.30) (uz izostavljanje ¢, zbog jednostavnosti) imamo:

!/ / el el / ! . -~
eabedg i(GACEBDEA D' B'C' _ AD_BC A'C' _B'D ) - (=T Darcs Dy

! ! ! ! - ! ! ! ! i ! -
— _ ACBDAD BC D X L D e + eAPBCAC BD BC D N Dy

Koriste¢i mnemotehniku "Right to Raise, Left to Lower" kontrahiranjem s ¢*¥ mo-

zemo podici ili spustiti indekse pa dolazimo do izraza:
ebedg = DP' N DPY Ao + DPC Ao DEP N\ (3.3.32)

Do sada je spinorsko polje A4 bilo proizvoljno (uz iznimku uvjeta asimptotske kons-

tantnosti). Pretpostavimo da postoji rjeSenje diferencijalne jednadzbe [18]:

Dap)* =0 (3.3.33)
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Takvo da su zadovoljeni zahtjevi asimptotske konstantnosti polja iz jednadzbe (3.3.4).
Ovaj zahtjev ne utjeCe na iznos integrala jer smo pokazali da ovisi samo o konstant-
nom spinoru A4 ¢ija derivacija i$¢ezava neovisno o (3.3.33). S ovim zahtjevom drugi
¢lan iz jednadzbe (3.3.32) iSCezava. Voljeli bismo nekako dovesti prvi ¢lan desne
strane jednadzbe (3.3.32) do oblika koji odgovara (3.3.33). To mozemo postiéi za-
mjenom indeksa D < D’ u derivacijama DXX'. Kako bismo to uéinili koristimo se

identitetom (3.1.9):

SD'CT __(D'C) _ % e
el 1 !/ el
PO F DO
) 1 (3.3.34)
5(TD'C' _ oD :ETF’F adel
/ ! / 1 / el
FDC _ D +§7_FF€DC
stoga za prvi ¢lan desne strane jednadzbe (3.3.32) imamo:
DCD/XC/DDC/)\C :DCC'XC/DDD’/\C + DC E/XC/DDE’)\CGD’C'
(3.3.35)

=D X DPP A + D X DPP A

Isto moZemo napraviti i za drugi ¢lan desne strane u jednadzbi (3.3.35) mijenjanjem

indeksa C' <+ D. Za njega vrijedi:

D o X DPE A =DP o N DOF A + D N- DFP AP
D _Dl E, _D/ EE/ D (3-3-36)
=DP o X" DY®'\o — D\ DFF)

Uvrstavanjem (3.3.35) i (3.3.36) u jednadzbu (3.3.32) dobivamo:

. = DEC R DPP A+ DP X DO Ao — DX’ DPF' AP 4 DPC 2o DY Ao
(3.3.37)
Vidimo da ako vrijedi (3.3.33) svi ¢lanovi s desne strane jednadzbe (3.3.27) iSCeza-

vaju osim tre¢eg. Stoga kona¢no imamo:
€ B = —Dp X DPFAP = —D X" DAP (3.3.38)

Diferencijalna jednadzba (3.3.33) zove se Sen-Wittenova jednadzba i pokazano je da
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rjeSenja te jednadzbe s adekvatnim uvjetima trnjenja zaista postoje. Za vise detalja
o toj temi referiramo se na [16] te [15]. Posvetimo se sada racunanju komponenti

kontrakcije €Y. Po definiciji je:
V[avb]gc = Rabc d&d (3339)
gdje je Rupq Riemannov tenzor. Ako &, definiramo kao &, = A Ao dobivamo:

ViaViée =ViaaVaiAcior
=(Vaaw Vs — Ve Vaa)Acie
=Var(VepAcre + AcVapier) — Ve (Vaadcder + AeVaado)
=(Vaa Ve o) e + VawXeVep Ao +m+ AoV an ViAo
— (Ve Varie) Ao —W—W— AoV Vaade

=XV Virer + AoV ViAo
Slijedi, dakle, da je
AcViuViie + Ao VieVyAe = Raassoo P ApAp (3.3.40)

Isti argumenti koji kazu da je komutator kovarijantnih derivacija tenzorska velicina
(koju zovemo Riemannov tenzor) vrijede i za spinore [6]. To znac¢i da mozemo uvesti

neki spinorski tenzor y 44'ppcp takav da vrijedi:
ViuaVepiAe = Xaappc  Ap (3.3.41)
te kompleksni konjugat:
ViaaVesihor = Xawssco - Ao (3.3.42)
Ako ove izraze uvrstimo u (3.3.40) dobivamo:

AcViaa VAo + AerViaa Ve =AcXanppce - Ao+ Aerxansse P Ap
:YAA’BB’C’ DIGC DADXD/ + XAA'BB'C DGC/ D/ADXDI

DD’ By
:RAA’BB’CC’ )\D)\D’
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gdje je e P = egce®P. 1z ovoga direktno slijedi:

RaaBpcc'pp’ = XaaBporpr€CD + XAA'BB'CDEC! D! (3.3.43)

Riemannov tenzor posjeduje sljedece simetrije:

Rapea = R[ab} [cd] (3344)
Rabcd = Rcdab (3345)
Ra[bcd} =0 (3.3.46)

Potrebno je paziti kako se simetrije u zamjenama tenzorskih indeksa manifestiraju u
spinorskim. Primjerice, relacija (3.3.44) koja govori o antisimetri¢nosti s obzirom na

zamjenu a <> b u spinorskoj notaciji izgledala bi kao:

Raapccrpp = —Rppraaccpp (3.3.47)

Primjetimo da o pojavi minusa mozemo govoriti ako smo napravilii A <+ Bi A’ <+ B’
zamjenu jer jednom tenzorskom indeksu a odgovaraju dva spinorska AA’. Dekom-
poziciju Riemannovog tenzora vrSimo koriste¢i identitet (3.1.9) (zbog zornosti pisat
¢emo Rapcpapcp Sto je isto kao Raappccpp jer obicni i konjugirani indeksi
komutiraju po definiciji):

1

(3.1.9) X
Rapcparsorp = RAB(CD)A’B’C’D’+§RABX A'B'C'p'€CD

(3.1.9) 1 X/ 1 X
= W+ §RAB(CD)A’B/X’ €c'pr + §RABX B D €CD

gdje Rapcpyas/(c'py iSCezava jer je Rgeq po (3.3.44) antisimetrican na zamjenu

v . . ! . v .
¢ ++ d. MoZemo pokazati da je Rapcpapx~ simetri¢an na zamjenu C <> D:

X' X'y
Rapcpapx'™ =Rapcpap xiye

@3.

w

45) 1AYd)
- RBACDA/B'Y/X'EX Y

(3.3.48)
—Rpacpapyxe X

=Rpacpapy
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. ’ ’ v . .
tj. Rapcpyanx~ = Rapcpapx X pa mozemo pisati:

1 1

Rapcparprcrp = §RABCDA/B'X/ Meop + §RABX X yporpecn (3.3.49)
Iz (3.3.49) vidimo da je
| o
XABCDA'B' = ERABCDA/B'X' (3.3.50)
_ 1 X
XABA/B/C/D/ = §RABX A/B/C/D/ (3-3-51)

Prate¢i identi¢an postupak mozemo nastaviti s dekompozicijom po indeksima AB i

A’B’ pa dolazimo do izraza:

Rapepas oo =Xapepearpecp + X apcorpe€apecp+

$aBc' D' €A B ECD T+ ECDA/B/GABGC/D/ (3.3.52)
]. / !

XABCD :ZRABCDY’Y X/X (3.3.53)
1 /

¢ABC’D’ :ZRABXXY’Y C'D’ (3.354)

pa konac¢no dobivamo:

ViaaVepiAe =xapc” apAp
1

_ D X'
*2RABC A'B'X! )‘D

(3.1.9)1 Y D b D B X'
= ZRY C A'B'X' )‘D—I'ZRABC vy x Ap

:XABC DGA’B’)\D + aA’B’C DEAB)\D (3.355)

Primjetimo da iz realnosti Riemannovog tenzora odmah slijedi:

Papcrp = EABC/D' (3.3.56)
Pogledajmo sada traZenu kontrakciju e®“ay,,.:
Eadeaabc — eabcd 3 (_i)XC’vavb)\C — Eabcd . (_z‘)XC,V[aVb])\C (3.3.57)

abed

Ovdje smo antisimetrizirali po indeksima a i b jer je ¢**** antisimetri¢an u istim in-
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deksima pa kontrakcija sa simetricnim dijelom «(.). iSCezava. Koriste¢i ponovno

(3.3.31) i kombiniranjem s (3.3.55) imamo

. / / el el ! /
s Z(EACEBDEAD (B0 _ (AD BC AC' B'D )-

—ixe(Xape Pean e+ Oape Teani)
pa uz podizanje indeksa
eabedey (_ [XD(JCE n XCDCE] Nl [g_bD/C/DE . 50'1)'015]) e
Uz zamjenu ¢’ — E’ moZemo \g\¢ pisati kao A\php =: &,. Cijeli izraz tada je:

' . [=D'E'DE —E'D'DE
el = — (= [XPOLE 4 XOPF] P 1 [P 5T e (3.3.58)
e vis N . —D'E'DE ., :
Voljeli bismo sada drugacije napisati tenzore XP¢,F i ¢ . Oni ¢e se prirodno
pojaviti u kontrakcijama Riemannovog tenzora. Jedna nama poznata kontrakcija

Riemannovog tenzora je Riccijev tenzor
Ry = R, (3.3.59)

pa koriste¢i jednadzbu (3.3.52) Riccijev tenzor u spinorskoj notaciji je

c o v c’ C o’ c, 7 ¢ o’
Rapap =X o €xciep + Xaop €actp + Pacp €acep + 05 ac€actn
7

_ c '
=XucB €ap + Xacp €ap— Pappa

¢BAA’B’

(3.3.60)
A Riccijev skalar je:

A’ A’

’ ’ — / —A
R - Raa = RAAA/A — XACACGA/A + XA/C’ ﬁAA - ¢AAA A T ¢ AA! (3.3.61)

Na isti nacin kao u (3.3.48) mozemo pokazati da je ¢ p) a5y = Papap te

a(AB)(AB’) = aABAB’ te X(AB)(CD) = XABCD iY(A’B’)(C’D’) = YA’B’C’D’- Suprotno od

onoga na S$to smo navikli kod obi¢nih tenzora, kod spinora kontrakcije simetri¢nih

41



indeksa tenzora iScezavaju. Npr za ¢ 45 4 5 imamo

A AB
Oa" g = Papap€ =0

Jer se radi o kontrakciji simetri¢nog i antisimetricnog indeksa. Iz tog razloga kon-

trakcije ¢ 54 1 Papap U jednadzbi (3.3.61) id¢ezavaju. Kako bismo dalje pojed-
nostavnili jednadZbu (3.3.61) mozemo pokazati da je X ;o5 p = X acn B,C/e AB

Kako bismo to napravili izracunajmo tzv. desni dual Riemannovog tenzora:

1 7/ / P!

o Pq _ P Q. Q Q'
abed _§€cd Rabpq - 2(60 €p €cr €pr )

Q_P P’
—EC ED EC/ GD, RABPQA’B’P’Q’

]

2 (RABC’DA’B’D’C’

RABDCA’B’C”D’)

pa uvrStavanjem (3.3.52) dobivamo

7 J— —
*
abed = §(XABCD€A/B’€D’C/ + Xappcreapecp + ¢ABD'C'€A/B/€CD + ¢CDA/B/€AB€D/C/

—Xappceapecp — X Apc'p €ABEDC — PABC' D/ €A'B'EDC — ¢DcA/B/€ABEC/D/)
Sto uz koriStenje simetrija ejap = €ap i X(ap)cp) = Xapcp daje
Ryeq = 1RaBcDA B DO (3.3.62)

Kori$tenjem identiteta (3.3.46) za kontrakciju R* . dobivamo:

w

1 1
* b __ — _bd,_ pq _ — bpg
R abc 29 €ed Rabpq - 260 Rabpq

(3.3.46)

0 (3.3.63)

stoga, kombiniranjem (3.3.63) i (3.3.62) direktno vidimo da mora vrijediti
C/

XAC’BCGA’B’ == YA’C’B’ €AB (3.3.64)

Kako bi bilo zadovoljeno (3.3.63). Uz pokratu XACBB = 3Ae 0, (3.3.64), (3.3.56) i

simetrije pripadnih tenzora (3.3.58) moZemo zapisati kao:

¢abedpy (6A€DE€DIEI + 2¢DED’E’> 3 (3.3.65)
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Koristeci se joS definicijom metrike iz (3.1.14) dobivamo izraz:
el = — (6Ag™ + 2¢™) &, (3.3.66)

Konacno, koristimo Einsteinovu jednadzbu kako bismo dodatno priblizili izraz (3.3.66).

Einsteinova jednadzba glasi:

1

R, —
ab 2

Rg,, = 87T, (3.3.67)

Uvrstavanjem e 4 = 2(3.3.60) i (3.3.61) (uz koriStenje poznatih identiteta za X 45cp

te ¢ apcrpr) U jednadzbu (3.3.67) dobivamo:
6Ag? — 2¢% — %24/\9‘“’ = 8T (3.3.68)

MoZemo primjetiti da lijeva strana jednadzbe (3.3.67) odgovara trazenoj kontrakciji,
odnosno vrijedi:

€y = STTE, (3.3.69)

Integral (3.3.28) uz uvrstavanje (3.3.38) i (3.3.69) glasi:
/ dQ = / 3877 t, — DN DAPE)dV (3.3.70)
> s

Prisjetimo se da je jedna od pretpostavki teorema bila da vrijedi dominantni ener-
gijski uvjet. U njegovom iskazu stoji da je kontrakcija tenzora energije i impulsa s
vektorima neprostornog tipa uvijek veca od ili jednaka nuli pa je zbog toga prvi ¢lan

integranda jednadzbe (3.3.70) nenegativan t;.
8rT% ¢ t, > 0 (3.3.71)
Drugi ¢lan mozemo raspisati kao

D" DeAPt, =h, "V N7 hetV, APt
—htw X7Vt (3.3.72)

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili identitet h h®® = h®. Znamo da je Rieman-
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nova metrika (u (+ — ——) signaturi) negativno definitna. To znaci da postoje svoj-

stveni (prostorni) vektori a®, 5%, ~v* i pozitivne konstante hq, hs, h3 takvi da je:
h = —hia®a® — hyf3* 3% — hgy™" (3.3.73)
Uvrstavanjem (3.3.73) u (3.3.72) dobivamo

D" DEAPt, =(—hia%a? — hafBoBb — hay ™ ?)V A U APE,
=— hla“abVaXD/Vb)\Dtd + (B, v ¢lanovi)

= — (a®V,)A” (a*V,)APt, + (8, v &lanovi) (3.3.74)

Clanovi s 3% i v su izostavljeni jer ovaj postupak za njih ide potpuno analogno. Sada

D" zbog

je lako vidljivo da za spinore 77" := (a“VQ)XD/ il = (abV,) vrijedi 70 = 7
¢ega produkt 7' prema teoremu 3.2 odgovara nekom svjetlosnom vektoru k.

Opremljeni ovim znanjem jednadzbu (3.3.74) svodimu na
DY DEAPt, = — ik, + (B, v élanovi) (3.3.75)

Iz diskusije o dominantnom energijskom uvjetu iz poglavlja 1.5 znamo da za ka-
uzalne vektore istog vremenskog usmjerenja vrijedi k%, = ¢ > 0. UvrStavanjem

(8.3.75) u jednadzbu (3.3.70) vidimo da za integrand vrijedi:
8rT%¢ t, + hic+ (B3, v tlanovi) > 0 (3.3.76)

Cime je dokazan prvi dio Teorema 3.3.

Kod ekvivalencije £ = 0 < Minkowski jasno je da ravan prostor povla¢i £ = 0.
S obzirom da je iznos energije definiran integralom u beskonacnosti (3.2.3) mozZemo
proizvoljno deformirati plohu u unutrasnjosti bez utjecanja na iznos integrala. Tako

ju moZemo deformirati i do ravne plohe za koju vrijedi h,, = d,; pa je

Ohyy  Ohyy,
drt Oz

=0 (3.3.77)

tj. E = 0.

Preostaje dokazati da je u slu¢aju £ = 0 maksimalni Cauchyjev razvoj prostorvrijeme
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Minkowskog. Cetverovektor energije i impulsa P, definiran je s (E, pu). S obzirom

da smo dokazali da se radi o neprostornom vektoru mora vrijediti
3
E* =) () =0 (3.3.78)
pn=1

pa u slucaju £ = 0 mora vrijediti P, = 0. To implicira da je integral [, d©2 = 0 $to je,

zbog toga Sto smo pokazali da je integrand nenegativan, moguce samo ako vrijedi:
stT%¢ t,— DN DNPE, =0 (3.3.79)
Pokazali smo da su oba ova ¢lana uvijek pozitivna pa mora vrijediti

8rT%¢ t, =0 (3.3.80)
D DAPE, =0 (3.3.81)

Jednadzba implicira da je T* = 0 te D*\P = 0 na cijeloj hiperplohi ¥ za bilo koji
izbor polja A\P. To implicira

DiuDyAp =0 (3.3.82)

Svaki vektor z* moze se zapisati slicno kao u jednadzbama (3.1.10)-(3.1.13) pa se

(3.3.82) moze poopciti na obi¢ne Cetverovektore:
DjuDyue =0 (3.3.83)

Kada bi se u (3.3) radilo o operatorima kovarijantne derivacije V,, a ne o projekci-

jama kovarijantne derivacije D, = V, — t,t*V, imali bismo:
ViaViue = Ry ug =0 (3.3.84)

To bi impliciralo da na hiperplohi ¥ vrijedi R, ., = 0. To, naravno, nije slucaj, ali
moZemo primjetiti da ako izaberemo bazu koja odgovara smjerovima (ijk, ¢) (gdje t*

pokazuje u ¢ smjeru) vrijedi:

=0, p=ijl<V,=D, pu=ijl (3.3.85)
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pa stoga jednadzba zapravo govori
DDy = Vi, Vyu, = R, us =0, pv=i7jk (3.3.86)

$to povlaci R;j.q = 0 na ¥ gdje su (i, j, k) smjerovi tangentni hiperplohi . S obzirom
da su F (3.2.3) i p, (3.2.4) definirani u beskonacnosti hiperplohe ¥, mozemo malo
deformirati hiperplohu ¥. S obzirom da to ne mijenja ponasanje u beskonac¢nosti, £
i p, joS uvijek su 0. Na svakoj hiperplohi u koju mozemo deformirati > mora vrijediti
R;jca = 0, a to je ostvarivo jedino ako je R,.s = 0 svugdje u prostoru. To povlaci da je
prostor ravan, a Einsteinova jednadzba R, — %Rgab = 8n'T,, automatski implicira da
je prostor prazan, tj. T,, = 0. Slijedi da £ = 0 ako i samo ako je prostor Minkowski

¢ime je dokaz teorema gotov. O

Napomena: Nerijetko se u opcoj teoriji relativnosti susre¢emo s mnogostrukos-
tim s viSe asimptotskih krajeva. Za mnogostrukost M kazemo da ima viSe krajeva
ako postoji kompaktan skup K C M takav da je M \ K disjunktna unija kona¢nog
broja skupova koje zovemo asimptotski krajevi i oznacavamo s U,. Primjer takve
mnogostrukosti bilo bi maksimalno proSirenje Schwarzschildovog prostorvremena u
Kruskalovim koordinatama koje ima dvije prostorne beskonacnosti. Dokaz se lako
poopcuje na takve skupove. Prva promjena koju je potrebno napraviti je svaki inte-

gral po beskonacnosti sumirati po svim asimptotskim krajevima Uy, primjerice:

Z nmjf Q :jq{da (3.3.87)
. r—00 N )

Dokaz bi se stoga provodio na svakom asimptotskom kraju odvojeno i rezultat bi
se na kraju zbrojio i dao ukupnu vrijednost energije u prostorvremenu. Kako bismo
dokaz provodili odvojeno za svaki kraj potrebno je promijeniti asimptotsko ponasanje
spinorskog polja \“. Prisjetimo se, u prethodnoj verziji zahtjevali smo da za spinorsko

polje A\ 4 vrijedi:
M=A+71, =02

Gdje je A4 neki proizvoljan konstantan spinor. U slucaju vise krajeva namecemo ovaj

zahtjev na jednom kraju na kojem trenutno radimo, a na ostalima zahtjevamo da
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vrijedi A4 = 0. Tako je svakom kraju pridruZene spinorsko polje )\ff) te diferencijalna
forma (i pripadna vanjska derivacija) Q*) odredena jednadzbama (3.3.1) i (3.3.2)
uz zamjenu A4 — )\(:). Dokaz se nastavlja na isti nac¢in s provjeravanjem pozitivnosti

integranda dQ*®) za svaki kraj U,.
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4 Teoremi i otvoreni problemi

U ovom poglavlju navodimo neke glavne rezulate iz ovog podrudja istrazivanja. Naj-
viSe proucavana je Penroseova nejednakost (2.2.6) koja, kao sto smo ve¢ napomenuli,
vrijedi i bez zahtjeva na simetriju. Glavne dokaze te nejednakosti napravili su Hu-
isken i [lmanen [9] te Bray [10] za Riemannove mnogostrukosti. U [9] KkoriStena je
metoda slabog toka inverzne usrednjene zakrivljenosti, dok je u [10] koristen upravo
dokazani teorem o pozitivnosti mase. Slucaj Penroseove nejednakosti s angularnim
momentom (2.2.13) znatno je manje istrazen.

S druge strane, nejednakosti (2.2.5) i (2.2.7) nisu opcéenito dokazane. Napredak
je napravljen u obliku teorema s odredenim zahtjevima na simetrije crnih rupa. Za

(2.2.7) imamo sljedec¢i dokazani teorem

Teorem 4.1. Neka je zadan osnosimetrican, asimptotski ravan i maksimalan pocetni
skup podataka s dva asimptotska kraja. Neka su M i J ukupna masa i angularni

moment na jednom od krajeva. Tada vrijedi sljedeca njednakost:
V |J| < M (=Ekstremalna Kerrova c.r.) (4.0.1)

Za kvazilokalnu nejednakost (2.2.5) imamo:

Teorem 4.2. Neka je zadana osnonosimetricna, zatvorena, marginalno zatocena i sta-
bilna povrsina ¥ u prostorvremenu s nenegativnom kozmoloskom konstantom koje za-

dovoljava dominantni uvjet na energiju. Tada vrijedi sljedeca nejednakost:
8r|J| < A (=Ekstremalni Kerrov horizont) (4.0.2)

gdje su A i J povrsina i angularni moment povrsine X

Ovaj teorem, za razliku od prvog koji je bio u potpunosti globalan (ukupna masa
i angularni moment u prostorvremenu), je u potpunosti lokalan rezultat. To¢nije ne
spominje se nikakva trodimenzionalna mnogostrukost u koju je hiperploha ¥ uro-
njena. Takoder, ne spominje se vakuum kao pretpostavka teorema. Dapace, nejed-
nakost vrijedi i kada polja materije imaju angularni moment koji mogu izmjenjivati
s crnom rupom. Ne postoji jedinstveni ¢lanak u kojemu je Teorem 4.2 dokazan, ve¢

je nadopunjavan kroz niz ¢lanaka umanjivanjem jacine pretpostavki teorema. Stoga,
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za povijesni kontekst i uvid u reference upucujemo na [7].

Intersantno je Sto se pretpostavlja [12] da nejednakost oblikom slicnu (2.2.7)
moraju zadovoljavati sva tijela, a ne samo crne rupe. Neka je U rotirajuce tijelo s
angularnim momentom .J(U) te mjerom veli¢ine R(U) u jedinicama duljine. Tada se
vjeruje da vrijedi:

rU) = Sl 4.0.3)

3
Znak za nejednakost odabran je kako bi simbolizirao da se radi o nejednakosti izmedu
redova veli¢ine dok se ne fiksiraju konstante prilikom odabira mjere veli¢ine R(U).
Na poslijetku ¢emo nabrojati otvorene probleme u podrucju geometrijskih nejed-
nakosti fizikalnih parametara crnih rupa. Za globalnu nejednakost (2.2.5) postoje
dva glavna otvorena problema koji se bave generalizacijom pretpostavki Teorema

4.1:

1. Uklanjanje maksimalnog uvjeta
2. Generalizacija za asimptotski ravne mnogostrukosti s vise krajeva

Postignuto je ublazenje pretpostavke maksimalnost pocetnog skupa podataka u [14],
dok se za 2. se vjeruje da je rjeSiv poblem jer se i na takva prostorvremena apliciraju
fizikalni argumenti prezentirani u poglavlju 1.4, a pronadene su i numericke potvrde

[13] za neke slucajeve. Jedan od problema predstavlja i:

3. Dokaz Penroseove nejednakosti koja ukljucuje angularni moment (2.2.13)
te na poslijetku problemi vezani uz nejednakost (2.2.7) i Teorem 4.2:

4. Generalizacija nejednakosti (2.2.7) bez osne simetrije

5. Generalizacija nejednakosti (2.2.7) na obi¢na tijela

Ako se na trenutak vratimo na (1.4.10) moZemo se podsjetiti da smo angularni mo-
ment definirali koriste¢i rotacijski Killingov vektor R”. Razlog zbog kojeg 4. pred-
stavlja toliki problem je iz razloga $to u odsustvu osne simetrije ne postoji rotacijski
Killingov vektor, a samim time ni dobro definiran kvazilokalni angularni moment.
Problem 4. tako se svodi na matematicki izazov definiranja adekvatnog angularnog

momenta u oplenitom slucaju. Za vise detalja o problemu 5. referiramo se na [12].
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5 Zakljucak

Pocevsi od Kerrovog rjesenja Einsteinove jednadzbe uz pretpostavku kozmicke cen-
zure dosli smo do skupa nejednakosti (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7) koje smo zatim, prateci
pojednostavljen Penroseovu argumentaciju, poopcili na dinamicke osnosimetri¢ne
crne rupe. Nakon toga uveli smo osnovne alate potrebne za razumijevanje Witte-
novog dokaza teorema o pozitivnosti mase koji smo i dokazali. Na poslijetku smo
naveli neke dokazane teoreme i otvorene probleme u podruéju geometrijskih ne-
jednakosti fizikalnih parametara crnih rupa. Moze biti zbunjujuce zasto su nam od
interesa bili teoremi koji s naoko ja¢im pretpostavkama pokazuju ono $to je Penrose
uspio pokazati bez pretpostavki na simetriju sustava. Razlog tome je Sto se Penro-
seova dedukcija velikim dijelom oslanjala na hipotezu kozmicke cenzure koja, iako
fizikalno razumna, sama nije potvrdena. Tako bi dokazivanje navedenih nejednakosti
u opcenitim slucajevima bez oslanjanja na hipotezu kozmicke cenzure moglo poslu-
ziti kao svojevrstan dokaz hipoteze koja nas je fizikalnom intuicijom dovela do istih
zakljucaka. Svi ovi problemi ostavljaju niz otvorenih pitanja, ali uz dosad ostvarene

napretke mala je vjerojatnost da ¢e njihovi odgovori jos dugo ostati neodgonetnuti.
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