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Poglavlje 1
Uvod

Black-Scholes-Mertonov model najpoznatiji je matematicki model na financijskim trZzi-
Stima, u kojem se cijena dionica modelira pomocu geometrijskog Brownovog gibanja.
U radu iz 1993. godine, matematiCar i ekonomist Steven Heston predlaZze generalizaciju
Black-Scholes-Mertonovog modela u kojem se volatilnost rizicne imovine modelira kao
slu¢ajni proces. Ta kombinacija Black-Scholes-Mertonovog 1 Cox-Ingersoll-Ross mo-
dela poznata je pod nazivom Hestonov model stohastic¢ke volatilnosti i danas je jedan
od najcesce korisStenih modela na financijskim trziStima. Cilj diplomskog rada je uvesti
Hestonov model preko pripadnog sustava stohasti¢kih diferencijalnih jednadzbi, analizi-
rati njegovu dinamiku te odrediti cijenu call opcije na dionicu u polu-zatvorenoj formi. U
Hestonovom modelu pojam diskretne sheme koristimo za aproksimaciju neprekidnih dife-
rencijalnih jednadzbi pomocu diskretnih diferencijalnih jednadzbi. Kao temelj diskretne
sheme za Hestonov model promatramo Ninomiya-Victoir shemu. Radi boljeg razumijeva-
nja samog modela i njegove pozadine zadnji dio rada obraduje prilagodbu modela i njegovu
simulaciju u programu R. Naj¢e$¢a metoda za prilagodbu je trZiSno implicirani ili inverzni
pristup koji pretpostavlja da su postojece cijene na trzistu priblizno jednake stvarnim cije-
nama financijskih instrumenata.






Poglavlje 2

Osnovni razvoj cijena

2.1 Brownovo gibanje i Itov integral

Prikaz Hestonovog modela zapoc¢injemo uvodom u osnovne pojmove koji se koriste
kroz sve vremenski neprekidne modele financijskih trziSta. Neka je (€, ¥, P) vjerojatnosni
prostor i F = (F; ¢t > 0) filtracija.

Definicija 2.1.1. Brownovo gibanje W = (W,;t > 0) je slucajni proces za koji vrijedi:
e Wy =0,
e neprekidnost trajektorija; t — W, je gotovo sigurno neprekidno preslikavanje,

o W, ima nezavisne priraste, tj. za svaki 0 < t; < ... < t, varijable W, ,W,, —
Wiy W, — W, | sunezavisne,

e za svaki 0 < s < tvrijedi W, — Wy ~ N(0,t — s).

Prije definicije [tovog integrala potrebno je prisjetiti se jednostavnih procesa. Adaptiran
slucajni proces H = (H,; t € [0, T]) zove se jednostavan proces ako je jednak Z’};& Gilitin>
za neku particiju Il = {0 = 1) < #; < ... < t, < T} intervala [0, T] 1 omedene sluCajne
varijable ¢;; j = 0,1,..n — 1 takve da je svaka ¢; F; -izmjeriva. S €7 oznaCavamo familiju
svih adaptiranih jednostavnih slu¢ajnih procesa na [0, T'].

Za slucajni proces H € ey definiramo slucajni proces I = (I;;t € [0, T]) sa

n—1
I, = Z ¢j(Wtj+1/\t - Wtj/\t)-
=0

Proces I zovemo Itdv integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje W' 1
oznacavamo ga sa I, = fol HdW, = (HW),.



Za prostor opcih integranada uzimamo familiju F-adaptiranih slu¢ajnih procesa H = (H;; t €
[0, T']) za koje vrijedi E[ fOT Hfdt] < oo. Tu familiju oznacavamo sa Lﬁd([O, T]1xQ). Prostor
Lfld([O, T] x Q) je vektorski prostor sa skalarnim produktom definiranim sa:

T
(H, K)de = E[f Hthdt]
“ 0

zasve H, K € L2d([0 T] x Q) 1 pripadnom normom

1 H > = (L Hpz

Kako bismo izrazili Itdv integral koristimo aproksimaciju procesa H € Li ([0, T] X Q) ni-
zom jednostavnih procesa H" € e. Tada Itdv integral procesa H obzirom na Brownovo
gibanje W = (W,;¢ € [0, T]) moZemo definirati kao limes integrala jednostavnih integra-
nada:

!
HW), =1, = f H, dw,.
0
Dakle, vrijedi:

n—oo

fHdW (L*) lim Hf[’)qu.

Definicija 2.1.2. Neka je W = (W,;t > 0) Brownovo gibanje. Itov proces je slucajni proces

X = (X;;t > 0) oblika:
! t
X, :X0+f Hdes+f Vids
0 0

gdje je Xo € R, aH = (H;t 2 0)iV = (Vit > 0) F-adaptirani procesi takvi da je
H e L2 ([0, T]xQ)szIVIds< 00 g.5. 2a svaki t > 0.

Definicija 2.1.3. Nteka je X = (X;;t > 9) Itov proces te K = (K;;t > 0) adaptiran proces
za koji vrijedi E [fo Ksszds] < oo te fo |K,Vilds < oo za svaki t > 0. Itov integral od K
obzirom na Itév proces X definiran je formulom:

t ! t
f K dX, = f K.HdW; + f K,Vds.
0 0 0

Definicija 2.1.4. Neka je f : [0,00) > RiIll = {0 =1¢ < t; < ... <t, =T} particija
intervala [0, T). Definiramo p-varijaciju od f na 11:

VO = Y1) - a0 P

J=1
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Slika 2.1: Simulacija trajektorija 10 Brownovih gibanja




Definicija 2.1.5. KaZemo da je slucajni proces X = (X;;t > 0) konacne kvadratne varija-
cije ako postoji sluc¢ajni proces (X) = ((X),;t > 0) takav da:

— ; (2) — ; _ 2
X}, = (®) lim V (X,H>-<P>”glr30;|xt,. X, P

Sljedecu tvrdnju navodimo bez dokaza, koji se moze pronaci u [6].

Teorem 2.1.6. Itéva formula za Itov proces
Neka je X = (X3t > 0) Itov proces i f funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama
fi(t, x), fi(t,x) i fo(t, x). Tada za svaki T > 0 vrijedi:

s =050+ [ sexoacs [ nexss [ g xiac.
[tova formula se jednostavnije pamti u diferencijalnom obliku:
df(t,X,) = fi(t, Xp)dt + f.(t, X,)dX, + %fm(l, X)dX,dX,.
U slucaju Brownovog gibanja dobivamo formulu:
df(t, W,) = f,(t, Wydt + f.(t, W)dW, + %fxx(t, W,)dt.

Neka je Z nenegativna sluajna varijabla na promatranom vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P)
s filtracijom F = (F,;0 < ¢t < T) pri ¢emu je T > 0 fiksno vrijeme te neka za nju vrijedi:
P(Z > 0) = 11 EZ = 1. Definiramo vjerojatnost P* na (Q, ¥) sa:

P*(A) = fZ(w)dP(w) = E[14Z]. 2.1
A
Proces Radon-Nikodymove derivacije (Z;; 0 < t < T') definira se kao:
Z, = E[Z | ]
zasve 0 <tr<T.

Elementarni teorem za promjenu mjere na vjerojatnosnom prostoru poznat je pod nazivom
Girsanovljev teorem. Za dokaz pogledati [6, Teorem 6.4].



Teorem 2.1.7. Girsanovljev teorem

Neka je W = (W,;0 < t < T) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) te
neka je F = (F,;0 <t < T) filtracija za to Brownovo gibanje. Neka je ® = (6, : 0 <t <T)
adaptirani slucajni proces. Definiramo:

! 1 f
Z, = exp (- f 0,dW, — = f 62du)
0 2 0
t
m:m+f@w
0

te pretpostavimo da je E f 6?Z%du < oo. Stavimo Z = Zr. Tada je EZ = 1, te je uz

vjerojatnost P* definiranu u (2.1) slucajni proces W* = (W; : 0 < t < T) Brownovo
gibanje.

Nadalje navodimo Girsanovljev dvodimenzionalni teorem koji nam je potreban kroz
daljnji rad.

Teorem 2.1.8. Girsanovljev dvodimenzionalni teorem(3]

Neka je B = (B, B®) = ((Bﬁl) ,Bﬁz));t > 0) dvodimenzionalno Brownovo gibanje, od-
nosno neka su BV = (Bgl);t > 0)i B? = (sz);t > 0) dva nezavisna Brownova giba-
nja na vjerojatnosnom prostoru (Q,F,P) obzirom na filtraciju F = (F;;t > 0), T > 0
®=(00;t>0) = ((651),6§2>);t > 0) 2-dimenzionalan adaptiran slucajan proces. Defini-

ramo.
t 1 !
Z,:exp(—f@udBu——f e, I du)
2 Jo

!
B(’) B + f 69 du i=1,2
0

| 6, |I°= f 6y du + f (02 du
f IGL,dBu = f oDdBY + f 0> dB®
0 0 u u O u u

te pretpostavimo da vrijedi: EfOT | 6, 1> Z2du < oo. Stavimo Z = Zr. Tada je EZ = 1 te je
uz vjerojatnosnu mjeru P* definiranu sa:

pri Cemu je:

Pi(A) = f Z(w)dP(w)
A
proces B = (BY, B?) 2-dimenzionalno Brownovo gibanje.
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2.2 Modeliranje na trzistu

Model poc¢injemo konstruirati pod pretpostavkom da se financijsko trziSte koje proma-
tramo sastoji od dvije vrste imovina. Prva imovina na naSem trZiStu je nerizi¢na imovina
cijene R, u trenutku 7. Ova imovina kupljena je po pocetnoj cijeni Ry i prati predodredenu
stopu rasta tijekom vremena. Primjer takve imovine moZe biti obveznica. Nerizi¢na imo-
vina moZe biti opisana obi¢nom diferencijalnom jednadzbom:

th = rtht

pri ¢emu je r fiksna kamatna stopa na imovinu. Uzimanjem R, = 1, rjeSenje jednadZbe
danojes R, =¢" zat > 0.
Druga imovina na naSem trZiStu je rizicna imovina cijene S, u trenutku z. Rizi¢nu imo-
vinu mozemo promatrati kao dionicu ili indeks dionice. U nasSem modelu, kretanje cijene
rizine imovine moZemo rastaviti na dvije komponente. Takva imovina slijedi parcijalnu
diferencijalnu jednadzZbu:

ds,; = uS.dt+ oS, dw,.

gdje je u € R srednja stopa povrata, a o > 0 konstantna volatilnost. Alternativno, tu
jednadzbu mozemo zapisati u integralnom obliku:

! !
S,=S0+,usza’s+0'szdWs
0 0

gdje je drugi integral Itdv integral, a §y > 0 pocetna cijena rizi€ne imovine. Parametar
o moze biti procijenjen kao standardna devijacija dnevnih povrata. NaZalost, pretpos-
tavka o konstantnoj volatilnosti tijekom vremena je nerealna. Opcenito, srednju stopu
povrata u 1 konstantnu volatilnost o moZemo zamijeniti odgovaraju¢im slu¢ajnim proce-
sima (u(t,S,);t > 0) 1 (o(t,S,);t > 0) pa je cijena rizine imovine dana stohasticCkom

diferencijalnom jednadzbom:
dS; =, S)dt +o(t,S,)dW,.

Definicija 2.2.1. Portfelj ili strategija je F-adaptiran slucajan proces ® = ((¢°,¢!);t €
[0, T)) pri cemu je ¢° koli¢ina novca ili obveznica u trenutku t, a ¢! kolicina dionica u
trenutku t. Vrijednost portfelja u trenutku t dana je sa:

= ¢'R, + ¢!S.,.

Deﬁnicija 2.2.2. KaZemo da je portfelj ® = ((¢°,¢!);t € [0, T]) samofinancirajuéi ako je
fo |p?|dr + fo ¢ 1?dt < oo P-g.s. i za sve t € [0, T] vrijedi:

= Vg + fgbOdR fqde P—g.s.



Poglavlje 3

Hestonov model za europske opcije

3.1 Dinamika modela

Nekasu WO = (WP; ¢ > 0)i W® = (W?; ¢ > 0) Brownova gibanja na vjerojatnosnom
prostoru (Q, ¥, P) obzirom na filtraciju F = (¥;;¢ > 0). Hestonov model pretpostavlja da
osnovna cijena dionice, S = (S,;¢ > 0), slijedi Black-Scholesov tip slucajnog procesa,
a stohasti¢ka varijanca v = (v,;t > 0) Cox-Ingersoll-Rossov proces. Stoga je Hestonov
model prikazan pomocu bivarijatnog sustava stohasti¢kih diferencijalnih jednadZzbi:

ds, = uS,dt + \v,S . dw"

) (3.1)
dv, = k(0 — v))dt + o \Jv,dW,

gdje je }E[W,(])W,(Z)] = pt. Zbog Cinjenice da je v, uvijek nenegativno stohastiCke dife-
rencijalne jednadzbe imaju smisla. Pogledamo li heuristicki, kada v, — 0 prvi se dio druge
jednadzbe u (3.1) povecava, drift postaje jako pozitivan te gura proces u suprotnom smjeru,
odnosno u pozitivnom smjeru, dalje od 0. Model (3.1) odreden je sljede¢im parametrima:

e u drift dionice;
e « > (0 srednja brzina obrtaja za varijancu:

e 0 > 0 srednja razina obrtaja za varijancu;

o > 0 volatilnost varijance;

e vy > 0 pocetna razina varijance;

So > 0 pocetna razina (cijena) dionice;

p € [-1, 1] korelacija izmedu dva Brownova gibanja W i W@,

9



Neki autori vy ne promatraju kao parametar ve¢ kao slu€ajnu varijablu koja oznacava
pocetno stanje jer volatilnost ne moZemo promatrati, ve¢ samo procijeniti. Uo¢imo da
stohasti¢kim diferencijalnim jednadZbama (3.1) modeliramo proces varijance v, a ne stan-
dardne devijacije, tj. volatilnosti. Specijalno, proces varijance mozemo modelirati pomocu
Ornstein-Uhlenbeckovog procesa za volatilnost definiranog stohastickom diferencijalnom
jednadzbom:

dh, = —Bh,dt + 6dW? (3.2)

pricemusuf, 6 > 0. Pretpostavimo li da standardna devijacija slijedi Ornstein-Uhlenbeckov
proces definiran jednakoscu (3.2), koriStenjem formule iz Teorema 2.1.6 dobivamo sto-
hasticku diferencijalnu jednadZzbu za volatilnost:

dv, = (8% = 2Bv,)dt + 26 v, dW?.

Dobivena jednadzba strukturom podsjeca na drugu jednadzbu iz (3.1). Izjednacavanjem
konstanti tako da vrijedi: x = 28, 6 = 6%/(2B) te o = 26 pomodu izvedene jednadzbe do-
bivamo upravo stohasticku diferencijalnu jednadzbu iz Hestonovog modela koja prikazuje
kretanje volatilnosti. Od sada nadalje pretpostavljamo da parametri «, 6 1 o zadovoljavaju
tzv. Fellerov uvjet dan sa 2k > o koji osigurava da je proces varijance uvijek strogo
pozitivan.

Cijena dionica i varijanca slijede proces (3.1) uz povijesnu mjeru P, poznatu kao fizicka
mjera. U svrhu odredivanja cijena izvedenica, potrebno je odrediti razdiobu dvodimen-
zionalnog slucajnog procesa (S, v) obzirom na mjeru neutralnu na rizik. Prisjetimo se,
mjera neutralna na rizik ili martingalna mjera je ona mjera s obzirom na koju je oCekivanje
diskontirane vrijednosti imovine u trenutku ¢, uvjetno na ¥ jednako cijeni diskontirane
imovine u trenutku, s, odnosno zapisano matematicki:

S\ =E|S|17]

za svaki s < t. Heston zakljuCuje da je prostor ekvivalentnih martingalnih mjera # ne-
prazan te da ekvivalentna martingalna mjera nije jedinstvena. Kako bismo pronasli mjeru
obzirom na koju je diskontirana cijena dionice martignal; potrebno je pronaéi procese koji
transformiraju Brownova gibanja W@ = (W,(i);t > 0) u druga dva Brownova gibanja;
W = (W,(i);t > 0)zai = 1,2. Taje mjera Q odredena 2-dimenzionalanim adaptira-
nim sluc¢ajnim procesom ® = (6,;¢ > 0) = ((051), 952));t > 0) iz Girsanovljevog teorema.
Bududi da su nam za primjenu Girsanovljevog dvodimenzionalnog teorema, Teorem 2.1.8,
potrebna dva nezavisna Brownova gibanja koristimo transformaciju dvaju nezavisnih Bro-
wnovih gibanja BY = (B;1 > 0)i B? = (B®;1 > 0). Zbog dekompozicije Choleskog
vrijedi:

W, w4 (B 4+ JT- 282, BY) (3.3)

10



bududi da vrijedi:
E[(pB" + v1 — p2B?)B"] = E[p(B")*] + /1 - p*E[B®B"] = pr.

Heston najprije definira Wt(l) sa:

-r
Wt(l) _ Wl(l) LK

NG

Koristeci jednakost (3.4) zakljuCujemo da je proces cijena dionica u formi mjere neutralne
na rizik zadan sa:

1. (3.4)

ds, = rSdt + \v,S,dw. (3.5)

Tada kretanje diskontirane cijene dionica slijedi stohasticku diferencijalnu jednadZbu:
dS, = S, dw?.

Navedeni je proces Itov integral pa je samim time i martingal, dakle pronasli smo ekvi-
valentnu martingalnu mjeru. Kako bi pronasli jo§ jednu ekvivalentnu martingalnu mjeru

prateci Hestona definiramo sz) sa:

/l(St’ Vta t)

0'—\/1/_,' (3.6)

w2 = w2 +

Za W vrijedi da je oblika:
—_— ! !
w® =B + f 0 du = W + f 6 du.
0 0

Ponekad je jednostavnije promatati proces logaritamskih cijena kao kod geometrijskog
Brownovog gibanja. Stohasticka diferencijalna jednadzba za proces logaritamskih cijena
dana je sa:

1
dInS, = (u = Zvidr + WdW®.
Proces neutralan na rizik za logaritamske cijene dan je sa:
1 —~—~
dInS; = (r = sv)dt + \VdW . (3.7)

Ako dionica ispladuje kontinuirani prinos od dividende, ¢, u jednadZzbama (3.5) i (3.7) r
zamjenjujemo sa r — ¢. Proces neutralan na rizik za varijancu mozemo dobiti uvodenjem

11



slucajne varijable A(S,, v;, ) (sluajnog procesa (A(S,, v;, 1); t > 0)) u stohasticku diferenci-
jalnu jednadZbu za v, na sljedeci nacin

v, = (K0 = vp) = AS 1, viy D1t + 0 7AW, (3.8)

Funkciju A(S,, v;, t) zovemo premija volatilnosti rizika. MozZe se pokazati da se premija
volatilnosti rizika moZe odabrati kao afina transformacija volatilnosti te ju moZzemo zapisati
kao A(S,v,t) = Av,, pri ¢emu je 4 > 0 konstanta. Supstitucijom Av, u jednadzbi (3.8)
dobivamo Itov proces obzirom na mjeru neutralnu na rizik Q:

dv, = (0" = v)dt + o \v,dW?

pri Cemu su k* = k + A te 6" = k8/(k + A) parametri neutralni na rizik za proces varijance.
Dakle, dobivamo nov prikaz Hestonovog modela:

dS, =rS.dt + VS dw"
dv, = K*'(0" —v)dt + o \/thW,(Z)

pri Cemu je EQ[Wf])sz)] = pt. Ovaj sustav zadovoljava formu bivarijatnog sustava sto-
hasti¢kih diferencijalnih jednadzbi (3.1) obzirom na mjeru neutralnu na rizik Q.

Ako je 4 = 0, dobivamo «* = « te 8* = 6 odnosno ti su parametri jednaki bez obzira gle-
damo li mjeru neutralnu na rizik ili fizicku mjeru. Buduéi da je parametar A ugnijezden u

k" 1 6" kada procijenimo parametre neutralne na rizik za cijene opcija ve¢ smo procijenili i
A.

3.2 Svojstva procesa varijance

Rezultati vezani za osnovna svojstva te svojstva varijance koriStena u ovom potpoglav-
lju mogu se pronaéi u [2]. Svojstva varijance v, uvjetno na realizaciju v, za s < ¢t mogu
se odrediti koriStenjem Cinjenice da je uvjetna distribucija slu¢ajne varijable 2¢,v, uvjetno
na v, jednaka y>-distribuciji s d = 4k6/c? stupnjeva slobode i parametrom necentriranosti
2¢,vse”™ 79 pri Cemu je

2k

Ocekivanje i varijanca od v,, uvjetno na vrijednost v; dane su sa:

Cy

ms = E[vt | Vs] =0+ (Vs _ H)e—K([—s)

Vso.2e—/<(t—s)

bo* ;
2. = Varlv, | v,] = (1= ™) 4 S (1 - )2
y p
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pri ¢emu je detaljniji izvod moguce pronaci u [5, Chapter 1].

Kada k — oo oekivanje m se priblizava srednjoj razini obrtaja 6, a varijanca X* se pri-
blizava 0. Kada x — 0 ocekivanje se pribliZava trenutnoj razini varijance, vy, a varijanca se
priblizava o?v(t — s). Kada t — oo javlja se svojstvo vracanja prema srednjemu odnosno
mean-reverting property te ocekivanje tezi srednjoj razini obrtaja 6 za varijancu.

3.3 Cijena europske call opcije

Cijena europske call opcije u Hestonovu modelu moze biti prikazana slicno kao u
Black-Scholesovu modelu. Neka je T = T — ¢. Cijena europske call opcije na dionicu
u trenutku 7 koja ne isplacuje dividendu sa trenutnom cijenom S,, cijenom izvrSenja K
1 vremenom dospijeca T, je diskontirana oCekivana vrijednost isplate obzirom na mjeru
neutralnu na rizik Q

C(K)=e"E[(S7 - K)" | 7]
= e "E[(ST - K)l(s,5x) | F1]
= e "E[Srlis,5k) | Fil — Ke"E[lis,5ky | 1]
=S,Pi—Ke P,

(3.9)

pri cemu je 1, karakteristicna funkcija dogadaja A, dok P; i P, predstavljaju oznake za
P = e‘”E[i—fl{SpK} | i1, P> = E[lis,>x) | F]. Jednakost (3.9) vrijedi i u Black-Scholes-
Mertonovom modelu, pri cemu je P; = ®(d,) te P, = ®(d,), dok su d;,d, su definirani
sa:

dia(1,x) = O_L\/; log% +(r+ %0-2)7 .
Uvedene su oznake P, i P, pri ¢emu P, predstavlja vjerojatnost opcije koja istjeCe u novac
dok je P; ocekivanje od S 7/S, na dogadaju na kojemu opcija istjeCe u novac.
Neka su od sada slu¢ajni procesi W = (W";¢ > 0) te W® = (W?;r > 0) Brownova
gibanja s obzirom na mjeru neutralnu na rizik Q 1 E ocekivanje s obzirom na Q. Tada
mozemo pisati:

Ellis,»sxy | F1=QSr>K|F)=Q(UnS7 >InK | F,) = P,.

Procjena e”"E[S r1s,>k;] zahtjeva promjenu mjere iz Q u mjeru QS. Zelimo definirati
mjeru Q° tako da je Q5(A) = E[S114] za svaki A € F7 te koristimo Radon-Nikodymovu
derivaciju:
dQ _ Rr/R,
dQ* ~ S7/S,

(3.10)
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pri ¢emu je R, = exp( fot rdu) = €". Prvi izraz u zadnjem redu od (3.9) moZemo zapisati
kao:

AT Sr/S s|Sr/S dQ
n(T—1) _ T/t _ Q T/t
e PES s sk | Fil = S(E [mlmﬂq | 7’?] =SB [ml{srﬂqw | 4
=SB [li5,0 | 71l = S.Q°(S7 > K | F7) = S, Py.
Ovo implicira da cijena europske call opcije iz (3.9) moZe biti napisana kao
C(K)=S,Q°(S7 > K |F) - Ke " QS > K | ). (3.1

3.4 Hestonova parcijalna diferencijalna jednadzba

Parcijalna diferencijalna jednadzba za Hestonov model poseban je slu¢aj parcijalnih di-
ferencijalnih jednadZbi za modele stohasti¢ke volatilnosti. Kod Black-Scholesovog modela
promatramo financijsko trziste na kojemu postoje dva financijska instrumenta; novac koji
se ukamacuje po neprekidnoj kamatnoj stopi te dionice ¢iju cijenu modeliramo pomocu ge-
ometrijskog Brownovog gibanja. Pravilnim odabirom izvedenice portfelj] moZemo uciniti
bezrizicnim. Najprije promatramo portfelj I1 kojega izvedenica V €ini bezrizi¢nim:

II=V +AS.

volatilnosti te ponovno ucinili portfelj bezrizicnim. Stoga, formiramo portfelj koji se sastoji
od opcije V = V(S,v, 1), A jedinica dionica, te ¢ jedinica druge opcije U(S, v, f). Vrijednost
portfelja dana je sa:

[IT=V+AS +¢U. (3.12)

Pretpostavimo li da se portfelj samofinancira, promjena u vrijednosti portfelja dana je sa:
dll =dV + AdS + ¢dU. (3.13)

Strategija je slicna strategiji koriStenoj za Black-Scholesov model. Primjenjujemo gene-
ralizirani oblik Itéve leme kako bismo pronasli procese koji opisuju kretanje vrijednosti
opcija U 1 V Sto kasnije koristimo za izvod procesa koji opisuje kretanje vrijednosti port-
felja I1. Nakon toga traZimo vrijednosti parametara A i ¢ uz koje je portfelj bezrizi¢an te
taj rezultat koristimo za izvod Hestonove parcijalne diferencijalne jednadzbe.
Izvodenje forme bezrizi¢nog portfelja zapo€injemo primjenom generaliziranog oblika Itove
leme na diferencijalni oblik V(S,v, ). KoriStenjem generalizirane Itove formule za funk-
ciju dvaju Itovih procesa slijedi:

ov v ov 1 ,0%V 1 ,0°V o*v

dV = —dt + —dS + —dv + —vS*—dt + —vo* —dt S dt 3.14
PR T Wi G L T R A R e Trw (3.14)
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pri ¢emu smo koristili da je (dS)* = v§2(dWW)? = vS%dt, (dv)* = o?vdt, dSdv =
ovSdWWDAW® = opvSdt, (dt)* = 0, te AWVdt = dAW@dt = 0. Primjenom Itove leme na
diferencijalni oblik od U(S, v, t) dobivamo izraz jednak (3.14), ali po varijabli U. Uvrstimo
li ta dva izraza u (3.13) promjena u vrijednosti portfelja moze biti zapisana kao:

dll =dV + AdS + ¢dU
_[6V 1 ,0%V ovo1 ., azv]d

+ —0V—

ot 2™ 852 P85 T2 Vo
ou 1 _,0°U ’PU 1 ZaZU]dt (3.15)

— + =vS?— + povS + 0 V—-
or 2" 352 TP 5085 T27 Vo

ov a_Ud
ov (’Dav v

T

oV oU
— +p—=+A
+[8S+p85+ ]dS+

Kako bi portfelj bio zaStien od kretanja trziSta i volatilnosti, posljednja dva izraza u (3.15)
moraju biti jednaki nula. 1z toga zaklju¢ujemo da su parametri definirani sa:

ov oUu A ou 9V

=55 -~ Pas oS

Uvrstimo 1i dobivene vrijednosti parametara ¢ i A u (3.15) dobivamo:

v 1 L3V PVl ., BV
dll = | — + =v§*— + povS + —0'v— |dt
[az 2" 352 TP bsay 2”Vav2]

— + =vS?—— +povS + =
Y170 727 352 TP 558y T27 Va2

U 1 _,U U 1232_U]d

Sto krade mozemo pisati kao dII = (A + ¢B)dt. Buduéi da kretanje vrijednosti portfelja
gledamo s obzirom na bezrizi¢nu kamatnu stopu, promjenu u vrijednosti portfelja mozemo
zapisati kao dI1 = rlldt. Koristeéi jednakost (3.12) imamo A + ¢B = r(V + AS + ¢U) iz
¢ega ponovno slijedi:

A—rV+rSg—;/ B—rU+rS‘;—§]

v - au
av av

Pogledamo li bolje jednadZzbu, mozemo vidjeti da je lijeva strana funkcija od V, dok je
desna strana jednadzbe (3.16) funkcija od U. Pomocu izvoda iz [5, Chapter 1] vidimo da
obje strane mogu biti zapisane kao funkcija viSe varijabli, f(S, v, ) zadana sa:

(3.16)

f(S,v,t) = —k(@—v)+ AS,v,1)

pri ¢emu je A(S, v, ) premija volatilnosti rizika. Koristeci ¢injenicu da je premija volatil-
nosti rizika afina transformacija volatilnosti; A(S, v, r) = Av supstitucijom funkcije (S, v, 1)
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u lijevu stranu jednadzbe (3.16) dobivamo:

ot 082 A4S dv o2

[s1%
v

[B—U + %szaz—U + povS 2L 4 %(Tzvaz—U] —rU+rS%
—k(@ —v) + AS,v,t) =

Poslozimo faktore kako bismo dobili Hestonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu u va-
rijabli cijene S':
ou 1 ,0°U ’U 1, PU

ou ou
2 —
E'FEVS W'FpO'VS oS +§O' VW—VU-FI’S ﬁ'F[K(G—V)—/l(S, Vv, t)]g =0. (3.17)

Grani¢ni uvjeti u jednadzbi vrijede za europsku call opciju s vremenom dospijeca T 1
cijenom izvrSenja K. U trenutku dospijeca, vrijednost call opcije jednaka je unutarnjoj
vrijednosti te je dana sa

Us,v,T) =max(0,S — K).

Kada je cijena dionice nula, call opcija je bezvrijedna. Za velike vrijednosti od S cijena
opcije raste linearno. Cijena opcije se obi¢no povecava s volatilnosti, no ograniena je
cijenom dionice. Kada volatilnost postigne svoju najvecu vrijednost, cijena opcije ima
tendenciju postati jednaka cijeni dionice. To implicira tri grani¢na uvjeta:

oU
U@ ,v,1) =0, ﬁ(oo,v,t)zl, U(S,00,1) =8S.

Parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (3.17) moZemo zapisati kao

ou

E—Q’U—FU:O
pri cemu je
1 282
Q’—I’Sﬁ‘FEVS W (3 18)
Jo 1, 0? i '
+ [k(8 —v) — A(S, v, t)]a + 50’ vﬁ + povS EXER

generator Hestonovog modela. Prvi dio u jednadzbi (3.18) je generator Black-Scholesovog
modela, pri ¢emu je v = /o s, a s Black-Scholesova konstantna volatilnost.
Definiramo logaritamsku cijenu x = In§ i izraZavamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
u varijablama (x, v, f) umjesto (S, v,7). Dolazimo do jednostavnije forme parcijalne dife-
rencijalne jednadzbe u kojoj se ne pojavljuje trenutna cijena S. Zbog lanCanog pravila
vrijedi:

0U Ul PU _ 4 (1aU)_ 15U
oS  o0x S’ oS ov\S dx | S ovdx’
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Zbog pravila produkta vrijedi:

PU_9(lov)_ 10U 18U _ 10U 18U
8s* oS \S dx) S?ox SaSox  Srox  S2ox2
UvrStavanjem ovih izraza u Hestonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (3.17) svi iz-

razi sa S nestaju te dobivamo Hestonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu u terminima
logaritamske cijene x=InS':

ou

’U 1 oU ’*U

1
o T2V T Ey TP grax
1
+ —
2

(3.19)
’U ou
2 —
a Vm—rlj +[K(9—V)—/1V]—v =0.

3.5 Parcijalne diferencijalne jednadzbe za P; i P,

JednadZbu (3.11) moZemo zapisati koriStenjem x = x; = InS, te 7 = T — ¢ u obliku
C(K)=¢e"Py— Ke "' P5. (3.20)

Ta jednadzba izrazava cijenu europske call opcije C(K) u terminima vjerojatnosti pozi-
tivnih isplata P, = Q5(S; > K) te P, = Q(S7 > K). Buduéi da europska call opcija
zadovoljava jednadzbu (3.19) potrebno je pronaci parcijalne derivacije jednadzbe (3.20) po
varijablama, te izraziti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu u terminima P; i P;.

Parcijalna derivacija cijene europske call opcije C(K) po ¢ dana je sa

(?9_(; = ex% - Ke ™" [—er + %l :
Parcijalna derivacija po x:
Z—i =e' [Pl + %] - Ke_”%.
Druga parcijalna derivacija:
0*C 0P, 9’ P, _.0*P,
Frie e'Py + 26"E + e Fea Ke ”W
=e [Pl + 2% + 6‘92;1] - K(f”%.
Parcijalno deriviramo po v:
oc 0P, _,:0P> ’C 0P _.0°P,
E:eE—Ke 5 W:e 52 - Ke a2
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Parcijalno deriviramo po v i x:

FC _ 0P @P|_ . 0P
axov | ov Gxav Oxov’

Buduc¢i da je europska call opcija C(K) financijska izvedenica, ona zadovoljava Hestonovu
parcijalnu diferencijalnu jednadZbu (3.19) koju moZemo zapisati u varijabli C(K);

oC 1 o*C (

or 2 a2 T\" T2

)ac o°C 1, 0°C
2

I + pov 8v6x 5 vﬁ —rC+[k(0—v) —/lv](??—ij =0. (3.21)
Hestonov model pretpostavlja da (3.21) vrijedi za sve vrijednosti europske call opcije C(K),
posebno i za svaku cijenu izvrSenja K > 0, svaku cijenu dionice S, > 0 te svaku kamatnu
stopu r > 0. Akouzmemo K = 01§, = 1 jednadzba (3.9) daje opciju ¢ija je cijena P;. Ova
¢e opcija takoder slijediti (3.21). Sli¢no, uzmemo li S, =0, K = 1ir = 0u (3.9) dobivamo
opciju ¢ija je cijena —P,. Bududi da za — P, vrijedi parcijalna diferencijalna jednadzba, ona
vrijedi 1 za P;.

Promatramo ¢lanove napisanih parcijalnih derivacija od C(K) koji u sebi sadrze P, dije-
ljenjem sa e* te uvrStavanjem u jednadzbu (3.21) dobivamo:

P, 1 P ’p 1 P
b+—v[P1 22 9 l]+(r——v) oP,

P+ —
P ox

ar 2 ox | o 2 v | oxdv
1, &P

50- Y on?

[0P1 BZPI]
+ pov|—

+

AP
L _yP, + [k(6 = v) — Wv]— = 0.
ov

Pojednostavljivanjem izraza dobivamo:

OP; (
—+(r

PP +§v pp +po-va o +[pov+k(6—v)— /lv]—v Y 52 =0. (3.22)

l)aPl 1 0*P, 0*P, oP, 1 , 0*P,
ot

Sli¢no, promatranjem ¢lanova parcijalnih derivacija od C(K) koji u sebi sadrze P,, dijelje-
njem sa —Ke™'" te uvrStavanjem u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (3.21) slijedi:

oP, 1 &P, 1\or, &P, 1, &P, IP,
W'FEV pye +(V—§V)E+p0'vavax+§0'vav2 +[K(9—V)—/1V]W:O. (3.23)

Pojednostavljeno koriStenjem indeksa j jednadzbe (3.22) i (3.23) moZemo zapisati kao

oP; 82 1 P, 1 , 0*P;
+ —0' \%

o 7 avax 270 727 Vo

OP; OP;
U (r+ qu)— + (a—b; v)— =0 (3.24)
ov

zaj:1,2priéemujeu1—2,u2— é,a—KH by = k+ A —po te b, = k+ A. KoriStenjem

tih stohastickih diferencijalnih jednadzbi lako je izvesti (3.21).
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3.6 Hestonova funkcija

RjeSenja jednadzbi (3.24) za j = 1,2 nije lako dobiti te zbog toga uvodimo pojam
karakteristicne funkcije. Kada su nam poznate karakteristicne funkcije lako je odrediti
vjerojatnosti pozitivnih isplata P; 1 P,. Neka je f; za j = 1,2 karakteristicna funkcija
od InS7 uvjetno na x, = InS; i v,, obzirom na vjerojatnost Q za j = 2 i s obzirom na
vjerojatnost Q5 za j = 1. Heston pretpostavlja da je uvjetna karakteristicna funkcija za
temeljnu cijenu dionice oblika:

fi(d; x,v) = exp (Cj(t,¢) + Di(t, $)v + idx) (3.25)

za j = 1,2 pri ¢emu je i = V-1 imaginarna jedinica, C; i D; koeficijenti, a7 = T — ¢
vrijeme dospijea. KoristeCi Gil-Pelaez inverzni teorem iz [4], P; za j = 1,2 moZemo

zapisati kao:
1 1 ™ [eoe® fi(p; x,v
Pj(x,V,T)=—+—f Re[ _f](‘p ) d
2 T Jo

p
za j=1,2. Tada zbog Feynman-Kac teorema prikazanog u [5] vrijedi:
af, 1. f; 1,0 &
—i+—v—fj+—0'2 fi + pov i +(r—u]v)£+(/<9 b; )izo. (3.26)

or 2 9x2 2 o

Kako bismo rijesili parcijalnu dlferencijalnu jednadzbu, potrebno je izraCunati parcijalne
derivacije:

of;  (0C; 6D af; . *fi ., )
E—(E )fJ, a—“ﬁfj, W—lfﬁ——ql’f-,
af; O 5 aZf
o =Pl 5 =Pilh g, = WP
Supstitucijom diferencijala u jednadzbu (3.26) te dijeljenjem jednakosti sa f; dobivamo:
6C+8D + oD ! 2+1 DY+ (r+uv)ig + (k0 —b:v)D; =0
==+ v ovipD; — —v —vo°D; v -byv)D; =0.
gr " or V| TRTVIOR T A Gy Dy (ke upvig (G = bvID;

Faktore u gornjoj jednadzbi posloZimo ovisno o tome imaju li uz sebe v ili nemaju:

0D; . r, 1, . aC; )
4 —E +p0'l¢Dj—§¢ +§O' D‘,~+u‘,~l¢—b.,-Dj + —F+rl¢+K9Dj =0.

Budu¢i da jednakost vrijedi za svaki v rastavom jednakosti te izjednaCavanjem oba su-
manda s nulom slijedi:

. 1 1 .
6_7-J :pUl¢Dj - §¢2 + 50’2D§ + Mjl¢ - bij
(3.27)
ac;, .
E = rl¢+KODj.
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Uz pocetne uvjete D;(0,¢) = 01 C;(0,¢) = 0 prva jednadzba je Riccatijeva diferencijalna
jednadzba dok je druga obic¢na diferencijalna te moZe biti rijeSena nakon uvrStavanja izraza
Za Dj.
Prvu jednadzbu iz (3.27) mozemo zapisati kao kvadratnu jednadzbu:

0D,

1 : 1 .
(9‘1' EO-ZDi + (p0'l¢ — b])D] + (—§¢2 + I/ljl(P).

Dodatno, uvodimo oznake: Z; = (—1¢? + uji¢), Q; = (—poig+b;), R; = —1¢?u;ip pomocu
kojih moZemo pisati:
D,=Z;-Q;D;+R;D;.
Koriste¢i Riccatijevu jednadZbu uz supstituciju D; = % dobivamo:
W” + QjW’ + R] =0. (328)
Karakteristi¢na jednadZba za (3.28) oblika je x* + Q;x + R; = 0 s korijenima:

—jS ,,Q? —4Rj

2

X12 =

te je rjeSenje za w dano sa w = Ke™'™ + ¢*27. UvrStavanjem rjeSenja od w u jednakost za D
dobivamo:

TR,

1 K X1T + X2T
D - ( xe xXpe )
j

"R\ Kenm 4w

Iz uvjeta D;(0, ¢) = O slijedi K = _x—fz Dobivamo rjeSenje za D ;:

bj—poig+d; [ 1-e%"
Dj(r,¢) = = g

pri cemu je:

4= J(porie— b)) - 2 Qujig - )
_bimpoi+d,
87 b= poie—d;

Integriranjem druge jednakosti iz (3.27) dobivamo rjeSenje za C;:

C‘,:f ri¢dy+/<9f Djdy + c
0 0
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gdje je c konstanta do koje moZemo do¢i nakon integriranja i koriStenja pocetnog uvjeta
C;(0,¢) = 0. RjeSenje dobivamo uvrStavanjem:

0 1—g.ed7
Cj=rigr + i (bj — poig +d;)T —2log 8 .
o’ l1-g;
Nakon Sto smo dobili koeficijente karakteristicne funkcije kona¢no ju mozemo u cijelosti
zapisati. Varijabla x predstavlja logaritamsku cijenu dionice, v je varijanca dok pocetnu
vrijednost vy moramo procijeniti.

3.7 Svojstva Hestonovog modela

Hestonov je model cijenjen i prepoznat kao znacajan model za odredivanje cijena izve-
denica. Ipak, dolazi s ponekim manama.
Prednosti:

e Model dolazi u poluzatvorenoj formi za europsku call opciju koja je definirana for-
mulom (3.20) te koja je posebice korisna kod kalibracije. U praksi; modeli odredivanja
cijena opcija dozvoljavaju velike brojeve. Vazno je imati mogucnost brzog odredivanja
procijenjenih parametara kako bi proces trajao Sto krace 1 zbog toga je poZeljna po-
luzatvorena forma.

e Hestonov model nije odreden pojedinom distribucijom kao Sto je primjera radi Black-
Scholesov odreden jedinicnom normalnom.

e Kirivulja volatilnosti poznata je u mnogim literaturama pod nazivom Volatility smile.
Nakon rjeSavanja Hestonove parcijalne diferencijalne jednadZbe dobili smo ne-arbitraznu
cijenu europske call opcije. Tu cijenu koristimo za raCunanje primijenjene volatil-
nosti koristeci Black-Scholesov model. Izgled krivulje primijenjene volatilnosti ovisi
o predznaku korelacije. U slucaju da je korelacija jednaka nuli; volatilnost novca se
smanjuje, a volatilnost izvan novca povecava. Pozitivna korelacija uzrokuje da je
krivulja volatilnosti oblika parabole pozitivne orijentacije, dok negativna korelacija
daje parabolu negativne orijentacije odnosno okrenutu prema dolje.

e Volatilnost ima svojstvo vracanja prema srednjem Sto znaci da se nakon pojave
Sokova u volatilnosti ona s vremenom vraca na pocetnu vrijednost, to dolazi od pa-
rametara srednjeg povrata koji se nalazi na naSem trzistu.

Nedostaci:

e Glavni je problem ukljuciti kalibriranje modela. Zbog velike osjetljivosti pocetnih
parametara rezultati dobiveni malim promjenama mogu znacajno varirati.
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e Diskretizacija moZe biti problemati¢na kada se vrijednosti volatilnosti priblizavaju
nuli ili u slucaju velikih vrijednosti volatilnosti. Zbog toga se rade posebne analize u
slucaju kada je vrijednost u okolici nule.

e Model ukljucuje integriranje potencijalno velikih izraza Sto moze dovesti do pro-
blema i divergencije integrala. Zbog toga je vazno naglasiti poluzatvorenu formu
koja ukljucuje integraciju.
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Poglavlje 4

RjeSavanje Heston-Riccatijeve
jednadzbe

4.1 Riccatijeva jednadzba u opcenitoj formi

Riccatijeva jednadZba ima vaznu ulogu u rjeSavanju problema vezanih za financijsku
matematiku, te takoder daje algoritam za klasifikaciju zatvorenih rjesenja. Razlomljena
Riccatijeva jednadzba poznata je kao dio rjeSenja za Hestonovu karakteristicnu funkciju
zbog svoje eksplicitne forme te je potrebno osloniti se na numericke metode kako bih se
doslo do rjeSenja. Riccatijeva jednadZba za y(r) s koeficijentima P(t), Q(f) i R(¢) definirana
je sa

dy(1)

= = P() + Q(0)y(1) + RO’

JednadZba mozZe biti rijeSena uzimajuci u obzir sljedecu diferencijalnu jednadzbu drugog
reda:

44 P’
—|=+
w P 0

w' + PRw =0 4.1)

Sto moZemo zapisati kao w” +bw’ +cw = 0. RjeSenje jednadZzbe (4.1) zadovoljava sljedecu
jednakost:

wi() 1

w(t) R(t)

y(t) = -

Ovu diferencijalnu jednadZbu moZemo rijesiti pomocu kvadratne jednadzbe 7> +br+c = 0,
koja ima dva rjeSenja; a 1 :

—b+ Vb? — 4c
@=—,

—b— Vb —4c
> .

2

ﬁ:
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RjeSenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe drugog reda (4.1) dano je sa
w(t) = Me™ + Né
pri ¢emu su M i N konstante. RjeSenje Riccatijeve jednadZzbe tada je jednako

Mae® + NBeP' 1
Me® + Nef' R(t)

y(0) =~

Iz jednakosti (3.27) zakljucujemo da Hestonova Riccati jednadzba moZe biti zapisana kao:

aDj 2
pri emu su
1 1
Pj:l/tjl.¢—§¢2, Qj:bj—pO'i¢, RZEO'2

za j = 1,2. Pripadajuca diferencijalna jednadzba drugog reda je

WN+ QjW,+PjRW:0

te D; = —Ile%. Pomocna jednadzba r* + Q;r + P,R = 0 ima korijene:
02
J 2 B
2
5 -0 - /O, —4P;R _-0-4,
J 2 D)

dy=a;~ ;= \JQ: ~ 4P,R = \J(prig — b))? — (it~ ¢2).

RjeSenje Hestonove Riccati jednadzbe tada je:

1w 1
Dj ~ TP w R aiT BT
Rw R Me%™ + NePi

R

4.3)

Ma e + NB;ePir 1 (Hae"" + BePiT
He®i™ + ebiT

pri Cemu je H = M/N. Inicijalni uvjet D;(0,¢) = 0 implicira da, kada 7 = 0 uvrstimo u
(4.3), brojnik postaje Ha + 5 = 0, iz Cega slijedi H = —f/a. RjeSenje D; postaje:

D':—@( —e%T + BT ) _,Bj( 1 = i ): Qj"‘dj( 1 — edi )

! R \—g;e®™ + ébrm R\1- gl 2R \1-gjedr

R

pri cemu je
& _ bj—pO'i(b+dj _ Qj_dj
a; bj—pO'l'(b—dj Qj'i'dj.

gj:—H:
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Rjesenje za D; stoga moZemo pisati kao

bj—poip+d; [ 1—elT
Dj(r,¢) = = —ge)

Rjesenje C; dobivamo integriranjem druge jednadzbe u (3.27):

T +d)\ (T 1=
C;= f rigdy + a gi+d f ——° —|dy + H, (4.4)
' 0 o? o \1—gjet”

pri cemu je H; konstanta. Prvi integral jednak je ri¢t, a drugi moze biti rijeSen koristeci
supstituciju x = exp(d,y) iz koje slijedi dx = djexp(d;y)dy 1 dy = dx/(xd;). JednadZzba

(4.4) postaje
rd\ PO [ 1y \ 1
Cj:ri¢r+dﬁ(Qf J)f ( ol )—dx+H1 4.5)
1

. 2 — 0.
y o l-gix)x

gdje je a = k6. Integral u (4.5) mozemo dobiti rastavljanjem na parcijalne razlomke inte-

granada
exp(d;T) 1 — exp(d;T) 1 |
[ Ao g [ 2,
1 x(1 = gjx) 1 x l—gpx

1-g,

J

x=exp(d;T)

Inx +

In(1 — g jx)]

x=1

l-g;, 1-—ge%m 1
dit + 8 In( 8 )] .
j 1—g;

Ponovnom supstitucijom integrala u (4.5) dobivamo rjeSenje za C;:

a2
(bj — prigp + dj)T = 21In [ —2L— (4.6)

a
Ci(r,¢) = rigt + —
](T ¢) rl¢T+0_2 l_gj

pri cemu smo koristili inicijalni uvjet C;(0, 8) = 0 iz kojeg slijedi H; = 0.

4.2 Prinos od dividende i cijena put opcije

Ako pretpostavimo da je isplata dividendi kontinuirana, moZemo ih ukljuciti u naS§ mo-
del. U tom slucaju, r zamjenjujemo sa r — g u jednadzbi (3.5) te dobivamo

dS, = (r —q)Sdt + \v;S.dw.
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Rjesenje za C; u jednadzbi (4.6) postaje
1 —germ
Cj=(r—qigr + x¢ (bj—poigp+dj)Tr—21In & .
0'2 ’ 1- 8
Da bi dobili cijenu europske put opcije P(K) u trenutku 7 najprije racunamo cijenu europske
call opcije C(K) u trenutku ¢. U jednadZbu (3.9) moramo ukljuciti 79" kao prinos od

dividende:
CK)y=S,e 7P, —Ke"P,. 4.7

Cijenu put opcije mozemo izraziti iz call-put pariteta

P(K)=C(K) + Ke™™ = S,e™".

4.3 Black-Scholesov model kao poseban slucaj
Hestonovog modela

Black-Scholesov model pretpostavlja da je kretanje cijene S, obzirom na mjeru ne-
utralnu na rizik Q dano stohastickom diferencijalnom jednadZbom:

dsS, =rS, + opsS AW,

Kako bi dosli do rjeSenja ove jednadZbe najprije primjenjujemo Itovu lemu kako bismo
dobili kretanje procesa logaritamskih cijena dionica d In S, iz ¢ega dobivamo dobro poznato
geometrijsko Brownovo gibanje dano sa:

S:=Soexp([r — 0'%5 /2]t + 0 ps FVV,).

Iz toga slijedi da je uvjetno na 7, prirodni logaritam cijene dionice In S 7 normalno distri-

. v . .o .o 2 . v . . 1 2 . v .
buirana slucajna varijabla s varijancom o7 i oekivanjem In S, + (r — 30754 )7 pri Cemu je

7 =T —t vrijeme do isteka opcije. 1z toga slijedi da za prirodni logaritam cijene dionice,
In §' 7 u Black-Scholesovom modelu vrijedi:

E[e?™"ST | 7] = exp (i¢ [ln S+ (r - %0'1295) ] - %(;520'%57'). (4.8)

Black-Scholesova parcijalna diferencijalna jednadzba dana je sa:

oU 1, L,PU U
E'FEO'BSS W+rSﬁ—rU:O.

Cijena call opcije u Black-Scholesovom modelu dana je sa:

Cps(K) = S D(d)) — Ke”"D(dy)
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pri cemu su

_In(S,/K) + (r+ o3 /2)T
OBs \/?
In(S,/K)+ (r — 0%, /2)t
2= t e =d, - ops VT
ops VT
te @ funkcija distribucija jedinicne normalne razdiobe. Pretpostavljamo da je volatilnost

o ps konstantna. Uzmemo li o = 0 Riccatijeva jednadzba (4.2) postaje diferencijalna jed-
nadzba prvog reda

1

oD,
&5 —Fi—QiDj,

pri ¢emu je P; = u;ji¢ — %¢2 te Q; = b;. RjeSenje ove diferencijalne jednadZzbe je

(ujip — 3¢")(1 — ™)
b; '

Dj(t,¢) = (4.9)

Opcenito u sluCaju o > 0 mozemo (4.9) uvrstiti u izraz za C; u drugoj jednadzbi (3.27) te
integrirati

T g — L g2 1 - —bjy
Ci(t,¢) = rigr + af (u;i9 2¢b)( ‘ )dy + H,
0 J
aujigp — 5¢%) [T (- eb./T)]

= rigt + bj b‘,-

(4.10)

gdje smo Koristili pocetni uvjet C;(0, ¢) = 0 iz kojega slijedi H, = 0.

UvrStavamo dobivene C; i D; u izraz za karakteristicnu funkciju te radimo isto kao u
slu¢aju o > 0. Koeficijent korelacije, p, se viSe ne pojavljuje u izrazima za C;1i D;.
Nadalje, promatramo sluc¢aj kada je j = 2. Uvodimo u, = —% iby =k @z A=0)ujed-
nadzbe (4.9)1(4.10), pretpostavljamo 6 = v te supstituiramo dobivene rezultate za D,(7, ¢)
i Cy(1, ¢) u karakteristicnu funkciju (3.25). Drugu karakteristicnu funkciju uvjetno na 7,
mozemo zapisati kao:

2

H(p) = exp(i¢ Xo + (r - 1vo) T] - %¢2V0T) “4.11)

gdje je xo = InS, pocCetna logaritamska cijena dionica, a vy konstantna varijanca. Jed-
nadzba (4.11) jednakog je oblika kao jednadzba (4.8) uz karakteristicnu funkciju xy =1nS 7
u Black-Scholesovom modelu, te uz Black-Scholesovu volatilnost ogs = /.
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Pri mjeri neutralnoj na rizik Q, cijena dionice S 7 uvjetno na ¥, ima log normalnu distribu-
ciju s varijancom 0%, 7 i o¢ekivanjem In S, + (r — %O’%S) pomocu ¢ega dobivamo:

,u—an) _ (D(ln(St/K)+(r— 5057
o

Q(ST>K|9’¢)=<D( oV

] = (I)(dz)

Primjenom mjere kao u (3.10) dobivamo
co © 105 o= o
Csr>KIT)= [ a0t = [ GEaa= | Srars
K k dQ S K
eS EQS, | Sy > K] 4.12)

t

pri ¢emu je gr(x) funkcija gustoée od S 7. Supstitucijom varijance i ocekivanja od S te
uvrStavanjem dobivenog izraza u posljednju liniju u jednadzbi (4.12) dobivamo

In(S,/K) + (r + 30507
O Bs \/;

Zbog toga, cijena Black-Scholesove call opcije moze biti zapisana u formi jednadzbe (3.11)
na sljedeci nacin:

QS(ST>K|7-?)=<D( )=<1>(d1).

C(K)=SQ°(Sr>K|F)—Ke QS r > K| Fy).
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Poglavlje 5

Diskretizacija

Pod pojmom diskretna shema shva¢amo aproksimaciju neprekidnih diferencijalnih jed-
nadzbi pomocu diskretnih diferencijalnih jednadzbi. Kako bismo prikazali kretanje cijene
dionice S = (S,;¢ > 0) potrebno je promatrati stohasticku varijancu v = (v;;t > 0). Proces
stohasticke varijance primjer je Cox-Ingersoll-Ross-ovog procesa koji je u pocetku koristen
za modeliranje kratkoro¢nih kamatnih stopa. Iako postoje to¢ne metode za simuliranje, sla-
bije se koriste zbog male brzine izvrSavanja. Cox-Ingersoll-Ross-ov proces nije definiran
za negativne vrijednosti. Zbog toga moramo posebno analizirati proces kada je trenutna
vrijednost u okolici nule. Potrebna nam je shema koja se ponaSa drugacije u okolini nule,
ali i dalje daje rezultat koji konvergira ispravnoj metodi. U Cox-Ingersoll-Ross-ovom mo-
delu volatilnost o utjeCe na negativan predznak modela.

5.1 Diskretizacija drugog reda za Cox-Ingersoll-Ross-ov
model

Pomocu [1] Cox-Ingersoll-Ross-ov proces mozemo zapisati u integralnoj formi kao:

t !
Xj‘:x+f(a—ka)ds+0'f VXzdw,
0 0

s parametrima (a,k,0) € R, X R X Ry, pri ¢emu je r € [0,T], a x > 0. Ovim procesom
modeliramo proces volatilnosti u Hestonovom modelu.
Nadalje, uvodimo generator Hestonovog modela:

LR f(x) = (a — kx)d, f(x) + %azxai f(x).
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5.2 Ninomiya-Victoir shema

Koriste¢i teorem [1, Theorem 1.18] vidimo da operator L/® moZzemo rastaviti na dva
procesa tako da je

1
LR = yEIR 5 (VCIR)2
pri cemu su:
o2
Vo " f(x) = (a—kx = )f ()

VIR f(x) = o Vxf' (x).

Eksplicitno moZemo rijesiti obi¢ne diferencijalne jednadzbe povezane sa VE'™® i VIR te
dobivamo sljedeca rjeSenja:

0.2
XS™R(t, x) = xe™ + (a — YRALY (5.1)

XCR(z,x) = (Vx + %rﬁ (5.2)

gdje je:

et k%0
Y.(1) = K
® {t, k=0.

Iz drugog dijela jednadzbe (5.1) vidimo da Ninomiya-Victoir-ova shema nije definirana za
o? > 4a jer je u tom slucaju vrijednost od XS’ manja od 0. Originalno dobijemo da je
X (1, x) = ((Vx + n*)?, ali Ninomiya i Victoir zapisuju jednadZbu samo za pozitivne
vrijednosti. _

Ninomiya-Victoir-ovu shemu za Cox-Ingersoll-Ross-ov proces X definiramo sa

2

o2 t
+ (a - 7) %(5)

Ton et | Jae T)ulyretxs &
X'(x,t)=e [\/(a 4);0K(2)+e x+2\/ZN

za k # 0 pri ¢emu proces nije definiran za 0> > 4a i male vrijednosti od x > 0, a N ~

N(O, 1) je normalno distribuirana slucajna varijabla.

5.3 Prilagodba diskretizacije kada je o> > 4a

Shema koja je do sada pokazana dobra je u slu¢aju kada vrijedi 0> < 4a. U tom je
slu¢aju diskretizacija uvijek ne-negativna. Ako to ne vrijedi, odnosno vrijedi da je o> > 4a
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moramo prilagoditi shemu diskretizacije. U tom slucaju razlikujemo 2 sheme ovisno o
tome jesmo li u okolini nule ili ne. Drugi je slucaj jednostavniji te ¢emo ga rjeSavati
pomocu jednostavne prilagodbe Ninomiya-Victoir sheme. Buduéi da normalna distribucija
ima pozitivnu gustoéu nad skupom R, postoji Sansa da na$ proces volatilnosti poprima
negativne vrijednosti. To mozemo postici koriStenjem normalne slucajne varijable koja
moze biti aproksimirana pomoc¢u diskretnih slu€ajnih varijabli pri ¢emu koraci odgovaraju
momentima. Primjer diskretne slu€ajne varijable odgovarajuée distribucije je:

-V3 0 V3
1/6 2/3 1/6]°

Ideja supstitucije je da ako imamo ogranicenu distribuciju, lako moZemo provjeriti postoji
li vjerojatnost poprimanja negativnih vrijednosti u ¢ijem slucaju kazemo da smo u okolini
nule i primijenimo drugu shemu.

Posljednja situacija koju promatramo je kada je diskretizacijska shema blizu 0. Potenci-
jalno rjeSenje moZemo dobiti aproksimacijom modela pomocu slucajne varijable )?;‘. U
tom Ce slucaju varijabla )’(\j‘ poprimiti dvije vrijednosti; x, (¢, x) > x_(t,x) > 0 s pripadnim
vjerojatnostima nr(t, x) 1 1 — n(z, x)

x_(t,x) x.(t,x)
1—n(t,x) n(tx)]

Buduc¢i da Zelimo da su vrijednosti )?," 1 X jednake, mora vrijediti:

u(t, x) = m(t, x)x, (¢, x) + (1 — 7(¢, x))x_(t, x)

~ 2 5 (5.3)
ur(t, x) = 7(t, x)x, (1, )" + (1 — 7(t, x))x_(1, x)
pri cemu je
uy(t, x) = E[(X7)']
za ¢ = 1,2. Racunanjem dobivamo sljedeca rjeSenja:
ui(t, x) = xe™ + ay, (1)
(1, %) = Wi (1, x)° + TP Dap ()2 + xe™].
Kako bismo izracunali vjerojatnost 7(¢, x) ponovno koristimo jednadzbe (5.3):
2 1/7-{ (l7 x)2
t,x)—mn(t,x)+ — =
n(t, x) — n(t, x) T )
RjeSavanjem jednadZzbe i uzimanjem veceg rjeSenja dobivamo
1 _ _ ﬁ](t,/\’)2
’u}(t,x)
n(t, x) = 5 ) (5.4)
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5.4 Diskretizacija Hestonovog modela

Podsjetimo se, Hestonov model primjenom dekompozicije Choleskog moZemo zapisati
kao:

dv, = (a — kv,)dt + o\, dW? (5.5)
dS, = uS dt + WS (pdW? + 1 — p2dw™). (5.6)

Neka je II proizvoljna particija segmenta [0, 7']. Kako bismo mogli prikazati kretanje
cijene dionice pomocu dva Brownova gibanja definiramo Stratonoviéev integral sa:

T . o Xli+l + th'
X; oW, = lim —— (W1 = W,).
0 Sy 2
Uvodimo dodatan proces dX? sa:
dX? = v,dt

te dobivamo rjeSenje za S}V @,
1
SV = SV exp [(u - 3a)t+ (Bk - —) X2 - x2) + 2o, = vo)
o o 2 o

i rjeSenje za S
S,W(I> = S(v)v“) exp (V(1 — p2)v,N)

pri ¢emu je N ~ N(0, 1) normalno distribuirana slucajna varijabla.

Na ovaj smo nacin konstruirali diskretizacijsku shemu drugog reda za Cox-Ingersoll-
Ross-ov proces bez restrikcije na parametre, posebno shema prihvaca velike vrijednosti
parametra o. Drugi doprinos sheme jest koriStenje Ninomiya-Victoir sheme kako bismo
dobili rekurzivnu konstrukciju shema drugoga reda. lako kod Hestonovog modela nisu
direktno zadovoljene sve pretpostavke, rezultati imaju smisla. To¢na analiza pogreske u
Hestonovom modelu zahtijeva veliku analizu po trenutcima.
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Poglavlje 6

Prilagodba modela i simulacija u R-u

Prilagodba modela zapravo je pronalazenje parametara modela koji ¢e najbolje prika-

zati dane podatke. KoriSteni podaci mogu biti povijesni u slucaju da zelimo dobiti para-
metre neovisne o vremenu kako bismo promatrali njihov razvoj. Alternativno, podatke
moZemo prilagoditi samo trenutnim podacima i dobiti ili vremenski ovisne parametre ili
parametre nastale pod pretpostavkom da je vrijeme nepromjenjivo.
Alternativna prilagodba ima odredene posljedice; u tom slucaju, koristimo statisticke alate
kako bismo dobili parametre modela, npr. raCunamo sredinu izmedu dvije povijesne vri-
jednosti kako bismo dobili srednju stopu povrata. U prilagodbi, temeljne parametre do-
bivamo pomo¢u procjena; na primjer metodom maksimalne vjerodostojnosti, modelima
predvidanja greSaka itd.

6.1 Inverzni pristup

Najbolji pristup prilagodbe Hestonovog modela je inverznim pristupom ili trziSno im-
pliciranim pristupom (“market implied approach”). Kako bismo dobili sve parametre
odjednom; pretpostavljamo da su postojece cijene na trziStu blizu stvarnih cijena financij-
skih instrumenata. Kao posljedicu, dobivamo da prilagodba modela ovisi o ve¢ postojecim
instrumentima Sto znaci da su nam potrebne potpune informacije o trzistu kako bismo do-
bili parametre modela. U slucaju da trziste nije dovoljno likvidno, osobe koje trguju pristat
¢e na ne-fer cijenu imovine $§to moZe biti dovoljan poticaj za pokusaj uklapanja u model.
Ideja prilagodbe Hestonovog modela je minimizacija funkcije razlike izmedu cijena na
trziStu za Cistu Europsku opciju C"¥*! i cijenu dobivenu Hestonovom jednadzbom C"¢so,
Jednostavna funkcija za analizu razlike dana je sa:

— market _ ~heston
f(K,-,T»—ngnZw,- cjeer|
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pri ¢emu i oznacava i-tu promatranu opciju na trzZiStu s cijenom izvrSenja K; 1 vremenom
dospijeca T;, a & oznaCava skupinu pocCetnih parametara. Izbor funkcije prilagodbe ne bi
bio sloZen kada bi model savrSeno opisivao podatke i kada bi algoritam optimizacije uvijek
pronalazio globalni minimum. No, u nasem slucaju, podaci Cesto nisu savrseni. Za algori-
tam optimizacije, koristimo funkciju nlm u R-u.

6.2 nlminlminb funkcije u R-u

Nelinearna optimizacijska funkciju u R-u oznacena je sa n1lm. Parametri potrebni za
poziv funkcije:

e f - optimizacijska funkcija koju Zelimo minimizirati. U naSem slucaju, to je razlika
izmedu cijene na trZiStu i one dobivene Hestonovim modelom;

e p - pocetni parametar od kojeg nasa optimizacija zapocCinje potragu za minimumom.
U naSem slucaju, unosimo pocetne procjene parametara za Hestonov model.

Dodatno, moguce je ukljuciti jo§ parametara optimizacijske funkcije kao i dodatne nu-
meri¢ke parametre za optimizaciju; kao Sto je maksimalan broj koraka koje funkcija opti-
mizacije moZe napraviti ili broj iteracija koje dozvoljavamo optimizacijskoj funkciji. Tre-
bamo uzeti u obzir da je potrebno promijeniti parametre ako rezultat ne zadovoljava trazenu
to¢nost ili povecati brzinu konvergencije kada traZimo manje tocno rjeSenje. Kada funk-
ciju prilagodavamo stvarnim podacima, funkcija ne mora nuzno prihvacati sve podatke. U
nekim slu¢ajevima to moze dovesti do prekoracenja veli¢ine ("over-fitting”).

Alternativno mozemo koristiti n1minb funkciju koja uzima dva dodatna parametra; 1ower
i upper. Oni sluze kao granice za naSe parametre. Vrijednosti funkcije n1minb su pod-
skup rjesenja funkcije nlm pa mogu slabije odgovarati traZzenom rjeSenju kada ih uspo-
redimo. To je cijena koja odgovara rjeSenju prilagodbe modela i pretpostavkama kakve
bismo Zeljeli.

Prilagodbu moZemo poboljSati mnoZenjem razlika teZinama; primjerice s jednim od Grka
- mjerom rizika Vega. Vega mjeri intenzitet volatilnosti opcije osnovne imovine. Dodatno,
mozemo se odluciti kvadrirati, a zatim korjenovati razlike na sljedeci nacin:

, ) — 1 ((market __ (~heston\2
f(K;, T) = min \/Z wi(C! Chestony2,
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6.3 quantmod paket u R-u

Podatke u program R moZemo ucitati direktno koristeéi neki od paketa; quantmod
paket direktno preuzima podatke s online repozitorija kao Sto je Yahoo finance. U nasem
slucaj koristit éemo upravo taj repozitorij.

Podatke ucitavamo funkcijom get Symbols; argumenti potrebni funkciji su naziv dionice
¢ije nas vrijednosti zanimaju te proizvoljno mozemo dodati pocetni i krajnji datum razdob-
lja za koje promatramo cijenu dionice. Funkcija vraéa viSe podataka:

e open - pocetna cijena dionice;

¢ high - najvisa cijena dionice ostvarena tog dana;
¢ low - najniZa cijena dionice ostvarena tog dana;
e close -zavrSna cijena dionice;

e volume - volumen trgovanja;

e adjusted - prilagodena cijena.

Funkcije head 1 tail ispisuju 6 pocetnih odnosno krajnjih vrijednosti dionice. Jedna
od koriStenih funkcija za graficki prikaz podataka je chartSeries te dodatno na grafu
mozemo prikazati pokazatelj divergentnosti prosjecne pokretljivosti addMACD ili linije is-
pod i iznad srednje razine cijena addBBands. Sljedeci graficki prikazi prikazuju kretanje
cijene dionice APPLE.
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Slika 6.1: Prikaz kretanja cijene dionice APPLE tijekom ove godine.
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Slika 6.2: Prikaz kretanja cijene dionice APPLE za razdoblje od 2007.godine do danas.
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Sazetak

Hestonov model najpopularniji je model stohasti¢ke volatilnosti za odredivanje cijena
opcija. Djelomi¢no je za to zasluZna njegova zatvorena forma. Neki autori cijenu call
opcije nazivaju poluzatvorenom zbog numericke integracije koja je potrebna da bismo
zadrzali P, 1 P,. No, Black-Scholesov model takoder zahtjeva numericku integraciju, kako
bi zadrzao ®(d;) 1 ®(d,). U tom smislu, Hestonov model daje cijene call opcija koje nisu
manje zatvorene od onih u Black-Scholesovom modelu. Razlika je u tome Sto programski
jezici Cesto imaju naviku koristiti standardnu normalnu distribuciju dok Hestonove vjero-
jatnosti nisu ugnijezdene te ih se mora dograditi koriste¢i numericku integraciju.






Summary

Heston model is the most popular model of stochastic volatility for determination op-
tion price. The reason for that is its closed form. Some authors may call the price of the
call option semi-closed because of the numeric integration that is needed to keep P; and
P,. Black-Scholes model also demands numeric integration to keep ®(d;) adn ®(d,). In
that sence, Heston model gives prices of call options that are not less closed than the ones
in Black-Scholes model. The difference is that programming languages have the habit to
use standard normal distribution while Hestons probabilities are not included and we have
to include them by using numeric integration.






Zivotopis

Rodena sam 2. oZujka 1996. godine u Bjelovaru. Tamo zavrSavam osnovnu $kolu, a na-
kon nje upisujem Gimnaziju Bjelovar. Godine 2014. upisujem preddiplomski sveucilisni
studij Matematika na Prirodoslovno-matematickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu, koji
zavrSavam 2018. godine te stjeCem naziv sveuciliSni prvostupnik matematike. Iste go-
dine upisujem diplomski studij Financijska 1 poslovna matematika, kojeg zavrSavam ovim
radom.
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