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Uvod

Krivulje koje su dobivene presjekom ravnine i sto�sca nazivaju se konike ili�cunjosje�cni-
ce, a to su elipsa, hiperbola i parabola te kru�znica i par ukr�stenih pravaca kao specijalni
slu�cajevi. One su medu najranije prou�cavanim krivuljama, a prou�cavali su ih i o tome
pisali véc anti�cki Grci, od Menehma preko Euklida, Arhimeda i Apolonija iz Perge sve do
Papusa Aleksandrijskog.

Perzijski matemati�car arapskog doba Omar Khayyam u 11./12. st. koristio je konike za
rje�savanje kubnih jednad�zbi i donekle je prethodio Descartesu kao utemeljitelju analiti�cke
geometrije u 17. st., koji je uveo njihove jednad�zbe u koordinantom sustavu te su zbog
oblika tih jednad�zbi poznate i kao krivulje drugog reda. Sve do 18. st. teorija konika se
temeljila na njihovom prostornom smje�stanju. Sredinom 18. stoljeća Ruder Bo�skovíc je
dao prvu oṕcu teoriju konika izvedenu isklju�civo u ravninskom kontekstu.

Iako konike nisu tako jednostavne kao kru�znica i pravac, one imaju veliku primjenu u
svakodnevnom�zivotu, umjetnosti i znanosti. Jedna od naj�ce�sće primjenjivanih krivulja je
svakako elipsa, a razlog tome je�sto svaka kru�znica, promatrana iskosa, postaje elipsa. U
arhitekturi renesanse i baroka�cesto se koristila elipsa, a posebno je poznat primjer Trga
Sv. Petra u Rimu; a njezina primjena u graditeljstvu vidljiva je i u modernoj arhikteturi
kao npr. na planetariju Tycho Brahe u Kopenhagenu. Takoder, jo�s od Keplera znamo da
su putanje planeta oko Sunca elipti�cnog oblika. Primjena hiperbole takoder se nalazi u
graditeljstvu, konkretnije pri izgradnji golemih rashladnih tornjeva nuklearnih elektrana, u
arhitekturi (slika 0.1), kao i pri kori�stenju svojstava hiperbole u prijemnicima radiovalova.
Da je putanja projektila parabola pokazao je Galileo u 17. stoljeću, a znamo i da su putanje
kometa paraboli�cne. Razne primjere parabole vidimo kad se igramo s igra�ckama, poput
loptica koje ska�cu, u logotipima poznatog McDonald'sova luka, u arhitekturi i gradevini
(posebice mostova), a posebni zna�caj je njena primjena u svjetlosnim re�ektorima i svje-
tiljkama, teleskopima i antenama zbog njihovih re�ektirajućih svojstava.

Ovaj rad obraduje povijest konika, a naglasak je na razvoju klju�cnih ideja uz komentare
o odnosu povijesnih ideja prema suvremenom�skolskom pristupu. Rad je podijeljen u�cetiri
poglavlja. Prva tri poglavlja prate povijesni razvoj, a posljednje,�cetvrto poglavlje, daje
osvrt na odnos povijesnih ideja prema suvremenom�skolskom pristupu. Napomenimo da
sve do 17. stoljéca nije postajala suvremena algebarska notacija, ali radi preglednosti i
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Slika 0.1: Hiperboloid na aerodromu u Izmiru, Turska (slika: FMB 2017)

�citljivosti ćemo u radu koristiti suvremenu notaciju.



Poglavlje 1

Doba anti�cke Gr�cke

1.1 Menehmo

Geometrijske konstrukcije predstavljale su zna�cajan dio matematike starih Grka. Oni su
matemati�cke konstrukcije smatrali valjanim samo ako se provode isklju�civo ravnalom i
�sestarom, a taj se zahtjev iskristalizirao tijekom 5. st. pr. Kr. Navedeni pristup geometrij-
skim konstrukcijama doveo je do niza matemati�ckih problema, medu kojima su najpoz-
natija tri: kvadratura kruga, duplikacija kocke i trisekcija kuta. Va�zno je napomenuti da
su poku�saji rje�savanja tih problema doveli do velikog razvoja tada�snje matematike. Du-
plikacija kocke je problem konstruiranja brida kocke�ciji je volumen dvostruko véci od
volumena zadane kocke.

Problemom duplikacije kocke bavio se i Menehmo (oko 380.–320. pr. Kr.). Poznata je
legenda o tome kako je Aleksandar Veliki navodno tra�zio od Menehma da mu poka�ze neki
jednostavan na�cin u�cenja geometrije. Menehmov odgovor je, navodno, bio:”O kralju, za
putovanje zemljom postoje privatne ceste i kraljevski putovi, ali u geometriji postoji samo
jedan put za sve”.[15] Neki su iz ovoga zaklju�cili kako je Menehmo bio u�citelj Aleksandra
Velikog. Poku�savajúci rije�siti problem duplikacije kocke, Menehmo je otkrio da se pre-
sjekom uspravnog sto�sca i ravnine koja je okomita na njegovu izvodnicu dobiju do tada
nepoznate krivulje. Vrsta krivulje ovisi o kutu pri vrhu sto�sca pa tako za sto�zac�siljastog
vrha dobivamo elipsu, pravokutnog vrha parabolu i tupog vrha hiperbolu.

Dva Menehmova rje�senja problema duplikacije kocke opisao je Eutokije (5./6. st. n. e.),
te se temeljem njegova opisa otkriće konika pripisuje Mehehmu. Oba rje�senja tra�ze odrede-
nu to�cku kao presjek dviju konika, u prvom slu�caju parabole i hiperbole, a u drugom dvije
parabole. Ta primjedba, zajedno s rje�senjima, dovodi do zaklju�cka da je Menehmo zaista
bio otkriva�c konusnih presjeka. Zapravo je problem koji je Menehmo krenuo rje�savati bilo
nala�zenje srednjih geometrijskih proporcionala1 x i y izmedua i 2a, gdje jea duljina brida

1Hipokrat s Hiosa je u 5. st. pr. Kr. otkrio da je problem duplikacije kocke bridaa ekvivalentan problemu
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kocke koju�zelimo udvostru�citi, tj. nala�zenje duljinax i y takvih da vrijedi:

a : x = x : y = y : (2a):

Danas, kad znamo da su omjeri ekvivalentni kvocijentima, vidimo da iz prvog razmjera
a : x = x : y slijedi x2 = ay, a iz razmjerax : y = y : (2a) slijedi y2 = 2ax. Kona�cno, iz
razmjeraa : x = y : (2a) slijedi xy = 2a2, tj. y = 2a2

x .

1. na�cin Promatramo parabolu i hiperbolu zadane redom jednad�zbama

x2 = ay; y =
2a2

x
:

Rje�savanjem ovog sustava jednad�zbi dolazimo do jednad�zbex3 = 2a3 �cije je jedino realno
rje�senje jedankoa

3p
2, tj. stranica kocke dvostrukog volumena u odnosu na kocku bridaa.

2. na�cin Promatramo dvije parabole zadane jednad�zbama

x2 = ay; y2 = 2ax:

Rje�savajúci sustav zadanih jednad�zbi dolazimo do jednad�zbe

x(x3 � 2a3) = 0;

�cija su rje�senjax1 = 0 i x2 = a
3p
2. [21]

Gornji pristup pomócu analiti�cke geometrije nije bio na raspolaganju Menehmu. Pogle-
dajmo opis na�cina na koje je Menehmo rije�sio spomenuti problem (s tim da i ovdje koris-
timo modernu notaciju).

Prvo rje �senje(slika 1.1).
Neka su suAO i OB dvije du�zine takve da jejAOj = a, jOBj = b i a > b te neka je\ AOB
pravi. Pretpostavimo da je problem rije�sen pa neka suOM, jOMj = y (na pravcuBO) i
ON, jONj = x (na pravcuAO) tra�zene srednje geometrijske proporcionale. Dopunimo do
pravokutnikaOMPN .
Tada, jer je

jAOj : jOMj = jOMj : jONj = jONj : jOBj;

tj.
a : y = y : x = x : b

konstrukcije srednjih geometrijskih proporcionala izmedua i 2a.
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Slika 1.1: Menehmovo rje�senje duplikacije kocke pomoću parabole i hiperbole

imamo:

jOBj � jOMj = jONj2 = jPMj2;

gdje jeP to�cka koja le�zi na paraboli koja imaO za tjeme,OM za os ijOBj za parametar.

Takoder,
jAOj � jOBj = jOMj � jONj = jPNj � jPMj;

(tj. ab = xy) tako daP le�zi na hiperboli sa sredi�stem uO i asimptotamaOM i ON.

Neka jeP bilo koja to�cka promatrane hiperbole. Tada je povr�sina pravokutnika sa stra-
nicamaPM i PN (koje su paralelne asimptotama hiperbole) jednaka povr�sini jAOj � jOBj.
Naposlijetku je tu Menehmo dokazao da vrijedi

jAOj : jPNj = jPNj : jPMj = jPMj : jOBj:

Drugo rje �senje(slika 1.2)
Konstruiramo dvije parabole:
1. parabola s tjemenomO, osiON i parametromjOAj = a,
2. parabola s tjemenomO, osiOM i parametromjOBj = b. Vrijedi:

jOAj � jONj = jPNj2;
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jOBj � jOMj = jPMj2:

Kako jejPNj = jOMj i jPMj = jONj, slijedi:

jOAj : jOMj = jOMj : jONj = jONj : jOBj:

Dakle,jOMj i jONj su srednje geometrijske proporcionale izmedu jOAj i jOBj.

Slika 1.2: Menehmovo rje�senje duplikacije kocke pomoću dviju parabola

Napomenimo ovdje da iako je Menehmovo rje�senje korektno, ono ne zadovoljava
uvjete problema duplikacije kocke, tj. konstuktibilnost ravnalom i�sestarom, a budući da
danas znamo da se konike i njihovi presjeci ne mogu konstruirati ravnalom i�sestarom, ovaj
problem nije rje�siv konstrukcijama ravnalom i�sestarom.

Javlja se pitanje kako je Menehmo do�sao do razmi�sljanja o dobivanju krivulje reza-
njem sto�sca, no nemamo podatak o tome. Demokrit je u jednom djelu govorio o presjeku
sto�sca ravninom paralelnom i jako blizu bazi,�sto je naravno kru�znica pa je najvjerojatnije
pozornost starogr�ckih matemati�cara privuklo presjecanje sto�sca ili pak valjka ravninom ne-
paralelnom bazi. Slu�caj u kojem se presjecanjem dobije elipsa je vjerojatno bio primijećen
prvi te bi se poku�salo istra�ziti prirodu i geometrijsko mjerenje istezanja slike u odnosu na
kru�zne presjeke iste �gure. To bi u prvom redu bilo najlak�se utvrdeno kad se radi o us-
pravnom cilindru. Prirodno se javlja pitanje ima li krivulja koja se dobije rezanjem sto�sca
ista svojstva kao i krivulja dobivena rezanjem valjka. Nakon ovoga javlja se novo pita-
nje svojstva krivulja koje se dobiju presjecanjem sto�sca ravninom koja ne probija sto�zac u
potpunosti, ali je ili paralelna ili nije paralelna s izvodnicom sto�sca, kao i imaju li takve
krivulje ista svojstva kao elipsa i, ako ne, koja su njihova temeljna svojstva. [15]
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1.2 Euklid

Konikama se takoder bavio i Euklid (oko 325.–265. pr. Kr.), no njegova djela koja se bave
ovom temom su izgubljena. Papus za Euklidovo izgubljeno djelo ka�ze: ,,�Cetiri Eukli-
dove knjige dovr�sio je Apolonije, dodav�si jo�s �cetiri i tako nam dao ukupno osam knjiga o
konikama.”[15] Euklid je, vrlo vjerojatno, napisao opću teoriju konika, ali je pokrio samo
temelj Apolonijevih prvih triju knjiga, budúci da Apolonije ka�ze da nitko prije njega nije
dotakao temu�cetvrte knjige. Euklid je jo�s uvijek koristio stara imena za konusne presjeke,
nazivajúci ih presjecima pravokutnog,�siljastokutnog i tupokutnog sto�sca, ali je bio svjestan
da se elipsa mo�ze dobiti i rezanjem sto�sca na bilo koji na�cin ravninom koja nije paralelna
bazi sto�sca, kao i rezanjem valjka na isti na�cin. To je jasno iz re�cenice u njegovom djelu
Phenomena: ,,Ako se valjak ili sto�zac presije�ce ravninom neparalelnom bazi, dobije se
presjek�siljastokutnog sto�sca koji nalikuje na�stit.” [15].

1.3 Arhimed

Dvije tisuće godina prije otkríca in�nitezimalnog ra�cuna Arhimed (oko 287.–212. pr. Kr.)
je koristio metodu iscrpljivanja (ekshaustije)2 i dokazao da se odsje�cak parabole mo�ze
kvadrirati ravnalom i�sestarom, preciznije, da mu je povr�sina jednaka4

3 povri�sine trokuta
kojem je jedna stranica tetiva parabole koja odreduje odsje�cak, a jedan vrh u to�cki parabole
u kojoj je tangenta paralelna s tom tetivom. Jednakost tih Povr�sina je najprije naslutio
koristéci teoreme iz mehanike, a zatim daje dokaz metodom iscrpljivanja (ekshaustije),
koji je ovdje opisan uz kori�stenje suvremene notacije.

1. Koristi se sljedéce svojstvo parabole: Ako tangentaAB dira parabolu u to�cki P, a
tetive A1B1, A2B2, A3B3,. . . su paralelnte tangenti, tada polovi�sta tih tetivaC1, C2,
C3,. . . le�ze na jednom pravcu koji je paralelan s osi parabole i prolazi to�ckomP (vidi
sliku 1).
Pritom vrijedi

jA1C1j2

jPC1j
=

jA2C2j2

jPC2j
=

jA3C3j2

jPC3j
: (1)

2. Promatrajmo sada odsje�cak parabole omeden lukom paraboleAPB i tetivom AB.
Tetivu AB nazivamo osnovicom, a dirali�steP tangente zovemo vrhom. To�ckaC je
polovi�ste osnovice. Prema svojstvu (1) pravacPC paralelan je s osi parabole. U od-
sje�cak parabole upi�simo trokutAPB, a oko nje opi�simo paralelogramABMN (slika
1.4). Budúci da je povr�sina trokuta jednaka polovini povr�sine paralelograma ona je

2EEX — Eudoksova lema (metoda ekshaustije): Ako od neke veli�cine oduzmemo vi�se od njene polo-
vine, od ostatka vi�se od njegove polovine itd., ondaće, ako se postupak ponovi dovoljan broj puta, ostatak
biti manji od bilo koje istovrsne veli�cine.
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Slika 1.3: Polovi�sta medusobno paralelnih tetiva parabole su kolinearna

Slika 1.4: Odsje�cku opisani paralelogram

veća od polovine povr�sine odsje�cka, a zbroj povr�sina preostalih dvaju odsje�caka iz-
nad tetivaAP i PBmanji je od polovine povr�sine cijelog odsje�cka. Ako dalje na isti
na�cin upi�semo dva trokuta u preostale odsje�cke, zbroj njihovih povr�sina bitće véci
od polovine zbroja odsje�caka kojima su upisani, a zbroj povr�sina�cetiri odsje�cka koja
preostanu nakon drugog upisivanja trokuta bitiće manji od jedne�cetvrtine povr�sine
�citavog odsje�cka. Ako jo�s jednom ponovimo upisivanje, preostatće osam jo�s manjih
odsje�caka kojimáce zbroj povr�sina biti manji od jedne osmine�citavog odsje�cka, itd.
Nastavimo li postupak, u odsje�cak je mogúce upisati takav mnogokut da povr�sina
koja preostane izvan mnogokuta bude po volji mala.
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3. Raspolovimo du�zinuAC to�ckomC i povucimo njome paraleluDE saCP(slika 1.5).

Slika 1.5: Segment parabole

Neka je zatimEF paralelno sAB. Doka�zimo da vrijedi:

jPCj =
4
3

jEDj: (2)

Prema (1),jACj2

jPCj = jEFj2

jPFj . Budúci da jejACj = 2jEFj, tada jejPCj = 4jPFj, jFCj =
jEDj = 3jPFj, iz �cega izlazi (2).

4. Promatrajmo trokute4AEPi 4PKB(slika 1.6).

Slika 1.6:

Povr�sina trokuta4APB je osam puta véca od povr�sine svakog od njih. PravacED
raspolavlja tetivuAP u to�cki L jer je paralelan sCP, a takoder raspolavlja iAC.
Vrijedi jPCj = 2jLDj pa iz (2) slijedi 3jLDj = 2jEDj, a otuda

jLDj = 2jELj: (3)
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Odatle zaklju�cujemo da vrijediP4ADL = 2P4AEL: Analogno zaklju�cujemo da vrijedi
P4DLP = 2P4LEP, a iz tih dviju jednakosti jeP4ABP = 2P4ADP = 4P4AEP i kona�cno
P4ABP = 8P4AEP. Analogno se dokazujeP4ABP = 8P4PKB.

5. Nastavljamo postupak upisivanja trokuta. Povr�sinu prvog trokuta ozna�cimo s p1,
zbroj povr�sina trokuta upisanih u drugoj iteraciji sp2, u trécoj sap3 i tako redom.
Dobivamo beskona�cni niz:

p1; p2; p3; : : : ;pn; : : : (4)

pri �cemu je svaki slijedéci �clan �cetiri puta manji od prethodnog, tj. vrijedi:

pn+1 =
1
4

pn: (5)

Sada dobivamo (p1 + p2 + p3 + : : :+ pn� 1) + 4pn = 4p1 + (p1 + p2 + p3 + : : :+ pn� 1,
odnosno 3(p1 + p2 + p3 + : : :+ pn� 1) + 4pn = 4p1. Podijelimo jednakost s 3 pa izlazi:

p1 + p2 + p3 + : : : + pn� 1 +
4
3

p1: (6)

Sada se mo�ze dokazati da je povr�sina odsje�ckaP = 4
3 p1. Pretpostavimo suprotno, tj.

ili je P > 4
3 p1 ili je P < 4

3 p1. Neka je

P >
4
3

p1: (7)

Primijetili smo, temeljem Eudoksove leme, da mo�zemo ponavljati proces upisivanja
trokuta dok ne dobijemo po volji mali ostatak. Izaberimon tako da vrijedi da je
ostatak manji odP� 4

3 p1, tj. P� (p1 + p2 + : : :+ pn) < P� 4
3 p1, no to je u kontradikciji

sa (6). Nejednakost (7) ne vrijedi. Neka je sad

P <
4
3

p1: (8)

Budúci da �clanovi niza te�ze nuli mo�zemo izabratin takav da vrijedi43 pn < 4
3 p1 � P.

Koristéci (6) dobitćemoP < p1+ p2+ : : :+ pn, a to je nemogúce. Dakle, nejednakost
(8) ne vrijedi. Time je dokazanoP = 4

3 p1.

6. Zaklju�cak: povr�sina P odsje�cka parabole za jednu trećinu je véca od povr�sine para-
boli upisanog trokuta koji s odsje�ckom ima zajedni�cku osnovicu i visinu. U ovom je
primjeru Arhimedde factoujedno dokazao formulu za sumu geometrijskog reda s
kvocijentom1

4. Naime, budúci da trokuti koji se dobiju un-tom koraku imaju zbroj
povr�sinapn = p1

4n� 1 , za zbroj povr�sina svih trokutova vrijedi:

p1(1 +
1
4

+
1
42

+ : : : +
1

4n� 1
+ : : :) =

4
3

p1:
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Pri prou�cavanju Arhimedovih metoda na um nam pada koncept integriranja koji je egzak-
tno de�nirao tek Bernhard Riemann u 19. st. Arhimed ne koristi samo metodu iscrpljivanja
s upisanim mnogokutima, već se oko lika ,,sa�zimaju” upisani i opisani mnogokuti tako da
se razlika njihovih povr�sina na�cini po volji malom. Koristio je ovu tehniku u odredivanju
povr�sine kruga, u odredivanju volumena rotacijskog elipsoida, paraboloida i hiperboloida.
Unato�c tomu�sto nije poznavao pojam limesa, njegove metode su nalik na koncept gornje i
donje Darbouxove sume koji danas koristimo u�skolskoj matematici za de�niciju integrala,
a ujedno su vrlo precizne. [23]

1.4 Apolonije

Najvéci anti�cki pisac o konikama je svakako Apolonije iz Perge (262.–190.pr.Kr.). O�zivotu
Apolonija malo je toga poznato, osim da je roden u Pergi, blizu dana�snje Antalya-e (Tur-
ska),i da je kad je bio sasvim mlad oti�sao u Aleksandriju, gdje je je studirao sa nasljed-
nicima Euklida. Njegovo glavno djeloKonike sastoji se od osam knjiga.�Cetiri knjige
sa�cuvane su na gr�ckom jeziku, tri knjige u arapskom prijevodu, dok je zadnja knjiga iz-
gubljena. Apolonije u tim knjigama starije rezultate nadopunjava vlastitim. Budući da su
Konikebile opse�zan referentni rad na tu temu,�cak i prema dana�snjim standardima, nje-
gova publika nije bila oṕca populacija koja nije mogla�citati ni pisati, nego je bio namije-
njen poznavaocima matematike i malom broju obrazovanih�citatelja povezanih s dr�zavnim
�skolama i pripadajúcim knji�znicama. Sve tvrdnje dokazuje pomoću geometrijske algebre
3, a njegove metode i zaklju�cci uglavnom se danas lak�se opisuju analiti�ckom geometrijom.
Sa�cuvanih prvih sedam knjiga sadr�zi 387 propozicija. [16]

Iz Apolonijevog predgovora, koji sadr�zi zanimljive povijesne detalje, vrlo dobro se
i�s�citava plan kojeg slijedi za svaku knjigu te navodi da je cijelu temu obradio cjelovitije i
općenitije nego njegovi prethodnici.

Prve �cetiri knjige �cine, kako sam ka�ze, osnovni uvod pod kojim podrazumijeva pred-
stavljanje elemenata konika, odnosno de�nicije i temeljne propozicije za uporabu i pri-
mjenu. Prva knjiga opisuje nastanak konika i njihova osnovna svojstva pa tako Apolonije
zapo�cinje opisivanjem dvostrukog kru�znog sto�sca (za razliku od Menehma) na najopćenitiji
na�cin:

Teorem 1.4.1.Neka je dan krug i bilo koja to�cka izvan ravnine tog kruga koja ne le�zi
na pravcu koji prolazi kroz sredi�ste kruga okomitom na ravninu kruga. Pravac koji prolazi

3Geometrijska algebra je naziv za starogr�cka rje�senja geometrijskih problema koji bi se u suvremeno
doba interpretirali, opisivali i rje�savali algebarski.
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tom to�ckom i to�ckom kru�znice koja se giba po kru�znici tako da pravac prolazi svim to�ckama
kru�znice opisuje dvostruki sto�zac koji je općenito kosi.

Nakon toga Apolonije daje brojne de�nicije koje su zna�cajne za konike. De�nira tako
i os sto�sca kao pravac koji prolazi kroz vrh sto�sca i sredi�ste baze.
Nakon�sto je pokazao da su svim presjeci sto�sca ravninom paralelnom bazi takoder kru�znice,
nastavlja promatrati presjeke sto�sca u svim smjerovima.
Apolonije je prvi uvidio da se na jednom te istom sto�zcu, bio on kos ili uspravan,�siljast ili
tup, mogu kao presjek sto�sca i ravnine dobiti sve tri krivulje (vidi sliku 1.7). Koju krivulju
ćemo dobiti ovisi o nagibu ravnine koja sije�ce sto�zac. Kod uspravnog sto�sca, ravnina koja
je okomita na os sto�zcaće nam dati kru�znicu. �Sto je ravnina bli�za vrhu sto�sca to presjek
manje povr�sine i u samom vrhu sto�sca prelazi u to�cku. Ukoliko ravninu malo nagnemo,
dobivamo elipsu. Postavio li ravninu tako da je paralelna s jednom od izvodnica sto�sca kao
presjek dobivamo parabolu. Ukoliko je ravnina postavljena tako da je paralelna s osi sto�sca
dobivamo hiperbolu.

Slika 1.7: Presjek sto�sca ravninama

Apolonijev opis tri tipa konika

Neka je dan dvostruki kosi sto�zac s vrhomA. Neka je presjek dane ravnine s osnovkom
du�zinaDE te neka jeBC na nju okomit promjer osnovke (vidi sliku 1.8).

Neka je P probodi�ste pravcaAB i zadane ravnine te neka jeM = DE \ BC. Za
proizvoljnu tetivuQQ0 konike paralelnu sDE Apolonije dokazuje da juPM raspolavlja u
V.



POGLAVLJE 1. DOBA ANTI�CKE GR�CKE 13

Slika 1.8: Apolonijev opis tri tipa konika

Ako postoji presjek pravacaPM i AC, ozna�cimo ga sP0. Neka jeq paralela s pravcem
PM kroz to�cku A te neka jeF = BC \ q.

Neka jePL okomito naPM, gdje jeL takva dajPLj zadovoljava odredeni razmjer. Ako
imamoP0, nacrtajmo pravacP0L te nacrtajmo paralelu sPL kroz V koja pravacP0L sije�ce
u to�cki R.

Koristéci argumentaciju preko sli�cnosti, Apolonije dokazuje da je u prvom slu�caju
jQVj2 = jPVj � jVRj, a u drugom slu�cajujQVj2 = jPVj � jPLj. Vidimo da u slu�caju hiperbole
kvadrat nadjQVj u odnosu na pravokutnik nadjPVj i jPLj ima vi�sak, u slu�caju parabole
imamo jednakost, a u slu�caju elipse manjak. Korijeni naziva tih triju tipova konika upravo
su vi�sak, jednakost odnosno manjak,

Druga knjiga opisuje osi, tangente i asimptote, u trećoj se opisuju fokusi, pol i polara, a
u �cetvrtoj presjeci dvije konike. Jedna od propozicija u�cetvrtoj knjizi daje metodu crtanja
dviju tangenti na koniku iz to�ckeT koja je izvan nje:

Propozicija 1.4.2.Treba nacrtati bilo koja dva pravca kroz T koja sijeku koniku u to�ckama
Q i Q0 te R i R0 redom. Neka su to�cke O na QQ0 i O0 na RR0 takve da su T Q0 i TR0
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harmoni�cno podijeljeni4. Presjek OO0 sa konikom daje dvije to�cke dirali�sta.

Ostatak�cetvrte knjige bavi se presjecanjem konika i brojem to�caka u kojima se, ovisno
o slu�caju, sijeku ili dodiruju pa su tako dokazane sljedeće propozicije.

Propozicija 1.4.3. Dvije konike koje imaju zakrivljenje u suprotnim smjerovima sijeku se
u najvi�se dvije to�cke.

Propozicija 1.4.4.Ako konika ima dodirnih to�caka s jednom granom hiperbole, tada drugu
granu hiperbole sije�ce u najvi�se dvije to�cke.

Zatim slijede propozicije koje pokazuju da se dvije konike ne mogu presijecati u vi�se
od �cetiri to�cke kao i da dvije konike koje se dodiruju u jednoj to�cki mogu imati jo�s najvi�se
dvije zajedni�cke to�cke te da dvije konike koje se dodiruju u dvjema to�ckama nemaju vi�se
nijednu zajedni�cku to�cku.

Preostale knjige koje po�cinju s petom knjigom posvećene su specijaliziranijem is-
tra�zivanju pojedinih dijelova teme. Tako se u petoj knjizi opisuju normale i sredi�sta za-
krivljenosti, u�sestoj sli�cnost konika, a u sedmoj svojstva konjugiranih promjera.

Kao �sto je véc re�ceno, osma knjiga je izgubljena. Njen sadr�zaj mo�ze samo biti pret-
postavljen iz Apolonijevih vlastitih primjedbi. Na�zalost, Papusovi rezultati nam takoder
ne omogúcavaju da stvorimo jasniju ideju, ali je vjerojatno da je knjiga sadr�zavala brojne
probleme pronalaska konjugiranih promjera dane konike.

Prijevodi napisani na engleskom jeziku po�cinju krajem 19. stoljéca. Posebno treba
istaknuti Heathovu raspravu o konusnim presjecima. Heathov rad je va�zan jer uz izvorne
Apolonijeve geometrijske izraze na gr�ckom jeziku poja�snjava tekst usporedujući ga sa mo-
dernim zapisima, te isti�ce podudarnosti.

Apolonije je takoder prvi za konike upotrijebio nazive elipsa i hiperbola. Naziv para-
bola prvi je upotrijebio Arhimed. [14]

4Du�zina je harmonijski podijeljena ako je podijeljena u jednakim omjerima iznutra i izvana.
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1.5 Papus Aleksandrijski

Posljednji veliki anti�ckogr�cki matemati�car je Papus iz Aleksandrije (oko 290.-350.). Nje-
govo djeloKolekcijajedan je od glavnih izvora dana�snjih znanja o starogr�ckoj matematici.
Prvi je uveo pojam fokusa i direktrise parabole. Papus se bavio jednim od tri klasi�cna
problema, trisekcijom kuta. Problem se sastoji u tra�zenju postupka kojim bismo za bilo
koji proizvoljan kut� mogli ravnalom i�sestarom konstruirati njegovu trećinu. On je na�sao
rje�senje pomócu konika.

Rje�senje trisekcije kuta pomócu konika

Neka je dana kru�znicak(O;1), gdje jeO vrh danog kutaAOB, te pravacd koji je sime-
trala kutaAOB. Na kru�znici ozna�cimo to�cku P koja se giba po kru�znici tako da je njezina
udaljenost od to�ckeB uvijek dva puta véca od udaljenosti do pravcad (slika 1.9).

Slika 1.9: Trisekcija kuta pomoću konika

Tako nastaje jedna grana hiperbole s fokusomB i ravnalicomd. Konstruiramo zatim nje-
zinu zrcalnu sliku s obzirom na pravacd. Zrcalna slika to�cke P desne grane hiperbole
odgovara to�cki P0 lijeve grane te hiperbole. To�cke p i P0 dobivene kao sjeci�sta kru�znicek
i hiperbole dijele luk odreden to�ckamaA, P, P0 i B, dakle i kutAOB, na tri jednaka dijela
[22].
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Papus je objasnio (bez dokaza) i kako, kada imamo dva konjugirana promjera elipse,
mo�zemo náci njene osi.

Nala�zenje osi elipse ako su zadana dva konjugirana promjera

Neka suAB, CD konjugirani promjeri takvi dajCDj > jABj te neka jeE sredi�ste elipse.
Neka jeH to�cka na pravcuEAtakva da jejEAj � jAHj = jDEj2. U to�cki A nacrtamo paralelu
p saCD. Neka jeK polovi�ste du�zineEH te nacrtamo okomicuKL saEH koja sije�ce p u
L (slika 1.10).

Slika 1.10: Nala�zenje osi elipse

Nacrtajmo kru�znicuk(L; jLEj). Ta kru�znica sije�cep u F i G kao na slici. Nacrtajmo du�zine
EF i EG te iz A nacrtajmo paraleleAM saEF i AN saEG. Odaberimo to�ckeP naEG i R
na EF takve da jejEPj2 = jGEj � jEMj i jERj2 = jFEj � jENj. Tada jeEP velika poluos, a
ERmala poluos elipse.

Iskazao je i dokazao sljedeći teorem [16]:

Teorem 1.5.1.Neka je dan pravac AB i to�cka C u ravnini. Neka je iz to�cke D u istoj ravnini
povu�cen pravac CD i okomica DE na AB te neka je zadan omjerjCDj : jDEj. Tada je D



POGLAVLJE 1. DOBA ANTI�CKE GR�CKE 17

na konici, i to na paraboli ako je taj omjer jednak1, na hiperboli ako je veći od1, odnosno
na elipsi ako je manji od1.

Upravo ta svojstva kasnijéce Ruder Bo�skovíc iskoristiti u svom radu.



Poglavlje 2

Arapsko doba

Jedan od najutjecajnijih znanstvenika islamskog svijeta u srednjem vijeku bio je Omar
Khayyam (1048.–1131.). Roden je u obitelji obrtnika u gradu Ni�sapuru koji se nalazi na
sjeveru dana�snjeg Irana. Omar Khayyam se tijekom svog�zivota bavio matematikom, astro-
nomijom, geogra�jom, �lozo�jom i poezijom i djelovao u feudalno doba kad je je polo�zaj
znanstvenika bio vrlo te�zak pa i Omar Khayyam nagla�sava da je bio li�sen mogúcnosti da se
bavi svojim interesom. Prvo matemati�cko djelo Omara KhayyamaProblemi aritmetikenije
sa�cuvano pa nam je njegov sadr�zaj danas nepoznat. Zahvaljujući sponzorstvu jednog sa-
markandskog pokrovitelja, Omar Khayyam je uspio zavr�siti svoja znanstvena istra�zivanja
i napisati poznato djeloO ra�cunanju pomoću al-d�zabr i al-muqabale1, podijeljenu na pet
dijelova. Djelo daje klasi�kaciju jednad�zbi i opisuje rje�savanje jednad�zbi 1:, 2: i 3: stupnja.

U prvim poglavljima traktata Khayyam predstavlja algebarsku metodu za rje�savanje
kvadratnih jednad�zbi koju je opisao al-Hvarizmi. U sljedećim poglavljima on razvija ge-
ometrijsku metodu za rje�savanje kubnih jednad�zbi �ciji temelji se�zu jo�s do Arhimeda: kori-
jeni ovih jednad�zbi u ovoj su metodi de�nirani kao sjeci�sta dviju konika. Khayyam je dao
opravdanje za ovu metodu, klasi�kaciju vrsta jednad�zbi, algoritam za odabir vrste konika,
procjenu broja (pozitivnih) korijena i njihove veli�cine. Na�zalost, Khayyam nije primije-
tio da kubna jednad�zba mo�ze imati tri realna korijena, ali jest primijetio da rje�senje ne
mora biti jedinstveno. Omar Khayyam nije mogao dostići eksplicitne algebarske formule,
ali je izrazio nadu dáce se u budúcnosti náci eksplicitna rje�senja. U uvodu ovog traktata
Omar Khayyam daje prvu de�niciju koja je do�sla do nas o algebri kao znanosti, tvrdeći
da je algebra znanost odredivanja nepoznatih koli�cina koje su u nekom odnosu s poznatim
veli�cinama [17].

1Izrazi al-d�zabr i al-mukabalanasljedeni su iz Al-Hverizmijeve studije o algebriAl-Kitab al-muhtasar
� hisab al-gabr wa-l-muqabalau kojoj se bavi rje�savanjem linearnih i kvadratnih jednad�zbi. Izrazal-d�zabr
koristi za uklanjanje nedativnih�clanova, a izrazal-mukabalaza grupiranje�clanova s istom potencijom. Iz
izrazaal-d�zabr izveden je nazivalgebra.

18
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U djelu daje klasi�kaciju kubnih jednad�zbi na 9 tipova, a ona proizlazi iz tada�snjeg
zahtjeva da svi koe�cijenti u sredenom obliku budu pozitivni brojevi te da rje�senja moraju
biti pozitivna. Za svaki od tipova daje i njegovo geometrijsko rje�senje pomócu presjeka
konika. Pet tipova imaju slobodni�clan jednak nuli te se supstitucijom svode na kvadratne
jednad�zbe, a u razmatranju svakog od preostalih slu�cajeva Khayyam je bio svjestan posto-
janja vi�se pozitivnih rje�senja, ovisno o tome kako se razmatrane konike sijeku. U svom se
radu poziva na prve dvije Apolonijeve knjige o konikama, i daje algebarsku metodu kako
druge kubne jednad�zbe pretvoriti u kvadratnu ili neki od tipova iz svoje sistematizacije.

Primjer 2.0.1. Neka je dana kubna jednad�zba oblika x3 + qx = r2, koju on opisuje kao

x3 + b2x = b2c:

Omar dolazi do rje�senja ove kubne jednad�zbe nala�zenjem sjeci�sta parabole i kru�znice
(slika 2.1). Jezikom analiti�cke geometrije rekli bismo da je odredivao sjeci�ste razli�cito
od (0,0) parabole x2 = by i kru�znice y2 = x(c � x). Sjeci�ste tih dviju konika je to�cka

Slika 2.1: Khayyamovo rje�senje jednog tipa kubne jednad�zbe pomócu konika

D(x0; y0). Provjerimo je li ona zaista rje�senje polazne kubne jednad�zbe.
Budući da D le�zi na paraboli, imamo x2

0 = by0. Ali, D le�zi i na kru�znici te je zato y20 =
x0(c � x0). Iz te dvije jednakosti dobije se:

x4
0 = b2x0(c � x0);

tj.
x3

0 = b2(c � x0):

Odatle slijedi da x0 zadovoljava jednad�zbu x3 + b2x = b2c.
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Aproksimativnu numeri�cku vrijednost rje�senja dobio je interpolacijom pomoću trigo-
nometrijskih tablica. Tvrdio da se rje�senje takve kubne jednad�zbe oṕcenito ne mo�ze do-
biti konstrukcijom ravnalom i�sestarom,�sto će biti dokazano tek oko 750 godina kasnije.
Khayyam je bio svjestan nepotpunosti vlastitog rada te je napisao da se nada dati potpun
opis algebarskog rje�senja kubnih jednad�zbi.



Poglavlje 3

Konike od renesanse nadalje

Nakon rimske nebrige za znanost i provala barbara, u Europi u srednjem vijeku
dolazi do zamiranja obrazovanja i znanosti. Tijekom renesanse ponovno je”otkrivena”
antika, kako u umjetnosti i kulturi, tako i u znanosti. Iako su Euklid, Ptolomej i Arhimed
bili poznati u srednjem vijeku, djela poznatih autora poput Diofanta i Papusa prvi su se put
prevodila tijekom renesanse. Tako je Regiomontanus ili pravim imenom Johannes Müller,
njema�cki matemati�car, astronom, astrolog i prevoditelj prilikom posjete Rimu prepisao Se-
nekine tragedije dok je u�cio gr�cki da bi preuzeo mnogo razumljiviji prijevod Ptolemejevog
Almagestai potom ApolonijeveKonike. Kao i vécim dijelom anti�ckog nasljeda, iz na-
vedenih razloga, do 15. stoljeća u Europi se nitko nije bitno bavio konikama, ali tada se
povécava interes za konike i ostale krivulje zahvaljujući brojnim misliocima, umjetnicima,
�lozo�ma i matemati�carima. Prve�cetiri Apolonijeve knjige o konikama su do tog vremena
bile sa�cuvane na gr�ckom (prijevod na latinski objavljen u Veneciji 1537.) i jo�s tri su bile
arapski prijevodi (pronadene u 17.stoljécu). Papusova djela su originalno bila napisana u
osam knjiga, ali su do 15. stoljeća samo djelomice sa�cuvana [26].

Johannes Werner(1468.-1528.) bio je njema�cki matemati�car. Wernerov odabir odredenih
dijelova materijala kojíce biti uklju�ceni u njegovo djelo o konikamaLibellussuper viginti
duobus elementis conicis(1522.) zasnovan je u velikoj mjeri na metodama starih Grka o
duplikaciji kocke i dijeljenu kugle u zadanom volumnom omjeru i smatra se prvim origi-
nalnim djelom o konikama u Europi nakon antike. U centru Wernerovog interesa na�sla se
samo parabola i hiperbola. Razlog tomu je njegovo zanimanje za udvostru�cavanje kocke,
pri �cemu elipsa nije imala zna�caja.

U to se vrijeme Wernerovo djelo nije puno citiralo, najvjerojatnije jer je prijevod Apo-
lonijevih Konikaubrzo doveo do toga da je njegov rad bio suvi�san s obzirom da nije bio
originalan, véc je jednostavno prikupio jedanaest metoda koje su bile poznate starim Gr-
cima.

No, u renesansi ne samo da se ponovno”otkrivaju” već ranije Grcima i Arapima poz-

21
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nata svojstva konika, nego one po prvi puta postaju va�zan predmet istra�zivanja jer se otkrila
njihova primjena u stvarnome svijetu. Tu se posebno istiću Johannes Kepler i Galileo Ga-
lilei koji su otkrili pojavu konika u astronomiji.

3.1 Galileo Galilei

Galileo Galilei (1564.–1642.) bio je talijanski matemati�car, �zi �car, astronom i �lozof.
Nakon zavr�senih medicinskih studija, posvetio se prou�cavanju geometrije i Arhimedovih
djela, te postao jedan od najvećih �zi �cara i astronoma.

Galileo je promijenio na�cin na koji su ljudi razumijevali gibanje i uveo radikalno
druga�ciji na�cin povezivanja gibanja i geometrije. Otkriv�si matemati�cku povezanost izmedu
horizontalnog i vertikalnog gibanja otvorio je vrata obja�snjenju odredenih gibanja koje je
bilo osobito te�sko razmjeti unutar aristotelskih okvira. Njegov matemati�cki prikaz slobod-
nog pada i putanje projektila je prista�sama”mehani�cke �lozo�je“ u 17. stoljeću poslu�zio
kao oslonac razmatranja mogućnosti matemati�ckoga opisivanja svih”zemaljskih“ gibanja.
Galileo je uo�cio da se putanja projektila mo�ze odrediti ako vertikalnu i horizontalnu kom-
ponentu gibanja promatramo odvojeno i zatim ih kombiniramo zajedno (danas bismo rekli:
zbrojimo vektore).

Takoder radio je na matemati�ckom modelu koji opisuje kretanje tijela u padu, koje je
prou�cavao mjeréci vrijeme potrebno loptama da se skotrljaju preko razli�citih razdaljina na
nagnutim plo�cama.

Pokusom je oborio dva tisućljeća staru, a dotad prevladavajuću, Aristotelovu teoriju
da te�za tijela padaju br�ze od lak�sih, a opa�zenu razliku o brzini padanja razli�citih tijela
pripisao je otporu zraka. Pomoću pokusa i briljantnog teorijskog razmatranja otkrio je
zakon jednoliko ubrzanog gibanja i izrazio ga u matemati�ckom obliku. Galileo je svijet
izlo�zio svojim �zi �ckim nalazima u knjiziDiscorsi e dimostrazioni matematiche intorno a
due nuove scienze(Dijalozi o dvije nove znanosti, 1638.). Nevjerojatno je da je Galileo
eksperimentom prona�sao ovaj rezultat koji i danas koristimo i podu�cavamo. U toj knjizi
izlo�zio je misaone pokuse kojima je potkrijepio svoju teoriju i pokazao da padajuća tijela
ubrzavaju prema navedenim omjerima [4].

Na temelju Galileovih bilje�ski o gibanju, sa�cuvanih u Nacionalnoj sredi�snjoj knji�znici
u Firenci u svesku72 Galilejeve bilje�ske o pokretuzaklju�cujemo da je Galileo otkrio para-
boli�cnu putanju jo�s 1608. i matemati�cki je dokazao po�cetkom 1609. godine, premda punih
30 godina to nije objavio u tiskanim izdanjima svojih radova. Galileo je u zadnjem dijelu
Dijaloga o dvije nove znanostidokazao da je putanja projektila, ako se zanemari otpor
zraka, parabola [11].
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Prije 16. stoljéca postojalo je uoṕceno mi�sljenje da je brzina tijela u slobodnom padu
proporcionalna masi tijela, tj. te�ze tijelo padat́ce br�ze od lak�seg tijela. Galileo Galilei
pro�sirio je ta razmatranja o slobodnom padu kroz niz pokusa pu�stajúci tijela da se kotrljaju
niz kosine i uspio je povezati slobodni pad sa silom te�ze. Ove eksperimente Galilei je
ponovio nekoliko stotina puta i tako je uspio nakupiti dovoljno podataka. Galileo u svojim
bilje�skama nije opisivao takve eksperimente i nije davao rezultate u numeri�ckom obliku,
kao�sto je bio obi�caj medu njegovim nasljednicima.

U to vrijeme, da bi se izveo dokaz o paraboli�cnoj putanji, dva zakona su morala biti poz-
nata. Jedan je zakon slobodni pad, koji ka�ze da je prijedeni puts proporcionalan kvadratu
protekloga vremenat, a brzinav jednoliko raste s proteklim vremenom i koji je Galileo
otkrio 1604. godine. Drugi zakon koji je trebao za dokaz bio je zakon tromosti kojeg tvrdi
da svako tijelo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikoga gibanja po pravcu dok ga neka
vanjska sila ne prisili da to stanje promijeni. Iz tih zakona Galileo je izveo paraboli�cnu
putanju.

Primjer iznimne kvalitete Galileove znanosti je u raspravi posvećenoj gibanju projek-
tila: ,,Zamislimo tijelo pokrenuto po horizontalnoj ravnini bez ikakve zapreke. Ka�zemo da
će njegovo gibanje po ravnini ostati jednoliko u beskona�cnost, ukoliko se ravnina prote�ze
u beskona�cnost. Ali ako je ravnina ograni�cena i tijelo bude izba�ceno u zrak, kad tijelo, za
koje pretpostavljamo da je pod utjecajem gravitacije, prode rub ravnine, dodatće prvotnom
jednolikom i neuni�stivom gibanju te�znju prema dolje koju ima zbog svoje te�zine. Zbog toga
proizlazi slo�zeno gibanje, slo�zeno od horizontalnog gibanja i prirodnog ubrzanog padanja.”
Na tim stranicama Galileo pokazuje da je putanja projektila paraboli�cna (slika 3.1): ,,Pri-
mijećeno je da projektili opisuju neku zakrivljenu putanju, ali nitko nije naglasio�cinjenicu
da je ta putanja oblika parabole. Uzmimo horizontalnu ravninuAB, postavljenu na zraku,
du�z koje se tijelo giba jednoliko odA do B. U to�cki B, gdje prestaje oslonac, tijelo, zbog
svoje te�zine, prisiljeno je na prirodno gibanje prema dolje du�z linije BN, zbog svoje gravi-
tacije. Nadopunimo linijuABdo linije BE koju ćemo koristiti za mjerenje tijeka vremena.
Ozna�cimo jednake udaljenostijBCj, jCDj i jDEj naBE i nacrtajmo paralele linijiBN kroz
to�cke C, D i E. Na prvoj od tih paralela uzmimo proizvoljnu duljinujCIj; na sljedécoj,
duljinu jDFj koja je �cetiri puta véca; na trécoj, duljinu jEHj devet puta vécu; i tako dalje,
svaka slijedéca du�zina véca kao kvadrat od duljinejCBj, jDBj, jEBj... Zamislimo da je ver-
tikalni pad du�z CI dodan pomaku tijela koje se giba odB do C u jednolikom gibanju. U
vremenuBC tijelo će se nalaziti u to�cki I . U vremenuBD koje je dvostruko dulje odBC,
njegova vertikalna udaljenost zbog pada bitće jednaka 4CI. Pokazano je da se udaljenosti
odnose kao kvadrati vremena u jednolikom ubrzanom gibanju. Na isti na�cin, udaljenost
EH koja je prijedena u vremenuBE bit će 9CI; prema tome, udaljenostijEHj, jDFj, jCIj
se odnose jedna prema drugima kao kvadrati duljinajEBj, jDBj, jCBj... U to�ckamaI, F, H
prema tome, le�zi parabola.” [12]
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Slika 3.1: Galileov prikaz horizontalnog hitca

3.2 Johannes Kepler

Dok je Nikolaj Kopernik ostao pri starogr�ckom uvjerenju da je kru�znica glavna kada se
govori o kretanju nebeskih tijela, Johannes Kepler (1571.-–1630.) njema�cki astronom, ma-
temati�car i astrolog prvi je do�sao do spoznaje da se nebeska tijela kreću oko Sunca po
elipti�cnim putanjama. On u okviru svoje knjigeAstronomiae pars Optica(1604.) pre-
poznaju elipti�cnu putanju Marsa oko Sunca i konikama posvećuje jedno poglavlje (peto).
Danas je oṕce prihvácena�cinjenica da se planete oko Sunca kreću po elipsama o�cemu go-
vori i prvi Keplerov zakon. Kepler razlikuje pet vrsta konika: kru�znicu, elipsu, parabolu,
hiperbolu i pravac. Tvrdi da se svaka od njih mo�ze dobiti iz druge neprekidnim mije-
njanjem. Pravac i parabola su dva ekstremna oblika hiperbole, a parabola i elipsa su dva
ekstremna oblika kru�znice [25].

Znamenita su tri Keplerova zakona o gibanju planeta, temeljem kojih je elipsa kona�cno
dobila primjenu u stvarnom svijetu:

1. Putanje planeta su elipse, u�cijem jednom�zari�stu je Sunce.

2. U jednakim vremenskim razmacima radij-vektor danog planeta prelazi jednake povr�sine
(slika 3.2).

3. Ukupna ophodna vremena (godine) dvaju planeta imaju omjert2
t1

=
q

(a2
a1

)3, gdje su

t1 i t2 ophodna vremena planeta,a1 je duljina velike poluosi elipti�cne putanje prvog
planeta, aa2 je duljina velike poluosi elipti�cne putanje drugog planeta.
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Slika 3.2: Drugi Keplerov zakon

Kepler je prvi uveo naziv ,,fokus” za zna�cajne to�cke na osi konike.
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3.3 Marin Getaldić

Marin Getaldíc (1568.-1626.) bio je hrvatski matemati�car koji je napisao djeloNonnullae
propositiones de parabola(Neki stavci o paraboli, 1603.). Djelo je nastalo kao rezultat
Getaldícevog velikog interesa za konstrukciju paraboli�cnih zrcala [8].

Paraboli�cno zrcalo je konkavna zrcalna ploha oblika rotacijskoga paraboloida na kojoj
se zrake koje izlaze iz�zari�sta re�ektiraju paralelno s opti�ckom osi. S obzirom da svje-
tlosne zrake koje su usmjerene u jednu to�cku rezultiraju vrlo visokom temperaturom, ali
nisu vidljive, neuki puk je smatrao takve pokuse zastra�sujúcima pa su Getaldića prozvali i
�carobnjakom.

Da bi dokazao svoj zaklju�cak da su sve parabole nastale presjecima pravokutnih,�siljasto-
kutnih, tupokutnih pa i kosih sto�zaca (uz odredene uvjete na pojedine presjeke) medusobno
kongruentne, koristio se tada njemu jedinim poznatim izvorom, a to su�cetiri knjige Apo-
lonijevih Konika. S obzirom da njemu tada poznati izvori nisu bili dovoljni za dokazivanje
tvrdnje, Getaldíc je sam razvio pojedine teoreme i stavke. On nije znao da su se takvi
teoremi véc nalazili u izgubljenim Apolonijevim djelima za koje on nije znao da postoje.
Razlika izmedu Apolonijevih i Getaldícevih teorema jest u tome�sto ih Apolonije razvija za
pojedine slu�cajeve, dok ih Getaldić razvija za oṕci slu�caj. Takoder, svoje pou�cke i teoreme
Getaldíc sla�ze redom kojim se vrlo lako dolazi do glavnog zaklju�cka djela.

Getaldíc u �cetvrtome pou�cku poku�sava dokazati da je ,,parabola kao presjek bilo kojeg
sto�sca kongruentna s parabolom koja se dobiva kao presjek uspravnog pravokutnog sto�sca”.
No ”Getaldíc nije uspio u potpunosti dokazati svoju tvrdnju pa njegov dokaz vrijedi samo
za parabole dobivene presjecima uspravnih sto�zaca i presjecima kosih sto�zaca okomitih na
ravninu simetrije“ [9].

U drugome korolaru Getaldić izvodi jedan dio svog glavnog opti�ckog zaklju�cka, a to je
da su sve parabole dobivene od bilo kojeg sto�sca pogodne za konstrukciju zrcala kojima se
mo�ze zapaliti maketa broda.

U petom pou�cku pronalazimo ostatak glavnog zaklju�cka, a to je da se sve Sun�ceve
zrake koje padaju na paraboli�cno zrcalo usporedno odbijaju s osi u jednoj to�cki koja je za
�cetvrtinu parametra udaljena od tjemena parabole.

Getaldíc daje dvije konstrukcije parabole i iznosi dokaz da su sve parabole jednako
prikladne za konstrukciju paraboli�cnih zrcala i nisu samo presjeci uspravnog, pravokutnog
sto�sca. Getaldíc zahtjeva da u obje konstrukcije broj konstruiranih to�caka kojima prolazi
parabola bude�sto véci, tako da se dobije�sto preciznija parabola.
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Slika 3.3: Getaldíceva konstrukcija parabole

Getaldićeva konstrukcija parabole

Nacrtajmo dvije medusobno okomite osi. Na sjeci�stu osi ozna�cimo to�cku A. Na oko-
mitoj osi zadajmo to�cku B, kao na slici 3.3. Nacrtajmo to�cke C, D, E iznad A tako da
vrijedi jACj = jCDj = jDEj. Nacrtajmo ispodA to�ckeF, G, H tako da vrijedijAFj = jACj,
jAGj = jADj, jAHj = jAEj. Nacrtajmo kru�znice sa sredi�stem u to�cki B i pripadajúcim po-
lumjerima jBCj, jBDj, jBEj. Povucimo okomice naAB koje će prolaziti to�ckamaF, G,
H. Sjeci�sta okomica i kru�znica ozna�cimo s to�ckamaO, M, K, L, N i P, kao na slici 3.3.
Krivulja koja povezuje to�ckeO, M, K, L, N i P �cini parabolu.�Sto su to�ckeC, D, E, tj. F,
G, H medusobno bli�ze, paraboláce biti preciznije iscrtana.
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3.4 Blaise Pascal

Blaise Pascal (1623.–1662.) bio je francuski �lozof, matemati�car i �zi �car. Njegov mate-
mati�cki talent dolazi do izra�zaja véc u njegovoj 16. godini, kada je napisao djelo o koni-
kama s naslovomEsej o konikama(Essay pour les coniques, 1640.) i objavio ga na posteru
u kojemu je postavio svoj teorem o heksagramima.

Teorem 3.4.1(Pascalov teorem o misti�cnom heksagramu). Neka je u kru�znicu upisan hek-
sagram ABCDEF1 te neka je AB\ ED = P, BC\ FE = Q i CD\ AF = R. Tada su to�cke
P, Q i R kolinearne (slika 3.4).

Slika 3.4: Pascalov teorem o misti�cnom heksagramu na kru�znici

Ono�sto Pascalov teorem�cini zanimljivim jest da vrijedi i za sve tipove konika. Dakle,
umjesto da odaberemo�sest to�caka na kru�znici, mo�zemo odabrati�sest to�caka na elipsi,
paraboli ili hiperboli. Pravci na kojima le�zu parovi nasuprotnih stranica sijeku se u tri
to�cke koje su kolinearne (slika 3.5).

Ako je prema Pascalovom teoremu konika degenerirana u dva pravca, tada izravno
imamo Papusov teorem. Iako je otkriće Pascalovog teorema nastalo gotovo 1300 godina
nakon otkríca Papusovog teorema, ono je o�cito generalizacija Papusovog teorema [24].

1HeksagramABCDEFje unija du�zina : AB, BC, CD, DE, EF i FA
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Slika 3.5: Pascalov teorem o misti�cnom heksagramu na konikama

3.5 Reńe Descartes

Nakon gotovo dva tisúcljeća matemati�cari su tijekom renesanse kona�cno postigli veliki po-
mak u razumijevanju konika povezivanjem geometrijskih i algebarskih tehnika, no nedosta-
jao je e�kasan na�cin za obradu konika — nedostajala je analiti�cka geometrija. Glavna pre-
preka uvodenju analiti�cke geometrije bilo je standardno �zikalno interpretiranje veli�cina
(prva potencija je du�zina, druga je povr�sina, tréca je volumen). Kona�cni korak i otkríce
analiti�cke geometrije posti�ze Reńe Descartes (1596.–1650.) u priloguLa Géométriesvog
djelaDiscours de la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la verit é dans les
sciencesiz 1637. Prema anegdoti, Descartes je inspiraciju za uvodenje koordinatne ravnine
dobio promatrajúci muhu na stropu.

Descartes uvodi koordinatni sustav, odnosno poziciju to�cke u ravnini opisuje s dva
broja (koordinatama) koji predstavljaju njene udaljenosti do dvaju medusobno okomitih
pravaca. On se odmi�ce od spomenute interpretacije kvadrata i kubova brojeva: kod njega
su x, x2 i x3 duljine. Daklex2 nije povr�sina, véc broj kojem geometrijski odgovara jed-
nodimenzionalni objekt: parabola. Ovakvom interpretacijom dobivaju smisao i jednad�zbe
vi�sih stupnjeva. Descartes�zeli pomócu algebre rje�savati geometrijske probleme i stalno
paralelno promatra algebarsku i geometrijsku analizu problema. Temeljem ideje koordi-
nata Descartes zaklju�cuje da se pravci mogu predstaviti kao skupovi to�caka (x; y) koje
zadovoljavaju jednad�zbu oblika

ax+ by+ c = 0;

a konike kao skupovi to�caka (x; y) koje zadovoljavaju jednad�zbu oblika

ax2 + bxy+ cy2 + dx+ ey+ f = 0;

općenito krivulje u ravnini zadovoljavaju jednad�zbe oblikaf (x; y) = 0 [7].
U prvom dijeluLa Géométrie, Descartes se bavi Papusovim zadatkom, u kom se tra�zi

geometrijsko mjesto to�caka u ravnini koje imaju konstantan omjer umno�zaka udaljenosti
do dvije skupine pravaca.
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Za rje�savanje Papusovog problema, Descartes postavlja koordinatni sustav tako da mu
x-os le�zi na prvom od zadanih pravaca, da mu je ishodi�ste u sjeci�stu prvog i drugog pravca
te da jey-os nagnuta u odnosu nax-os pod kutom koji odgovara zadanom za mjerenje
udaljenosti u odnosu na prvi pravac. Ako jeT = (x; y) to�cka koja zadovoljava Papusov
uvjet, onda je za njuy to�cno udaljenost do prvog pravca. Zatim Descartes dokazuje da se
udaljenostidi do ostalih pravaca (i = 2;3; : : : ;n) mogu zapisati u oblikudi = � i x+ � iy+  i,
gdje su� i; � i;  i konstante izvedene iz kuta za mjerenje udaljenosti premai-tom pravcu i
razmaka medu sjeci�stima po dva pravca. Tako se Papusov problem svodi na jednad�zbu
oblika

y
kY

i=2

(� i x + � iy +  i) =
nY

i=k+1

(� i x + � iy +  i):

Nakon tog je sistematizirao stupnjeve tih jednad�zbi u odnosu nax, odnosnoy, u ovisnosti
o brojun zadanih pravaca te je iz te analize zaklju�cio da su za slu�caj n � 9 (osim ako se
radi o 9 paralelnih pravaca) rje�senja konike (uklju�civo pravaca i kru�znica) [1].

U drugom dijeluLa GéométrieDescartes krivulje dijeli na dvije vrste, koje naziva
geometrijskim i mehani�ckim. Ta podjela odgovara dana�snjoj podjeli na algebarske i tran-
scendentne krivulje, dakle konike spadaju, u Descartesovoj terminologiji, u geometrijske
krivulje [1].

Descartes ka�ze da su crtanje geometrijskih krivulja dovoljna dva ili vi�se pravaca koja
se mogu pomicati jedan du�z drugog tako da njihova sjeci�sta ocrtavaju krivulje. U drugom
dijeuLa Géométriedao je dva primjera kako bi ilustrirao to pomicanje.

U prvom slu�caju radi se o sustavu dvaju spojenih ravnala duljinajYXj i jYZj. Ravnalo
duljine jBCj je �ksirano okomito na ravnaloYX u to�cki B. RavnalaCD, EF i GH su na-
pravljena tako da mogu kliziti po ravnaluYZ tako da ostanu okomiti na njega. Na po�cetku
pomicanja kutXYZ instrumenta je 0 i ravnalaYX i YZ se podudaraju u to�cki A. Zatim
se kutXYZotvara dr�zéci ravnaloYZ �ksno i rotirajući ravnaloYX. RavnaloBC guraCD
prema vani,CD guraDE, DE guraEF itd. To�ckaB koja je �ksirna na ravnaluYXopisuje
kru�znicu (slika 3.6).

U drugom slu�caju dano je ravnaloGL sa �ksnom to�ckomG vezano za spravuNKL u
to�cki L koja se mo�ze pomicati du�z vertikalne osi, dok je smjer pravcaKN konstantan. Kada
seL pomi�ce du�z vertikalne osi, ravnalo se okreće okoG i pravacKN se pomi�ce prema dolje
ne mijenjajúci smjer. Sjeci�staC ova dva pravca opisuju krivuljuGCE. Descartes je izveo
njenu jednad�zbu:

y2 = cy�
c
b

xy+ ay� ac;

gdje jejGAj = a, jKLj = b, jNLj = c, jCBj = y i jABj = x te je zaklju�cio da je to krivulja
prve klase, odnosno hiperbola (slika 3.7) [2].
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Slika 3.6: Descartesova konstrukcija kru�znice

Slika 3.7: Descartesova konstrukcija hiperbole
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Descartes opisuje i crtanje elipse na temelju njezine defnicije. Takvu konstrukciju i
danas zovemo vrtlarskom (slika 3.8) jer je to prakti�can na�cin crtanja elipse. U zemlju se
zabiju dva kol�cića na mjestimaF1 i F2 i uzme se nerastezljiva nit duljine 2a > 1

2jF1F2j.
a zatim se za�siljeni kol�cić postavi izmeduF1 i F2 i napne nit. Ako kol�cić pomi�cemo u
jednom smijeru tako da nit bude stalno napeta, onda njegov�siljak opisuje na zemlji oblik
elipse [25].

Slika 3.8: Vrtlarska konstrukcija

Na sli�can na�cin, koristéci vezice, opisao je konstrukciju hiperbole. Neka je dano rav-
naloARs �ksnom to�ckomA. Vezica je pri�cvr�sćena u to�cki B i to�cki R na ravnalu i raste�ze
se u �ksnoj to�cki T na ravnalu. Kad se ravnalo okreće oko to�cke A, tada to�ckaT opisuje
jedna granu hipebole s fokusimaA i B (slika 3.9) [1].

Slika 3.9: Konstrukcija hiperbole pomoću vezica
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3.6 Isaac Newton

Isaac Newton(1642.–1727.), engleski �zi�car, matemati�car i astronom, jedan je od naj-
zna�cajnijih znanstvenika u povijesti. Newton je ostvario zna�cajan napredak u prou�cavanju
gibanja planeta,�stoće kasnije objaviti u svojoj najpoznatijoj knjiziPhilosophiae Naturalis
Principia Mathematicaiz 1687. [3].

Engleski znanstvenici Robert Hooke i Edmond Halley neuspje�sno su poku�savali rije�siti
problem gibanja planeta. U kolovozu 1684., Halley je posjetio Newtona na Cambridgeu,
nadajúci se odgovoru na sljedeće pitanje: ,,Kojeg je oblika putanja po kojoj se kreću
planeti kada obilaze oko Sunca, ukoliko se gibaju pod djelovanjem privla�cne sile koja
opada s kvadratom udaljenosti?”�Cim je postavio pitanje, Newton je spremno odgovorio:
,,Elipti�cna”. To je, naravno, znao jo�s i Kepler (1. Keplerov zakon). Kada ga je Halley
zatra�zio obja�snjenje, Newton je rekao da je to već izra�cunao. Na kraju rasprave, Newton je
Halleyu obécao poslati nov matemati�cki izvod. Kao djelomi�cno ispunjenje svog obećanja,
Newton je nedugo poslije objavio svoj slavni radDe Motuiz kojeg je kasnije nastalo nje-
govo najpoznatije djeloPhilosophiae Naturalis Principia Mathematica[13].

Danas znamo da je tijekom studija Newton na svoju ruku ovladao radovima René Des-
cartesa, Pierrea Gassendia, Thomasa Hobbesa i drugih zna�cajnih osoba znanstvene revolu-
cije. Serije bilje�znica dokazuju kako je Newton po�ceo savladavati Descartesovu geometriju
i druge forme matematike, daleko naprednije od EuklidovihElemenata. Newton je dao em-
pirijsku interpolacijsku formulu i metodu za pribli�zna rje�senja algebarske jednad�zbe bilo
kojega stupnja.

Iako se Newton nije sustavno bavio konikama, vezano za druge svoje rezultate otkrio je
mnoge nove rezultate ili pak druga�cije obradio stare. Jedanaesta propozicija trećeg odjeljka
prve knjigePrincipisa nudi izvrstan primjer: Newton je tu rije�sio problem pronala�zenja
mjere centripetalne sile koja djeluje na tijelo tako da se tijelo giba po elipsi, a da je ta sila
usmjerena prema jednom fokusu putanje. Propozicija tvrdi da je u tom slu�caju u svakoj
to�cci putanje iznos sile obrnuto proporcionalan kvadratu udaljenosti to�cke do fokusa prema
kojemu je sila usmjerena.

Newton ovdje koristi jednad�zbu elipse ne u smislu analiti�cke geometrije, véc u anti�ckom
duhu: Za �ksirani promjer elipsePG i proizvoljnu to�cku elipseQ vrijedi (slika 3.10)

jQVj2 = k � jGVj � jPVj;

gdje jejQVj ordinata u odnosu na taj promjer, ak konstanta.
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Slika 3.10: Newtonova jednad�zba elipse

Takvu jednad�zbu Newton koristi da bi dokazao sljedeću lemu (slika 3.11).

Lema 3.6.1.Neka su S i H fokusi elipse, a C njeno sredi�ste. Neka je HI pravac paralelan
tangenti u to�cki P te neka je CE pravac paralelan toj tangenti. Neka je PK okomit na
tangentu. Tada jejPEj = jACj.

Slika 3.11: Newtonova nova lema

Nakon toga Newton dokazuje i koristi drugu lemu koju je dokazao u mladosti kada je
�citao tekst u kojem se konike razmatraju na na�cin koji se uvelike razlikuje od Apolonijeva.
U trenutku pisanjaDe Motu, teksta koji je pro�siren na djeloPrincipia, nije se sjécao svog
dokaza i brzopleto napisao je ,,Constat ex Conicis” (,,utvrdeno je iz Konika”), misléci na
Apolonijevo djelo, izjavu koja je takoder ponovio u djeluPrincipia. Radi se o sljedécoj
lemi (slika 3.12):

Lema 3.6.2.Svi paralelogrami sa stranicama duljina jednakim duljinama dvaju konjugi-
ranih promjera2 elipse ili hiperbole imaju jednake povr�sine.

2Dva promjera konike su konjugirana ako svaki od njih raspolavlja tetive paralelne s drugim promjerom.
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Slika 3.12: Paralelogrami opisani elipsi

Kombinacijom tih lema Newton je naposlijetku izveo�zeleni zaklju�cak: Iznos sile uz
dane uvjete je stvarno obrnuto proporcionalan kvadratu udaljenosti to�cke do fokusa [10].

Kao �sto vidimo, Newton je, bar u ovom dijelu, izbjegavao kori�stenje Descartesove
analiti�cke geometrije, ne�sto�stoće od njega preuzeti Bo�skovíc. Takoder, Newton je uPrin-
cipia prvi istakao ulogu Papusovog po�cka (sve konike se mogu de�nirati preko konstatnog
omjera udaljenosti to�cke na krivulji do fokusa i direktrise),�sto će Bo�skovíc uzeti za de-
�niciju konika. Ovo su samo dva od mnogih utjecaja Newtonova djela na posljednjeg
matemati�cara u na�sem pregledu, a to je Bo�skovíc [10].

3.7 Ruder Bo�sković

Ruder Josip Bo�sković (1711.–1787.) jedan je od najvećih hrvatskih matemati�cara,
�zi �cara i astronoma. Bavio se mnogim matemati�ckim problemima pa tako i konikama.

Koristéci se svojstvima koje je opisao Papus iz Aleksandrije, u svom djeluElementi
presjeka sto�sca, tréceg sveskaElemenata sveukupne matematike, sustavno je izlo�zio svoju
potpunu i originalnu teoriju i mnogobrojne nove rezultate o konikama. Tvrdnje je dokazao
na �cisto geometrijski na�cin bez kori�stenja analiti�ckih tehnika, a za razliku od prethodnika,
sva je svojstva konika izveo konstrukcijama u ravnini, ne pozivajući se na njihov opis kao
presjeka sto�sca ravninom.

Prva novina Bo�skovíceve teorije konika njihova za to doba neuobi�cajena de�nicija. Za
de�niciju konika uzeo je svojstvo svih konika da im je omjer udaljenosti od bilo koje to�cke
do �cvrste to�cke (�zari�sta) i �cvrstog pravca (direktrise) konstantan. Taj omjer, koji mi danas
nazivamo numeri�ckim ekcentricitetom, odredbenim omjerom (ratio determinans). Ovisno
o tome je li odredbeni omjer manji, jednak ili veći od 2, konika je elipsa, parabola ili
hiperbola. Iako je to svojstvo otkrio već starogr�cki matemati�car Papus Aleksandrijski oko
300. godine, Bo�skovíc je prvi polazéci od njega izgradio potpunu teoriju [5].

Druga je novina Bo�skovíceve teorije konika generacijska kru�znica, tj. kru�znica kojoj je
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omjer polumjera i udaljenosti od sredi�sta do ravnalice konike jednak odredbenom omjeru
konike (numeri�ckom ekscentricitetu). Iako je ona temeljna i glavna novina njegove teorije,
Bo�skovíc joj nije dao ime. S pomócu nje dokazao je niz poznatih i mnoge nove rezultate
o konikama. Primjerice, za koniku zadanu�zari�stem, ravnalicom i odredbenim omjerom s
pomócu generacijske kru�znice konstruirao je sjeci�sta s proizvoljnim pravcem, a to je pak
koristio za konstrukciju to�caka konike [5].

Bo�skovićeva konstrukcija sjeci�sta zadanoga pravcaHK s elipsom

Neka je zadana elipsa s fokusomF, direktrisomAB i odredbenim omjerom" (slika 3.13).
Odaberimo to�ckuL izvan direktrise te povucimo iz nje okomicu na direktrisu koja ju sije�ce
u to�cki G. Konstruirajmo generacijsku kru�znicu sa sredi�stem u to�cki L i polumjerom jedna-
kim umno�skujLGj�" . Kroz to�ckuL nacrtajmo paralelu s pravcemHK koja ravnalicu sije�ce
u to�cki O. Zatim nacrtajmo paralelu s pravcemHF kroz to�cku O koja sije�ce generacijsku
kru�znicu u to�ckamaT1 i T2. Kroz to�cku F nacrtajmo paralele sLT1 i LT2. Te paralele
sijeku pravacHK u to�ckamaP1 i P2 elipse [5].

Slika 3.13: Sjeci�sta pravca i elipse

Bo�skovíc kru�znicu ne spominje eksplicitno kao vrstu konike, ali iz korespondencije
generacijske kru�znice i konike proizlazi ekvivalentnost kru�znice s konikama. Bo�skovíceva
de�nicija konike ne isklju�cuje kru�znice iz konika: za kru�znicu je odredbeni omjer 0,�zari�ste
je njezino sredi�ste, njezina ravnalica nalazi se u beskona�cnosti, a generacijska kru�znica
neke kru�znice oko neke to�cke upravo je ta to�cka. Bo�skovícevo neuvr�stavanje kru�znice
u konike treba pripisati ponajvi�se tomu�sto iz svojstava kru�znice izvodi svojstva konike,
�sto podrazumijeva da su ta svojstva prije dokazana: Svoje rezultate Bo�skovíc temelji na
euklidskim rezultatima o kru�znicama. U�casopisuGiornale de'Letteratipod naslovomDi-
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mostrazione facile d'una principale proprieta delle Sezioni Coniche, la quale non depende
da altri Thorerni Conici(Jednostavan dokaz glavnog svojstva konika koji ne ovise o dru-
gim teoremima o konikama, 1746.) Bo�skovíc je dao neke rezultate o konikama, medu
ostalim novi dokaz pou�cka o sekantama konike, koji smatra osnovnim pou�ckom iz ko-
jega se dalje izvode svojstva konika. Taj je pou�cak bio poznat jo�s od starogr�ckoga doba,
ali se rijetko koristio u teoriji konika i nitko ga nije koristio tako sustavno kao Bo�skovíc [5].

Teorem 3.7.1(Pou�cak o sekantama). Ako se iz to�cke P povuku dvije sekante na koniku koje
koniku sijeku u to�ckama A i B odnosno u to�ckama C i D, onda omjer umno�zaka odsje�caka
(jPAj � jPBj) : (jPCj � jPDj) ovisi samo o odredbenom omjeru konike i smjerovima pravaca
AB i CD.

Slika 3.14: Pou�cak o sekantama

Bo�skovíc je pou�cak o sekantama dokazao tek otprilike na polovici tekstaElemenata
presjeka sto�scajer je mnoga svojstva izveo bez upotrebe toga pou�cka, koristéci de�niciju i
generacijsku kru�znicu. Pou�cak o sekantama Bo�skovíc koristi kao tréci bitan element svoje
teorije konika, kako bi dokazao već ranije dokazane i dodatne tvrdnje [5].

Bo�skovíceva transformacija to�caka generacijske kru�znice u to�cke konike (i obratno)
projektivno je preslikavanje, tj. geometrijska transformacija kakvaće se po�ceti sustavno
prou�cavati tek sedamdesetak godina poslije. Bo�skovíceva je teorija konika vrhunac sta-
rijega doba tzv. sinteti�cke geometrije (geometrije u kojoj se tvrdnje izla�zu i dokazuju
klasi�cnim geometrijskim argumentima bez kori�stenja koordinata i ostalih analiti�ckih me-
toda) i najava novog, apstraktnijeg pristupa kojiće u 19. stoljécu u sklopu projektivne
geometrije razviti francuski matemati�car J.-V. Poncelet i drugi [5].



Poglavlje 4

Odnos povijesnih ideja prema
suvremenom�skolskom pristupu

U nastavnim programima za matematiku u srednjim�skolama i gimnazijama krivuljama
drugog reda uglavnom se pristupa analiti�ckogeometrijski, preko algebarske jednad�zbe tih
krivulja, iz �cega se onda izvode i njihova svojstva [20].

De�nicija 4.0.1. Neka su F1 i F2 dvije �cvrste to�cke ravnine� i neka je a pozitivan realan
broj, a > 1

2jF1F2j. Skup svih to�caka ravnine� za koje je zbroj udaljenosti do to�caka F1 i
F2 jednak2a nazivamoelipsasa �zari�stima F1 i F2 i duljinom velike poluosi a.

Teorem 4.0.2.Neka su F1 i F2 �zari�sta elipse te a duljina velike poluosi. Odaberimo pra-
vokutni koordinatni sustav takav da polovi�ste O du�zineF1F2 bude ishodi�ste koordinatnog
sustava, pravac F1F2 os x, a simetrala du�zineF1F2 os y. Sada se lako iz de�nicije elipse
dobije da za svaku to�cku T(x; y) na elipsi E(F1; F2; a) vrijedi relacija

x2

a2
+

y2

b2
= 1;

i obratno, da svaka to�cka T(x; y) za koju vrijedi ova relacija pripada elipsi.

Na sli�can na�cin de�niraju se hiperbola i parabola.

De�nicija 4.0.3. Neka su F1 i F2 dvije razli�cite �cvrste to�cke ravnine� i neka je a pozitivan
realan broj, a < 1

2jF1F2j. Skup svih to�caka ravnine� za koje je razlika udaljenosti do
to�caka F1 i F2 jednaka2a nazivamohiperbola sa �zari�stima F1 i F2 i duljinom velike
poluosi a.

Kod hiperbole na analogan na�cin kao kod elipse dolazimo do kanonske jednad�zbe hi-
perbole

x2

a2
�

y2

b2
= 1:

38
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Hiperbola ima dvije neprave to�cke. Tangente u tim to�ckama nazivaju seasimptotama
hiperbole.

De�nicija 4.0.4. Neka je F �cvrsta to�cka, a r �cvrsti pravac ravnine� . Skup svih to�caka
ravnine� koje su jednako udaljene do to�cke F i do pravca r naziva separabola. To�cku F
nazivamo �zari�stem ili fokusom parabolem, a pravac r ravnalicom ili direktrisom parabole.

Da bismo izveli kanonsku jednad�zbu parabole, potreban nam je pojam poluparametra.
Duljinu tetive koja prolazi fokusom i okomita je na os paraboleP(F;d) nazivamo para-
metrom parabole i ozna�cavamo s 2p. Poluparametar parabole je duljinap koja je jednaka
jOFj, gdje jeO ortogonalna projekcija to�cke F nad. Kanonsku jednad�zbu parabole lako
izvedemo ako koordinatni sustav odaberemo tako da je osx os parabole, a ishodi�ste se
nalazi u njezinom tjemenu. Za to�ckuT(x; y) na paraboli tada vrijedi

y2 = 2px:

Kao �sto vidimo, ne samo da se iz de�nicija odmah izvode jednad�zbe konika u Karte-
zijevom koordinatnom sustavu,�sto se naravno temelji na Descartesovom pristupu, nego se
krivuljama pristupa�cisto ravninski, dakle donekle u duhu Bo�skovíca, a iz de�nicija i os-
novnih iz njih izvedenih rezultata (jednad�zbi i dr.) veza s njihovom pojavom kao presjeka
sto�sca (dakle, s njihovim prostornim zna�cenjem) nije vidljiva. Ovakav moderni pristup
je pogodan za dokazivanje svojstava tangenata i asimptote i nekih manje poznatih, ali za-
nimljivih tvrdnji (Ponceletovi teoremi). No, u ovomu pristupu u�cenik ne mo�ze sagledati
sli�cnost i vezu izmedu ovih krivulja. Takoder, iz ovog pristupa je lako vidljivo zbog�cega
ove krivulje zajedni�cki nazivamo krivuljama drugog reda.

Papus-Bo�skovícev pristup ovim krivuljama poja�snjava ulogu ravnalice kod elipse i hi-
perbole, ulogu numeri�ckog ekscentriciteta" (kojeg se naj�ce�sće bez neke primjene i svrhe
spominje u nastavi) te pokazuje kako se variranjem parametra" krivulje mijenjaju od
elipse, preko parabole i hiperbole do kru�znice. Dok je pristup Papusa i Bo�skovíca sin-
teti�cki, kako smo vidjeli u prethodnom dijelu rada, moderni pristup koristi analiti�cku ge-
ometriju. Za primjer kako na moderan na�cin dolazimo do klasi�cnih rezultata dajemo:

Moderan dokaz Papusovog pou�cka, tj. Bo�skovićeve de�nicije konika

Prije nego�sto krenemo u izvodenje Papus-Bo�skovíceve pou�cka moramo réci �sto je pol
i polara. Ako iz to�cke konstruiramo dvije tangente na krivulju, dobivamo dva dirali�sta.
Pravac kroz za dva dirali�sta zovemo polara, a to�cku iz koje smo nacrtali tangentu zovemo
pol (slika 4.1). Neka jeP(x0; y0) pol. Tada jeb2xx0 + ayy0 = a3b2 jednad�zba polare za
elipsu,b2xx0 � a2y0 = a2b2 jednad�zba polare za hiperbolu, ayy0 = p(x + x0), gdje je p
parametar parabole, jednad�zba polare za parabolu. De�nicija polare za neku krivulju ne
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Slika 4.1: Pol i polara

isklju�cuju promatranje polara to�caka unutar pojedine konike. Mićemo za pol uzeti fokus
konike.

Neka je pol parabole u njenom fokusuF( p
2). Tada njegova polara ima jednad�zbu

x = �
p
2

:

Prisjetimo se da je numeri�cki ekscentricitet parabole" = e
a. Bo�skovíc je gledao omjer

udaljenosti to�cke krivulje od fokusa i udaljenosti to�cke od direktrise (polare fokusa). Kod
parabole taj je omjer uvijek jednak 1 (slika 4.2).

Slika 4.2: Parabola i njena direktrisa

Neka je pol elipse njen fokusF1(� e; 0). Tada je njegova jednad�zba polare

x = �
a2

e
:
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Kod elipse trebamo pokazati�cemu je jednak spomenuti omjer.

jT F1j =
p

(e+ x)2 + y2 =

r

(x + e)2 + b2 �
b2

a2
x2

=

r

x2 + 2ex+ e2 + b2 �
b2

a2
x2 ==

r

a2 + 2ex+
a2 � b2

a2
x2

=

r

(a +
e
a

)2 = ja + xj

Analognim postupkom se dobijejF2Tj = ja � " xj.

jTd1j =

������
a2

e
� x

������ =
�����
a � " x

"

�����

jT F1j
jTd1j

= ":

Isti rezultat se dobiva i za drugi fokus elipse, a analogno se cijeli ra�cun mo�ze ponoviti
i za hiperbolu. I za hiperbolu vrijedi da je taj omjer konstantan i jednak je" . Promatrajúci
svojstva numeri�ckog ekscentriciteta za pojedine konike dobivamo sljedeći teorem. [19]

Teorem 4.0.5.Neka je" realan pozitivan broj, F �cvrsta to�cka ranine i d �cvrsti pravac te
ravnine kojemu ne pripada to�cka F.

Skup to�caka T te ravnine za koje je omjer udaljenosti od F i udaljenosti od pravca d
konstantan i jednak broju" , tj. za koje vrijedi

jT F2j
jTdj

= "

krivulja je drugo reda, i to elipsa ako je0 < " < 1, parabola ako je" = 1 i hiperbola ako
je " > 1.

Primjécujemo da koncept nastavnog plana i programa stavlja analiti�cki pristup ispred
geometrijskog, upúcujući da je geometrijske zadatke najlak�se rje�savati svodenjem na od-
govarajúce sustave jednad�zbi do kojih dolazimo analiti�ckim pristupom. I sam Descartes
se vodio mi�slju da je ova metoda ne samo najpogodnija za rje�savanje geometrijskih pro-
blema, véc je i primijenjiva na sve ostale matemati�cke grane i znanosti. Ipak, uvjerio se
da takva univerzalna metoda nije ostvariva jer tehnike analiti�cke geometrije, koje su bez
daljnjega vrlo korisne,�cesto puta sakriju i neka lijepa i zanimljiva svojstva geometrijskih
objekata do kojih bismo mogli doći prirodnijim, geometrijskim putem. Najbolji primjer
za to su krivulje elipsa, parabola i hiperbola o kojima u�cenici, po svr�setku srednjo�skolske
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naobrazbe, znaju isklju�civo u kontekstu njihovih kanonskih jednad�zbi. Kru�znica je izdvo-
jena iz ove pri�ce, jer se ona obraduje jo�s od ni�zih razreda osnovne�skole. S najljep�sim
svojstvima kru�znice (obodni kut, pojam tangente...) u�cenici su véc upoznati po zavr�setku
osnovno�skolske naobrazbe, a analiti�cki pristup u 3. razredu srednje�skole predstavlja ko-
risnu nadgradnju. A sada zamislimo da kru�znicu, poput ostalih konika, u�cenici sustavno
obraduju tek u 3. razredu srednje�skole i to uglavnom analiti�ckim pristupom. Vi�se nego
jasno je to da taj objekt ne bi do�zivjeli na prirodan na�cin. Prou�cavanje ovih krivulja kao
presjeka sto�sca ravninom opravdava naziv�cunjosje�cnice ili konike. Na�zalost, nastavni plan
i program ne obuhváca dokaze i obja�snjenja da su prethodno analiti�cki de�nirane konike
zaista ti presjeci sto�sca, véc se samo u�cenicima predo�ce primjeri na modelima iz svakod-
nevnog�zivota, otvarajúci im zanimljiv prostor za samostalne pokuse. Jedna od�zelja ovog
rada je ukazati da bi se i ostale konike trebale obraditi prije 3. razreda srednje�skole. Je-
dan razlog je potreba da se ove krivulje samostalno obrade, neovisno o koordinatizaciji
ravnine, budúci da se one javljaju u svijetu koji nas okru�zuje kao i u koreliranju s drugim
nastavnim predmetima jo�s od osnovne�skole, a iz standardnog analiti�ckogeometrijskog
pristupa mnoga takva geometrijska svojstva nisu jasno vidljiva. Drugi razlog jest�sto se
primjenjujúci geometrijski ili neki drugi pristup mogu, uz minimalno znanje elementarne
geometrije, izvesti neka zanimljiva svojstva ovih krivulja s kojima se u�cenici po zavr�setku
srednjo�skolske naobrazbe (a sli�cno se mo�ze dogoditi i po zavr�setku nekog matemati�ckog
studija) nisu susreli, a koja ove krivulje�cine primijenjivima u mnogim podru�cjima i koja
spadaju u oṕcu matemati�cku kulturu [20].
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Sa�zetak

Konike (presjeci sto�sca s ravninom) se prou�cavaju vi�se od 2000 godina. One su prvi puta u
matematiku uvedene u anti�ckogr�cko doba te su se njima posebno bavili Menehmo, Euklid,
Apolonije i Papus. U arapsko doba, Omar Khayyam ih je iskoristio za rje�savanje kub-
nih jednad�zbi, a u doba renesanse otkrivene su njihove primjene u astronomiji (Galileo,
Kepler). Nakon�sto je Descartes uveo analiti�cku geometriju, postale su poznate i kao kri-
vulje drugog reda. U ovom radu pratimo navedenu povijest konika od njihova otkrića do
Bo�skovíca, koji je u 18. stoljécu prvi dao oṕcu teoriju konika kao ravninskih krivulja. Na
kraju rada osvŕcemo se na odnos povijesnih pristupa s modernim.



Summary

Conic sections They were �rst introduced in ancient Greek times, and were studied speci-
�cally by Menachmus, Euclides, Apollonius, and Pappus. In the Arab era, Omar Khayyam
used them to solve cubic equations, and in the Renaissance their applications in astronomy
were discovered (Galileo, Kepler). After Descartes introduced analytic geometry, they also
became known as second-order curves. In this thesis, we describe the above-mentioned his-
tory of conic sections from their discovery up to Bo�skovíc, who in the 18th century was
the �rst to give a general theory of conics as plane curves. At the end of the theses, we
compare the relationship between historical approaches and modern ones.
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naziju Antuna Vran�cića u �Sibeniku. U srpnju 2014. godine upisala sam studij Matema-
tika, smjer nastavni�cki na Matemati�ckom odsjeku Prirodoslovno-matemati�ckog fakulteta
Sveu�cili �sta u Zagrebu. Nakon zavr�senog preddiplomskog studija, upisala sam 2018. go-
dine diplomski studij Matematika, smjer nastavni�cki na istom fakultetu.


	Sadržaj
	Uvod

