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Uvod

Krivulje koje su dobivene presjekom ravnine ista nazivaju se konike ifiunjosjeni-
ce, a to su elipsa, hiperbola i parabola tezkriga i par ukstenih pravaca kao specijalni
slucajevi. One su n@u najranije prooavanim krivuljama, a pratavali su ih i o tome
pisali vec anticki Grei, od Menehma preko Euklida, Arhimeda i Apolonija iz Perge sve do
Papusa Aleksandrijskog.

Perzijski matematiar arapskog doba Omar Khayyam u/12. st. koristio je konike za
rjesavanje kubnih jednathi i donekle je prethodio Descartesu kao utemeljitelju acki
geometrije u 17. st., koji je uveo njihove jedzde u koordinantom sustavu te su zbog
oblika tih jedna@bi poznate i kao krivulje drugog reda. Sve do 18. st. teorija konika se
temeljila na njihovom prostornom sngj@nju. Sredinom 18. stofa Ruder Baskovic je
dao prvu opu teoriju konika izvedenu iskltivo u ravninskom kontekstu.

lako konike nisu tako jednostavne kao knica i pravac, one imaju veliku primjenu u
svakodnevnonzivotu, umjetnosti i znanosti. Jedna od ¢&ste primjenjivanih krivulja je
svakako elipsa, a razlog tomegé& svaka kranica, promatrana iskosa, postaje elipsa. U
arhitekturi renesanse i barokasto se koristila elipsa, a posebno je poznat primjer Trga
Sv. Petra u Rimu; a njezina primjena u graditeljstvu vidljiva je i u modernoj arhikteturi
kao npr. na planetariju Tycho Brahe u Kopenhagenu. @akgos od Keplera znamo da
su putanje planeta oko Sunca elgotdg oblika. Primjena hiperbole tatter se nalazi u
graditeljstvu, konkretnije pri izgradnji golemih rashladnih tornjeva nuklearnih elektrana, u
arhitekturi (slikg 0.]L), kao i pri kositenju svojstava hiperbole u prijemnicima radiovalova.
Da je putanja projektila parabola pokazao je Galileo u 17. €to)ja znamo i da su putanje
kometa parabotine. Razne primjere parabole vidimo kad se igramo <lgmaa, poput
loptica koje skau, u logotipima poznatog McDonald'sova luka, u arhitekturi idgani
(posebice mostova), a posebni zagje njena primjena u svjetlosnim re ektorima i svje-
tillkama, teleskopima i antenama zbog njihovih re ektir@jusvojstava.

Ovaj rad obrduje povijest konika, a naglasak je na razvoju &ljih ideja uz komentare
0 odnosu povijesnih ideja prema suvremerskolskom pristupu. Rad je podijeljercetiri
poglavlja. Prva tri poglavlja prate povijesni razvoj, a posljedegtyrto poglavlje, daje
osvrt na odnos povijesnih ideja prema suvremerstiiskom pristupu. Napomenimo da
sve do 17. stoljea nije postajala suvremena algebarska notacija, ali radi preglednosti i



SADRZAJ

Slika 0.1: Hiperboloid na aerodromu u Izmiru, Turska (slika: FMB 2017)

citljivosti Cemo u radu koristiti suvremenu notaciju.



Poglavije 1

Doba anticke Grcke

1.1 Menehmo

Geometrijske konstrukcije predstavljale su eajan dio matematike starih Grka. Oni su
matemattke konstrukcije smatrali valjanim samo ako se provode iskipuravnalom i
sestarom, a taj se zahtjev iskristalizirao tijekom 5. st. pr. Kr. Navedeni pristup geometrij-
skim konstrukcijama doveo je do niza materokith problema, méu kojima su najpoz-
natija tri: kvadratura kruga, duplikacija kocke i trisekcija kuta.zMa je napomenuti da

su pokusaji rjesavanja tih problema doveli do velikog razvoja tswje@ matematike. Du-
plikacija kocke je problem konstruiranja brida kocg# je volumen dvostruko v od
volumena zadane kocke.

Problemom duplikacije kocke bavio se i Menehmo (oko 380.-320. pr. Kr.). Poznata je
legenda o tome kako je Aleksandar Veliki navodnaimaod Menehma da mu poke neki
jednostavan man ucenja geometrije. Menehmov odgovor je, navodno, b@kralju, za
putovanje zemljom postoje privatne ceste i kraljevski putovi, ali u geometriji postoji samo
jedan put za sve’.[15] Neki su iz ovoga zakdjlikako je Menehmo bio citelj Aleksandra
Velikog. Pokisavaji rijesiti problem duplikacije kocke, Menehmo je otkrio da se pre-
sjekom uspravnog s$oa i ravnine koja je okomita na njegovu izvodnicu dobiju do tada
nepoznate krivulje. Vrsta krivulje ovisi o kutu pri vrhu st@ pa tako za stacsiljastog
vrha dobivamo elipsu, pravokutnog vrha parabolu i tupog vrha hiperbolu.

Dva Menehmova rigenja problema duplikacije kocke opisao je Eutokijég5st. n. e.),
te se temeljem njegova opisa ofteikonika pripisuje Mehehmu. Obasgnja trae odrele-
nu tacku kao presjek dviju konika, u prvom slaju parabole i hiperbole, a u drugom dvije
parabole. Ta primjedba, zajedno sseajima, dovodi do zaklgka da je Menehmo zaista
bio otkrivec konusnih presjeka. Zapravo je problem koji je Menehmo krenwsavgi bilo
nalazenje srednjih geometrijskih proporciondiai y izmeduai 2a, gdje jea duljina brida

'Hipokrat s Hiosa je u 5. st. pr. Kr. otkrio da je problem duplikacije kocke baidkvivalentan problemu
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kocke kojuzelimo udvostruiti, tj. nalazenje duljinax i y takvih da vrijedi:
a:x=x:y=y:(2a:

Danas, kad znamo da su omjeri ekvivalentni kvocijentima, vidimo da iz prvog razmjera
a: x= x:yslijedix? = ay, aiz razmjerax : y = y : (2a) slijedi y> = 2ax. Konacno, iz
razmjeraa : x = y : (2a) slijedi xy = 2a2,tj. y = Z—f

1. nacin Promatramo parabolu i hiperbolu zadane redom jerinaicha

X2 = a _ 2
Y.y X'

Rjesavanjem ovo§_sustava jedhidolazimo do jednazbe x® = 2a2 cije je jedino realno
rjesenje jedanka ~ 2, tj. stranica kocke dvostrukog volumena u odnosu na kocku brida

2. nacin Promatramo dvije parabole zadane jediaina
X2 = ay, y? = 2ax
Rjesavaji sustav zadanih jednaldi dolazimo do jednazbe
x(x 2a%) =0;
cija su rissenjax, = 0i X, = agé. [27]

Gornji pristup poméu analittke geometrije nije bio na raspolaganju Menehmu. Pogle-
dajmo opis naina na koje je Menehmo riggo spomenuti problem (s tim da i ovdje koris-
timo modernu notaciju).

Prvo rijesenje(slika[1.1).
Neka su stAOi OB dvije dwine takve da jgAQj = a, jOBj = bi a> b te neka j& AOB
pravi. Pretpostavimo da je problem sjn pa neka sOM, jOMj = y (na pravcuBO) i
ON, jONj = x (na pravcuAO) trazene srednje geometrijske proporcionale. Dopunimo do
pravokutnikacOMPN .
Tada, jer je

JAQ : JOMj = jOM; : JONj = JON; : jOB;;
tj.

a:y=y:x=x:b

konstrukcije srednjih geometrijskih proporcionala iztua i 2a.
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Slika 1.1: Menehmovo rgenje duplikacije kocke ponga parabole i hiperbole

imamo:

jOBj jOMj = JON} = jPM%;
gdje jeP tocka koja lei na paraboli koja im® za tieme OM za os ijOBj za parametar.

Takoder,
JAQ jOB = JOMj |ONj=JPNj jPM;;
(. ab= xy) tako daP lezi na hiperboli sa srediem uO i asimptotamaM i ON.

Neka jeP bilo koja tocka promatrane hiperbole. Tada je peima pravokutnika sa stra-
nicamaPM i PN (koje su paralelne asimptotama hiperbole) jednakagioMAO] [jOB.
Naposlijetku je tu Menehmo dokazao da vrijedi

JAQ : JPNj = jPNj : jPMj = jPM; : jOB;:

Drugo rje senje(slika[1.2)

Konstruiramo dvije parabole:

1. parabola s tiemenof, osiON i parametromOA = a,

2. parabola s tiemenof, osiOM i parametromOBj = b. Vrijedi:

JOA JONj = PN}
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jOB jOMj = jPM*:
Kako jejPNj = jOMji jPMj = JON;j, slijedi:
JOA : JOMj = jOM; : JONj = JON;: jOB;:
Dakle,jOM;j i JONj su srednje geometrijske proporcionale iziagOA i jOB;.

Slika 1.2: Menehmovo rgenje duplikacije kocke ponda dviju parabola

Napomenimo ovdje da iako je Menehmovosgaje korektno, ono ne zadovoljava
uvjete problema duplikacije kocke, tj. konstuktibilnost ravnalosestarom, a budiida
danas znamo da se konike i njihovi presjeci ne mogu konstruirati ravnaestarom, ovaj
problem nije rjsiv konstrukcijama ravnalomsestarom.

Javlja se pitanje kako je Menehmos#m do raznsljanja o dobivanju krivulje reza-
njem st@ca, no nemamo podatak o tome. Demokrit je u jednom djelu govorio o presjeku
stasca ravninom paralelnom i jako blizu bagip je naravno kriznica pa je najvjerojatnije
pozornost starogkih matematara privuklo presjecanje €ca ili pak valjka ravninom ne-
paralelnom bazi. Skaj u kojem se presjecanjem dobije elipsa je vjerojatno bio praeije
prvi te bi se poksalo istraiti prirodu i geometrijsko mjerenje istezanja slike u odnosu na
kruzne presjeke iste gure. To bi u prvom redu bilo nagakutvdeno kad se radi o us-
pravnom cilindru. Prirodno se javlja pitanje ima li krivulja koja se dobije rezanjescato
ista svojstva kao i krivulja dobivena rezanjem valjka. Nakon ovoga javlja se novo pita-
nje svojstva krivulja koje se dobiju presjecanjemss@ravninom koja ne probija gtac u
potpunosti, ali je ili paralelna ili nije paralelna s izvodnicomssta, kao i imaju li takve
krivulje ista svojstva kao elipsa i, ako ne, koja su njihova temeljna svojstva. [15]
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1.2 Euklid

Konikama se takoer bavio i Euklid (oko 325.—265. pr. Kr.), no njegova djela koja se bave
ovom temom su izgubljena. Papus za Euklidovo izgubljeno djekekaCetiri Eukli-
dove knjige dowsio je Apolonije, dodasi jos cetiri i tako nam dao ukupno osam knjiga o
konikama.”[15] Euklid je, vrlo vjerojatno, napisao @pteoriju konika, ali je pokrio samo
temelj Apolonijevih prvih triju knjiga, budci da Apolonije kae da nitko prije njega nije
dotakao temwetvrte knjige. Euklid je je uvijek koristio stara imena za konusne presjeke,
nazivajlti ih presjecima pravokutnogiljastokutnog i tupokutnog ssoa, ali je bio svjestan
da se elipsa mxe dobiti i rezanjem s8xa na bilo koji nain ravninom koja nije paralelna
bazi steca, kao i rezanjem valjka na istigia. To je jasno iz reenice u njegovom djelu
Phenomena,,Ako se valjak ili staac presijee ravninom neparalelnom bazi, dobije se
presjeksiljastokutnog stsca koji nalikuje nastit.” [15].

1.3 Arhimed

Dvije tisuce godina prije otk@a in nitezimalnog ra&una Arhimed (oko 287.-212. pr. Kr.)

je koristio metodu iscrpljivanja (ekshausdﬁ]ei)dokazao da se odgjek parabole nze
kvadrirati ravnalom sestarom, preciznije, da mu je psira jednak% povrisine trokuta
kojem je jedna stranica tetiva parabole koja adije odsjeak, a jedan vrh u ttki parabole

u kojoj je tangenta paralelna s tom tetivom. Jednakost tih $to&rje najprije naslutio
koristeti teoreme iz mehanike, a zatim daje dokaz metodom iscrpljivanja (ekshaustije),
koji je ovdje opisan uz kositenje suvremene notacije.

1. Koristi se sljedée svojstvo parabole: Ako tangenmdd dira parabolu u toki P, a
tetive A;B;, A,B,, AsBs,...su paralelnte tangenti, tada pokteai tih tetivaC,, C,,
Cs,...leze na jednom pravcu koji je paralelan s osi parabole i prolaicm P (vidi
sliku[1)).

Pritom vrijedi
JACH _ JAC _ JACH,

- — = — — = — —: 1
PCi - PGy ey M

2. Promatrajmo sada odspk parabole ongen lukom parabolé\PB i tetivom AB.
Tetivu AB nazivamo osnovicom, a diralie P tangente zovemo vrhom. @kaC je
poloviste osnovice. Prema svojstvu (1) pravc paralelan je s osi parabole. U od-
sjecak parabole ugimo trokutAPB, a oko nje opimo paralelograrABMN (slika
[1.4). Bud&i da je povsina trokuta jednaka polovini pasine paralelograma ona je

2EEX — Eudoksova lema (metoda ekshaustije): Ako od nekeingioduzmemo e od njene polo-
vine, od ostatka @e od njegove polovine itd., on@&, ako se postupak ponovi dovoljan broj puta, ostatak
biti manji od bilo koje istovrsne vadine.
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Slika 1.3: Polowsta melusobno paralelnih tetiva parabole su kolinearna

Slika 1.4: Odsjeku opisani paralelogram

veca od polovine powine odsjeka, a zbroj powina preostalih dvaju odsjaka iz-
nad tetivaAP i PB maniji je od polovine powine cijelog odsjeka. Ako dalje na isti
nacin upisemo dva trokuta u preostale odd§e, zbroj njihovih powina bitce vei
od polovine zbroja ods@@aka kojima su upisani, a zbroj p@unacetiri odsjeka koja
preostanu nakon drugog upisivanja trokuta b#imanji od jedneetvrtine povsine
citavog odsjeka. Ako jos jednom ponovimo upisivanje, preostatosam je manjih
odsjecaka kojimace zbroj povsina biti manji od jedne osmingtavog odsjeka, itd.
Nastavimo li postupak, u odsjak je mogge upisati takav mnogokut da peima
koja preostane izvan mnogokuta bude po volji mala.
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3. Raspolovimo dzinu AC tockomC i povucimo njome paralelDE saCP (slika[1.5).

Slika 1.5: Segment parabole

Neka je zatimEF paralelno sAB. Dokazimo da vrijedi:
4
PG = 3IEDE - (2)

Prema (1) = BT Buditi da jejAC] = 2EFj, tada jejPC] = 4jPFj, JFCj =

JEDj = 3jPFj, 1z cega izlazi (2).

4. Promatrajmo trokutd AEPi 4 PKB (slika[1.6).

Slika 1.6:

Povisina trokutad APB je osam puta V& od povsine svakog od njih. PravdeD
raspolavlja tetivuAP u tocki L jer je paralelan €P, a takader raspolavlja iAC.
Vrijedi jPCj = 2)LDj pa iz (2) slijedi 3LDj = 2JEDj, a otuda

iLDj = 2IELj: (3)
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Odatle zakljeujemo da vrijediP4ap. = 2P4aeL: Analogno zakljeujemo da vrijedi
PspLp = 2P41EP, @ iz tih dVijU jednakosti j@4ABP = 2P4ppp = 4P4AEpi konacno
Paiagp = 8Paaep. Analogno se dOkaZUjE4ABp = 8P4pke.

5. Nastavljamo postupak upisivanja trokuta. Rowa prvog trokuta ozr@mo s py,
zbroj povisina trokuta upisanih u drugoj iteracijips, u trecoj saps i tako redom.
Dobivamo beskonani niz:

PL; P2; P3; Pttt (4)
pri cemu je svaki slijed@ clancetiri puta manji od prethodnog, tj. vrijedi:
1
Pr+1 = an: 5)
Sada dobivamop; + po+ ps+ i+t pp ) t4pn=4pi+ (Prt pat Pzt pnog,
odnosno 3, + pa+ ps+ i+ p, 1) +4p, = 4p,. Podijelimo jednakost s 3 paizlazi:

4
Pit Pzt Pat i+ poat gpu (6)

Sada se nze dokazati da je posma odsjekaP = g‘pl. Pretpostavimo suprotno, tj.
ilije P> Zp,ilije P< 5p.. Nekaje

4
P> épl- (7)

Primijetili smo, temeljem Eudoksove leme, dazemo ponavljati proces upisivanja
trokuta dok ne dobijemo po volji mali ostatak. Izaberimadako da vrijedi da je
ostatak manji odP g‘pl, tji.P (pr+pot:ii+pn)<P g‘pl, no to je u kontradikciji
sa (6). Nejednakost (7) ne vrijedi. Neka je sad

4
P<_-ps: (8
3p1 (8)
BudLti daclanovi niza tee nuli maemo izabrath takav da vrijedizp, < 2p; P.
KoristeCi (6) dobitcemoP < p;+ py+:::+ p,, ato je nemogee. Dakle, nejednakost
(8) ne vrijedi. Time je dokazanB = g‘pl.

6. Zakljucak: povsina P odsjeka parabole za jednu frieu je veta od povsine para-
boli upisanog trokuta koji s odsjgom ima zajedrku osnovicu i visinu. U ovom je
primjeru Arhimedde factoujedno dokazao formulu za sumu geometrijskog reda s
kvocijentom%. Naime, budai da trokuti koji se dobiju in-tom koraku imaju zbroj
povrsinap, = %, za zbroj povsina svih trokutova vrijedi:

1 PR ---_4 .
27w ...+m+...)—§pl.
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Pri prowcavanju Arhimedovih metoda na um nam pada koncept integriranja koji je egzak-
tno de nirao tek Bernhard Riemann u 19. st. Arhimed ne koristi samo metodu iscrpljivanja
S upisanim mnogokutima, @ese oko lika ,,saimaju” upisani i opisani mnogokuti tako da

se razlika njihovih powina na&ini po volji malom. Koristio je ovu tehniku u oddé/anju
povrsine kruga, u oddivanju volumena rotacijskog elipsoida, paraboloida i hiperboloida.
Unatac tomusto nije poznavao pojam limesa, njegove metode su nalik na koncept gornje i
donje Darbouxove sume koji danas koristimskalskoj matematici za de niciju integrala,

a ujedno su vrlo precizne. [23]

1.4 Apolonije

NajveCi anticki pisac o konikama je svakako Apolonije iz Perge (262.—190.pr.Kr2iv@u
Apolonija malo je toga poznato, osim da jedem u Pergi, blizu darsaje Antalya-e (Tur-
ska),i da je kad je bio sasvim mlad sdio u Aleksandriju, gdje je je studirao sa nasljed-
nicima Euklida. Njegovo glavno djelonike sastoji se od osam knjigaCetiri knjige
secuvane su na gkom jeziku, tri knjige u arapskom prijevodu, dok je zadnja knjiga iz-
gubljena. Apolonije u tim knjigama starije rezultate nadopunjava vlastitim. Sudhisu
Konike bile opsean referentni rad na tu temaak i prema darenjim standardima, nje-
gova publika nije bila opa populacija koja nije mogleitati ni pisati, nego je bio namije-
njen poznavaocima matematike i malom broju obrazovanéielja povezanih s davnim
skolama i pripadajtim knjiznicama. Sve tvrdnje dokazuje potwgeometrijske algebre
B, a njegove metode i zakljei uglavnom se danas Isé opisuju analitkom geometrijom.
Sacuvanih prvih sedam knjiga sai387 propozicija.[[16]

Iz Apolonijevog predgovora, koji sazirzanimljive povijesne detalje, vrlo dobro se
iscitava plan kojeg slijedi za svaku knjigu te navodi da je cijelu temu obradio cjelovitije i
optenitije nego njegovi prethodnici.

Prve cetiri knjige cine, kako sam kae, osnovni uvod pod kojim podrazumijeva pred-
stavljanje elemenata konika, odnosno de nicije i temeljne propozicije za uporabu i pri-
mjenu. Prva knjiga opisuje nastanak konika i njihova osnovna svojstva pa tako Apolonije
zapainje opisivanjem dvostrukog kemog st@ca (za razliku od Menehma) na nagepitiji
necin:

Teorem 1.4.1.Neka je dan krug i bilo koja tocka izvan ravnine tog kruga koja ne lezi
na pravcu koji prolazi kroz srediste kruga okomitom na ravninu kruga. Pravac koji prolazi

3Geometrijska algebra je naziv za stardgr rjesenja geometrijskih problema koji bi se u suvremeno
doba interpretirali, opisivali i rigavali algebarski.
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tom tockom i tockom kruznice koja se giba po kruznici tako da pravac prolazi svim tockama
kruznice opisuje dvostruki stozac koji je opcenito kosi.

Nakon toga Apolonije daje brojne de nicije koje su ziagne za konike. De nira tako
| 0s stesca kao pravac koji prolazi kroz vrh sica i sredste baze.
Nakonsto je pokazao da su svim presjecissta ravninom paralelnom bazi tader krwznice,
nastavlja promatrati presjeke st u svim smjerovima.
Apolonije je prvi uvidio da se na jednom te istomzta, bio on kos ili uspravarsjljast ili
tup, mogu kao presjek sgoa i ravnine dobiti sve tri krivulje (vidi sliku 1.7). Koju krivulju
cemo dobiti ovisi 0 nagibu ravnine koja S st@ac. Kod uspravnog stoa, ravnina koja
je okomita na os sttwate nam dati kranicu. Sto je ravnina blia vrhu stgca to presjek
manje povsine i u samom vrhu ssga prelazi u toku. Ukoliko ravninu malo nagnemo,
dobivamo elipsu. Postavio li ravninu tako da je paralelna s jednom od izvodnstadtao
presjek dobivamo parabolu. Ukoliko je ravnina postavljena tako da je paralelna ssusi sto
dobivamo hiperbolu.

Slika 1.7: Presjek s8za ravninama

Apolonijev opis tri tipa konika

Neka je dan dvostruki kosi stac s vrhomA. Neka je presjek dane ravnine s osnovkom
duzinaDE te neka jeBC na nju okomit promjer osnovke (vidi slifu 1.8).

Neka je P probodste pravcaAB i zadane ravnine te neka jd = DE\ BC. Za
proizvoljnu tetivuQQ® konike paralelnu §E Apolonije dokazuje da jiPM raspolavlja u
V.
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Slika 1.8: Apolonijev opis tri tipa konika

Ako postoji presjek pravac@M i AC, oznaimo ga sP°. Neka jeq paralela s pravcem
PM kroz tacku A te neka jeF = BC\ q.

Neka jePL okomito naPM, gdje jeL takva dgPLj zadovoljava odr@eni razmjer. Ako
imamoP? nacrtajmo prava®’L te nacrtajmo paraleluBL kroz V koja pravad®’L sijece
u tocki R.

KoristeCi argumentaciju preko slhosti, Apolonije dokazuje da je u prvom shju
jQVj? = jPVj VR, audrugom sloajujQVj? = jPVj jPLj. Vidimo da u sleaju hiperbole
kvadrat nadQVj u odnosu na pravokutnik ngBVj i jPLj ima visak, u sleaju parabole
imamo jednakost, a u staju elipse manjak. Korijeni naziva tih triju tipova konika upravo
su visak, jednakost odnosno manjak,

Druga knjiga opisuje osi, tangente i asimptote, édjese opisuju fokusi, pol i polara, a
u cetvrtoj presjeci dvije konike. Jedna od propozicijeaivrtoj knjizi daje metodu crtanja
dviju tangenti na koniku iz ttke T koja je izvan nje:

Propozicija 1.4.2. Treba nacrtati bilo koja dva pravca kroz T koja sijeku koniku u tockama
QiQte Ri R redom. Neka su tocke O na AQO° na RR takve da su T®i TR
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harmonicno podijeljel’[ﬁ. Presjek O®sa konikom daje dvije tocke diralista.

Ostatakcetvrte knjige bavi se presjecanjem konika i brojeaka u kojima se, ovisno
o slucaju, sijeku ili dodiruju pa su tako dokazane sljeegropozicije.

Propozicija 1.4.3. Dvije konike koje imaju zakrivljenje u suprotnim smjerovima sijeku se
u najvise dvije tocke.

Propozicija 1.4.4. Ako konika ima dodirnih tocaka s jednom granom hiperbole, tada drugu
granu hiperbole sijece u najvise dvije tocke.

Zatim slijede propozicije koje pokazuju da se dvije konike ne mogu presijecasieu vi
od cetiri tocke kao i da dvije konike koje se dodiruju u jednagkomogu imati js najvse
dvije zajedncke tacke te da dvije konike koje se dodiruju u dviemakama nemaju ge
nijednu zajedrgku tocku.

Preostale knjige koje minju s petom knjigom poswene su specijaliziranijem is-
trazivanju pojedinih dijelova teme. Tako se u petoj knjizi opisuju normale i stadia-
krivljenosti, usestoj sicnost konika, a u sedmoj svojstva konjugiranih promjera.

Kao sto je v& receno, osma knijiga je izgubljena. Njen szgirmaze samo biti pret-
postavljen iz Apolonijevih vlastitih primjedbi. Nalost, Papusovi rezultati nam tadey
ne omoggavaju da stvorimo jasniju ideju, ali je vjerojatno da je knjiga gadala brojne
probleme pronalaska konjugiranih promjera dane konike.

Prijevodi napisani na engleskom jezikugigu krajem 19. stoljgea. Posebno treba
istaknuti Heathovu raspravu o konusnim presjecima. Heathov radzgnvar uz izvorne
Apolonijeve geometrijske izraze naofgom jeziku pojanjava tekst uspodeijuci ga sa mo-
dernim zapisima, te iste podudarnosti.

Apolonije je takater prvi za konike upotrijebio nazive elipsa i hiperbola. Naziv para-
bola prvi je upotrijebio Arhimed./[14]

4Duzina je harmonijski podijeljena ako je podijeljena u jednakim omjerima iznutra i izvana.
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1.5 Papus Aleksandrijski

Posljedniji veliki anttkogicki matemaitar je Papus iz Aleksandrije (oko 290.-350.). Nje-
govo djeloKolekcijajedan je od glavnih izvora dasajih znanja o starogkoj matematici.
Prvi je uveo pojam fokusa i direktrise parabole. Papus se bavio jednim od trerdasi
problema, trisekcijom kuta. Problem se sastoji zérgu postupka kojim bismo za bilo
koji proizvoljan kut mogli ravnalom isestarom konstruirati njegovu &iau. On je ngao
rjesenje pomoéu konika.

Rjesenje trisekcije kuta pomcu konika

Neka je dana krznicak(O; 1), gdje jeO vrh danog kutaAOB, te pravaad koji je sime-
trala kutaAOB Na kruznici oznaimo tocku P koja se giba po krznici tako da je njezina
udaljenost od toke B uvijek dva puta véa od udaljenosti do pravah(slika[1.9).

Slika 1.9: Trisekcija kuta pongw konika

Tako nastaje jedna grana hiperbole s fokugdnravnalicomd. Konstruiramo zatim nje-
zinu zrcalnu sliku s obzirom na pravac Zrcalna slika toke P desne grane hiperbole
odgovara toki PP lijeve grane te hiperbole. Bie p i P° dobivene kao sjesta kriznicek

i hiperbole dijele luk odrden takamaA, P, P°i B, dakle i kutAOB, na tri jednaka dijela
[22].
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Papus je objasnio (bez dokaza) i kako, kada imamo dva konjugirana promjera elipse,
mozemo n&i njene osi.

Nalazenje osi elipse ako su zadana dva konjugirana promjera

Neka suAB, CD konjugirani promjeri takvi dgCDj > jABj te neka jeE sredste elipse.
Neka jeH tocka na pravciE Atakva da jgEA JAH] = jDE}2. U tocki A nacrtamo paralelu
p saCD. Neka jeK poloviste dzine EH te nacrtamo okomicKL saEH koja sijece p u

L (slika[1.10).

Slika 1.10: Nalzenje osi elipse

Nacrtajmo krznicuk(L;jLEj). Ta kruznica sijeep u F i G kao na slici. Nacrtajmo diine
EF i EGte iz A nacrtajmo paralel&M saEF i AN saEG. Odaberimo tokeP naEGi R
naEF takve da j§EP? = |GEj JEMji JER? = jJFEj JENj. Tada jeEP velika poluos, a
ERmala poluos elipse.

Iskazao je i dokazao sljedieteorem [16]:

Teorem 1.5.1.Neka je dan pravac AB itocka C u ravnini. Neka je iz tocke D u istoj ravnini
povucen pravac CD i okomica DE na AB te neka je zadan oj@jgj : jDEj. Tada je D
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na konici, i to na paraboli ako je taj omjer jedndkna hiperboli ako je veti od, odnosno
na elipsi ako je manji od.

Upravo ta svojstva kasnijge Ruder Baskovic iskoristiti u svom radu.



Poglavlje 2
Arapsko doba

Jedan od najutjecajnijih znanstvenika islamskog svijeta u srednjem vijeku bio je Omar
Khayyam (1048.-1131.). Rien je u obitelji obrtnika u gradu Bapuru koji se nalazi na
sjeveru dansnjeg Irana. Omar Khayyam se tijekom swagpta bavio matematikom, astro-
nomijom, geogra jom, lozo jom i poezijom i djelovao u feudalno doba kad je je podp
znanstvenika bio vrlo &k pa i Omar Khayyam naglava da je bio §en mogénosti da se
bavi svojim interesom. Prvo matemzko djelo Omara KhayyamRroblemi aritmetikenije
sacuvano pa ham je njegov sadj danas nepoznat. Zahvaljgjisponzorstvu jednog sa-
markandskog pokrovitelja, Omar Khayyam je uspio 8évsvoja znanstvena iszaanja
I napisati poznato djel® racunanju pomocu al-dzabr i al-muqab@lqoodijeljenu na pet
dijelova. Djelo daje klasi kaciju jednazbi i opisuje rjesavanje jednabi 1, 2:i 3: stupnja.

U prvim poglavljima traktata Khayyam predstavlja algebarsku metodu zavimje
kvadratnih jednazbi koju je opisao al-Hvarizmi. U sljedan poglavljima on razvija ge-
ometrijsku metodu za rgavanje kubnih jednadi ciji temelji sezu jos do Arhimeda: kori-
jeni ovih jednadbi u ovoj su metodi de nirani kao sjesta dviju konika. Khayyam je dao
opravdanje za ovu metodu, klasi kaciju vrsta jedmbi algoritam za odabir vrste konika,
procjenu broja (pozitivnih) korijena i njihove velne. Naalost, Khayyam nije primije-
tio da kubna jednatba mae imati tri realna korijena, ali jest primijetio da senje ne
mora biti jedinstveno. Omar Khayyam nije mogao dtistksplicitne algebarske formule,
ali je izrazio nadu d&e se u budenosti n&i eksplicitna risenja. U uvodu ovog traktata
Omar Khayyam daje prvu de niciju koja je dta do nas o algebri kao znanosti, tvtde
da je algebra znanost odiiganja nepoznatih katina koje su u nekom odnosu s poznatim
velicinamal([17].

Lizrazi al-dzabri al-mukabalanasljedeni su iz Al-Hverizmijeve studije o algebhil-Kitab al-muhtasar
hisab al-gabr wa-l-muqgabalai kojoj se bavi rigavanjem linearnih i kvadratnih jedrdd. |zrazal-dzabr
koristi za uklanjanje nedativniblanova, a izraal-mukabalaza grupiranjeclanova s istom potencijom. Iz

izrazaal-dzabrizveden je nazialgebra

18
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U djelu daje klasi kaciju kubnih jednazbi na 9 tipova, a ona proizlazi iz taslgeg
zahtjeva da svi koe cijenti u saienom obliku budu pozitivni brojevi te da genja moraju
biti pozitivha. Za svaki od tipova daje i njegovo geometrijskeseje pomou presjeka
konika. Pet tipova imaju slobodolan jednak nuli te se supstitucijom svode na kvadratne
jednadbe, a u razmatranju svakog od preostaliltajava Khayyam je bio svjestan posto-
janja vise pozitivnih rjsenja, ovisno o tome kako se razmatrane konike sijeku. U svom se
radu poziva na prve dvije Apolonijeve knjige o konikama, i daje algebarsku metodu kako
druge kubne jednabe pretvoriti u kvadratnu ili neki od tipova iz svoje sistematizacije.

Primjer 2.0.1. Neka je dana kubna jednadzba oblika+qx = r?, koju on opisuje kao
X2+ b?x = b%c:
Omar dolazi do rjesenja ove kubne jednadzbe nalazenjem sjecista parabole i kruznice

(slika[2.]). Jezikom analiticke geometrije rekli bismo da je dilrao sjeciste razlicito
od (0,0) parabole % = by i kruznice ¥ = x(c X). Sjeciste tih dviju konika je tocka

Slika 2.1: Khayyamovo rgenje jednog tipa kubne jedrgke poméu konika

D(Xo; Yo). Provjerimo je li ona zaista rjesenje polazne kubne jednadzbe.
Buduci da D lezi na paraboli, imamao3x= by,. Ali, D lezi i na kruznici te je zato § =
Xo(C Xo). 1z te dvije jednakosti dobije se:
X6 = X(C  Xo);
tj.
X3 = b*(c xo):

Odatle slijedi da ¥ zadovoljava jednadzbu®» b?x = b?c.
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Aproksimativhu numedku vrijednost rjsenja dobio je interpolacijom porao trigo-
nometrijskih tablica. Tvrdio da se genje takve kubne jednalde ofEenito ne mae do-
biti konstrukcijom ravnalom sestaromsto ¢e biti dokazano tek oko 750 godina kasnije.
Khayyam je bio svjestan nepotpunosti vlastitog rada te je napisao da se nada dati potpun
opis algebarskog rgenja kubnih jednaabi.



Poglavije 3

Konike od renesanse nadalje

Nakon rimske nebrige za znanost i provala barbara, u Europi u srednjem vijeku
dolazi do zamiranja obrazovanja i znanosti. Tijekom renesanse ponovtkjg/ena”
antika, kako u umjetnosti i kulturi, tako i u znanosti. lako su Euklid, Ptolomej i Arhimed
bili poznati u srednjem vijeku, djela poznatih autora poput Diofanta i Papusa prvi su se put
prevodila tijekom renesanse. Tako je Regiomontanus ili pravim imenom Johatriries, M
njemaki matemattar, astronom, astrolog i prevoditelj prilikom posjete Rimu prepisao Se-
Almagesta potom ApolonijeveKonike Kao i vetim dijelom antckog nasljea, iz na-
vedenih razloga, do 15. stofi@ u Europi se nitko nije bitno bavio konikama, ali tada se
povecava interes za konike i ostale krivulje zahvaljtijbrojnim misliocima, umjetnicima,
lozo ma i matematicarima. Prvecetiri Apolonijeve knjige o konikama su do tog vremena
bile sacuvane na gtkom (prijevod na latinski objavljen u Veneciji 1537.) sjdri su bile
arapski prijevodi (prondene u 17.stolfgu). Papusova djela su originalno bila napisana u
osam knjiga, ali su do 15. stofja samo djelomice savanal[26].

Johannes Werner(1468.-1528.) bio je njentki matemaitiar. Wernerov odabir oddenih
dijelova materijala kojte biti ukljuceni u njegovo djelo o konikamiabellussuper viginti
duobus elementis conic{8522.) zasnovan je u velikoj mjeri na metodama starih Grka o
duplikaciji kocke i dijeljenu kugle u zadanom volumnom omjeru i smatra se prvim origi-
nalnim djelom o konikama u Europi nakon antike. U centru Wernerovog interata sa
samo parabola i hiperbola. Razlog tomu je njegovo zanimanje za udvaganje kocke,
pri cemu elipsa nije imala zoaja.

U to se vrijeme Wernerovo djelo nije puno citiralo, najvjerojatnije jer je prijevod Apo-
lonijevih Konika ubrzo doveo do toga da je njegov rad bio saw s obzirom da nije bio
originalan, ve je jednostavno prikupio jedanaest metoda koje su bile poznate starim Gr-
cima.

No, u renesansi ne samo da se ponoyotrivaju” vec ranije Grcima i Arapima poz-

21
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nata svojstva konika, nego one po prvi puta postapamgpredmet istrvanja jer se otkrila
njihova primjena u stvarnome svijetu. Tu se posebnéusiohannes Kepler i Galileo Ga-
lilei koji su otkrili pojavu konika u astronomiji.

3.1 Galileo Galilei

Galileo Galilei (1564.—1642.) bio je talijanski matencati, zicar, astronom i lozof.
Nakon zavsenih medicinskih studija, posvetio se prauvanju geometrije i Arhimedovih
djela, te postao jedan od napik zi cara i astronoma.

Galileo je promijenio nein na koji su ljudi razumijevali gibanje i uveo radikalno
drugaiji nacin povezivanja gibanja i geometrije. Otksivnatematiku povezanost iznug
horizontalnog i vertikalnog gibanja otvorio je vrata adijgenju odréenih gibanja koje je
bilo osobito tsko razmjeti unutar aristotelskih okvira. Njegov mateiatprikaz slobod-
nog pada i putanje projektila je pris@ma,mehancke lozo je“ u 17. stoljecu posluzio
kao oslonac razmatranja mdmosti matematkoga opisivanja svihzemaljskih“ gibanja.
Galileo je u@io da se putanja projektila rae odrediti ako vertikalnu i horizontalnu kom-
ponentu gibanja promatramo odvojeno i zatim ih kombiniramo zajedno (danas bismo rekli:
zbrojimo vektore).

Takader radio je na matemakom modelu koji opisuje kretanje tijela u padu, koje je
proucavao mjeréi vrijeme potrebno loptama da se skotrljaju preko kth razdaljina na
nagnutim pleaama.

Pokusom je oborio dva ti§ljeca staru, a dotad prevladavajy Aristotelovu teoriju
da teza tijela padaju lme od lalsih, a opaenu razliku o brzini padanja rageiiih tijela
pripisao je otporu zraka. Poroo pokusa i briljantnog teorijskog razmatranja otkrio je
zakon jednoliko ubrzanog gibanja i izrazio ga u mateokatm obliku. Galileo je svijet
izlozio svojim zickim nalazima u knjizDiscorsi e dimostrazioni matematiche intorno a
due nuove scienzZ®ijalozi o dvije nove znanostil638.). Nevjerojatno je da je Galileo
eksperimentom prosao ovaj rezultat koji i danas koristimo i pathvamo. U toj knijizi
izlozio je misaone pokuse kojima je potkrijepio svoju teoriju i pokazao da péddijela
ubrzavaju prema navedenim omjerima [4].

Na temelju Galileovih biljski o gibanju, sauvanih u Nacionalnoj sresinjoj knjiznici
u Firenci u svesk2 Galilejeve biljeske o pokretzakljucujemo da je Galileo otkrio para-
bolicnu putanju jg 1608. i matematki je dokazao poetkom 1609. godine, premda punih
30 godina to nije objavio u tiskanim izdanjima svojih radova. Galileo je u zadnjem dijelu
Dijaloga o dvije nove znanostiokazao da je putanja projektila, ako se zanemari otpor
zraka, parabola [11].
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Prije 16. stolj€éa postojalo je uageno msljenje da je brzina tijela u slobodnom padu
proporcionalna masi tijela, tj. ze tijelo padatte brze od lalseg tijela. Galileo Galilei
prosirio je ta razmatranja o slobodnom padu kroz niz pokusagiuti tijela da se kotrljaju
niz kosine i uspio je povezati slobodni pad sa silorrete Ove eksperimente Galilei je
ponovio nekoliko stotina puta i tako je uspio nakupiti dovoljno podataka. Galileo u svojim
biljeskama nije opisivao takve eksperimente i nije davao rezultate u nckoeriobliku,
kaosto je bio obcaj metu njegovim nasljednicima.

U to vrijeme, da bi se izveo dokaz o paralsalbj putanji, dva zakona su morala biti poz-
nata. Jedan je zakon slobodni pad, kogé&ala je prijeeni puts proporcionalan kvadratu
protekloga vremeng a brzinav jednoliko raste s proteklim vremenom i koji je Galileo
otkrio 1604. godine. Drugi zakon koji je trebao za dokaz bio je zakon tromosti kojeg tvrdi
da svako tijelo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikoga gibanja po pravcu dok ga neka
vanjska sila ne prisili da to stanje promijeni. 1z tih zakona Galileo je izveo parxaholi
putanju.

Primjer iznimne kvalitete Galileove znanosti je u raspravi poewej gibanju projek-
tila: ,,Zamislimo tijelo pokrenuto po horizontalnoj ravnini bez ikakve zaprekeela da
¢e njegovo gibanje po ravnini ostati jednoliko u beslkorest, ukoliko se ravnina prate
u beskonanost. Ali ako je ravnina ogracena i tijelo bude izb@eno u zrak, kad tijelo, za
koje pretpostavljamo da je pod utjecajem gravitacijederub ravnine, doddie prvotnom
jednolikom i neunstivom gibanju tenju prema dolje koju ima zbog svojeiae. Zbog toga
proizlazi sl@eno gibanje, skeeno od horizontalnog gibanja i prirodnog ubrzanog padanja.”
Na tim stranicama Galileo pokazuje da je putanja projektila paretmiislikg 3.1L): ,,Pri-
mijeCeno je da projektili opisuju neku zakrivljenu putanju, ali nitko nije naglasigenicu
da je ta putanja oblika parabole. Uzmimo horizontalnu raviiBj postavljenu na zraku,
duz koje se tijelo giba jednoliko oé do B. U tocki B, gdje prestaje oslonac, tijelo, zbog
svoje taine, prisiljeno je na prirodno gibanje prema doljedinije BN, zbog svoje gravi-
tacije. Nadopunimo linijuAB do linije BE koju temo Koristiti za mjerenje tijeka vremena.
Oznaimo jednake udaljenogiBCj, JCDj i jDEj naBE i nacrtajmo paralele linijBN kroz
tockeC, D i E. Na prvoj od tih paralela uzmimo proizvoljnu duljifGlj; na sljedéoj,
duljinu jDFj koja je cetiri puta v&a; na tréoj, duljinujEH]j devet puta veu; i tako dalje,
svaka slijedéa dwina veta kao kvadrat od duljing€Bj, jDBj, JEB)... Zamislimo da je ver-
tikalni pad du Cl dodan pomaku tijela koje se giba &ldo C u jednolikom gibanju. U
vremenuBC tijelo ¢e se nalaziti u tcki I. U vremenuBD koje je dvostruko dulje o@C,
njegova vertikalna udaljenost zbog padadeitednaka @1. Pokazano je da se udaljenosti
odnose kao kvadrati vremena u jednolikom ubrzanom gibanju. Na isith hadaljenost
EH koja je prijedena u vremenBE bit ¢e ICI; prema tome, udaljenogtHj, DFj, |Cl]
se odnose jedna prema drugima kao kvadrati dujit, jDBj, jCBj... U tockamal, F, H
prema tome, I& parabola.” [[12]



POGLAVLJIE 3. KONIKE OD RENESANSE NADALJE 24

Slika 3.1: Galileov prikaz horizontalnog hitca

3.2 Johannes Kepler

Dok je Nikolaj Kopernik ostao pri starogkom uvjerenju da je kznica glavna kada se
govori o kretanju nebeskih tijela, Johannes Kepler (1571.-—1630.) ojémstronom, ma-
tematcar i astrolog prvi je dsao do spoznaje da se nebeska tijel&€kreko Sunca po
elipticnim putanjama. On u okviru svoje knjigestronomiae pars Optic§l604.) pre-
poznaju elipttnu putanju Marsa oko Sunca i konikama pdsye jedno poglavlje (peto).
Danas je ope prihva&enacinjenica da se planete oko Suncadueo elipsama cemu go-
vori i prvi Keplerov zakon. Kepler razlikuje pet vrsta konika: knicu, elipsu, parabolu,
hiperbolu i pravac. Tvrdi da se svaka od njih zeodobiti iz druge neprekidnim mije-
njanjem. Pravac i parabola su dva ekstremna oblika hiperbole, a parabola i elipsa su dva
ekstremna oblika kiznice [25].

Znamenita su tri Keplerova zakona o gibanju planeta, temeljem kojih je elipsarkona
dobila primjenu u stvarnom svijetu:

1. Putanje planeta su elipsecijem jednomzaristu je Sunce.

2. U jednakim vremenskim razmacima radij-vektor danog planeta prelazi jednalssmovr

(slika[3.2).

q
3. Ukupna ophodna vremena (godine) dvaju planeta imaju oﬁn}er (Z—j)i’*, gdje su
t, i t, ophodna vremena planeta, je duljina velike poluosi eliptine putanje prvog
planeta, a, je duljina velike poluosi eliptine putanje drugog planeta.
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Slika 3.2: Drugi Keplerov zakon

Kepler je prvi uveo naziv ,,fokus” za zoajne take na osi konike.

25



POGLAVLJIE 3. KONIKE OD RENESANSE NADALJE 26

3.3 Marin Getaldic

Marin Getaldc (1568.-1626.) bio je hrvatski matentr koji je napisao djeldlonnullae
propositiones de parabol@Neki stavci o parabo)i1l603.). Djelo je nastalo kao rezultat
Getaldtevog velikog interesa za konstrukciju paraboih zrcala([8].

Parabol¢no zrcalo je konkavna zrcalna ploha oblika rotacijskoga paraboloida na kojoj
se zrake koje izlaze izarista re ektiraju paralelno s ogtkom osi. S obzirom da svje-
tlosne zrake koje su usmjerene u jednakio rezultiraju vrlo visokom temperaturom, ali
nisu vidljive, neuki puk je smatrao takve pokuse zagijaima pa su Getalda prozvali i
carobnjakom.

Da bi dokazao svoj zaklpak da su sve parabole nastale presjecima pravoksifjdsto-
kutnih, tupokutnih pa i kosih sgaca (uz odréene uvjete na pojedine presjeke)dusobno
kongruentne, koristio se tada njemu jedinim poznatim izvorom, a 8t knjige Apo-
lonijevih Konika S obzirom da njemu tada poznati izvori nisu bili dovoljni za dokazivanje
tvrdnje, Getaldt je sam razvio pojedine teoreme i stavke. On nije znao da su se takvi
teoremi v& nalazili u izgubljenim Apolonijevim djelima za koje on nije znao da postoje.
Razlika izmelu Apolonijevih i Getaldtevih teorema jest u tonmsto ih Apolonije razvija za
pojedine slgajeve, dok ih Getaldirazvija za opi slucaj. Takader, svoje poake i teoreme
Getaldt slaze redom kojim se vrlo lako dolazi do glavnog zakka djela.

Getaldt u cetvrtome poaku pokisava dokazati da je ,,parabola kao presjek bilo kojeg
stosca kongruentna s parabolom koja se dobiva kao presjek uspravnog pravokuscag) sto
No , Getaldt nije uspio u potpunosti dokazati svoju tvrdnju pa njegov dokaz vrijedi samo
za parabole dobivene presjecima uspravniaata i presjecima kosih staca okomitih na
ravninu simetrije”[9].

U drugome korolaru Getaldizvodi jedan dio svog glavnog opkiog zakljicka, a to je
da su sve parabole dobivene od bilo kojegstopogodne za konstrukciju zrcala kojima se
moze zapaliti maketa broda.

U petom pogku pronalazimo ostatak glavnog zaklka, a to je da se sve Sceve
zrake koje padaju na parabotio zrcalo usporedno odbijaju s osi u jednajkiokoja je za
cetvrtinu parametra udaljena od tiemena parabole.

Getaldt daje dvije konstrukcije parabole i iznosi dokaz da su sve parabole jednako
prikladne za konstrukciju paraboiiih zrcala i nisu samo presjeci uspravnog, pravokutnog
stosca. Getaldi zahtjeva da u obje konstrukcije broj konstruiranibaka kojima prolazi
parabola budsto veti, tako da se dobijeto preciznija parabola.
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Slika 3.3: Getaldieva konstrukcija parabole

Getaldiceva konstrukcija parabole

Nacrtajmo dvije mdusobno okomite osi. Na sjetu osi oznaimo tocku A. Na oko-
mitoj osi zadajmo toku B, kao na slic{ 3.3. Nacrtajmo ¢e C, D, E iznad A tako da
vrijedi JACj = |CDj = |DEj. Nacrtajmo ispodA tocke F, G, H tako da vrijedijAFj = JAC],

JAG] = jADj, jAHj = jAEj. Nacrtajmo kranice sa sredtem u teki B i pripadajieim po-
lumjerimajBCj, jBDj, jBEj. Povucimo okomice n#B koje ¢e prolaziti takamaF, G,

H. Sjeckta okomica i kranica oznaimo s ta¢kamaO, M, K, L, N i P, kao na slic[ 3.B.
Krivulja koja povezuje toke O, M, K, L, N i P cini parabolu.Sto su tekeC, D, E, tj. F,

G, H medusobno blie, parabol&e biti preciznije iscrtana.
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3.4 Blaise Pascal

Blaise Pascal (1623.—1662.) bio je francuski lozof, matewsati zi car. Njegov mate-
maticki talent dolazi do izraaja v& u njegovoj 16. godini, kada je napisao djelo o koni-
kama s naslovoresej o konikam@Essay pour les conique$640.) i objavio ga na posteru
u kojemu je postavio svoj teorem o heksagramima.

Teorem 3.4.1(Pascalov teorem o mistiom heksagramuNeka je u kruznicu upisan hek-
sagram ABCDEF]te nekaje AB ED = P, BC\ FE = QiCD\ AF = R. Tada su tocke
P, Qi R kolinearne (slika 3]4).

Slika 3.4: Pascalov teorem o migtiom heksagramu na kamici

Onosto Pascalov teorewini zanimljivim jest da vrijedi i za sve tipove konika. Dakle,
umjesto da odaberemsest teaka na kranici, ma@emo odabratsest teaka na elipsi,
paraboli ili hiperboli. Pravci na kojima #1 parovi nasuprotnih stranica sijeku se u tri
tocke koje su kolinearne (slika 3.5).

Ako je prema Pascalovom teoremu konika degenerirana u dva pravca, tada izravno
imamo Papusov teorem. lako je ottei Pascalovog teorema nastalo gotovo 1300 godina
nakon otkrca Papusovog teorema, ono j@to generalizacija Papusovog teorema [24].
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Slika 3.5: Pascalov teorem o migtiom heksagramu na konikama

3.5 Rere Descartes

Nakon gotovo dva tistljeca matemadari su tijekom renesanse kame postigli veliki po-

mak u razumijevanju konika povezivanjem geometrijskih i algebarskih tehnika, no nedosta-
jao je e kasan nain za obradu konika— nedostajala je anaekti geometrija. Glavna pre-
preka uvalenju analittke geometrije bilo je standardno zikalno interpretiranje gila

(prva potencija je dzina, druga je powina, tr&€a je volumen). Koneni korak i otkrice
analiticke geometrije poste Re Descartes (1596.—1650.) u priloga GEométriesvog
djelaDiscours de la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la verit € dans les
sciencesz 1637. Prema anegdoti, Descartes je inspiraciju zaenje koordinatne ravnine
dobio promatrajai muhu na stropu.

Descartes uvodi koordinatni sustav, odnosno pozicigkéou ravnini opisuje s dva
broja (koordinatama) koji predstavljaju njene udaljenosti do dvajdusebno okomitih
pravaca. On se odee od spomenute interpretacije kvadrata i kubova brojeva: kod njega
sux, xX2 i x3 duljine. Daklex? nije povisina, vé& broj kojem geometrijski odgovara jed-
nodimenzionalni objekt: parabola. Ovakvom interpretacijom dobivaju smisao i jedead
visih stupnjeva. Descarte®li poma@u algebre rjgavati geometrijske probleme i stalno
paralelno promatra algebarsku i geometrijsku analizu problema. Temeljem ideje koordi-
nata Descartes zakfuje da se pravci mogu predstaviti kao skupowaika ;y) koje
zadovoljavaju jednabu oblika

ax+by+c=0;

a konike kao skupovi ttaka ; y) koje zadovoljavaju jednabu oblika
axt + bxy+ cy? + dx+ ey+ f = 0;

opcenito krivulje u ravnini zadovoljavaju jednalde oblikaf (x;y) = 0 [7].

U prvom dijeluLa Géométrie Descartes se bavi Papusovim zadatkom, u kom ge tra
geometrijsko mjesto taka u ravnini koje imaju konstantan omjer urmaka udaljenosti
do dvije skupine pravaca.
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Za rjesavanje Papusovog problema, Descartes postavlja koordinatni sustav tako da mu
x-0S lezi na prvom od zadanih pravaca, da mu je isBt&lu sje@tu prvog i drugog pravca
te da jey-os nagnuta u odnosu naos pod kutom koji odgovara zadanom za mjerenje
udaljenosti u odnosu na prvi pravac. AkoTe= (x;y) tocka koja zadovoljava Papusov
uvjet, onda je za njy tocno udaljenost do prvog pravca. Zatim Descartes dokazuje da se
udaljenostd; do ostalih pravacad € 2;3;:::;n) mogu zapisati u oblikgi = x+ y+ ;,
gdje su i; i; i konstante izvedene iz kuta za mjerenje udaljenosti pretam pravcu i
razmaka meu sjecstima po dva pravca. Tako se Papusov problem svodi na jetonad

oblika
Yk Yh

y (ix+ y+ )= (ix+ y+ )
i=2 i=k+1
Nakon tog je sistematizirao stupnjeve tih jednidu odnosu n, odnosnoy, u ovisnosti
0 brojun zadanih pravaca te je iz te analize zakipuda su za sleajn 9 (osim ako se
radi o 9 paralelnih pravaca) genja konike (ukljaivo pravaca i kranica) [1].

U drugom dijeluLa GéométrieDescartes krivulje dijeli na dvije vrste, koje naziva
geometrijskim i mehagkim. Ta podjela odgovara dasgoj podjeli na algebarske i tran-
scendentne krivulje, dakle konike spadaju, u Descartesovoj terminologiji, u geometrijske
krivulje [1].

Descartes kee da su crtanje geometrijskih krivulja dovoljna dva ils@ipravaca koja
se mogu pomicati jedan duwrugog tako da njihova sjesta ocrtavaju krivulje. U drugom
dijeu La Géomeétriedao je dva primjera kako bi ilustrirao to pomicanje.

U prvom slicaju radi se o sustavu dvaju spojenih ravnala duling i jY Z. Ravnalo
duljine jBCj je ksirano okomito na ravnald’ X u tocki B. RavnalaCD, EF i GH su na-
pravljena tako da mogu kliziti po ravna¥iZ tako da ostanu okomiti na njega. Nagetku
pomicanja kutXY Zinstrumenta je O i ravnal& X i YZ se podudaraju u tki A. Zatim
se kutXY Zotvara deeti ravnaloY Z ksno i rotirajuci ravnaloY X. RavnaloBC guraCD
prema vaniCD guraDE, DE guraEF itd. TockaB koja je ksirna na ravnally X opisuje
kruznicu (slikd 3.6).

U drugom sleaju dano je ravnalGL sa ksnom tackomG vezano za spraviKL u
tocki L koja se mae pomicati da vertikalne osi, dok je smjer pravé&adN konstantan. Kada
seL pomice dw vertikalne osi, ravnalo se okie okoG i pravacK N se pomce prema dolje
ne mijenjaji smjer. SjectaC ova dva pravca opisuju krivul[GCE. Descartes je izveo
njenu jednadbu:

Y’ =cy Exy+ ay ac

gdje jejGA = a, JKLj = b, JNLj = ¢, |CB = yi JAB = x te je zakljwcio da je to krivulja
prve klase, odnosno hiperbola (slfka]3.7) [2].
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Slika 3.6: Descartesova konstrukcija knice

Slika 3.7: Descartesova konstrukcija hiperbole

31
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Descartes opisuje i crtanje elipse na temelju njezine defnicije. Takvu konstrukciju i
danas zovemo vrtlarskom (slika B.8) jer je to preéti n@in crtanja elipse. U zemlju se
zabiju dva kotica na mjestima; i F, i uzme se nerastezljiva nit duljinea2> jF,Fj.

a zatim se zsiljeni kolcic postavi izmedu-; i F, i napne nit. Ako kotic pomcemo u
jednom smijeru tako da nit bude stalno napeta, onda njsijek opisuje na zemlji oblik
elipse [25].

Slika 3.8: Vrtlarska konstrukcija

Na slican n&in, koriste&i vezice, opisao je konstrukciju hiperbole. Neka je dano rav-
naloARs ksnom tockomA. Vezica je prevrstena u taki B i tocki R na ravnalu i rastee
se u ksnoj tacki T na ravnalu. Kad se ravnalo oke oko take A, tada taka T opisuje
jedna granu hipebole s fokusinda B (slika[3.9) [1].

Slika 3.9: Konstrukcija hiperbole poroo vezica
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3.6 Isaac Newton

Isaac Newton(1642.—1727.), engleski mar, matematar i astronom, jedan je od naj-
znaajnijih znanstvenika u povijesti. Newton je ostvario eaj@n napredak u preavanju
gibanja planetastote kasnije objaviti u svojoj najpoznatijoj knjiBhilosophiae Naturalis
Principia Mathematicaz 1687. [3].

Engleski znanstvenici Robert Hooke i Edmond Halley neusmesu poksavali rijesiti
problem gibanja planeta. U kolovozu 1684., Halley je posjetio Newtona na Cambridgeu,
nadajiLi se odgovoru na sljede pitanje: ,,Kojeg je oblika putanja po kojoj se &ue
planeti kada obilaze oko Sunca, ukoliko se gibaju pod djelovanjem pniglsile koja
opada s kvadratom udaljenosti€im je postavio pitanje, Newton je spremno odgovorio:
,,Elipticna”. To je, naravno, znao go Kepler (1. Keplerov zakon). Kada ga je Halley
zatraio objasnjenje, Newton je rekao da je toavizracunao. Na kraju rasprave, Newton je
Halleyu obé&ao poslati nov matemati izvod. Kao djelomeno ispunjenje svog oléanja,
Newton je nedugo poslije objavio svoj slavni rBé Motuiz kojeg je kasnije nastalo nje-
govo najpoznatije djel®hilosophiae Naturalis Principia Mathemati¢a3].

Danas znamo da je tijekom studija Newton na svoju ruku ovladao radovina [Res:
cartesa, Pierrea Gassendia, Thomasa Hobbesa i drugigjaiteosoba znanstvene revolu-
cije. Serije biljenica dokazuju kako je Newton peo savladavati Descartesovu geometriju
i druge forme matematike, daleko naprednije od Euklid@lgmenataNewton je dao em-
pirijsku interpolacijsku formulu i metodu za prikha rjesenja algebarske jedr#uk bilo
kojega stupnja.

lako se Newton nije sustavno bavio konikama, vezano za druge svoje rezultate otkrio je
mnoge nove rezultate ili pak drugjge obradio stare. Jedanaesta propozicijedgeodijeljka
prve knjigePrincipisa nudi izvrstan primjer: Newton je tu rigo problem pronaleenja
mjere centripetalne sile koja djeluje na tijelo tako da se tijelo giba po elipsi, a da je ta sila
usmjerena prema jednom fokusu putanje. Propozicija tvrdi da je u torajalu svakoj
tocci putanje iznos sile obrnuto proporcionalan kvadratu udaljenastetdo fokusa prema
kojemu je sila usmjerena.

Newton ovdje koristi jednazbu elipse ne u smislu anatike geometrije, v@u antckom
duhu: Za ksirani promjer elips®G i proizvoljnu tacku elipseQ vrijedi (slika)

QW = k [GVj jPVj;

gdje jejQVj ordinata u odnosu na taj promjerk&onstanta.
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Slika 3.10: Newtonova jednaba elipse

Takvu jednadbu Newton koristi da bi dokazao sljedelemu (slikd 3.1]1).

Lema 3.6.1.Neka su S i H fokusi elipse, a C njeno srediste. Neka je HI pravac paralelan
tangenti u tocki P te neka je CE pravac paralelan toj tangenti. Neka je PK okomit na
tangentu. Tada jgPEj = JAC;.

Slika 3.11: Newtonova nova lema

Nakon toga Newton dokazuje i koristi drugu lemu koju je dokazao u mladosti kada je
citao tekst u kojem se konike razmatraju nain&oji se uvelike razlikuje od Apolonijeva.
U trenutku pisanjde Moty teksta koji je preiren na djeldPrincipia, nije se sjéao svog
dokaza i brzopleto napisao j&€gnstat ex Conicls(,,utvrdeno je iz Konika”), misléi na
Apolonijevo djelo, izjavu koja je takaer ponovio u djellPrincipia. Radi se o sljed®j

lemi (slika[3.12):

Lema 3.6.2. Svi paralelogrami sa stranicama duljina jednakim duljinama dvaju konjugi-
ranih promjerd] elipse ili hiperbole imaju jednake povrsine.

2Dva promijera konike su konjugirana ako svaki od njih raspolavlja tetive paralelne s drugim promjerom.
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Slika 3.12: Paralelogrami opisani elipsi

Kombinacijom tih lema Newton je naposlijetku izveeleni zakljieak: 1znos sile uz
dane uvjete je stvarno obrnuto proporcionalan kvadratu udaljenckg o fokusal [10].

Kao sto vidimo, Newton je, bar u ovom dijelu, izbjegavao ltenje Descartesove
analiticke geometrije, retostoce od njega preuzeti Bovic. Takater, Newton je WPrin-
cipia prvi istakao ulogu Papusovog @ (sve konike se mogu de nirati preko konstatnog
omjera udaljenosti ke na krivulji do fokusa i direktriselsto ce Baskovic uzeti za de-
niciju konika. Ovo su samo dva od mnogih utjecaja Newtonova djela na posljednjeg
matemattara u naem pregledu, a to je B&ovic [10].

3.7 Ruder Boskovic

Ruder Josip Boskovic (1711.—-1787.) jedan je od nafib hrvatskih matematara,
zi cara i astronoma. Bavio se mnogim mateidath problemima pa tako i konikama.

KoristeCi se svojstvima koje je opisao Papus iz Aleksandrije, u svom djé&menti
presjeka stoscareCeg svesk&lemenata sveukupne matematikestavno je izlmio svoju
potpunu i originalnu teoriju i mnogobrojne nove rezultate o konikama. Tvrdnje je dokazao
nacisto geometrijski nan bez korstenja analitkih tehnika, a za razliku od prethodnika,
sva je svojstva konika izveo konstrukcijama u ravnini, ne pozaiaga na njihov opis kao
presjeka steca ravninom.

Prva novina Bskoviceve teorije konika njihova za to doba new#jena de nicija. Za
de niciju konika uzeo je svojstvo svih konika da im je omjer udaljenosti od bilo kopé&éo
do cvrste t@ke (zarista) icvrstog pravca (direktrise) konstantan. Taj omjer, koji mi danas
nazivamo numeckim ekcentricitetom, odredbenim omjeromatfo determinans Ovisno
o tome je li odredbeni omjer maniji, jednak ili Gieod 2, konika je elipsa, parabola ili
hiperbola. lako je to svojstvo otkrio @estarogeki matematar Papus Aleksandrijski oko
300. godine, Bskovic je prvi polazéi od njega izgradio potpunu teorijul [5].

Druga je novina Bskoviceve teorije konika generacijska kmnica, tj. kriznica kojoj je
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omjer polumjera i udaljenosti od sretth do ravnalice konike jednak odredbenom omjeru
konike (numerckom ekscentricitetu). lako je ona temeljna i glavna novina njegove teorije,
Boskovic joj nije dao ime. S pomtu nje dokazao je niz poznatih i mnoge nove rezultate
0 konikama. Primjerice, za koniku zadamaristem, ravnalicom i odredbenim omjerom s
pomdau generacijske kanice konstruirao je sjesia s proizvoljnim pravcem, a to je pak
koristio za konstrukciju toaka konikel[5].

Boskoviteva konstrukcija sjecsta zadanoga pravceHK s elipsom

Neka je zadana elipsa s fokusdmdirektrisomAB i odredbenim omjeromi (slika[3.13).
Odaberimo toku L izvan direktrise te povucimo iz nje okomicu na direktrisu koja jucsje
u tocki G. Konstruirajmo generacijsku kzuaicu sa sreditem u teki L i polumjerom jedna-
kim umnacskujLGj ". Kroz tocku L nacrtajmo paralelu s pravcerK koja ravnalicu sijee
u tocki O. Zatim nacrtajmo paralelu s pravceft kroz tacku O koja sijece generacijsku
kruznicu u takamaT; i T,. Kroz tocku F nacrtajmo paralele kT, i LT,. Te paralele
sijeku pravadHK u tockamaP; i P, elipse [5].

Slika 3.13: Sjedta pravcai elipse

Boskovic kruznicu ne spominje eksplicitno kao vrstu konike, ali iz korespondencije
generacijske krznice i konike proizlazi ekvivalentnost kznice s konikama. Bskoviceva
de nicija konike ne iskljicuje kruznice iz konika: za krenicu je odredbeni omjer @ariste
je njezino sredite, njezina ravnalica nalazi se u beskorasti, a generacijska kznica
neke krznice oko neke ttke upravo je ta ttka. Baskovicevo neuvstavanje kranice
u konike treba pripisati ponajse tomusto iz svojstava krznice izvodi svojstva konike,
sto podrazumijeva da su ta svojstva prije dokazana: Svoje rezultatoEo temelji na
euklidskim rezultatima o kznicama. UcasopisuGiornale de'Letteratipod naslovonDi-
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mostrazione facile d'una principale proprieta delle Sezioni Coniche, la quale non depende
da altri Thorerni Conici(Jednostavan dokaz glavnog svojstva konika koji ne ovise o dru-
gim teoremima o konikamd746.) Bakovic je dao neke rezultate o konikama, doe
ostalim novi dokaz potka o sekantama konike, koji smatra osnovnim gkam iz ko-

jega se dalje izvode svojstva konika. Taj je pali bio poznat je od starogrkoga doba,

ali se rijetko koristio u teoriji konika i nitko ga nije koristio tako sustavno kasiBwic [5].

Teorem 3.7.1(Powcak o sekantama)ko se iz tocke P povuku dvije sekante na koniku koje
koniku sijeku u tockama A i B odnosno u tockama C i D, onda omjer umnozaka odsjecaka
(PA jPB) : (JPCj jPDj) ovisi samo o odredbenom omjeru konike i smjerovima pravaca
ABiCD.

Slika 3.14: Pouaak o sekantama

Boskovic je powcak o sekantama dokazao tek otprilike na polovici teld&menata
presjeka stoscger je mnoga svojstva izveo bez upotrebe togagkay korist€i de niciju i
generacijsku kranicu. Pogak o sekantama B#ovic koristi kao tré€i bitan element svoje
teorije konika, kako bi dokazao ¢eanije dokazane i dodatne tvrdnije [5].

Boskoviceva transformacija taka generacijske kemice u ta@ke konike (i obratno)
projektivno je preslikavanje, tj. geometrijska transformacija kak@ae poeti sustavno
prouwcavati tek sedamdesetak godina poslije.sBwiceva je teorija konika vrhunac sta-
rijega doba tzv. sintatke geometrije (geometrije u kojoj se tvrdnje lai dokazuju
klasicnim geometrijskim argumentima bez kstenja koordinata i ostalih anatikin me-
toda) i najava novog, apstraktnijeg pristupa kogi u 19. stoljéu u sklopu projektivne
geometrije razviti francuski matemedir J.-V. Poncelet i drugi [5].



Poglavlje 4

Odnos povijesnih ideja prema
suvremenomskolskom pristupu

U nastavnim programima za matematiku u sredrgkolama i gimnazijama krivuljama
drugog reda uglavnom se pristupa anekiigeometrijski, preko algebarske jedmbd tih
krivulja, iz cega se onda izvode i njihova svojstval[20].

De nicija 4.0.1. Neka su ki F; dvije cvrste tocke ravnine i neka je a pozitivan realan
broj, a > %jFlej. Skup svih tocaka ravnine za koje je zbroj udaljenosti do tocaka
F, jednak2a nazivameelipsasa zaristima R i F» i duljinom velike poluosi a.

Teorem 4.0.2.Neka su ki F, zarista elipse te a duljina velike poluosi. Odaberimo pra-
vokutni koordinatni sustav takav da poloviste O duzinég, bude ishodiste koordinatnog
sustava, pravac f, os x, a simetrala duzin€,F, os y. Sada se lako iz de nicije elipse
dobije da za svaku tocku(X; y) na elipsi HF1; F»; @) vrijedi relacija

¥ Y

2 Tt
I obratno, da svaka tocka (; y) za koju vrijedi ova relacija pripada elipsi.

Na slican na&in de niraju se hiperbola i parabola.

De nicija 4.0.3. Neka su ki F; dvije razlicite cvrste tocke ravnine i neka je a pozitivan
realan broj, a< %jFlej. Skup svih tocaka ravnine za koje je razlika udaljenosti do
tocaka F, i F, jednaka2a nazivamohiperbola sa zaristima R i F, i duljinom velike

poluosi a.

Kod hiperbole na analogan cia kao kod elipse dolazimo do kanonske jedzizel hi-
perbole

Xy

2 "
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Hiperbola ima dvije neprave ¢tke. Tangente u tim ttkama nazivaju sasimptotama
hiperbole.

De nicija 4.0.4. Neka je F cvrsta tocka, a r cvrsti pravac ravnine Skup svih tocaka
ravnine koje su jednako udaljene do tocke F i do pravca r naziv@aebola Tocku F
nazivamo zaristem ili fokusom parabolem, a pravac r ravnalicom ili direktrisom parabole.

Da bismo izveli kanonsku jednaldu parabole, potreban nam je pojam poluparametra.
Duljinu tetive koja prolazi fokusom i okomita je na os parabBl¢; d) nazivamo para-
metrom parabole i ozmavamo s p. Poluparametar parabole je duljip&koja je jednaka
JOFj, gdje jeO ortogonalna projekcija ttke F nad. Kanonsku jednazbu parabole lako
izvedemo ako koordinatni sustav odaberemo tako da je @s parabole, a ishogte se
nalazi u njezinom tiemenu. Zadku T (x;y) na paraboli tada vrijedi

Y2 = 2px

Kao sto vidimo, ne samo da se iz de nicija odmah izvode jedrmedkonika u Karte-
zijevom koordinatnom sustavsto se naravno temelji na Descartesovom pristupu, nego se
krivuljama pristupecisto ravninski, dakle donekle u duhu Sl@vica, a iz de nicija i 0s-
novnih iz njih izvedenih rezultata (jednzl i dr.) veza s njihovom pojavom kao presjeka
stesca (dakle, s njihovim prostornim zcenjem) nije vidljiva. Ovakav moderni pristup
je pogodan za dokazivanje svojstava tangenata i asimptote i nekih manje poznatih, ali za-
nimljivih tvrdnji (Ponceletovi teoremi). No, u ovomu pristupeanik ne mae sagledati
slicnost i vezu izméu ovih krivulja. Takater, iz ovog pristupa je lako vidljivo zbogega
ove krivulje zajedriki nazivamo krivuljama drugog reda.

Papus-Bskovicev pristup ovim krivuljama pognjava ulogu ravnalice kod elipse i hi-
perbole, ulogu numerkog ekscentriciteta (kojeg se najeste bez neke primjene i svrhe
spominje u nastavi) te pokazuje kako se variranjem paraniekiavulje mijenjaju od
elipse, preko parabole i hiperbole do knice. Dok je pristup Papusa i Bkovica sin-
teticki, kako smo vidjeli u prethodnom dijelu rada, moderni pristup koristi acéalitige-
ometriju. Za primjer kako na moderanaia dolazimo do klaginih rezultata dajemo:

Moderan dokaz Papusovog podka, tj. Boskoviceve de nicije konika

Prije negosto krenemo u izvdenje Papus-Bikoviceve pogka moramo ré sto je pol

| polara. Ako iz tewke konstruiramo dvije tangente na krivulju, dobivamo dva ditali
Pravac kroz za dva diralia zovemo polara, atku iz koje smo nacrtali tangentu zovemo
pol (slika[4.1). Neka jeP(xo; Yo) pol. Tada jeb®xx + a'yp = a’b? jednadba polare za
elipsu,b?xx, a2y, = a?b? jednadba polare za hiperbolu,yan = p(X + Xo), gdje jep
parametar parabole, jedrdxzh polare za parabolu. De nicija polare za neku krivulju ne
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Slika 4.1: Pol i polara

iskljucuju promatranje polara taka unutar pojedine konike. Memo za pol uzeti fokus
konike.
Neka je pol parabole u njenom fokuElqg). Tada njegova polara ima jedrzml

X= =
2

Prisjetimo se da je numeki ekscentricitet parabolé = . BoskoviC je gledao omjer

udaljenosti take krivulje od fokusa i udaljenosti téte od direktrise (polare fokusa). Kod

parabole taj je omjer uvijek jednak 1 (slika}4.2).

Slika 4.2: Parabola i njena direktrisa

Neka je pol elipse njen fokus;( €;0). Tada je njegova jednala polare
aZ

X= .
e
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Kod elipse trebamo pokazatemu je jednak spomenuti omjer.
r

. P b2
jTFj= (e+x2+y2= (x+€)?+Db? 2 X2
' 2 ' 2 2
b a b
= X+2ex+e+b? —x== a+2ex+t ——X
a a

r
= @+r=jaty

Analognim postupkom se dobijg,Tj=ja "X|.

a2 a "x
iTdj= = x =
J1 Gy o X

TRy _ ..
jTdhj
Isti rezultat se dobiva i za drugi fokus elipse, a analogno se cijeliranae ponoviti

i za hiperbolu. | za hiperbolu vrijedi da je taj omjer konstantan i jedndk eromatrajai
svojstva numedkog ekscentriciteta za pojedine konike dobivamo sketiorem. [19]

Teorem 4.0.5.Neka je" realan pozitivan broj, F cvrsta tocka ranine i d cvrsti pravac te
ravnine kojemu ne pripada tocka F.

Skup tocaka T te ravnine za koje je omjer udaljenosti od F i udaljenosti od pravca d
konstantan i jednak brojly, tj. za koje vrijedi

jTF; o
iTd

krivulja je drugo reda, i to elipsa ako je < " < 1, parabola ako j¢' = 1i hiperbola ako
je"> 1

Primjecujemo da koncept nastavnog plana i programa stavlja akalgristup ispred
geometrijskog, uptujuCi da je geometrijske zadatke najtakrjesavati svalenjem na od-
govarajite sustave jednabi do kojih dolazimo analitkim pristupom. | sam Descartes
se vodio mslju da je ova metoda ne samo najpogodnija zaayanje geometrijskih pro-
blema, vé& je i primijenjiva na sve ostale matentwte grane i znanosti. Ipak, uvjerio se
da takva univerzalna metoda nije ostvariva jer tehnike aokditgeometrije, koje su bez
daljnjega vrlo korisnegesto puta sakriju i neka lijepa i zanimljiva svojstva geometrijskih
objekata do kojih bismo mogli @b prirodnijim, geometrijskim putem. Najbolji primjer
za to su krivulje elipsa, parabola i hiperbola o kojinwenici, po svsetku srednjskolske
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naobrazbe, znaju isklguvo u kontekstu njihovih kanonskih jednaal. Kruznica je izdvo-
jena iz ove pree, jer se ona obdaje jos od nkih razreda osnovnskole. S najljepim
svojstvima kranice (obodni kut, pojam tangente.. ganici su vé upoznati po zawetku
osnovnakolske naobrazbe, a anaiki pristup u 3. razredu sredngkole predstavlja ko-
risnu nadgradnju. A sada zamislimo da &nicu, poput ostalih konika,agnici sustavno
obraduju tek u 3. razredu sredngkole i to uglavnom analitkim pristupom. Vse nego
jasno je to da taj objekt ne bi divjeli na prirodan nain. Prowcavanje ovih krivulja kao
presjeka steca ravninom opravdava nazunjosjenice ili konike. Naalost, nastavni plan
i program ne obuh\@ dokaze i objgnjenja da su prethodno analki de nirane konike
zaista ti presjeci stxa, v& se samo cenicima predoe primjeri na modelima iz svakod-
nevnogzivota, otvarajai im zanimljiv prostor za samostalne pokuse. Jednaeai ovog
rada je ukazati da bi se i ostale konike trebale obraditi prije 3. razreda sigdige Je-
dan razlog je potreba da se ove krivulje samostalno obrade, neovisno o koordinatizaciji
ravnine, bud@i da se one javljaju u svijetu koji nas olawje kao i u koreliranju s drugim
nastavnim predmetima good osnovneskole, a iz standardnog anatkiogeometrijskog
pristupa mnoga takva geometrijska svojstva nisu jasno vidljiva. Drugi razlogteste
primjenjujuci geometrijski ili neki drugi pristup mogu, uz minimalno znanje elementarne
geometrije, izvesti neka zanimljiva svojstva ovih krivulja s kojima senici po zavsetku
srednjskolske naobrazbe (a stio se mae dogoditi i po zawetku nekog matematog
studija) nisu susreli, a koja ove krivulgne primijenjivima u mnogim podjima i koja
spadaju u opu matematiku kulturu [20].
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Sazetak

Konike (presjeci steca s ravninom) se proavaju vse od 2000 godina. One su prvi puta u
matematiku uvedene u ackiogrcko doba te su se njima posebno bavili Menehmo, Euklid,
Apolonije i Papus. U arapsko doba, Omar Khayyam ih je iskoristio zavgnje kub-

nih jednadbi, a u doba renesanse otkrivene su njihove primjene u astronomiji (Galileo,
Kepler). Nakonsto je Descartes uveo anatiku geometriju, postale su poznate i kao kri-
vulje drugog reda. U ovom radu pratimo navedenu povijest konika od njihov&atia
Boskovica, koji je u 18. stoljéeu prvi dao opu teoriju konika kao ravninskih krivulja. Na
kraju rada oswedemo se na odnos povijesnih pristupa s modernim.



Summary

Conic sections They were rst introduced in ancient Greek times, and were studied speci-
cally by Menachmus, Euclides, Apollonius, and Pappus. In the Arab era, Omar Khayyam
used them to solve cubic equations, and in the Renaissance their applications in astronomy
were discovered (Galileo, Kepler). After Descartes introduced analytic geometry, they also
became known as second-order curves. In this thesis, we describe the above-mentioned his-
tory of conic sections from their discovery up to $kovic, who in the 18th century was

the rst to give a general theory of conics as plane curves. At the end of the theses, we
compare the relationship between historical approaches and modern ones.
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