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Uvod

U ovom diplomskom radu obraduje se tema binarnih RAM-strojeva. Binarni RAM-stroj
predstavlja model izracunavanja koji je definiran po uzoru na RAM-stroj, s tim da se u re-
gistrima binarnog RAM-stroja spremaju prirodni brojevi u binarnom zapisu. Samim time,
instrukcije koje ¢emo koristiti pri definiranju binarnog RAM-stroja bit ¢e drugacije. Kroz
rad cemo binarni RAM-stroj zvati BRAM-stroj. Po uzoru na [1], definirat éemo binmakro-
stroj 1 ostale binmakro-izvedenice za BRAM-stroj.

Definirat ¢emo Sest tipova BRAM-instrukcija pomo¢u kojih ¢emo izgraditi funkcijski bin-
makro te binmakro-programe za zbrajanje 1 mnozenje svih mjesnosti. Napravljena je 1 im-
plementacija BRAM-instrukcija te izvedenih programa za funkcije zbrajanja i mnoZenja u
programskom jeziku Python, kako bi se i empirijski provjerila valjanost BRAM-programa
1 binmakroa koji ¢e biti napisani u ovom radu.

Definirat ¢emo pojmove poput BRAM-izracunljivosti funkcije, vremenske sloZenosti
BRAM-algoritma i polinomne izracunljivosti funkcije na BRAM-stroju. To ¢emo sve na-
praviti kako bismo pronasli totalno brojevne funkcije koje ée biti izracunljive u polinom-
nom vremenu na BRAM-stroju.

Oznake

Navest ¢emo u uvodu neke oznake koje ¢emo koristiti u radu i njihovo znacenje. Za a,b €
N definiramo

[a..b] :=[a,b] " Na..b) := [a,b) "N N{(a..b) :={a,b) "N

Oznake | §] i @ mod 2 oznacavaju koli¢nik i ostatak (cjelobrojnog) dijeljenja brojaa € N's
2.






Poglavlje 1

Binarna RAM-izracunljivost

Po uzoru na [1] model izraCunavanja koji éemo definirati bit e BRAM-stroj. Binarna
RAM-izraCunljivost je svojstvo funkcija koje mogu biti izraCunate na binarnom RAM-
stroju, te cemo odsad te pojmove skra¢eno nazivati BRAM-izracunljivost i BRAM-stroj.

Definicija 1.1: BRAM-stroj je matematicki (idealizirani) stroj koji sadrzi:
e BRAM-program: fiksni konacni niz instrukcija P := (Iy, Iy, ..., 1,-1);

e registre: za svaki j € N, registar R, koji moze sadrzavati bilo koji prirodni broj (u
binarnom zapisu);

e programski brojac (pc): jo§ jedan ,registar”, koji u svakom trenutku izraunavanja
sadrZi broj iz intervala [0..n].

BRAM-program najcesée piSemo kao
0. Iy
1. I, .
P = . , ili skra¢eno P = [ t. 1, ]Kn

(n—1). Iy

Broj instrukcija programa P zovemo joS§ duljinom programa P, 1 oznaCavamo ga s np.

Sadrzaj registara se moZe mijenjati za vrijeme izvrSavanja programa, ovisno o ins-
trukcijama. Pocetni sadrzaj odreden je ulaznim podacima. Irelevantni registri (koji se ne
spominju u instrukcijama, niti sluZe za ulaz) sadrze vrijednost 0.

3
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Sadrzaj programskog brojaca takoder se mijenja, tako da se izvrSavanjem svake instruk-
cije pove€a za 1, osim ako sama instrukcija kaze drugacije. PocCetna vrijednost program-
skog brojaca je 0. U svakom trenutku sadrzaj programskog brojaca je redni broj instrukcije
koja se trenutno izvrSava, dok vrijednost n oznacava kraj izvodenja programa.

Definicija 1.2: Svaka BRAM-instrukcija ima:
e (ako je dio BRAM-programa P) redni broj, element skupa [0..np);
e tip, koji moZe biti jedan od Sest tipova: SHR, SHL, SHS, BZ, ODD, GO TO;
e (ako je tipa sHR, SHL, sHs, BZ ili obp) registar na kojem djeluje (R; za neki j € N);

e (ako je tipa Bz, opp ili Go 10, te je dio BRAM-programa P) odrediste: element skupa
[0..np].

Dakle, BRAM-instrukcija moZe biti jednog od Sest oblika, ¢iji efekti su:
sHrR R;: Cjelobrojno dijeljenje sadrZzaja registra R; s 2.
sHL R;: MnoZenje sadrzaja registra R; s 2.
sHs R;: MnoZenje sadrZaja registra R s 2 i dodavanje jedinice.
Bz R, I: Postavljanje pc na [ ako je sadrZaj registra R; jednak nuli.

oop R;,[: Postavljanje pc na [ ako za sadrzaj r; registra R; vrijedi r; mod 2 = 1,
odnosno da je r; neparan.

GoTo [: Bezuvjetno postavljanje pc na /.
Lema 1.3: Skup Jns svih BRAM-instrukcija je prebrojiv.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu prebrojivosti RAM-instrukcija u [1].

Skup Jnsg, svih instrukcija tipa sHR je prebrojiv: preslikavanje f; : N — Jnsg, zadano
s fi(j) = (sur R;) je bijekcija. Analogno dokaZemo prebrojivost skupova Jnsg, 1 Insgs.
Analogno, koristeci odrediste (iako je broj odrediSta ograniCen za fiksni program P, svaka
instrukcija o To [ se moze pojaviti u nekom programu), skup Jnsg, 1, je prebrojiv, a skupovi
Insg, 1 Insey, su ekvipotentni s N X N, pa su i oni prebrojivi. Sada je Jns prebrojiv kao
(disjunktna) unija tih Sestero prebrojivih skupova. O

Korolar 1.4: Skup Prog svih BRAM-programa je prebrojiv.



Dokaz. Direktno iz Cinjenice da je Jnsg,* € Prog C Ins*, i leme 1.3. Iz teorije skupova
znamo da je skup A* prebrojiv ako je A prebrojiv, te tvrdnja u korolaru slijedi iz toga da
Prog mora biti prebrojiv ako ima prebrojiv podskup i nadskup. O

S definiranim instrukcijama, programom i strojem, definirat ¢emo izvrSavanje pro-
grama na BRAM-stroju po uzoru na izvrSavanje programa na RAM-stroju [1].

Definicija 1.5: Neka je S BRAM-stroj s programom P, registrima R;, j € N te program-
skim brojacem pc. Konfiguracija BRAM-stroja S je bilo koje preslikavanje

c:{RjljeN}u{pc} - N (1.1)

takvo da je skoro svuda 0 (skup ¢ ![N,] je konacan), a c(pc) < np. Skraceno je piSemo
kao ¢ = (c¢(Ryp), c(Ry),...,c(pc)). Konfiguracija ¢ je zavrsna ako je c(pc) = np. Poletna
konfiguracija je konfiguracija cs za koju je c(pc) = 0. Pocletna konfiguracija s ulazom
¥ =(x1,%,...,%) € N je (0, x1, X2, ..., %,0,0,...,0) (uR; je x; za j € [1..k], a svugdje
drugdje su nule).

Za konfiguracije ¢ = (ro, ry,...,pc)id = (ry, 1y, ..., pc’) istog BRAM-stroja s programom
P=(y,...,I,,-1), kaZemo da c prelazi u d (po programu P, ili po instrukciji /,,.), i piSemo
¢ ~ d, ako vrijedi jedno od sljedeceg:

1. c¢je zavrS$na (pc = np) i ¢ = d — to skraeno pisemo c ©O);
2. I, = sHR R, (za neki j), 1, = L%J, pc’ =pc+1ter. =rzasvei # j

3. I, =sHL R (zaneki j),r,=r;-2,pc’ = pc+1ter, =rzasvei# j

4. I, = sus R; (zaneki j), r;. =r;-2+1,pc’ =pc+1lter. =rizasvei# J,

5. I,,=oppRj,[(zaneke jil),rymod2 =0, pc’ = pc+1ter =r;zasvei,

6. I,, =opp Rj,[(zaneke jil),rymod2 =1, pc’ =lter] =r;zasvel,

7. I, =Bz Rj,l(zaneke jil), r; #0, pc’ = pc+ 1ter. = rizasvei,

8. I, =BzR;,I(zaneke jil),r; =0, pc’ =lter] =r;zasvei,

9. I,, =GoTo I (zanekil), pc’ =lter] =r;zasvel. <
Lema 1.6: Svaka konfiguracija prelazi u neku, jedinstvenu, konfiguraciju.

Dokaz. Dokazat ¢emo ovo svojstvo za BRAM-stroj na analogan nacin kako i u [1] za
RAM-stroj.
Neka je S BRAM-stroj s programom (/y, I,,...,1,1) te ¢ = (rg,11,..., pc) proizvoljna
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konfiguracija. Po definiciji je pc < n — ako vrijedi jednakost, ¢ je zavr$na pa po pravilu
1 iz definicije 1.5 prelazi u samu sebe (nijedno drugo pravilo nije primjenjivo jer /,. ne
postoji). Ako je pak pc < n, pogledajmo tip od /.. Ako je to sHR, SHL, sHs, ili Go T0, pravila
1, 2, 3, odnosno 9, tocno propisuju novu konfiguraciju u koju ¢ prelazi.

Inace, I, je tipa opp ili Bz, recimo opp R,/ ili Bz R}, 1, i tada je opet nova konfiguracija
jedinstveno odredena, s obzirom na r;. U slucaju da je I, jednak obp R;,[, ako je r;
djeljiv s 2 (r; mod 2 = 0) tada je primjenjivo samo pravilo 5. Inace, ako r; nije djeljiv s 2
(rj mod 2 = 1), primjenjivo je samo pravilo 6. U sluCaju da je I,. jednaka Bz R;, [, ako je
r; # 0, tada je primjenjivo samo pravilo 7. Inace, ako je r; = 0, primjenjivo je samo pravilo
8. Svako od tih pravila (5-8) takoder jednozna¢no odreduje novu konfiguraciju. m|

Definicija 1.7: Neka je P BRAM-program i ¢ pocetna konfiguracija (stroja s programom
P). P-izracunavanje s c je niz konfiguracija (c,),en, takvih da je ¢y = c te za svakin € N,
¢, prelazi u c¢,4;. KaZemo da to izraCunavanje stane ako postoji ny € N takav da je ¢,
zavr$na. Takoder, kaZemo da je P totalan ako P-izraCunavanje s c¢ stane za svaku pocetnu
konfiguraciju c. <

Propozicija 1.8: Za svaki BRAM-program P, za svaku pocetnu konfiguraciju c (stroja s
programom P), postoji jedinstveno P-izraCunavanje s c.

Dokaz. Za postojanje, induktivno definiramo

co =, (1.2)
cn1 = jedinstvena konfiguracija u koju ¢, prelazi (prema lemi 1.6). (1.3)

Po Dedekindovom teoremu rekurzije, time je dobro definiran niz, i taj niz je po definiciji
P-izraCunavanje s c.

Za jedinstvenost, pretpostavimo da postoje dva P-izraCunavanja s c, (¢;)jen 1 (C})ien-
Kako je ¢ # ¢’, postoji neki i € N takav da je ¢; # ¢/, a zbog dobre uredenosti od N postoji
najmanyji takav: oznac¢imo ga s iy. Taj iy nije 0, jer je c¢p = ¢ = pocetna konfiguracija. Dakle,
konfiguracija ¢;,-1 = ¢; _, prelazi u dvije razliCite konfiguracije ¢;, i ¢; , Sto je kontradikcija
s lemom 1.6. O

Propozicija 1.9: Za svaki BRAM-program P, za svaku pocetnu konfiguraciju ¢ (stroja s
programom P) za koje P-izraCunavanje s c¢ stane, postoji jedinstvena zavr$na konfiguracija.

Dokaz. Pretpostavimo da je (c;);en P-1zracunavanje s ¢ u kojem postoje dvije zavrSne kon-
figuracije, 1 ozna¢imo s i; 1 i, indekse na kojima se one prvi put pojavljuju. Bez smanjenja
opcenitosti (razlicitost je simetrina) moZemo pretpostaviti i; < ;. No, jer je ¢;, zavrSna,
ona prelazi (samo) u samu sebe, pa indukcijom imamo

Ciy = Cij+1 = Cij42 =+ = Ciy, (1.4)

Sto je kontradikcija. m|



Korolar 1.10: Skup TProg svih totalnih BRAM-programa je prebrojiv.

Dokaz. Lako se vidi da je za svaki k € N, Jnsk

etnu konfiguraciju ¢ (stroja s programom Jns*_ ) u k koraka dodemo do zavrine konfigu-
racije, odnosno Ins® -izra¢unavanje stane u k koraka. Sad tvrdnja korolara slijedi direktno
iz ¢injenice da je Ins " € TProg € Prog, i korolara 1.4. 1z teorije skupova znamo da je
skup A* prebrojiv ako je A prebrojiv, te tvrdnja u korolaru slijedi iz toga da TProg mora

biti prebrojiv ako ima prebrojiv podskup i nadskup. O

totalan BRAM-program, jer za svaku po-

Ono $to ¢emo obradivati u radu je izraCunljivost totalnih brojevnih funkcija. To su
funkcije f : N¥ — N, za bilo koji k € N,. Taj k je jedinstven za funkciju f, i zvat ¢emo ga
mjesnost funkcije. Totalnu brojevnu funkciju f éemo ponekad oznacavati s f* ako budemo
Zeljeli naznaditi njenu mjesnost. Sad ¢emo definirati pojam BRAM-algoritma sli¢no kao
RAM-algoritam u [1]. Ovdje ¢emo takoder imati pojam mjesnosti za BRAM-algoritam
P koji ¢e odredivati broj ulaznih podataka za pocetnu konfiguraciju pripadaju¢eg BRAM-
stroja.

Definicija 1.11: BRAM-algoritam je ureden par BRAM-programa P i mjesnosti k € N,.
Umjesto (P, k) pisemo P*.

Neka je P* BRAM-algoritam te ¥ € N¥. Pizracunavanje s % je niz konfiguracija (c,)pew,
takvih da je ¢y poCetna konfiguracija (stroja s programom P) s ulazom X te za svaki n € N,
¢, prelazi u c¢,,;. KaZemo da to izraCunavanje stane ako postoji ny € N takav da je ¢,
zavr$na. Takoder, kaZemo da je P* totalan ako P-izraGunavanje s X stane za svaki ¥ € N¥,

Neka je P* totalan BRAM-algoritam te f* totalna brojevna funkcija iste mjesnosti. Ka-
7emo da P* racuna funkciju f ako za sve ¥ € Nf P-izraGunavanje s ¥ stane u konfiguraciji
oblika (f(%),...,np). <

Navest ¢emo tri posljedice determinizma koje ¢e biti analogne kao i u slucaju determi-
nizma kod RAM-stroja i RAM-izraCunavanja u [1], a buduéi da dokazi tih posljedica ne
ovise o nacinu zapisa brojeva, ni o tipu instrukcija, dokazi ¢e takoder biti analogni.

Korolar 1.12: Za svaki BRAM-algoritam P*, za svaki ulaz ¥ € N¥,
postoji jedinstveno P-izraCunavanje s X.

Dokaz. Neka je ¢ poCetna konfiguracija s ulazom ¥. Za postojanje, po propoziciji 1.8
imamo da je postoji jedinstveno P-izraCunavanje s ¢, a po definiciji to je P-izraCunavanje s
X.

Za jedinstvenost, pretpostavimo da postoje 2 P-izraCunavanja s X. Iz definicije 1.7 slijedi

da su to takoder 2 P-izraCunavanje s c, Sto je kontradikcija s propozicijom 1.8. O

Korolar 1.13: Za svaki BRAM program P, za svaki ¥ € N* za koje P-izraCunavanje s ¥
stane, postoji jedinstvena zavrSna konfiguracija.
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Dokaz. Pretpostavimo da je (¢;)ien P-izraCunavanje s X u kojem postoje dvije zavr$ne kon-
figuracije, i oznaCimo s i; i i, indekse na kojima se one prvi put pojavljuju. 1z toga i defi-
nicije 1.7 slijedi da je to P-izraCunavanje s ¢y u kojem postoje dvije zavrSne konfiguracije
Sto je u kontradikciji s propozicijom 1.9. O

Korolar 1.14: Svaki totalan BRAM-algoritam racuna jedinstvenu totalnu brojevnu funk-
ciju.

Dokaz. Neka je k € N, te P* totalan BRAM-algoritam. Definirajmo funkciju
f(® = c(Ry), gdje je ¢ zavrina konfiguracija P-izratunavanja s ¥ € N¥ (1.5)

Bududi da je P* totalan, iz toga slijedi da je f : N¥* — N dobro definirana (k-mjesna) totalna
brojevna funkcija, a P* ratuna f.

Za jedinstvenost, mjesnost funkcije je odredena mjesnoséu algoritma (uz prethodni
dogovor da se prazne funkcije razli¢itih mjesnosti razlikuju), njena domena je odredena
stajanjem izracunavanja (jedinstvenog zbog propozicije 1.12), a ona je N¥ jer je P totalan,
a vrijednost funkcije u svakoj to¢ki domene odredena je zavrSnom konfiguracijom (koja je
jedinstvena zbog propozicije 1.13). O

VaZna posljedica prethodnog rezultata je ograni¢enje broja izracunljivih totalnih bro-
jevnih funkcija.

Definicija 1.15: Neka je k € N, te f* totalna brojevna funkcija. Kazemo da je f* BRAM-
izracunljiva ako postoji totalan BRAM-algoritam P* koji je racuna. Za svaki k € N,
oznakom Comp, oznaCavamo skup svih BRAM-izracunljivih funkcija mjesnosti k. <

Korolar 1.16: Neka je P BRAM-program. Ako je P totalan, tada je BRAM-algoritam P*
totalan za svaki k € N,.

Dokaz. Neka je P totalan i neka je ¥ € N* proizvoljan. Neka je (c¢,),en P-izraCunavanje
s X. Po definiciji 1.7 i propoziciji 1.8 je to takoder P-izraCunavanje s ¢y, jer je ¢y pocetna
konfiguracija s ulazom X po definiciji. Bududi da je P totalan, slijedi da P-izraCunavanje s
co stane, odnosno da postoji zavr$na konfiguracija u (c,),, iz ¢ega slijedi da P-izraCunavanje
s X stane. Kako je ¥ bio proizvoljan, slijedi da P-izraCunavanje s X stane za svaki X € N*,
odnosno da je BRAM-algoritam P* totalan za svaki k € N,. O

Korolar 1.17: Skup T.Alg, svih BRAM-programa P takvih da je P* totalan
BRAM-algoritam je prebrojiv za svaki k € N,.

Dokaz. Neka je k € N, proizvoljan. 1z korolara 1.16 slijedi da je za svaki totalan BRAM-
program P, BRAM-algoritam P* totalan iz ega slijedi da je TProg C T.Alg,. Takoder,
buduéi da je TAlg, skup BRAM-programa, slijedi da je TProg C TAlg, C Prog. 1z
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korolara 1.10 i 1.4 imamo da je TAlg,; prebrojiv jer ima prebrojiv podskup i nadskup.
Kako je k € N, bio proizvoljan, slijedi tvrdnja u korolaru. O

Teorem 1.18: Za svaki k € N, skup Comp, je prebrojiv. Skup Comp svih BRAM-
izraCunljivih totalnih brojevnih funkcija (svih mjesnosti) je takoder prebrojiv.

Dokaz. Neka je k fiksna mjesnost. Preslikavanje sa skupa TAlg, na skup Compy, koje
svakom P € TAlg, pridruZuje totalnu brojevnu funkciju koju totalan BRAM-algoritam P*
racuna, je dobro definirano prema korolaru 1.14, 1 surjekcija je po definiciji 1.15. 1z toga
je card(Compy) < card(TAlgy), $to je Ny po korolaru 1.17.

Za drugu nejednakost, uo¢imo da su za sve n € N, konstantne totalne brojevne funk-
cije Ck,, zadane sa C’;,l()?) = 2", BRAM-izraCunljive: doista, raCunaju ih totalni BRAM-
algoritmi
[ 0. sus Ry 1

1. sHL Ry
Pk = 2.sHL Ry (1.6)

| n. sHL Ry |

(Sto se moze vidjeti indukcijom po n). Iz toga slijedi da je {C’;n | n € N} C Compy, a
kako je taj skup prebrojiv (sve funkcije C¥, su razlicite jer je 2' # 2/ za i # j), slijedi
No < card(Compy), Sto zajedno s gornjim daje card(Compy) = No.

Sada je Comp = |;a, Compy prebrojiv kao unija prebrojivo mnogo prebrojivih sku-
pova. O

Ono $to nas zanima su totalne brojevne funkcije koje moZemo izracunati u polinomnom
vremenu na BRAM-stroju. Kako bismo odredili koje su to funkcije, moramo prvo definirati
pojam polinomne izracunljivosti na BRAM-stroju.

1.1 Polinomna izracunljivost na BRAM-stroju
Definicija 1.19: Neka je bLen : N — N funkcija definirana sa:

duljina binarnog zapisaod n, n >0

bL =
en(n) {0, ne 0

<

Napomena 1.20: Funkciju bLen koristit ¢emo za izraCun duljine ulaza u BRAM-stroju.
Smatramo da broj 0 nema duljinu, tj. neCemo mu dati istu duljinu kao i broju 1 (iako
im je ista duljina binarnog zapisa), jer je na pocetku u svim registrima zapisan broj 0,
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osim u kona¢no mnogo njih, a takvim registrima ne bismo htjeli dati znacaj pri raCunanju
vremenske sloZenosti programa, Sto éemo naknadno definirati. <

Definicija 1.21: Neka je S BRAM-stroj. Za konfiguraciju ¢ BRAM-stroja S definiramo
duljinu konfiguracije kao bLen(c) = ), bLen(c(R;)). <

Napomena 1.22: bLen funkcija svaku konfiguraciju ¢ svakog BRAM-stroja S preslikava
u N jer po definiciji 1.5 za preslikavanje c je skup ¢![N, ] kona&an, tj. skoro svuda je nula,
paje suma ), bLen(c(R;)) konacna. <

Definicija 1.23: Neka je S BRAM-stroj. Bilo koji prijelaz izmedu konfiguracija zvat éemo
korak. <

Korolar 1.24: Neka je S BRAM-stroj. Neka je (c,).en proizvoljan niz konfiguracija
BRAM-stroja S takvih da je ¢; ~ c¢;;; za svaki i € N. Broj koraka do konfiguracije
¢ je jednak m, za svaki m € N.

Dokaz. Neka je m € N proizvoljan. Skup S,, = {¢;, ~ c¢;41 | t < m} predstavlja skup
prijelaza do konfiguracije ¢, te je oCito kardinalnost tog skupa jednaka m. Dakle, slijedi da
je broj koraka do konfiguracije ¢, jednak m, a buduci da je m € N bio proizvoljan, tvrdnja
vrijedi za svaki m € N. O

Definicija 1.25: Neka je Q binmakro-program. KaZemo da P djeluje na registar R;,i € N
ako bar jedna od BRAM-instrukcija u P djeluje na R;. <

Definicija 1.26: Neka je P totalan BRAM-program.

Vremenska sloZenost BRAM-programa P je funkcija f: N — N, gdje je f(n) maksimalan
broj koraka do prve zavr$ne konfiguracije u P-izraCunavanju s pocetnom konfiguracijom ¢
duljine n, za svaku pocetnu konfiguraciju c (stroja s programom P). <

Napomena 1.27: Definicija je dobra, jer za bilo koji totalan BRAM-program P iz pravila
2-9 iz definicije 1.5 slijedi da ¢e Citavo izraCunavanje s bilo kojom konfiguracijom ostati
isto ako je sadrzaj registara na koje djeluje P jednak. buduci da je broj registara na koje P
djeluje konacan slijedi da je za svaki n € N skup

S conf, = {noc | (€n )new je P-izraCunavanje s c,
no. je indeks zavrSne konfiguracije u (¢, )nen,
¢ je proizvoljna pocetna konfiguracija (stroja s totalnim programom P),
bLen(c)) =n} C N

konacan, totalno ureden, neprazan (jer postoji bar jedna pocetna konfiguracija stroja s pro-
gramom P duljine n, primjerice konfiguracija (0,2"!,0,0,...,0)), pa postoji maksimalan
¢lan tog skupa i po korolaru 1.24 i definiciji 1.26 slijedi da je to f(n). <
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Za totalne brojevne funkcije nam nece biti dovoljna vremenska sloZzenost BRAM-
programa, tj. trebat ¢e nam definicija vremenske sloZenosti za BRAM-algoritam, a prvo
trebamo uvesti pojam duljine za ulaz.

Definicija 1.28: Neka je k € N,. Za ulaz ¥ € N¥ oblika ¥ = (x, X2, ..., xz) definiramo
duljinu ulaza kao bLen(X) = Zf;l bLen(x;) = n. <

Definicija 1.29: Neka je k € N te P* totalan BRAM-algoritam za koji P-izratunavanje
stane za svaki ¥ € N*, Vremenska sloZenost od P je funkcija f: N — N, gdje je f(n)
maksimalan broj koraka do prve zavr$ne konfiguracije u P-izraCunavanju s X za svaki X €
N* takav da je bLen(X) = n. <

Napomena 1.30: Definicija je dobra jer je za svaki k € N, i za svaki n € N skup

S input, = {02 | (Cn,)new je P-izraCunavanje s X,
no.z je indeks zavrS$ne konfiguracije u (¢, )nen,
X e NF,

bLen(X)) = n} C N,

totalno ureden, konacan i neprazan (jer za svaki n € N postoji bar jedan ¥ € N* duljine
n, primjerice (2"!,0,0,...,0) € N¥) skup pa postoji maksimalan element skupa S, i po
korolaru 1.24 i definiciji 1.29 slijedi da je to f(n). <

Definicija 1.31: Neka su f i g funkcije f,g: N — N. KaZemo da je f(n) = O(g(n)) ako
postoje ¢, my € N takvi da za svaki m € N, n > my vrijedi

f(n) <c-gn).
Kada je f(n) = O(g(n)), kaZzemo da je g(n) gornja granica za f(n). <

Korolar 1.32: Neka je P totalan BRAM-program i g : N — N proizvoljna funkcija. Ako
je P vremenske slozenosti O(g(n)), tada je i BRAM-algoritam P* vremenske sloZenosti
O(g(n)) za svaki k € N,

Dokaz. Neka je k € N proizvoljan. Za pocetnu konfiguraciju ¢ s proizvoljnim ulazom
¥ € N¥ iz definicije vidimo da vrijedi

bLen() = Z; bLen(x,) = Z; bLen(c(R)) = > bLen(c(Ry) = bLen(c).

Iz napomena 1.27 i 1.30 slijedi da je Sinpu, S Scony, za svaki n € N. Iz toga je posebno
max(S jnpur,) < Max(S cong,) za svaki n € N, iz Cega slijedi tvrdnja u korolaru. m|
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Definicija 1.33: Neka jev: N — N proizvoljna funkcija. Definiramo klasu vremenske slo-
Zenosti, TIME(v(n)), da bude skup svih totalnih brojevnih funkcija za koje postoji BRAM-
algoritmi vremenske sloZenosti O(v(n)) koji ih racunaju. Za takve funkcije takoder kazemo
da su BRAM-izracunljive u vremenu O(v(n)). <

Lema 1.34: Oznacimo s BP skup totalnih brojevnih funkcija koje su BRAM-izracunljive
u polinomnom vremenu. Vrijedi

BP = U TIME(#").

teN

Za takve funkcije takoder kazemo da su polinomno na BRAM-izracunljive.
Dokaz. Dokazimo:

e s TIME(n') € BP
Neka je f* : N¥ — N za neki k € N, takav da f* € | J,o; TIME(n'). Tada postoji r € N
takav da f* € TIME(n'). Bududi da je n' polinom, slijedi da je f* € BP.

e BP C (J,a TIME(n')
Neka je f¢ : N* — N za neki k € N, takav da f* € BP. Tada postoje m €
N, (ay,ay,...,a,) € Z" takav da za polinom g : N — N, g(n) = a,n"+...+an+ay,
vrijedi f* € TIME(g(n)). Neka je ¢ = max{|a;|; i < m}. Tada je za svaki n € N,

n>1
mn i m i " m+1 m+1
E an' < E c-n < E c-n"=c-(m+1)-1"".
i=0 i=0 i=0

Iz ovoga slijedi da je g(n) = O(n™*!), $to povlaci da je pripadni BRAM-algoritam
vremenske sloZenosti O(n"™*!), odnosno f* € TIME(n™*"), iz ega slijedi da je f* €
Users TIME(n).

O

Nakon $to smo definirali pojam BRAM-izracunljivosti u polinomnom vremenu za bro-
jevne funkcije, moZemo poceti odredivati takve funkcije. Uzmimo za primjer familiju
konstantnih funkcija svih mjesnosti, tj. C = {C* : N¥ - N; Ck (¥) = m | k €e N,,m € N}.

Primjer 1.35: Neka su k € N, i m € N proizvoljni te neka je b = bLen(m). ZapiSimo
m u binarnom zapisu m = (mp_y---mymy),. Zatim definiraymo funkciju I : {0,1} —
{sHL Ry, sHS Ro} sa 1(0) = sHL Ry i I(1) = sHs Ry. Funkcija I ée nam posluZiti za definiciju
BRAM-algoritma:

0. I(my) |

S T (b= 2). I0my)

(b —1). 1(my)
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S obzirom na prirodu funkcije 7 lako se vidi da ¢e nakon svakog P’ém—izraéunavanja s ¥ e N
vrijednost registra Ry biti (m,_; - - - mmy), tj. da P’ém rafuna totalnu brojevnu funkciju C£ .
Budu¢i da za svaki ¥ € N* broj koraka iznosi b, P’é je vremenske sloZenosti O(1), §to
povlaci da je C¥ € TIME(1) € BP. Bududi da su k € N, i m € N bili proizvoljni, slijedi

C C BP. <

Pokazali smo za svaku konstantnu funkciju da je BRAM-izracunljiva u polinomnom
vremenu, ali to su trivijalne funkcije koje nisu glavni predmet ovog rada. Za druge funkcije
poput zbrajanja i mnoZenja (svih mjesnosti), radi prakti¢nosti ¢e nam trebati binmakro-
stroj.






Poglavlje 2

Binmakro-izracunljivost

Definicije za binmakro-stroj kod BRAM-stroja bit ¢e analogne onima kod RAM-stroja u
[1], te ¢emo i izvudi iste zakljucke koje ¢e nam omoguditi koriStenje
binmakro-izracunljivosti u odredivanju totalnih brojevnih funkcija koje su
BRAM-izracunljive u polinomnom vremenu. Ubuduée éemo koristiti binmakro-stroj kao
skracenicu za binmakro-stroj nakon njegove definicije

Definicija 2.1: Binmakro-stroj je matematicki stroj koji sadrZi:

e binmakro-program: fiksni konaéni niz binmakro-instrukcija Q = (lp, I, ..., 1,_1),
svaka od kojih je jednog od dva oblika:

— obi¢na BRAM-instrukcija (tipa sHL, SHL, SHS, BZ, opD ili Go 10), ili

— binmakro oblika P*, gdje je P BRAM-program;

Takoder, ako je binmakro-instrukcija oblika Bz, opp ili o 10, te je dio nekog binmakro-
programa Q, onda njeno odrediSte mora element od [0..n(]

o registre (R)) ey, iste kao i kod BRAM-stroja;
e programski brojac pc, isti kao i kod BRAM-stroja;

e pomocni programski brojac ac, €ije moguce vrijednosti ac ovise o
binmakro-instrukciji koja se trenutno izvrSava (/,., gdje je pc vrijednost od pc):

- ako je I, = P* za BRAM-program P, tada je ac € [0..np];

— inace (pc = ng, ili I,,. € JIns), ac = 0. <

Korolar 2.2: Skup MIJns, svih binmakro-instrukcija je prebrojiv.

15
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Dokaz. Po definiciji 2.1 svaka binmakro-instrukcija mozZe biti BRAM-instrukcija ili bin-
makro oblika P*, gdje je P BRAM-program, slijedi da je

MIns = Ins w {P* | P € Prog}.

Po lemi 1.3 imamo da je Jns prebrojiv skup, a po korolaru 1.4 imamo da je skup Prog
prebrojiv pa, bududi da skup {P* | P € Prog} ne moze biti vece kardinalnosti od Prog,
slijedi da je skup {P* | P € Prog} najvise prebrojiv. 1z toga slijedi da je skup MIns, kao
unija prebrojivog i najvise prebrojivog skupa, prebrojiv skup. O

Korolar 2.3: Skup M®Prog svih binmakro-programa je prebrojiv.

Dokaz. Skup MProg = {Q € MIns* | sva odrediSta u Q su manja ili jednaka ny} je sva-
kako najviSe prebrojiv, jer je skup MIns* prebrojiv (jer je skup MIns prebrojiv), ali je
takoder skup Jns: . € MProg prebrojiv, tako da iz toga slijedi da je MProg prebrojiv. O

SHR —

Definicija 2.4: Konfiguracija binmakro-stroja s programom Q = (lo, I, ..., I,, 1), regis-
trima R, j € N te programskim brojacima pc i ac je bilo koje preslikavanje ¢ : {R; | j €
N} u {pc, ac} — N, takvo da je ¢! [N, ] konadan skup, c(pc) < ng,1jos je c(ac) = 0 — osim
u slucaju Iy = P*, kada je c(ac) < np. Skraceno pisemo ¢ = (c(Ry), c(Ry), . . ., c(Pc), c(ac)).
Pocetna binmakro-konfiguracija je binmakro-konfiguracija ¢ za koju je c(ac) = 01
c(pc) = 0. Pocetna binmakro-konfiguracija s ulazom X definira se jednako kao i poCetna
BRAM-konfiguracija: svuda osim na ulaznim registrima je 0, pa tako i na ac. Tako-
der, zavr§na binmakro-konfiguracija definira se jednako kao i u BRAM-slucaju: uvjetom

c(pc) = nyp (tada mora biti c(ac) = 0, jer /) uopcCe ne postoji). <
Definicija 2.5: Za konfiguracije ¢ = (ro,r,...,pc,ac) id = (ry,rq,...,pc’,ac’) istog
binmakro-stroja s binmakro-programom Q = (lo, I, ..., I,, 1), kaZzemo da c prelazi u d

(po programu Q), i piSemo ¢ ~» d, ako vrijedi jedno od sljedeceg:
1. ¢ =d, i cje zavr$na konfiguracija (pc = ng) — jo§ piSemo ¢ O

2. ac = ac’ = 0, I, je BRAM-instrukcija, a BRAM-konfiguracija (7, r1, ..., pc) nije
zavr$na (pc < ngp) i prelazi u BRAM-konfiguraciju (r(, r{, ..., pc’) po programu Q
(odnosno njegovoj instrukciji s rednim brojem pc);

3. pc’ = pc, I, je binmakro P*, a BRAM-konfiguracija (ro, 71, ...,ac) nije zavrSna
(ac < np) 1 prelazi u BRAM-konfiguraciju (ry, r}, ..., ac’) po programu P (odnosno
njegovoj instrukciji s rednim brojem ac);

4. pc’" = pc+ 1, I,. = P*, BRAM-konfiguracija (ro, 71, ..., ac) je zavr$na (ac = np) i
ac’ = 0. <
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Korolar 2.6: Svaka konfiguracija prelazi u neku, jedinstvenu, konfiguraciju.

Dokaz. Neka je c proizvoljna binmakro-konfiguracija stroja s programom Q. Vidimo da
pravila 1-4 obuhvadaju sve slucajeve i pomocu leme 1.6 vidimo za svaki od tih slucajeva
postoji jedinstvena binmakro-konfiguracija d za koju je ¢ ~ d. O

Definicija 2.7: Neka je Q binmakro-program i ¢ pocetna konfiguracija (stroja s progra-
mom Q). P-izracunavanje s c je niz konfiguracija (c,).en, takvih da je ¢y = ¢ te za svaki
n € N, ¢, prelazi u ¢,,;. KaZemo da to izraCunavanje stane ako postoji ny € N takav da
je ¢, zavrSna. Takoder, kaZzemo da je Q totalan ako Q-izraCunavanje s ¢ stane za svaku
pocetnu konfiguraciju c. <

Propozicija 2.8: Za svaki binmakro-program Q, za svaku pocetnu konfiguraciju ¢ (stroja
s programom (J), postoji jedinstveno Q-izraCunavanje s c.

Dokaz. Za postojanje, induktivno definiramo

cy =, (2.1)
cn+1 = jedinstvena konfiguracija u koju ¢, prelazi (prema korolaru 2.6). (2.2)

Po Dedekindovom teoremu rekurzije, time je dobro definiran niz, i taj niz je po definiciji
Q-izraCunavanje s c.

Za jedinstvenost, pretpostavimo da postoje dva Q-izraCunavanja s ¢, (¢;)ien 1 (C)jen-
Kako je ¢ # ¢’, postoji neki i € N takav da je ¢; # ¢/, a zbog dobre uredenosti od N postoji
najmanyji takav: oznac¢imo ga s iy. Taj iy nije 0, jer je ¢) = ¢ = poCetna konfiguracija. Dakle,
konfiguracija ¢;,-1 = ¢; _, prelazi u dvije razliCite konfiguracije ¢;, i ¢} , Sto je kontradikcija
s korolarom 2.6. O

Propozicija 2.9: Za svaki binmakro-program Q, za svaku pocetnu konfiguraciju c (stroja s
programom Q) za koje Q-izraCunavanje s c¢ stane, postoji jedinstvena zavr$na konfiguracija.

Dokaz. Pretpostavimo da je (c;)ieny Q-izraCunavanje s ¢ u kojem postoje dvije zavrsne kon-
figuracije, 1 ozna¢imo s i; 1 i, indekse na kojima se one prvi put pojavljuju. Bez smanjenja
opcenitosti (razliitost je simetricna) mozZzemo pretpostaviti i; < ;. No, jer je ¢;, zavrsna,
ona prelazi (samo) u samu sebe, pa indukcijom imamo

Ciy = Cij+1 = Ciy42 = *** = Ciy, (2.3)

Sto je kontradikcija. O

Korolar 2.10: Skup M7 Prog svih totalnih binmakro-programa je prebrojiv.
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Dokaz. Lako se vidi da je za svaki k € N, Jnsk

totalan binmakro-program, jer za svaku
pocetnu konfiguraciju c (stroja s programom Jnst. ) u k koraka dodemo do zavrine konfigu-
racije, odnosno Ins®  -izra¢unavanje stane u k koraka. Sad tvrdnja korolara slijedi direktno
iz Cinjenice da je Jnsg,,* € MTProg € MProg, i korolara 2.3. 1z teorije skupova znamo
da je skup A* prebrojiv ako je A prebrojiv, te tvrdnja u korolaru slijedi iz toga da MTProg

mora biti prebrojiv ako ima prebrojiv podskup i nadskup. O

Navest éemo sada definicije binmakro-algoritma, binmakro-izracunavanja s @ € N¥,
k € N, 1 definiciju binmakro-izracunljive funkcije. Koristit ¢emo se tim izrazima ubuduce
dok budemo na analogan nacin kao u [1], dokazivali ekvivalentnost BRAM-izraCunavanja
1 binmakro-izraCunavanja, tj. da se svaki binmakro-stroj moZe simulirati BRAM-strojem.
Razlog zasto nam ipak treba binmakro-stroj je taj $to se mnogi programi jednostavnije pisu
kao binmakro-programi, gdje imamo veci izbor ,,instrukcija” nego kod BRAM-programa,
te nakon Sto uvedemo pojam spljostenja, vidjet ¢emo da kao instrukciju u binmakro-
programu moZemo efektivno koristiti bilo koji binmakro-program.

Definicija 2.11: Binmakro-algoritam je ureden par binmakro-programa Q i mjesnosti k €
N,. Umjesto (Q, k) pisemo Q.

Neka je QF binmakro-algoritam te ¥ € N¥. Qizracunavanje s % je niz konfiguracija
(cn)nan, takvih da je ¢y pocetna konfiguracija (binmakro-stroja s programom Q) s ulazom X
te, za svaki n, ¢, prelazi u c,;;. KaZzemo da to izraCunavanje stane ako postoji ny € N takav
da je ¢,, zavrSna.

Neka je Q* totalan binmakro-algoritam te f* totalna brojevna funkcija iste mjesnosti.
Kazemo da QF rac¢una funkciju f ako za sve ¥ € N¥ Q-izratunavanje s ¥ stane u konfigu-
raciji oblika (f(%),...,0,np) <

Korolar 2.12: Za svaki binmakro-algoritam QF, za svaki ulaz ¥ € N¥, postoji jedinstveno
P-izraCunavanje s X.

Za svaki binmakro-program Q, za svaki ¥ € N* za koje Q-izraCunavanje s X stane, postoji
jedinstvena zavr$na konfiguracija.

Dokaz. Analognim dokazom kao 1 u korolarima 1.12 1 1.13, koristeci definiciju 2.7 i pro-
pozicije 2.8 1 2.9, slijedi da tvrdnje u korolaru vrijede. O

Definicija 2.13: Neka je k € N, te f* totalna brojevna funkcija. Kazemo da je f*
binmakro-izracunljiva ako postoji binmakro-algoritam P* koji je ratuna. <

Korolar 2.14: Neka je Q binmakro-program.
Ako je Q totalan, tada je binmakro-algoritam Q totalan za svaki k € N,.
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Dokaz. Neka je Q totalan i neka je X € N* proizvoljan. Neka je (c,),en Q-izraCunavanje s
X. Po definiciji 1.7 i propoziciji 1.8 je to takoder Q-izraCunavanje s ¢y, jer je ¢y pocetna kon-
figuracija s ulazom X po definiciji. Bududi da je Q totalan, slijedi da Q-izraCunavanje s ¢
stane, odnosno da postoji zavrSna konfiguracija u (c,),, iz ¢ega slijedi da Q-izraCunavanje
s X stane. Kako je ¥ bio proizvoljan, slijedi da Q-izraCunavanje s X stane za svaki X € N*,
odnosno da je binmakro-algoritam Q* totalan za svaki k € N,. O

2.1 Vanjska vremenska sloZenost binmakro-programa

Definicija 2.15: Neka je § binmakro-stroj. Za konfiguraciju ¢ binmakro-stroja S defini-
ramo duljinu konfiguracije kao bLen(c) = };ciy bLen(c(R))). <

Napomena 2.16: bLen svaku konfiguraciju ¢ svakog binmakro-stroja S preslikava u N jer
po definiciji 2.4 za preslikavanje c je skup ¢~!'[N, ] konacan, tj. skoro svuda je nula, pa je
suma ;v bLen(c(R;)) konacna. <

Definicija 2.17: Neka je S binmakro-stroj. Bilo koji prijelaz izmedu konfiguracija
binmakro-stroja zvat ¢emo korak. <

Napomena 2.18: Definicija je dobra, jer iako imamo definiran pojam koraka i za BRAM-
stroj, znat ¢e se na koji pojam mislimo jer ¢e oni biti vezani za prijelaze izmedu konfigura-
cija BRAM- ili binmakro-stroja. <

Korolar 2.19: Neka je S binmakro-stroj. Neka je (c,)nen proizvoljan niz konfiguracija
binmakro-stroja S takvih da je ¢; ~ ¢4 za svaki i € N. Broj koraka do konfiguracije c,, je
jednak m, za svaki m € N.

Dokaz. Analognim dokazom kao u 1.24 slijedi tvrdnja u korolaru. O

Definicija 2.20: Neka je P* binmakro. Kazemo da P* djeluje na registar R;,i € N ako na
njega djeluje BRAM-program P.

Neka je Q binmakro-program. Kazemo da Q djeluje na registar R;,i € N ako bar jedna od
binmakro-instrukcija u Q djeluje na R;. <

Definicija 2.21: Neka je Q totalan binmakro-program.

Vremenska sloZenost binmakro-programa Q je funkcija f: N — N, gdje je f(n) maksima-
lan broj koraka do prve zavrSne konfiguracije u Q-izraunavanju s pocetnom konfiguraci-
jom c duljine n, za svaku pocetnu konfiguraciju c (stroja s programom Q). <

Napomena 2.22: Analognim razmiSljanjem kao u napomeni 1.27 dolazimo do zakljucka
da je definicija dobra. <
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Korolar 2.23: Neka je P totalan BRAM-program i g : N — N proizvoljna funkcija. Ako
je P vremenske slozenosti O(g(n)), tada je i BRAM-algoritam P* vremenske sloZenosti
O(g(n)) za svaki k € N,

Dokaz. Analognim razmiSljanjem kao u korolaru 1.32 dolazimo do zakljucka da vrijedi
tvrdnja u korolaru. O

Definicija 2.24: Neka je k € N te Q" totalan binmakro-algoritam za koji Q-izraunavanje
stane za svaki ¥ € N¥. Vremenska sloZenost od Q* je funkcija f: N — N, gdje je f(n)
maksimalan broj koraka do prve zavr$ne konfiguracije u Q-izraCunavanju s X za svaki X €
N* takav da je bLen(X) = n. <

Napomena 2.25: Analognim razmiSljanjem kao u napomeni 1.30 dolazimo do zakljucka
da je definicija dobra. <

Definicija 2.26: Neka je Q binmakro-program. Za pocetnu konfiguraciju ¢ (stroja s pro-
gramom Q) definiramo vanjsko Q-izracunavanje s ¢ kao podniz (c;) ey Q-izraCunavanja s
¢, (Cnnew, gdje je V = {j € N| ¢;(ac) = 0}.

KaZemo da vanjsko Q-izracunavanje s pocetnom konfiguracijom c (stroja s programom
Q) stane ako postoji my takav je c¢,, zavrSna konfiguracija 1 nalazi se u vanjskom Q-
izraCunavanju s pocetnom konfiguracijom c. <

Korolar 2.27: Neka je Q binmakro-program i ¢ proizvoljna konfiguracija (stroja s progra-
mom (). Q-izraCunavanje s ¢ stane ako i samo ako vanjsko Q-izraCunavanje c stane.

Dokaz. Tvrdnja proizlazi iz definicije vanjskog Q-izraCunavanja s c, jer ako postoji zavrSna
konfiguracija u Q-izraCunavanju s ¢, ona ¢e se naci u vanjskom Q-izracunavanju s ¢, jer za
nju joj je vrijednost od Ac jednaka nula. U suprotnom, ako zavr$na konfiguracija postoji u
vanjskom Q-izracunavanju s ¢, zna¢i da se mora nalaziti u Q-izraunavanju s c. O

Definicija 2.28: Za konfiguracije ¢ = (ro,r(,...,pc,0) 1 d = (ry,r,...,pc’,0) istog
binmakro-stroja s binmakro-programom Q = (lo, Iy, ..., I,,-1), kaZemo da c vanjski pre-
lazi u d (po programu Q), 1 piSemo ¢ — d, ako za neki k € N, k > 1 postoji konaCan niz
konfiguracija (cp, ¢y, -+ ,cx) takavdaje co = ¢, cp =dic; ~ ¢y zasvakii < kici(ac) # 0
za svaki i € [1..k). <

Definicija 2.29: Neka je S binmakro-stroj. Bilo koji vanjski prijelaz izmedu konfiguracija
zvat ¢emo vanjski korak. <
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Korolar 2.30: Neka je Q binmakro-program 1 ¢ pocetna konfiguracija (stroja s progra-
mom P). Neka je (c,),en Q-izraCunavanje s ¢ i neka je (c¢;)jey vanjsko Q-izraCunavanje s
pripadaju¢im oznakama iz definicije 2.26. Za uzastopne Clanove c;, ¢; u nizu (c;) jey, takvi
dai < [, vrijedi ¢; — ¢y.

Dokaz. Nekasui,l € V,i< |, takvida su c;, ¢; uzastopni ¢lanovi u nizu (c;) jey. Budu¢i da
je ci, ¢1 € (Cp)nens slijedi daje (¢;, ¢it1, - - -, ;) konacan niz konfiguracija za koje je ¢; ~> ¢,41
za k € [i,[). Takoder, vc,(ac) # 0 za svaki ¢ € (i..l), jer bi u suprotnom vrijedilo ¢ € V pa ¢;
i ¢; ne bi bili uzastopni ¢lanovi niza (c;) jey. Slijedi ¢; — ¢;. O

Definicija 2.31: Neka je Q totalan binmakro-program.

Vanjska vremenska sloZenost totalnog binmakro-programa Q je funkcija f: N — N, gdje
je f(n) maksimalan broj vanjskih koraka do prve zavrSne konfiguracije u vanjskom Q-
izraCunavanju s pocetnom konfiguracijom c duljine n, za svaku pocetnu konfiguraciju ¢
(stroja s programom Q). <

Napomena 2.32: Definicija vanjske vremenske sloZenosti za totalne binmakro-programe
je dobra jer je za svaki binmakro-program Q i za svaku pocetnu konfiguraciju c (stroja
s programom Q) vanjsko Q-izraCunavanje izvedeno iz Q-izraCunavanja, te je u svakom
vanjskom Q-izraCunavanju broj vanjskih koraka do zavrSne konfiguracije manji ili jednak
u odnosu na broj koraka u Q-izracunavanju do zavrs$ne konfiguracije. <

Definicija 2.33: Neka je Q" totalan binmakro-algoritam.

Vanjska vremenska sloZenost totalnog binmakro-algoritma Q* je funkcija f: N — N, gdje
je f(n) maksimalan broj vanjskih koraka do prve zavrSne konfiguracije u vanjskom Q-
izraCunavanju s pocCetnom konfiguracijom c (stroja s programom Q) s ulazom X, za svaki
¥ € N duljine n. <

Napomena 2.34: Analognim razmisljanjem kao u napomeni 2.32 dolazimo do zakljucka
da je dobro definirana vanjska vremenska sloZenost za totalne binmakro-algoritme. <

Definicija 2.35: Neka je P* binmakro takav da je P totalan BRAM-program. Kazemo
da je P* totalan ako je P totalan. Takoder, ako je P* totalan, tada definiramo vremensku
sloZzenost za P* da je jednaka vremenskoj sloZenosti od P. <

Teorem 2.36: Neka je Q totalan binmakro-program s vanjske vremenske sloZenosti O(n')
za neki ¢ € N, neka su svi binmakroi unutar programa Q vremenske sloZenosti O(n"™) za
neki m € N, te neka su registri tokom vanjskog Q-izraCunavanja s proizvoljnom pocetnom
konfiguracijom najvise veli¢ine O(n') za neki [ € N. Tada je Q polinomne vremenske
sloZenosti.
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Dokaz. Pogledajmo Q-izraCunavanje s proizvoljnom pocetnom konfiguracijom c¢. Bu-
duéi da je vanjska slozenost od Q jednaka O(n'), slijedi da se prilikom Q-izracunavanja
binmakro-instrukcije izvrSile najviSe O(n') puta, jer bi se inace u vanjskom-izracunavanju
naslo viSe konfiguracija iz Q-izraCunavanja zbog pravila 2 i 4 iz definicije 2.5 te zbog de-
finicije 2.28. 1z toga slijedi da su se binmakroi u Q izvrs$ili najvise O(n') puta, te im je ulaz
bio duljine najvise O(n'*!), iz Cega slijedi da je vremenska sloZenost svakog binmakroa pri
izvrSavanju u Q jednaka O(n*™). Uzimaju¢i u obzir koliko su se puta izvrSili u Q, imamo
da je sveukupna vremenska sloZenost svih binmakroa najvise O(n"**™). S pretpostavkom
da binmakroa nema u Q slijedi da je vremenska sloZenost od Q jednaka vanjskoj vremen-
skoj sloZenosti od Q, odnosno O(n'). Kako je O(n') = O(n"+'™*™), slijedi da je vremenska
slozenost od Q jednaka O(n'*™*™), odnosno, polinomna je. O

Teorem 2.37: Neka je O totalan binmakro-algoritam vanjske vremenske sloZenosti O(n’)
za neki t € N, neka su svi binmakroi unutar programa Q vremenske sloZenosti O(n"") za
neki m € N, te neka su registri tokom vanjskog Q-izraCunavanja za pocetnu konfiguraciju
s proizvoljnim ulazom x € N* duljine n najvise veli¢ine O(n') za neki [ € N. Tada je QF
polinomne vremenske sloZenosti.

Dokaz. Analognim razmisljanjem kao u teoremu 2.36 dolazimo do zakljucka da je Q*
polinomne vremenske sloZenosti. O

2.2 Spljostenje

Cilj nam je za na$ binmakro-stroj opisati postupak spljostenja, identi¢an postupku spljo-
Stenja u [1], kako bismo dobili ekvivalentan BRAM-stroj koji bi prolazio kroz gotovo iste
konfiguracije, gdje je razlika samo u tome $to binmakro-stroj ima dva brojaca u svojim
konfiguracijama, za razliku od BRAM-stroja koji ima samo jedan.

Definicija 2.38: Neka je Q binmakro-program. Spljostenje od Q je BRAM-program Q°,
dobiven iz Q sljede¢im postupkom:
Dok god postoji barem jedan binmakro u Q:
1. makni prvi binmakro iz Q: neka je to i. P*;

2. u programu Q, svaki redni broj veéi od i, 1 svako odrediSte vece od i,
povecaj za np — 1 (tj. smanji za 1 ako je P prazan program);

3. za svaku instrukciju programa P, dodaj u program Q instrukciju istog
tipa nad istim registrom (ako ga ima), kojoj su redni broj 1 odrediste (ako
ga ima) povecani za i. <

Dokaz iduce propozicije ¢e biti isti kao u [1].
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Propozicija 2.39: Za proizvoljni binmakro-program Q, postupak iz definicije 2.38 uvijek
stane u konacno mnogo koraka, i pritom proizvede BRAM-program.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji barem jedan binmakro u Q. Ako ne postoji, tada su
sve instrukcije u binmakro-programu BRAM-instrukcije iz ¢ega slijedi da je to BRAM-
program. Neka je prvi takav binmakro i. P*. U prvom koraku odmah uklanjamo binmakro
i. P*iz Q, dok u drugom koraku ne mijenjamo broj binmakroa, eventualno njihove redne
brojeve. U tre¢em koraku zapravo ne dodajemo nijedan binmakro, jer je za svaki binmakro
P*, P BRAM-program, te su njegove instrukcije BRAM-instrukcije. 1z ovoga slijedi da se
pri svakom prolazu kroz petlju broj binmakroa u Q smanjuje za 1. Kako svaki binmakro-
program ima kona¢no mnogo binmakroa, postupak ¢e sigurno zavrsiti (nakon najvisSe ng
prolaza kroz petlju). Kad zavrsi, uvjet petlje nece biti ispunjen, dakle u Q viSe nece biti
binmakroa; drugim rije¢ima, pretvorili smo Q u BRAM-program. O

Korolar 2.40: Preslikavanje ” je totalna surjekcija sa skupa MProg na skup Prog.

Dokaz. Surjektivnost slijedi iz Cinjenice da je Jns € MJIns (dakle Prog ¢ MProg) te
je " na BRAM-programima (tj. na binmakro-programima ¢ije su instrukcije iz skupa Jns)
identiteta. Uvjet petlje ve¢ na pocCetku nije ispunjen pa se program uopce ne mijenja. Dakle
za svaki BRAM-program P je P’ = P. O

Definicija 2.41: Za dva (binmakro- ili BRAM-) programa P i Q kaZzemo da su ekvivalentni
ako za svaku mjesnost k € N, algoritmi P* i Q* racunaju istu funkciju. <

Teorem 2.42: Za svaki binmakro-program Q, BRAM-program Q" je ekvivalentan s Q.

Dokaz. Neka je Q proizvoljni binmakro-program. Prilikom spljoStenja
binmakro-programa Q, definirat ¢emo funkciju vizN X N u N sa

1, 1, € Ins
Vi, )= m+ s nt:{n . i<
P> r

Ovom defincijom funkcije v opisano je kako se tocno transformiraju redni brojevi instruk-
cija pri spljoStenju binmakro-programa Q. Sad imamo da svaki prijelaz izmedu BRAM-
konfiguracija (ro, r1,. .., v(pc, ac)) i (r), 7}, ..., v(pc’, ac’)) po programu Q” odgovara jed-
nom ili viSe prijelaza izmedu binmakro-konfiguracija (ry, 1, .. ., pc,ac) i

(ry, rys- .., pc’,ac’) po programu Q. Iz toga slijedi da se pri izvrSavanju programa i nje-
govog spljoStenja izvrSavaju iste instrukcije, samo su im odrediSta 1 redni brojevi tran-
sformirani po funkciji v. Promjene sadrzaja registara koje te instrukcije proizvode su iste i
odvijaju se na istim registrima, istim redom. To znaci da ako po¢nemo od iste konfiguracije
Sto se registara tiCe, registri ¢e mijenjati svoje vrijednosti na isti nacin prilikom izvrSava-
nja Qi Q, pa e posebno i sadrzaj registra R, biti isti. Stovise, jer je v(ng,0) = ngy,
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Q'-izratunavanje s ¥ e stati ako i samo ako Q-izraunavanje s ¥ stane, i tada ée u Ry biti
isti broj. Posebno, oni za svaki k € N,, Q% i (Q")* radunaju istu funkciju, tj. Q i Q" su
ekvivalentni. O

Korolar 2.43: Za svaki totalni binmakro-program Q vremenske sloZenosti O(g(n)) za
neku funkciju g : N — N, BRAM-program Q" je vremenske sloZenosti O(g(n)).

Dokaz. Slijedi iz teorema 2.42, definicije funkcije transformacije v iz ¢ega proizlazi da je
broj koraka do zavrine konfiguracije manji u Q’-izratunavanju nego u Q-izra¢unavanju s
odgovarajué¢im konfiguracijama. Iz toga slijedi da je Q” vremenske sloZenosti O(g(n)) O

Korolar 2.44: Za svaki totalni binmakro-algoritam Q% vremenske slozenosti O(g(n)) za
neku funkciju g : N — N, BRAM-program Q' je vremenske slozenosti O(g(n)).

Dokaz. Analognim razmisljanjem kao u korolaru 2.43 dolazimo do zakljucka da je Q" je
vremenske sloZenosti O(g(n)). ]

2.3 Primjeri binmakroa

Teorem 2.42 nam daje dvije vazne posljedice. Prvu ¢emo izraziti u obliku sljedeceg koro-
lara, koji odgovara korolaru 1.28 iz [1].

Korolar 2.45: Neka je k € N, te f* totalna brojevna funkcija.
Tada je f BRAM-izracunljiva ako i samo ako je binmakro-izracunljiva.

Dokaz. Za jedan smjer, ako je f BRAM-izracunljiva, postoji BRAM-algoritam iste mjes-
nosti P* koji je ratuna. BRAM-program P je i binmakro-program, a svejedno je na ko-
jem ée se stroju (BRAM- ili binmakro-) izvr$avati jer je P* = P. Drugim rije¢ima, P na
binmakro-stroju takoder ratuna funkciju f, odnosno binmakro-algoritam P* raduna f, pa
je f binmakro-izracunljiva.

Za drugi smjer, ako je f binmakro-izracunljiva, postoji binmakro-algoritam Q* koji
je racuna. Po teoremu 2.42, o je ekvivalentan s Q, dakle za svaki k (pa posebno i za
mijesnost funkcije f), O i (Q")* (pisemo skraéeno Q%) radunaju istu funkciju. Drugim
rije¢ima, BRAM-algoritam Q" ra¢una funkciju f, pa je ona BRAM-izradunljiva. O

Napomena 2.46: Druga posljedica teorema 2.42 je programska tehnika koja ¢e bitno po-
vecati izrazajnost binmakro-programa koje piSemo. Rekli smo da je binmakro uvijek
oblika P* gdje je P BRAM-program, no zbog teorema 2.42 smijemo se ponasati kao da
P moze biti i binmakro-program, koji koristi ve¢ napisane binmakroe. Formalno, pri tome
mislimo na (P")*, koji ima istu semantiku $to se u¢inka na registre tice. <
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Napomena 2.47: Prije nego Sto krenemo raCunati vremensku sloZenost za pojedine bin-
makroe, definirat ¢emo pojam sirine BRAM-algoritma i binmakro-algoritma, analogno
pojmu Sirine u [1]. Ovdje nam je trenutna motivacija za definiranje tog pojma drugacija, iz
razloga Sto nas pri raunanju vremenske sloZzenosti nekog binmakroa interesiraju samo oni
registri na koje binmakro utjece tijekom svog izvrSavanja, jer oni uz ulaz utjeCu na konacan
broj koraka, a kao Sto ¢emo vidjeti, pojmom Sirine ¢emo obuhvatiti sve takve registre.
Dakle, kako svaka BRAM-instrukcija djeluje na najviSe jednom registru, ¢itav BRAM-
program kao konacan niz instrukcija djeluje na kona¢no mnogo registara. To znaci da za
svaki BRAM-program P postoji Sirina — najmanji broj mp € N takav da P ne Koristi nije-
dan registar R; za i > mp. MoZe biti i mp = 0, ako program uopce ne koristi registre (ako
je prazan, ili se sastoji samo od instrukcija tipa Go T0).

Za binmakro-program Q, mozemo prirodno definirati my = mg — iako nam to zapravo
nece trebati. Ali (RAM- i binmakro-) algoritmi P¥ pored registara koje koriste u instruk-
cijama, koriste i registre R; do R; za ulazne podatke. Moguce je da bude mp < k, ako
racunamo funkciju koja ne ovisi o zadnjih nekoliko argumenata. Ipak, registar Ry jest bi-
tan za postupak izracunavanja te funkcije na RAM-stroju jer, iako ga ne postavlja nijedna
instrukcija, postavlja ga sam rad stroja koji u pocetnoj konfiguraciji u njega spremi argu-
ment x;. Zato definiramo Sirinu algoritma kao mp« := max {mp, k + 1}. Zbog k € N,, uvijek
je mpr > 2.

Takoder, iako ¢emo racunati vremensku sloZenost binmakroa, ¢eS¢e ¢emo racunati vre-
mensku sloZenost binmakro-programa pomodu kojih su ti binmakro definirani, jer zbog
korolara 2.43 Ce to biti dovoljno dokazati. <

Napomena 2.48: Ubuduce, kad budemo spominjali rfj), za i, j € N, prilikom analize al-
goritama (BRAM- ili binmakro-), to ¢e nam oznacavati vrijednost registra R; u trenutku
kad je vrijednost programskog brojaca pc = j. S napomenom da ¢emo skraéeno koristiti ;
umjesto rfo).

Takoder, prilikom dokazivanja semantike totalnog binmakro-programa za proizvoljnu po-
cetnu konfiguraciju, opisivat ¢emo vanjsko izraCunavanje vanjski korak po vanjski korak,
te Cemo se sluZiti vanjskim prijelazima u svrhu toga. Navodit ¢emo samo vrijednosti re-
gistara rE’) koji su promijenili svoju vrijednost nakon nekog vanjskog koraka, ili ako nema
takvih navest ¢emo promjenu vrijednosti programskog brojaca pc.

Promjena vrijednosti programskog brojaca ¢e se uvijek dogoditi u izraCunavanju binmakro-
instrukcije totalnog binmakro-programa, jer u suprotnom slijedi da se izvrSava jedna od
BRAMe-instrukcija s odrediStem na istu tu instrukciju, zbog ¢ega izraCunavanje nece ni-
kada stati pa onda taj binmakro-program nije totalan Sto je kontradikcija. 1z toga slijedi da
je postupak s navodenjem stanja pc pri svakom vanjskom prijelazu dobar za opis semantike
nekog binmakro-programa. <
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Definicija 2.49: Za w € {0, 1}* kazemo da je binarna rijec¢. S &€ ¢emo oznacavati praznu
binarnu rije¢, odnosno binarnu rije¢ koja ne sadrZi znamenke O 1 1. <

Za pocetak cemo definirati neke osnovne binmakroe koji ée nam dobro doci pri stvara-
nju binmakro-programa koji ¢e raCunati totalne brojevne funkcije.

Definicija 2.50: Za i € N definirajmo binmakro

*

0.BzR;,3
(zeRo R;) :=| 1. sHR R; . 2.4)
2.6o10 0 <

Propozicija 2.51: Neka je i € N. Za proizvoljnu pocetnu konfiguraciju, binmakro
(zero R;) ima semantiku r/ = 0. Takoder, binmakro (zero R;) je vremenske sloZenosti

O(n).

Dokaz. Neka je i € N. Binmakro (zero R;) za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = 0,
ima semantiku r; = 0, Sto je ujedno i zavrSna konfiguracija zbog pc = 3 jer nema bin-
makroa unutar (zero R;) pa je uvijek ac = 0 (ubuduée ¢emo smatrati da je dovoljno da je
pc = ng, gdje je O binmakro, zbog dokazanih tvrdnji o spljoStenju u 2.42). Dalje, za po-
¢etnu konfiguraciju u kojoj je r; # 0 svaki prolaz kroz petlju, tj. Citanje instrukcija redom,
ima semantiku r; — rgl) =53] = ri=13] Jerje 5] < x za x € N*, nakon kona¢no mnogo
prolazaka kroz petlju dodemo do konfiguracije r; = 0, a time dolazimo do prvog slucaja
kada je sljedeca konfiguracija zavr$na. Dakle, semantika ovog binmakroa za proizvoljan
ulaz je r/ = 0.

Za binmakro (zero R;), vidimo da je Sirina programa jednaka i + 1 te da je jedini relevantan
registar R; pa moZemo smatrati da je ulaz odreden njegovom veli¢inom. Bududi da cjelo-
brojno dijeljenje s 2 skrati duljinu zapisa vrijednosti registra R; za 1 (osim u slu¢aju kad
je vrijednost registra R; jednaka 0, ali zbog 0. instrukcije, taj slu¢aj nemamo ovdje), a u
spomenutoj petlji broj koraka je to¢no 2, imamo da je za ulaz duljine n broj koraka iznosi
tocno 2n + 1. Posebno, to vrijedi i za ulaz duljine 0, jer u tom slu¢aju imamo samo jedan
korak. Sada imamo da je vremenska sloZenost binmakroa funkcija v : N — N zadana s
v(n) = 2n + 1. Binmakro (zero R;) je vremenske sloZenosti O(n). Takoder, vidimo da za
svaki ulaz ovaj binmakro postavi vrijednost registra R; na 0, tako da radi to¢no ono §to se
moZe isCitati iz njegovog naziva. O

Napomena 2.52: Ubuduce, kad budemo govorili da je neki binmakro vremenske sloZe-
nosti O(g(n)), gdje je g : N — N, zapravo ¢emo misliti na njegovo spljostenje, iz razloga
Sto se jednak broj koraka izvede u programu na jednom i na drugom stroju. <
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Definicija 2.53: Za razlicite i, j € N, definirajmo binmakro

b

0. obp R;, 4
1.BzR;,5

(BITMOVE R; T0 R;) :=| 2. sHL R; (2.5)
3.60T0 5 <
4. sus R;

Propozicija 2.54: Nekasu i, j € NrazliCiti te nekasuw € {0, 1}*1b € 0, 1. Tada binmakro
BITMOVE R; T0 R; za poCetnu konfiguraciju u kojoj je b = r;mod 2 A r; = (1w), ima
semantiku r;. = (1wb),.

Odnosno, binmakro (BITMOVE R; To R;) za poCetnu konfiguraciju u kojoj je b = r; mod 2 A
rj # 0, ima semantiku r; = r; - 2 + b. Dok za poCetnu konfiguraciju u kojoj je r; mod 2 =
1 A r; = 0, binmakro BItMovE R; To R; ima semantiku r;. = 1.

Takoder, binmakro je BiTMovE R; To R; vremenske sloZenosti O(1).

Dokaz. Neka su i, j € N razliciti te neka su w € {0, 1}*. (Iw), nam zapravo oznacava sve
binarne zapise prirodnih brojeva kojima je vodeca znamenka 1, a to ukljucuje sve brojeve
osim nule. Za pocetnu konfiguraciju u kojoj je ;mod2 = 1 A r; = (1w),, Citanjem
instrukcija moZemo vidjeti da se dogodi sljedece:

rmod2=1Ar=1wy —r=r 24157 =r-2+1.

Takoder, radi binarnog zapisa vrijednosti r; imamo

ri=rp 2+l ori=0w), 24157 = w0 + 1 - 7 = (Iwl),.
Za pocCetnu konfiguraciju u kojoj je r; mod 2 = OAr; = (1w),, Citanjem instrukcija moZemo
vidjeti da se dogodi sljedece:

rim0d2:1/\rj:(lw)z—>r5.3):rj-2—>r;-:rj-2’+0

Takoder, zbog binarnog zapisa vrijednosti r; imamo

ri=ri- 2+ 1 -7 =1w)y 2> r;=(1w0),.

Iz ovoga zakljuCujemo da za poCetnu konfiguraciju za koju je b = r; mod 2Ar; = (1w), ima
semantiku r; = (1wb),, odnosno za pocetnu konfiguraciju u kojoj je b = r; mod 2 A r; # 0,
ima semantiku r; = r; - 2 + b.

Za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; mod 2 = 1 A r; = 0, Citanjem instrukcija moZemo
vidjeti da ovaj binmakro ima semantiku

rimod2=1Ar;=0-rY=0-2+1=1-/r/=1
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Posebno, u preostalom slucaju, tj. za poCetnu konfiguraciju u kojoj je r; mod 2 = OAr; = 0,
registri ne zabiljeZe promjenu, tj. s 0. instrukcije, prijede se na 1. binmakro-instrukciju,
odakle se promijeni odrediSte na kraj programa, odnosno na zavr$nu konfiguraciju.

Gledajuci sva 4 slucaja, broj koraka je konstantan za svaki od slucaja pa slijedi da je bin-
makro BITMOVE R; To R; vremenske sloZenosti O(1). O

Definicija 2.55: Za razlicite i, j € N definirajmo binmakro
. ZERO R; I
. BZ R,‘, 8

. sus R;

. BITMOVE R; TO R;
. SHR R,

.BzR;,7

.GoTO 3

. SHR R;

(REVERSE R; TO R;) = (2.6)

NNk W= O

Propozicija 2.56: Neka su i, j € N razlic¢iti te w € {0, 1}*. Tada binmakro iz definicije 2.55
za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = (Iw), ima semantiku r; = 0,7, = (1wR),, a za
pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = 0, binmakro (REVERSE R; 10 R;) ima semantiku
r.=0.

J
Takoder, binmakro (REVERSE R; To R;) vremenske sloZenosti O(n).

Dokaz. Nekasui, j € Nrazliciti te w € {0, 1}*. Za pocetak, vidimo da je (REVERSE R; T0 R))
dobro definiran, jer su zadovoljeni uvjeti za sve binmakro-instrukcije unutar njega, posebno
za (BITMOVE R; To R;), jer je i 1 j razliCiti. Za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = 0, prace-
njem binmakro-instrukcija i pozivajuéi se na propoziciju 2.51, moZemo vidjeti da binmakro
(REVERSE R; T0 R;) ima semantiku

r,-:O—>r5.1):0—>r;.:0,

Za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = (1w),, odnosno r; # 0, promotrimo vrijednost
od r; u binarnom zapisu (1b,,_ - - - b,b;),, gdje je m duljina binarnog zapisa od r;. Pra-
¢enjem binmakro-instrukcija 1 pozivanjem na propozicije 2.51, za po€etnu konfiguraciju
ri = (1by—y - - - byby), binmakro (REVERSE R; To R;) ima semantiku

ri = (1byy -+ bab1)y — 1’31) =0- r§.3) =1.

Tu se dogada grananje, odnosno, ako je m = 1, odnosno w = g, dakle za r; = 1, imamo da
je po korolaru 2.53:

rl@:1/\r5.3):1—>r§4):(11)2—>r§5):0—>r§8):1—>rlf:O/\r}:1.
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Posebno je r{ = 0 A7) = 1(wF), (jer je ef = ). U drugom slucaju, ako m > 1, odnosno
postoji bar b; u zapisu r;, imamo da vrijedi

r = (bpey = bab)a ArS = (b1 = 17 = (Wbyey = bo)y = 177 = (b -+ o).

Tu dolazimo do petlje, u kojoj vidimo da smo iz #¥ = (15, -+ byby)s A ' = 1 dosli u
stanje registara r§3) = (1by—y1--by)y A rl@ = (1by),. Iteriranim prolaskom kroz petlju i
promatranjem slucaja u kojem je r; = 0, lako se vidi da ¢e semantika binmakroa u ovom
slucaju biti r; = 0 A r;. = (1b1by---b,,)2, 0dnosno r; = 0 A r;. = (1wh),.

Promatrajuéi izvrSavanje ovog binmakroa u slucaju r; = (1b,,_; - - - boby),, vidimo da se
petlja od 3. do 6. instrukcije izvr$i m — 1 puta, a po propoziciji 2.54 vidimo da su binmakro-
instrukcije u petlji vremenske sloZenosti O(1). Takoder, pomocu definicija 1.19 i 1.28
vidimo da je m < bLen(r;) < bLen(r;) + bLen(r;) = n pa zakljuCujemo da je taj dio
programa vremenske slozenosti O(n). Uzimajuéi u obzir Cinjenicu da je konstantan broj
koraka u ostatku izracunavanja, a po propoziciji 2.51 one su vremenske slozenosti O(n),
te Cinjenicu da slucajevi r; = 11 r;, = 0 ne ulaze u petlju, dolazimo do zakljucka da je
binmakro (REVERSE R; To R;) vremenske sloZenosti O(n). i

Definicija 2.57: Zarazlilite i, j, k € N definirajmo binmakro

]

. ZERO R;

. ZERO Ry

.Bz R;, 12

SHS R;

SHS R

. BITMOVE R; TO R;
. BITMOVE R; TO R;
SHR R;

.BzR;, 10

GOTO 5

. SHR R;

. SHR Ry

(DREVERSE R; TO R; AND Ry) = 2.7

— O 0 000NNk W

r
p— p—

Propozicija 2.58: Nekasu i, j, k € Nrazliciti te w € {0, 1}*. Tada binmakro (DREVERSE R; T0 R; AND R;)
za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = (lw), ima semantiku r; = 0, = AW, 1y, =

(1w®),, a za poetnu konfiguraciju u kojoj je r; = 0, binmakro (DREVERSE R; T0 R; AND R;)

ima semantiku r;. = 0, r, = 0. Takoder, je binmakro (DREVERSE R; To R; AND R;) vremenske

sloZenosti O(n).

Dokaz. Neka su i, j,k € N razli¢iti te w € {0, 1}*. Za pocetak, vidimo da je binmakro
(DREVERSE R; T0 R; AND R;) dobro definiran, jer su zadovoljeni uvjeti za sve binmakro-
instrukcije unutar njega, posebno za (BITMovE R; T0 R;) i (BITMOVE R; TO Ry), jer je i # j
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11 # k. Za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = 0, pracenjem binmakro-instrukcija i
pozivajuci se na propoziciju 2.51, moZemo vidjeti da binmakro (REVERSE R; T0 R;) ima
semantiku

r,-=0—>r§.l):O—>r,(<2):O—>r}:()/\r,'€:0.

Za pocetnu konfiguraciju u kojoj je r; = (1w),, odnosno r; # 0, promotrimo vrijednost
od r; u binarnom zapisu (1b,,_1 - - - byb1),, gdje je m duljina binarnog zapisa od r;. Pra-
¢enjem binmakro-instrukcija i pozivanjem na propozicije 2.51, za poCetnu konfiguraciju
ri = (1b,—1 - - - byby), binmakro (REVERSE R; T0 R;) ima semantiku
ri=1b,_1 - byby)y — rg.]) =0- rl({z) =0- r5.4) =1- r,(f) =1.
Tu se dogada grananje, odnosno, ako je n = 1, tj. w = &, odnosno r; = 1, imamo da je po
korolaru 2.53
rt@ =1A r,(cs) =1- r§.6) =(11), —» I”;?) =1- rgg) =0,
r§8)20—>r;1]): 1 —>r]({]2):1—>r;:0/\r}:1/\r,’<: L.
Posebno je r; = 0 A7/, = (Iwf)y A1 = (IwF),, jer je ¥ = e. U drugom sluéaju, ako m > 1,
odnosno bar postoji b, u izrazu od r;, imamo da vrijedi

A = (Ubyey - babs A XY = (1b)s = 1) = (1612 = ¥ = (b - b,

i = (Ibyoy -+ ba)y = 1 = (Ibyy -+~ boa.

Tu dolazimo do petlje, u kojoj vidimo da se iz r{” = (16,1 -+ byb )2 A7 = 1 AR = 1
dosli u stanje registara rl@ = b,_1---by)r A rl@ = (1b)), A r,(f) = (1b;),. Ponavljanjem
petlje i promatranjem slucaja u kojem je r; = 0, lako se vidi da ¢e semantika binma-
kroa u ovom slucaju biti r;, = 0 A r} = (1b1by---b,)s A r} = (1b1by---b,),, odnosno
ri=0AT, = AWy A r = (AwR),.

Promatrajuéi izvrSavanje ovog binmakroa u slucaju r; = (1b,,_; - - - boby),, vidimo da se pet-
lja od 5. do 9. instrukcije izvr$i (m — 1) puta, a po propoziciji 2.54 vidimo da su binmakro-
instrukcije u petlji vremenske slozenosti O(1). Takoder, pomocu definicija 1.19 i 1.28
vidimo da je m < bLen(r;) < bLen(r;) + bLen(r;) + bLen(r;) = n pa zakljuCujemo da je
taj dio programa vremenske sloZenosti O(n). Uzimajuci u obzir ¢injenicu da je konstan-
tan broj koraka u ostatku izraunavanja, a po propoziciji 2.51 svaka od njih je vremenske
sloZenosti O(n), te Cinjenicu $to slucajevi r; = 11 r; = 0 ne ulaze u petlju, dolazimo do
zakljucka da je binmakro (DREVERSE R; To R; AND R;) vremenske sloZenosti O(n).

Iz semantike ovog binmakroa, vidi se da on sluzi kao dvostruki REVERSE, te e nam kao
takav dobro do¢i kasnije u kombinaciji s REVERSE binmakrom. O

Definirat ¢emo u nastavku jo$ dva specijalna tipa reverzibilnih binmakroa.
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Definicija 2.59: Za razlicite i, j € N definirajmo binmakro

.opp R;,2
.GOTO 7

. ZERO R;

.BITMOVE R; TOR; | . (2.8)
. SHR R; <
.BzR;,7
.GOTO 3

(ODDREVERSE R; T0 R)) =

AN NN = O

Propozicija 2.60: Neka su i, j € N razliciti. Za poCetnu konfiguraciju u kojoj je r; = (w),
neparan, binmakro opDREVERSE R; To R; ima semantiku 7/ = 0, r;. = (wWh),.

Dokaz. Neka su i, j € N razliciti. Formalno, binmakro (oppREVERSE R; T0 R;) za kon-
figuraciju u kojoj je r;, mod 2 = 0, ne mijenja registre, odnosno jer je r; paran, nakon 0.
binmakro-instrukcije u binmakrou se izvr§ava 1. binmakro-instrukcija koja radi prijelaz na
zavr$nu konfiguraciju, odnosno pc’ = 7.

Neka je sad w € {0, 1}* takav da je r; = (w), i neka je r; mod 2 = 1. ZapiSimo w u obliku
(b, - - - baby),, gdje je m duljina binarnog zapisa od r;. Tada pracenjem instrukcija i uz
propoziciju 2.53 vidimo da vrijedi

ri= (b, byby) —> rf) =0- r§.4) =b — rl(.s) =(by by — r® = by -+ by)s.

1

Primjecujemo da ovdje ulazimo u istu petlju od instrukcije 3. do 6. kao Sto je ona iz pro-
pozicije 2.56 pa lako zakljucimo kako je semantika ove petlje

r,@ = (by - -baby)y A 1”;3) =0- rz('7) =0A r§7) = (b1 by-1bm)2,

iz Cega slijedi da je r; = 0 A r, = (wR),, $to je trebalo dokazati. Sto se ti¢e vremenske
sloZenosti, analogno razmiSljanju u propoziciji 2.56, vidimo da je programski dio petlje
vremenske slozenosti O(n). Uzimajudi u obzir Cinjenicu da se ostatak binmakro-instrukcija
izvrsi konstantan broj puta, a po propoziciji 2.51 svaka od njih je vremenske sloZenosti
O(n), te Cinjenicu Sto slucaj kad je r; neparan ne ulazi u petlju, dolazimo do zakljucka da
je binmakro (opDREVERSE R; To R;) vremenske sloZenosti O(n). O

Definicija 2.61: Za razlicite i, j € N definirajmo binmakro

b=
.opb R;,2

.GOTO 6

. ZERO R;

. SHS R;

. ODDREVERSE R; T0 R;
. SHR R;

(SPECREVERSE R; T0 R;) = (2.9)

N =~ W = O
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Propozicija 2.62: Neka su i, j € N razliciti. Tada binmakro

(SPECREVERSE R; 10 R)) za ulaz gdje je r; = (lwl), ima semantiku r; = 0 A r} = 1wk,
Posebno, za ulaz gdje je r; = 1, ovaj binmakro ima semantiku r; = 0,7, = 1. Takoder,
binmakro (SPECREVERSE R; To R)) je vremenske sloZenosti O(n).

Dokaz. Formalno, binmakro (SPECREVERSE R; To R;) za konfiguraciju u kojoj je r, mod 2 =
0 ne utjece na registre iz istog razloga kao i binmakro oppREVERSE. Za konfiguraciju u
kojoj je r; = (Iwl),, praenjem binmakro-instrukcija u programu, vidimo da binmakro
ima semantiku
rE.Z) =r;— r5.3) =0- r§.4) =1- rl@ =0A r5.5) = (1w)*1), — r;G) = (1w"),,

Dakle, za konfiguraciju u kojoj je r; = (1w1),, ovaj binmakro ima semantiku r; = 0 A 7, =
(Iwf),. Posebno, za slucaj r; = 1, na isti nacin se vidi da ovaj binmakro ima semantiku
ri=0A r;. =1.

Sto se ti¢e vremenske sloZenosti binmakroa SPECREVERSE, izvrsi se konstantan broj

binmakro-instrukcija koje su vremenske sloZenosti O(n) iz Cega zakljucujemo da je binma-
kro SPECREVERSE vremenske sloZenosti O(n). ]

Napomena 2.63: Binmakroi SPECREVERSE 1 ODDREVERSE se ¢ine dosta specifi¢ni s obzirom
na svoju funkciju, a to je zato jer ¢emo ih koristiti u posebnom slucaju pri izgradnji bin-
makroa za funkciju zbrajanja, dok ¢e nam binmakro REVERSE posluZiti ve¢ sad pri izgradnji
funkcijskog binmakroa. <

2.4 Funkcijski binmakro

U ovom potpoglavlju navest ¢emo potrebne binmakroe za izgradnju funkcijskog binma-
kroa, dokazati njihovu vremensku sloZenost O(n*), za k € N (vrijedit ée ¢ak k = 1) te éemo
kasnije 1 definirati i izgraditi sam funkcijski binmakro.

Definicija 2.64: Za razliCite i, j, k € N definirajmo binmakro

b
0. REVERSE R; TO R},

1. REVERSE R TO R; (2.10)

<

(REMOVE R; T0 R; USING Ry) =

Propozicija 2.65: Neka su i, j, k € N razliciti. Za proizvoljnu pocetnu konfiguraciju, bin-
makro (REMOVE R; T0 R; USING R;) ima semantiku 7/ = 0 A r;. =rinr =0.
Takoder, binmakro (REMOVE R; To R; USING Ry) je vremenske sloZenosti O(n).
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Dokaz. Formalno, moZe se vidjeti da binmakro (REMOVE R; To R; USING R;), praenjem
binmakro-instrukcija, za ulaz s konfiguracijom gdje je r; = (1w), ima semantiku rlfl) =
0A r,(cl) = (Iw®), — r,(cl) =0A r§.2) = (1w),. Zaulaz r; = 0, (REMOVE R; T0 R; USING R;) pak
ima semantiku rgl) =0A r,(cl) =0- ri.z) =0.

Iz navedenog slijedi da binmakro za bilo koju konfiguraciju ima semantiku r; = r;, rj = 0.
Zbog toga moZemo rec¢i da binmakro (REMOVE R; To R; USING Ry) premjeSta vrijednost iz
R; u R; koriste¢i Ry, Sto se da i8Citati iz naziva samog binmakroa.

Sto se ti¢e vremenske sloZenosti binmakroa, ona je jednaka O(n), jer se za svaki ulaz izvedu

dvije binmakro-instrukcije vremenske sloZenosti O(n). |

Definicija 2.66: Za razlicite i, j, k € N definirajmo binmakro
0. REVERSE R; TO R}, o

MOVE R; To R; USING Ry) =
( ! / 2 1. DREVERSE Ry TO R AND R;

2.11)
<

Propozicija 2.67: Neka su i, j, k € N razli€iti. Za proizvoljnu pocetnu konfiguraciju, bin-
makro (MOVE R; To R; USING R;) ima semantiku r;. =riAnr, =0.
Takoder, binmakro (Move R; To R; UsING Ry) je vremenske sloZenosti O(n).

Dokaz. Formalno, moZe se vidjeti da binmakro (Move R; To R; USING R;), po propozici-
jama 2.5612.58, za ulaz s konfiguracijom gdje je r; = (1w), ima semantiku

r =0 = (1w - P =0ArY = Awp AP = (Tw),.
Za ulaz r; = 0, binmakro (Move R; To R; USING R;) pak ima semantiku

rfl) =0A r,(cl) =0- rﬁ.z) =0.

Iz navedenog slijedi da binmakro za bilo koju konfiguraciju ima semantiku r; = r; A ry = 0.
Zbog toga mozemo reci da binmakro (Move R; 10 R; USING Ry) kopira vrijednost iz R; u
R koriste¢i Ry, Sto nije mozda intuitivno, ali kao Sto je navedeno u [1], moderne raCunalne
arhitekture uglavnom terminoloski prate arhitekturu x86, koja instrukciju za kopiranje po-
dataka izmedu registara (i drugih lokacija) zove mov.

Sto se ti¢e vremenske sloZenosti binmakroa, ona je jednaka O(n), jer se za svaki ulaz izvedu
dvije binmakro-instrukcije vremenske sloZenosti O(n). m|

U preostalim binmakroima koje ¢emo definirati za funkcijski binmakro, 1 u samom
funkcijskom binmakrou, semantika i binmakro-instrukcije e biti gotovo istovjetne onima
u [1], tako da se definicija tih binmakroa skoro pa i nece razlikovati u odnosu na one sa
RAM-instrukcijama.
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Definicija 2.68: Nekasui, j,k,m € Ntakvidali—j > mik > max{i+n, j+n}. Definirajmo
binmakro

b
(MMOVE m FROM R;.. TO R;.. USING Ry) = [ t. REMOVE R;,; TO Rj;; USING Ry ]K . (2.12)
m
<

Propozicija 2.69: Neka su i, jk,m € Ntakvida|i— j| > mik > max{i + n, j + n}.
Binmakro (MMOVE m FroM R;.. TOo R;.. USING R}) za proizvoljan ulaz ima semantiku (Yt <
m)(ri,, = rie) A1 = 0.

Takoder, vremenska sloZenost binmakroa (MMOVE m FROM R;.. T0 R;.. USING Ry) je O(n).

Dokaz. Za binmakro (MMOVE m FROM R;.. T0 R;.. USING R;) se moZe vidjeti, pracenjem
instrukcija i s pomocu propozicije 2.67, da ima semantiku

e <m)(r7 = r) ArED =) AR = 0) > (VE<m) (), = i ATl = 0) ATy =0

1+t 1+t

Za svaki m € N, vremenska sloZzenost ovog binmakroa je O(n), iz razloga $to, iako se je m
izvrSenja binmakro instrukcija sloZenosti O(n), taj m je tu konstantan, te mozemo reéi da
je za svaki m € N, m > 1 binmakro vremenske sloZenosti O(m - n) §to je jednako O(n). O

Definicija 2.70: Nekajek € N, te ji, ja, ..., jx > k prirodni brojevi. Definiramo binmakro

b

(ARGS R, Rj,, ..., R},) = [ t. MOVE R;,,, TO R,1 USING Ry ]Kk. (2.13)
<
Propozicija 2.71: Binmakro (arGs R;,,R;,,...,R},) je dobro definiran, njegova je seman-

tika (V¢ € [1.k])(r; = r;,) A 1} = 0, te je vremenske sloZenosti O(n).

Dokaz. 1z uvjeta definicije binmakroa (arGs R;,R;,,...,R;) vidimo da vrijedi (V¢ €
[1.kDO < 1 <t <k<j),atopovlaci

(Mee[l.kDO<1<t<k<j) = (Vre[l.kDO<t<j)
Mte[l.kDO<t<j) = (Vi<khO<t+1<j1),

iz Cega vidimo da su za sve ¢ < k uvjeti za parametre od (MovE R;,, 10 R, USING Ry)
dobro definirani, iz ¢ega slijedi da je (arGs R, R},, ..., R;,) dobro definiran.

Citanjem binmakro-instrukcija redom vidimo da binmakro (arGs R s Rins - »R;,) za po-
¢etnu konfiguraciju s proizvoljnim ulazom ima semantiku (Vz < k)(rﬁr)1 =rj., A r(()’) =0,
Sto, bududi da se za svaku binmakro-instrukciju vrijednost registra R, postavlja na 0 i da
se (Yt < k)(R;;1) obraduje samo u jednoj binmakro-instrukciji u programu, povlaci da je
YVt < k), =rj,, Arj=0.

t+1
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Sto se ti¢e vremenske sloZenosti ovog binmakroa (arGs R;,,R;,,...,R;), vidimo da se
Vk € N,, za proizvoljnu pocetnu konfiguraciju s proizvoljnim ulazom bude k izvrSenja
binmakro-instrukcija vremenske sloZenosti O(n), iz Cega slijedi da je Yk € N, vremenska
sloZenost binmakroa (ArGs R;,,R;,,...,R;,) jednaka O(k - n), a budu¢i da je k fiksiran, to
je jednako O(n). ]

Sad imamo definirane sve potrebne binmakroe kako bismo napokon definirali funkcij-
ski binmakro, koji ¢e nam, kao u [1], omoguditi funkcijske pozive za bilo koju BRAM-
izracunljivu funkciju (za koju imamo BRAM-program) na bilo kojim registrima kao argu-
mentima, spremajuci rezultat u po volji odabrani registar i cuvajuci po volji velik pocetni
komad memorije.

Definicija 2.72: Neka je k € N,, f* totalna brojevna funkcija te Pf totalan BRAM-algoritam

. REMOVE Ry TO Ry j, USING Ry,

. MMOVE b FROM R,,.. TO Ry.. USING Ry,
(2.14)

koji ratuna f*. Neka su m, jo, ji,...,jx € N. Definiramo b = 1 + max{mp, — 1,m —
1,k, jo, ji,- ., jx} te pomocu tog broja definiramo funkcijski binmakro
0. MMOVE b FROM Ry.. TO R,,.. USING Ry, I
1. ARGS Rb+j1’ ﬂb+j2a ey Rb+jk
(Pi(R),,...,R}) = R, USING R,,..) = | 2. P S
3
4

Propozicija 2.73: Semantika funkcijskog binmakroa, uz oznake iz definicije 2.72

te pokratu 7 := (rj,,7},,...,rj,), glasi: r}o = f(P) A (V1 € [b.2D])(r; = 0) (Specijalno, zbog
b>m,zasvet € [0.m)\ {jo}jer, =r).

Takoder, ako je vremenska sloZenost od P; jednaka O(n'), za neki t € N, tada je i vremen-
ska sloZenost od (Pp,(R},,...,R;) = R, USING R,,..) jednaka O(n’).

Dokaz. Praenjem instrukcija i po propozicijama 2.69 i 2.71, vidimo da vrijedi

(Ve <b)(ry), =r, ARV =0) APy =0 > (Ve [LANGY =7y, =r)) ATy = 0.

Iz toga slijedi da je po definiciji Py i po propozicijama 2.65 1 2.69:

(V1 € [LADG =) Arg’ =0 — r(()3) = () A (V1 € [Lomp )P = ),

O = 1A AN [Lamp ) =) 5 i =D =@ A’ =0 1) =0,
0 f b+jo

B =AY =0T = O—>(\7’t<b)(r(5) =r) A =0)ArS) =0,

rb+J0 b+t
(Ve < b)(r;” = Z?,Arﬁi’t 0>Ar<5) 0 - r¥ =17 A (V1 € [0. b)\{]o})(r(s)—”z)
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Iz ovoga slijedi da binmakro za 7 € D ima semantiku
oy = 1@ A (V€ [0.5) \ {jo)(r{ = 1) A (Yt € [b.2b])(r] = 0).

Posebno, zbog b > m, zasve t € [0..m) \ {jo} je r; = ..

Sto se ti¢e vremenske sloZenosti, pretpostavimo da je vremenska sloZenost od Py jed-
naka O(n'), za neki t € N,. Po propozicijama 2.69, 2.71, 2.65, binmakro-instrukcije s
rednim brojevima 0., 1., 3. i 4., su polinomne vremenske sloZenosti. Uzimajuci u ob-
zir da je vremenska sloZenost 2. binmakro-instrukcije (odnosno P;) jednaka O(n') i da ima
ukupno 5 koraka za proizvoljno vanjsko izracunavanje, §to znaci da je (Pp(R;,, ..., R;,) —
R, USING R,,,..) konstantne vanjske vremenske sloZenosti pa i su registri polinomne veli¢ine
u svakom koraku vanjskog izracCunavanja, slijedi iz korolara 2.44 slijedi da je vremenska
slozenost od (Pp (R}, ...,R}) = Rj, USING R,,..) polinomna. o



Poglavlje 3
Zbrajanje

Lema 3.1: Neka sua,b € N. Tada je
(a+ b) mod 2 = (a mod 2 + b mod 2) mod 2.
Dokaz. Postoje c,d e Ntakvidajea =c-2+amod2ib =d-2+d mod 2. 1z toga slijedi

(a+b)ymod2=(c-2+amod?2+d-2+dmod?2) mod 2
(c-2+amod2+d-2+dmod2)mod2=((c+d)-2+amod?2+d mod 2) mod 2
((c+d)-2+amod 2 +dmod2)mod 2 = (a mod 2 + b mod 2)

Definicija 3.2: Definirajmo binmakro

.opD R;,6 |
.0opD Ry, 4

. SHL Rj3
.GoTo 10

. SHS Rj
.GoTto 10
.opD R,,9

. SHS Ry
.GoTo 10

. SHL R;3

(BITADD) = (3.1

O 0 IO\ LN B~ W= O

Propozicija 3.3: Binmakro BITADD za pocetnu konfiguraciju s proizvoljnim ulazom ima
semantiku 7} = r3 -2 + (r; + r2) mod 2.
Takoder, vremenska sloZenost ovog binmakroa je O(1).

37
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Dokaz. Promotrimo 4 moguca slucaja za ulaz po parnosti r; i rj:

e rymod2 =1 Ar,mod2 = 1. PraCenjem instrukcija u binmakrou i po lemi 3.1
vidimo da je

r1m0d2:1/\r2m0d2:1—>pc:6—>pc=9—>r§10)=r§=r3'2,

r3=r3-2+0=r3:-24+(1+1)mod 2 =r;-2+ (r, mod 2 + r, mod 2) mod 2;
ry=r3-2+(ry +ry) mod 2.

e ryrmod2 =1 Ar,mod2 = 0. PraCenjem instrukcija u binmakrou i po lemi 3.1
vidimo da je

r1m0d2:1/\r2m0d2:0—>pc:6—>pc:7—>rgg):r3-2+1—>pc:10,

ry=r3-2+1=r3-24+(1+0)mod 2 =r;-2+ (r; mod 2 + r, mod 2) mod 2,
ry=r3-2+(ry +ry) mod 2.

e rymod2 = 0 Ar,mod?2 = 1. Pracenjem instrukcija u binmakrou i po lemi 3.1
vidimo da je

r1m0d2:0/\r2mod2:1—>pc:1—>r§4):r3-2—>pc:10,

r3=r3-2+1=r3-24(0+1)mod2 =r;-2+(r; mod 2 + r, mod 2) mod 2,
ry=r3-2+(ry +ry) mod 2.

e rymod2 = 0 Ar,mod?2 = 0. Pracenjem instrukcija u binmakrou i po lemi 3.1
vidimo da je

r1m0d2:1/\r2m0d2:1—>pc:1—>pc:2—>r;3):r3-2—>pc:10,

r3=r3-2+0=r3-24+(0+0)mod 2 =r;-2+ (r; mod 2 + r, mod 2) mod 2,
ry=r3-2+(ry +ry) mod 2.

Slijedi da binmakro (BITADD) za pocetnu konfiguraciju s proizvoljnim ulazom ima seman-
tiku 7} = r3 -2+ (r; + r;) mod 2.

Takoder, za svaki od slu€aja broj koraka je konstantan u binmakrou pa slijedi da je binma-
kro (BITApp2) vremenske sloZenosti O(1). ]
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Definicija 3.4: Definirajmo binmakro

. BITADD
.opD Ry, 8
.opD R;,4
.GoTo 17
.opD R,,6
.GoTo 17
. SHS Ry
.GoTo 17
.opD R;, 15 | . (3.2)
. SHR Ry <
10. sus Ry

11. obp Ry, 17
12. obp Ry, 17
13. sHR Ry

14. coTo 17
15. sHR R;

| 16. sHL R3

00NN BN~ O

(STOREDBITADD) :=

Ne)

Propozicija 3.5: Semantika binmakroa (sToREDBITADD) za proizvoljnu pocetnu konfigu-

racijuje ry = r3- 2+ (ry + 12 + r4) mod 2 A 7, mod 2 = | Lmed 2t mod 2nmod 2 |

Takoder, binmakro-program (sToREDBITADD) je polinomne vremenske sloZenosti.

Dokaz. Promotrimo semantiku binmakroa pri vanjskom (sToREDBITADD)-izraCunavanju za
proizvoljnu pocetnu konfiguraciju c¢. Podijelimo vanjsko (sToREDBITADD)-izraCunavanje s
¢ na slucajeve po vrijednostima ry, 5, r3. Imamo

e (r; mod 2,7, mod 2,7, mod 4) = (0,0,0)

(r, mod 2,7, mod 2, r, mod 4) = (0,0,0) — r\" = r3 -2 + (r, + r2) mod 2,
r;l):r3,2_,pc:2_>pc:3—>pc:17;

Hy=ry-2=r3-2+0=r3-2+(r, + 1, + r4) mod 2,

ry mod 2 + r, mod 2 + r4, mod 2

rymod2=ry,mod2=0=| 5

.
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e (r; mod 2,7, mod 2,7, mod 4) = (0,0, 1)

(r, mod 2,7, mod 2, r, mod 4) = (0,0,1) = r{" = r3 -2+ (r; + r2) mod 2,
9)

r
rgl):r3.2_>pc:8_>pC29_)r(310):L%J:r3’
Y =r =Y 2+1=r-2+1- pc=12 - pc =13,

(13)
;
pc = 13—”2(114) = L%J = Lr2_4J — pc=1T7,
ry=r3-2+1=r3-2+(ry +r,+rs) mod 2,
ry mod 2 + r, mod 2 + r, mod 2
2

rgmodzzL%JmodzzozL .

e (ry mod 2,7, mod 2,7, mod 4) = (0,1, 1)

(ry mod 2,7, mod 2, r, mod 4) = (0,0,1) — r{" = r3 -2 + (r; + r,) mod 2,
(15)

r 24+1
rgl):r3-2+1—>pc=8—>l7€=15—>rg]6):L32 J= 1=

2

I=r,
16 17 16
r(3 ):r3—>r(3 ):rg ) 2=y 2;
ry=r3-2=r3-24+0=r3-2+(r; +ry +ry) mod 2,

r1 mod 2 + r, mod 2 + r, mod 2
2

B

ry,mod2=rymod2=1=]|

e (r; mod 2,7, mod 2,7, mod 4) = (0, 1,0)

(r, mod 2,7, mod 2, r, mod 4) = (0,1,0) — r\" = r3 -2 + (r; + r2) mod 2,
rél):r3_2+1_>pC:2_>pc:3—>pc:17;
ry=r3-2+1=r3-2+(ry +r,+r4) mod 2,
rp mod 2 + r, mod 2 + r4, mod 2
2

.

ryamod2=rymod2=0=|

e (r; mod 2,r, mod 2,rs mod 4) = (1,0,0)

(ry mod 2,7, mod 2, r, mod 4) = (1,0,0) — r{" = r3 -2 + (r; + r,) mod 2,
rgl):r3-2+1—>pc=2—>pc:4—>pc:5—>pc:17;
ry=r3-2+1=r3:-24(ry +ry+ry) mod 2,
ry mod 2 + r, mod 2 + r, mod 2
2

rpamod2=rymod2=0=|

J.
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e (ry mod 2,7, mod 2,7, mod 4) = (1,1,0)

(ry mod 2,7, mod 2,7, mod 4) = (0,0,1) = r{" = r3- 2 + (r, + r,) mod 2,
rgU:r3.2—>pc:2—>pc=4—>pc:6—>ri7)=r§6)-2+1=7’4'2+1,
ri7):r4~2+1—>pc=17;
Fy=r3-2=r3-240=r3-24(r  + 2+ ry) mod 2,
r1 mod 2 + r, mod 2 + r4, mod 2

2 J

rgmodZ:(r4~2+1)mod2:1:L

e (ry mod 2,r, mod 2,r, mod 4) =(1,0,1)

(r, mod 2,7, mod 2,74 mod 4) = (0,0,1) = r{” = r3 - 2 + (ry + r,) mod 2,
(15)

r 241
rgl):r3-2+1—>pc=8—>PC=15_’r§]6):L32 1=12

2

J=”3,

16 17 16
rg ):r3—>r(3 ):r(3 ) 2=y 2

rg:}"3-2:7‘3'2+0:r3'2+(r1+r2+r4)m0d2’
ry mod 2 + r, mod 2 + r, mod 2

2 I

rymod2=rymod2=1=]

e (rymod2,r, mod2,r, mod4) =(1,1,1)

(ry mod 2,7, mod 2,74, mod 4) = (0,0,1) = r{" = r3 -2 + (r, + r,) mod 2,
)
2

rgl)=r3-2—>pc=8—>PC=9—”§10):L%J:er

rglo):r3—>rgll):rglo)-2+1:r3-2+1—>pc:17;

J=r3,

ry=r3-2+1=r3-2+(ry +r,+rs) mod 2,
r1 mod 2 + r, mod 2 + r, mod 2

2 I

rpamod2=rysmod2=1=]

Slijedi tvrdnja za semantiku iz propozicije. Sto se ti¢e vremenske sloZenosti binmakroa
(sTorEDBITADD), vidimo da je vanjska vremenska sloZenost O(1) po vanjskom izracunava-
nju koje smo koristili za odredivanje semantike binmakro-programa

(sTorREDBITADD). Zatim, buduéi da je binmakro (BitApp) vremenske slozenosti O(1) i da
je veli¢ina registra tijekom vanjskog izraCunavanja uvijek O(n), jer je broj vanjskih koraka
konstantan, po teoremu 2.37 slijedi da je vremenska sloZenost binmakroa (STOREDBITADD)
polinomna. m|
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Napomena 3.6: U binmakro-algoritmu za zbrajanje dva broja simulirat cemo proceduru
pisanog zbrajanja u binarnom sustavu za brojeve a,b € N. Neka sua = (a;---ajap), 1
b= (b, -biby),. Za k = max{l,m} + 1, definiramo konacni niz d = (d,,--- ,d;,0) gdje
jediy = LWJ za i < k, uz napomenu da su a i b proSireni nulama do a; i b;. Konacni
niz d nam predstavlja paméene znamenke prilikom procedure pisanog zbrajanja te zbroj
a i b predstavlja ¢ = (c,---c1¢p)2 gdje je ¢; = (a; + b; + d;) mod 2, uz napomenu da je
ap = b =0,jerjek > 1Ak >mpajeposebno a; = d; mod 2, odnosno a; = d. <

Definicija 3.7: Definirajmo binmakro-algoritam

.BZzR;,2

. GOTO 3

.BZR,, 15

. SHS R3

. (STOREDBITADD)

. SHR R,

. SHR R,

.BzRy,9 . 3.3)

.GoTO 4 <

.BZz Ry, 11
10. coTo 4
11. opb Ry, 13
12. coTo 14
13. sus Rs

| 14. SPECREVERSE R3; TO Ry |

(BADD,) =

0NN N kW~ O

\O

Propozicija 3.8: Semantika totalnog binmakro-algoritma BApD, za pocetnu konfiguraciju
s proizvoljnim ulazom (a, b) € N? je r, = a + b. Takoder, vremenska sloZenost binmakro-
algoritma (BADD;) je polinomna.

Dokaz. Neka je (a, b) € N? proizvoljan. Promotrimo vanjsko (BADD,)-izraCunavanje s po-
¢etnom konfiguracijom ¢ s ulazom (a,b). Neka je a = (a;---ajap), i b = (b, --- b1by),
d = (dy,--- ,di,dp) neka predstavlja niz paméenih znamenaka u proceduri pisanog zbraja-
nja, a ¢ = (¢ - -+ ¢1¢p), rezultat procedure pisanog zbrajanja za a 1 b, odnosno ¢ = a + b,
uz napomenu da ¢emo smatrati da su a i b proSireni nulom do a; 1 b; za k = max{l, m} + 1.
Promotrimo vanjsko izracunavanje po slucajevima za vrijednosti a i b.

e a=0Ab=0

rn=0Ar,=0-pc=2—- pc=15;
ro=0=a+b
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e az0Vvb#0Buduéidajea#0Vb+#0,vrijedi
rn#0vVvrn+0—pc=1Vpc=2— pc=23.

Zatim imamo
r(13):a=(ak dlao)z/\”() Z(bk---blbo)zﬁr(;): 1,

a()+b()+d()J

2 2

’ =124 (@ +bo+d)) mod 2 =1-2+¢o = (Ieo)y A7 mod 2 = d,

5 5 6 7
= Uepn ArY =dy - 1” = (a...axa1), > 1 = (by...baby),

=1 = 2+@+b+0)mod 2 A mod 2 = |

Sad dolazimo do grananja gdje ako je rg) #0V r§7) # 0, onda je

r(17) = (k... q0a1)r # OVI’(7) (bi...b2b1), #0 = pc =8V pc=9,

pc:8\/pc:9—>pc:4Vpc:11—>pc:4—>r =coc1)2 A1y ® = d,

Primijetimo da smo usli u izvrSavanje petlje od instrukcija 4. do 10. za koju se lako

induktivno pokaZe da ¢e se petlja izvrSiti nakon k iteracija (jer je a = O A by =

0 A (ar—1 # 0V by # 0)), odnosno kad se registri R; i R, isprazne pa ¢e zadnja

iteracija petlje izgledati

rgs) :(1COC1 * Ck— 1)2/\ ()m0d2 dk—>l"
(7)

© — 0—>r(7) 0,

=0->pc=9—-> pc=11.
Sad dolazimo do grananja ovisno o parnosti rill), odnosno o vrijednosti dy. Zad; = 1
vrijedi

r(“) mod2=d;,=1—- pc=13,

= (Icocy -+ cp-11)2 = (Iepey + - - ck—1di)2 = (1coey - - - ck-1Ck)2,
as5) _

pc=13 - r(14)

ré”) ={co - cr1c)2 = ry - = (CrCre1 -2 Co)2 = ¢ A ”(15) =0;

rg=c=a+b.
Za d; = 0 vrijedi

rY mod 2 =dy =0 — pe =12,
() = (e - creo)a A ”( Y =0;

ry = (Ck-1-+-Cc1c0)2 = ¢ = a+ b (jer je ¢ = di = 0).

pc=14 - r,
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Slijedi tvrdnja za semantiku u propoziciji, posebno, binmakro-algoritam (BApD,) je totalan
jer iz prikazanog vidimo da stane za sve ulaze x € N2,

Sto se tice vremenske sloZenosti binmakro-algoritma (BADD,), vidimo da je njegova vanj-
ska slozenost O(n) za ulaz veliCine n, buduéi da se u vanjskom izratunavanju petlja iterira
k putaivrijedin + 1 > k, 1 da je broj vanjskih koraka van petlje konstantan. Veliina sva-
kog registra tijekom vanjskog izraCunavanja uvijek O(n), §to je testirano u programskom
dijelu diplomskog i moZe se provjeriti pomnim pra¢enjem izvrSavanja vanjskih naredbi u
R, gdje su vrijednosti 0 ili 1, a za ostale registre je pracena vrijednost u svakom vanj-
skom koraku pri opisu semantike binmakro-algoritma (BApp,). Zatim, buduci da su bin-
makroi (STOREDBITADD)" i SPECREVERSE R3 TO R polinomne vremenske sloZenosti, po te-
oremu 2.37 slijedi da je binmakro-algoritam (BApD;) polinomne vremenske sloZenosti. O

Napomena 3.9: Potvrdeno testovima u programskom dijelu diplomskog rada te pomnim
promatranjem izvrSavanja koraka u binmakro-algoritmu (BApD;), moZe se vidjeti da je
(BApD,) vremenske sloZenosti O(n). <

Korolar 3.10: Funkcija zbrajanja add® : N> — N, definirana sa add*(x;, x,) = x| + x», je
polinomno BRAM-izracunljiva.

Dokaz. 1z propozicije 3.8 slijedi da binmakro-algoritam (BADD,) raduna funkciju add?, iz
Cega slijedi da BRAM-algoritam mjesnosti 2 spljoStenja binmakro-programa od (BADD,)
takoder racuna add’. Sad imamo zbog korolara 2.44 da je add* BRAM-izraunljiva. O

Definicija 3.11: Neka je k € N takav da je k > 2 te neka je t = 5 ako je k < 5, inaCe neka
je t = k + 1. Definirajmo binmakro-algoritam

0. (BADD2(Ry, R;) — Ry USING R;..) g

1. (BADD2(Ry, Ry) — Ro USING R,..)

(BADDy) = 3.4)

(k—1). (BADD2(Ry, Ri) — Ro USING R,..)

Propozicija 3.12: Neka je k € N takav da je k > 2. Semantika totalnog binmakro-
algoritma (BADDy) za poetnu konfiguraciju s proizvoljnim ulazom ¥ € N* je r{) = Zf-‘zl X;.

Takoder, binmakro-algoritam (BADD,) je polinomne vremenske sloZenosti.

Dokaz. Promotrimo semantiku kroz vanjsko (BApp;)-izraCunavanje za pocetnu konfigura-
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ciju s proizvoljnim ulazom ¥ € N*, Vrijedi
-7 D _ .
(ri,ra, -+, 1) =X — ry =1 =X,

1 _ 2 _ (D
rO _x1—>r0 =T

0 +X2:X1+2,

k-1 k-1 k
k-1 k k-1
ré ) = Ei_lxiﬁré):r(g )b x, = Ei_]x,-+xk: Ei_lxi;
k
r, = E X;.
0 i=1 "

Vrijedi tvrdnja za semantiku iz propozicije, a posebno je binmakro-algoritam (BADDy) to-
talan, jer iz priloZenog vidimo da (BApD;)-izraCunavanje stane za pocetnu konfiguraciju
s proizvoljnim ulazom ¥ € N¥. Sto se tie vremenske sloZenosti, vidimo da je binmakro-
algoritam (BApby) vanjske vremenske sloZenosti O(1), da je (BADD2(Ry, R;) — Ry USING Rs..)
polinomne sloZenosti iz propozicija 2.73 1 3.8 za svaki i € [1..k], te po prikazanim stanjima
registara u vidimo da su svi registri veli¢ine O(n) u svakoj konfiguraciji vanjskog (BADDy)-
izraCunavanja, iz ¢ega po teoremu 2.37 slijedi da je binmakro-program (BApp;) polinomne
vremenske sloZenosti, a buduci da je k € N takav da je k > 2 bio proizvoljan, to vrijedi i za
svaki takav k. O

Napomena 3.13: Potvrdeno testovima u programskom dijelu diplomskog rada te pomnim
promatranjem izvrSavanja koraka, u binmakro-algoritmu (BApp;), moZe se vidjeti da je
(BApD;) vremenske sloZenosti O(n?). <

Korolar 3.14: Neka je k € N takav da je k > 2. Funkcija zbrajanja add* : N¥ — N,
definirana sa add*(x,, x2, ..., x;) = Zf-‘: | Xi, je polinomno BRAM-izracunljiva.

Dokaz. Neka je k € N takav da je k > 2. 1z propozicije 3.12 slijedi da binmakro-algoritam
(BApDy) racuna funkciju add*, iz &ega analognim razmisljanjem kao u korolaru 3.10 dola-
zimo do zakljucka da je funkcija add* polinomno BRAM-izracunljiva i buduci da je k € N
takav da je k > 2 bio proizvoljan, to vrijedi za svaki takav k. O






Poglavlje 4

Mnozenje

Napomena 4.1: U binmakro-algoritmu za mnoZenje dva broja simulirat ¢emo proceduru
pisanog mnoZenja u binarnom sustavu za brojeve a,b € N. Neka je b = (b,,---b1by),.
Procedura i rezultat pisanog mnoZenjajea-b = Y " a- 2" - b;. <

Definicija 4.2: Definirajmo binmakro-algoritam

. BZ Rz, 9

. MOVE R T0 R3 USING R4
.opb Ry, 4

.GOTO 5

. (BADD2(Ry, R3) — Ry USING Rs..) | . 4.1)
. SHR R, <
. SHL R;3

. BZ Rz, 9
.GOTO 2

(BMuL,) =

0NN N BN~ O

Propozicija 4.3: Binmakro-algoritam BMuL, za pocetnu konfiguraciju s proizvoljnim ula-
zom (a,b) € N? ima semantiku ro, = a-b. Takoder, vremenska sloZenost binmakro-
algoritma BMuL; je polinomna.

Dokaz. Neka je (a,b) € N? proizvoljan. Neka je b = (b,, - - - b1by),. Promotrimo vanjsko
(BMuL,)-izraCunavanje s pocetnom konfiguracijom c¢ s ulazom (a, b) po sluCajevima za
vrijednost b.

e =0
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e b0

T :a/\rzzb:(bm--~b1bo)2—>pc:1—>r(2)—r1 = a.

Sad imamo grananje po parnosti rgz) = (b, - - - b1bp),, odnosno grananje po vrijedosti
by. U slucaju da je by = 0 vrijedi

r? mod 2 = (b, -+ biby), mod 2 =by=0— pc=3— pc=35,
pc=5—>r;6):(bm---b2b1)2—>r§7):a-2.

U slucaju da je by = 1 vrijedi

rf) mod 2 = (b,,---bibg) mod2=by=1—- pc=4— r(s) = r(()4) + r(4) a,

5 6 7
r(())—a—né) (b - b2b1)2—>r§):a-2.

U nastavku izracunavanja, vidimo da se izvrSava petlja od 2. do 8. instrukcije dok
se registar R, ne isprazni, iz Cega slijedi da petlja ima tocno m + 1 iteracija, za
svaku znamenku od (b,, - - - b1 by),. Induktivno se pokaze da e zadnja iteracija petlje
izgledati

r(z) mod 2 = (b,), mod2=b,=1— pc=4,
) = 1 = m i am = N i
pc=4-1r; + 15 Zl_an bi+a-2 Zizan b;,
rés):zizoa-Z’-biar@ 0—r"=a-2"" > pc=9;

r(’):zizoa-f-b,-:a-b

Slijedi tvrdnja za semantiku u propoziciji, posebno, binmakro-algoritam (BMuL,) je totalan
jer iz prikazanog vidimo da stane za sve ulaze x € N2. Sto se tie vremenske sloZenosti
binmakro-algoritma (BMuL,), vidimo da je njegova vanjska slozenost O(n) za ulaz veliCine
n, buduéi da se u vanjskom izraCunavanju petlja iterira m puta i vrijedi n > m, te je broj
vanjskih koraka van petlje konstantan. VeliCina svakog registra tijekom vanjskog izracuna-
vanja je uvijek O(n) $to se lako vidi iz prikazanih vanjskih prijelaza gore. Zatim, buduci da
su binmakroi MOVE R; 10 R3 USING R, i (BADD2(Ry, R3) — Ry USING R;..) polinomne vre-
menske sloZenosti, po teoremu 2.37 slijedi da je binmakro-algoritam (BMuL,) polinomne
vremenske sloZenosti. O

Napomena 4.4: Potvrdeno testovima u programskom dijelu diplomskog rada te pomnim
promatranjem izvrSavanja koraka, u binmakro-algoritmu (BMuLr,), moZe se vidjeti da je
(BMuL,) vremenske sloZenosti O(n?). <
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Korolar 4.5: Funkcija mnoZenja mul’> : N> — N, definirana sa mul*(x,, x;) = x; - x5, je
polinomno BRAM-izracunljiva.

Dokaz. 1z propozicije 4.3 slijedi da binmakro-algoritam (BMuL,) ratuna funkciju mul?, iz
¢ega analognim razmisljanjem kao u korolaru 3.10 dolazimo do zakljucka da je funkcija
mul? polinomno BRAM-izratunljiva. O

Definicija 4.6: Neka je k € N takav da je k > 2 te neka je t = 9 ako je k < 9, inace neka je
t = k + 1. Definirajmo binmakro-algoritam

[ 0. sus Ry
1. (BMULz(R(), Rl) - RO USING Rt)
(BMury) = | 2- (BMULy(Rp, Rp) = RousinG Ry..) | (4.2)

| k. (BMULy (R, Ri) — Ry USING R,..) |

Propozicija 4.7: Neka je k € N takav da je kK > 2. Semantika binmakro-algoritma (BMuL;)
za pocetnu konfiguraciju s proizvoljnim ulazom X € N* je r, = e, r.
Takoder, binmakro-algoritam (BMuLy) je polinomne vremenske sloZenosti.

Dokaz. Promotrimo semantiku kroz vanjsko (BMuL;)-izraCunavanje za pocetnu konfigura-
ciju s proizvoljnim ulazom ¥ € N¥. Vrijedi
1 2 H o
(ri,ra, -+ 1) =X — r(()) =1- r(()) = r(O)-r(l): 1-x = xy,

() 3) 2 2
ro =X —>r0 :}"0 '7’2 = X1 Xy,

Ao TT e S o T e v = [T
o T i X o Tl cAE[ =] e

Vrijedi tvrdnja za semantiku iz propozicije, a posebno je da je binmakro-algoritam (BMuLy,)
totalan, jer iz priloZenog vidimo da (BMury)-izraCunavanje stane za pocetnu konfiguraciju
s proizvoljnim ulazom ¥ € N¥. Sto se ti¢e vremenske sloZenosti, vidimo da je binmakro-

algoritam (BMuL,) vanjske vremenske slozenosti O(1), da je (BMuL2(Ry, R;) — Ro USING R,.

polinomne sloZenosti iz propozicija 2.73 1 4.3 za svaki i € [1..k], te po prikazanim stanjima
registara vidimo da su svi registri veli¢ine O(n) u svakoj konfiguraciji vanjskog (BMury)-
izraCunavanja, iz ¢ega po teoremu 2.37 slijedi da je binmakro-program (BMuL;) polinomne
vremenske sloZenosti, a buduci da je k € N takav da je k > 2 bio proizvoljan, to vrijedi i za
svaki takav k. O

)



50 POGLAVLJE 4. MNOZENJE

Napomena 4.8: Potvrdeno testovima u programskom dijelu diplomskog rada te pomnim
promatranjem izvrSavanja koraka, u binmakro-algoritmu (BMuL;), moZe se vidjeti da je
(BMuL,;) vremenske sloZenosti O(n?). <

Korolar 4.9: Neka je k € N takav da je k > 2. Funkcija mnoZenja mul* : N¥ — N
definirana sa mul*(x;, Xz, . .., Xp) = Hf;l X;, je polinomno BRAM-izraCunljiva.

Dokaz. Neka je k € N takav da je k > 2. 1z propozicije 4.7 slijedi da binmakro-algoritam
(BMuL,) ratuna funkciju mul*, iz Sega analognim razmisljanjem kao u korolaru 3.10 dola-
zimo do zakljucka da je funkcija mul* polinomno BRAM-izratunljiva i buduéi da je k € N
takav da je k > 2 bio proizvoljan, to vrijedi za svaki takav k. O



Bibliografija

[1] V. éaéié, Komputonomikon, PME-MO, Zagreb, 2020.

51






Sazetak

U pocetku rada smo definirali binarni RAM-stroj i svojstvo binarne BRAM-izracunljivosti
za totalne brojevne funkcije. Zatim smo definirali pojam vremenske sloZenosti za to-
talne BRAM-algoritme i za funkcije koje oni raCunaju. Zatim smo radi pojednostavljenja
racunanja definirali pojmove binmakro-stroj 1 vanjsku vremensku sloZenost kako bismo
lakSe dokazali polinomnu BRAM-izracunljivost totalnih brojevnih funkcija. Zatim smo
pomocu postupka spljostenja pokazali vezu izmedu izraCunavanja s binmakro-programima
i BRAM-programima. Definiranjem makroa izgradili dovoljno sloZene programske cjeline
kako bismo na kraju izgradili makro-algoritme polinomne vremenske sloZenosti ¢ija spljo-
Stenja racunaju totalne brojevne funkcije zbrajanja 1 mnoZenja za mjesnosti k > 2 iz Cega
slijedi zbog dokazanih tvrdnji da su one polinomno BRAM-izracCunljive.






Summary

In the beginning of this thesis we defined binary RAM-machine and the property of binary
RAM-computability for total natural number functions. Then we defined the term time
complexity for total BRAM-algorithms and also for the functions they compute. Then, for
the sake of simplifying computation, we defined terms binmacro-machine and outer time
complexity so we could more easily prove polynomial BRAM-computability of total natu-
ral number functions. Then with the help of flattening procedure we showed the connection
between the computation with binmacro-programs and BRAM-programs. By defining ma-
cros, we built fairly complex programming units so we could build macro-algorithms of
polynomial time complexity whose flattenings compute total number functions of addition
and multiplication of arities k > 2 from which follows, with proven statements, that they
are polynomially BRAM-computable.
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