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Uvod

Redovi se u matematici javljaju kao prirodno poopcéenje pojma konacne sume. U
toj generalizaciji gube se pojedina svojstva kona¢nih suma — primjerice, za razliku
od konac¢nih suma, promjenom poretka ¢lanova reda moze se u nekim slucajevima
promijeniti i suma reda. U ovom radu proci ¢emo kroz razli¢ita svojstva redova, prvo
realnih brojeva, a kasnije i redova vektora u Banachovim prostorima. Naglasak c¢e
biti upravo na uvjetno konvergentnim redovima, koji imaju svojstvo da se promjenom
poretka ¢lanova reda moze promijeniti i suma reda.

U prvom poglavlju radit ¢emo s redovima realnih brojeva te ¢emo dokazati Riemannov
teorem, koji pokazuje kakve se sume reda mogu dobiti permutiranjem ¢lanova uvjetno
konvergentnog reda, i Pringsheimov teorem, koji za odredenu vrstu permutacija al-
ternirajuceg harmonijskog reda daje karakterizaciju konvergencije u R.

U drugom poglavlju bavit ¢emo se redovima vektora u Banachovim prostorima.
Definirat ¢emo pojam domene sume reda te ¢emo pokazati u kakvom su odnosu
obi¢na, apsolutna i bezuvjetna konvergencija u R, u kona¢nodimenzionalnim Banachovim
prostorima, i u beskona¢nodimenzionalnim Banachovim prostorima. Pro¢i ¢emo kroz
Steinitzov teorem koji ¢e nam dati opis domene sume reda u kona¢nodimenzionalnim
Banachovim prostorima. Na kraju ¢emo pokazati da Steinitzov teorem ne vrijedi
u beskona¢nodimenzionalnim Banachovim prostorima te na koji ga nac¢in mozemo
“popraviti” kako bi vrijedio u prostorima L, gdje je 1 < p < oo.



Poglavlje 1

Redovi realnih brojeva

1.1 Osnovni pojmovi

Zapocinjemo s par osnovnih definicija.

Definicija 1.1.1. Neka je (z1)ren niz realnih brojeva. Nizu (xj)keny pridruzujemo
niz (Sg)ren definiran kao

k
S = in, Vk € N.
i=1

Red je uredeni par ((xy), (Sg))ken nizova (g )ren 1 (Sk)ken. Element zy zovemo opéi
¢lan reda, dok je s k-ta parcijalna suma reda. Neke od oznaka za red su > xy,

o0 oy
D oken Thy Do Thy gy Thy Ml Ty + T 4 oo @y 4o

Definicija 1.1.2. Za red >/, zj realnih brojeva kazemo da je konvergentan ako je
niz (sx)r parcijalnih suma reda konvergentan. Ako je red konvergentan, onda broj

s = lim sy
k—o00

zovemo sumom reda i oznac¢avamo sa
oo
S = E Tp =X1+To2+ X3+ .
k=1
Red je divergentan ako je niz (s), divergentan.

Sljedeéi teorem nam daje klju¢no svojstvo konvergentnih redova u R koje ¢emo
¢esto koristiti u dokazima.
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Teorem 1.1.3 (Nuzan uvjet konvergencije reda). Ako red ;- x konvergira, onda
niz (zx)r konvergira k nuli, tj. vrijedi

[e.e]
E xr konvergira — lim z;, = 0.
= k—o0

Dokaz. Ako red >, xj konvergira k broju s, onda vrijedi

lim z; = lim (s — sk—1) = lim s — lim 1 =s—s=0.
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

]

Definicija 1.1.4. Zared Y ;- zx, 2 € R, kazemo da je apsolutno konvergentan ako
red > 7, |zx| konvergira.

Definicija 1.1.5. Za red Y .-, @k, 2 € R, kazemo da je uvjetno konvergentan ako
konvergira, ali red ;- |zx| ne konvergira.

Definicija 1.1.6. Permutaciju skupa A definiramo kao bijekciju s A na samog sebe.

Sada navodimo par teorema koji nam pokazuju u kojim slucajevima se mijenja-
njem poretka ¢lanova reda ne mijenja suma reda.

Teorem 1.1.7. Pretpostavimo da su svi xy, nenegationi realni brojevi te da red Y - | xy,
konvergira prema sumi s. Tada za proizvoljnu permutaciju 7 skupa prirodnih brojeva
red Y ooy Txk) konvergira i njegova suma je jednaka s.

Dokaz. Neka s; oznacava j-tu parcijalnu sumu reda > 7 Trpy, tj. 55 = Zizl Tr(k)-
Iz nenegativnosti ¢lanova reda lako je vidjeti da vrijedi s; < s9 < ..., 1 sup, Sg < s.
Slijedi da niz s, konvergira prema 5 < s, tj. da vrijedi Y ;- &, =35 < s. U drugu
ruku, ako promatramo permutaciju 7! i pripadni red Zzozl Tp = ch;l Tr=1(n (k)5
istim argumentima kao i prije dolazimo do nejednakosti

§ = Zxﬂ'_l(ﬂ‘(k)) < Z'ITF(Z) <s.
k=1 i=1

Dakle, slijedi s = 5. O]

Teorem 1.1.8. Neka je >~z apsolutno konvergentan red. Tada red Y, | x) kon-
vergira, te za svaku permutactju m skupa prirodnih brojeva red Y ;- | Tz konvergira

i orijedi Y 0 Tk = Y g q Tr(k)-
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Dokaz. Za proizvoljan realan broj x definiramo % na nacin da je 2 = z ako je
x > 0,1z = 0 usludaju x < 0. Na slian na¢in, definiramo z= = z7 — x.
Promotrimo sada redove Y 7 2 1 > 22, 2. To su redovi nenegativnih brojeva te
ocito konvergiraju jer ih majorizira red > .~ |zx|. Sada oznacimo sT = > "7 @,

Zf 17, - Tada iz teorema 1.1.7 slijedi da za svaku permutaciju 7 redovi
Zk 1x 1y e 1 T konverglraju te je > oo 1x =5 c D e | Ty =S - Dakle,
konverglra ired Zk:l xﬂ => o, (xf T~ Trry) teJe Zkz:l Trpy = sT —s~. Pocetni
red Y00 xp =Y oo (T — x,;) takoder konvergira teje Y po xp =T —s . Time je
tvrdnja teorema dokazana. O]

1.2 Riemannov teorem

Sljedeci teorem je najbitniji rezultat u ovom poglavlju te nam, medu ostalim, pokazuje
da se mijenjanjem poretka ¢lanova uvjetno konvergentnog reda moze postiéi bilo koja
suma reda (u R).

Teorem 1.2.1 (Riemann). Neka je Y - | x) uvjetno konvergentan red realnih brojeva.
Tada

1. za proizvoljan s € R moguce je konstruirati permutaciju m takvu da vrijeds
Dbt Ty = S

2. moguce je konstruirati permutaciju o takvu da vrijedi Y | Top) = 00.

3. za sve L, U takve da je —oo < L < U < 0o moguce je konstruirati permutaciju
7 takvu da vrijedi iminfy_,oo Sz = L i imsup,_, . S=) = U, gdje je (si)ren
pripadan niz parcijalnih suma reda.

Dokaz. Za pocetak particionirat ¢éemo skup prirodnih brojeva u dva podskupa A =
{a1,a9,...} 1 B = {by, by, ...} tako da vrijedi z,, > 01z, < 0, zasve k € N. Ako
je Y e, < +00 1> 00 mp,, > —oo, tada red Y.~ |zk| konvergira. No, ako je
Y ope gy = +00 1 D 00wy, > —00, 1l Y00 @, < 4001 Y 0y, = —00, tada red
Y re xy, divergira. Kako je pretpostavka teorema da red ) -, zy konvergira, ali ne
apsolutno, slijedi da je Y po | @4, = +001 Y po, xp, = —00. Sada ¢emo dokazati obje
tvrdnje teorema.

1. Pretpostavimo da je s > 0. Konstruirat ¢emo permutaciju 7 na sljedeéi nacin:
m(1) = a1,7(2) = ay,...,7(j) = a;, te nastavljamo na taj nacin do indeksa
J = Jj1 za koji je parcijalna suma s; = Y 7 _; T Prvi put veca od s : s < s
za sve 0 < k < j; — 1;s;, > s. Sada dodajemo negativne elemente: m(j; +
1) = by, w(j1 +2) = by, ..., dok parcijalna suma s;,;;, ne postane manja
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od s. Tada opet dodajemo pozitivne elemente, pa nakon toga opet negativne
elemente, itd. Sada ¢emo pokazati da ovako permutirani red zaista konvergira
prema s. Kako je > 77, xy konvergentan red, po teoremu 1.1.3 slijedi da je
limg ooz = 0. Kako su (x4, )k 1 (23, )r podnizovi od (xy)g, slijedi da je i
limy_yo0 T4, = 0, limy_yoo 7y, = 0. Za zadani € > 0 tada postoje ny, ng € N
takvi da za sve k > ny vrijedi |z,,| < € te za sve k > ng vrijedi |z, | < €.
Neka je ng € N sada dovoljno velik da je {4, ...;Za,, } C {Tr(1), s Tr(no) }
i {5 To,y b C {Tr(1)s -, Tr(ng) ). Kako su svi preostali ¢lanovi originalnog
reda koje jos trebamo ubaciti u permutaciju po apsolutnoj vrijednosti manji od
e, a dodajemo pozitivne elemente dok parcijalna suma ne postane veé¢a od s, i
negativne elemente dok parcijalna suma ne postanje manja od s, sve sljedece
parcijalne sume nalazit ¢e se u intervalu [s — e,s + €]. Slijedi da je s zaista
limes niza parcijalnih suma reda Y -, Z). Konstrukcija ostaje skoro ista u
slucaju s < 0 — jedina razlika je $to u konstrukciji permutacije pocinjemo s
negativnim elementima.

2. U ovom slu¢aju permutaciju ¢emo konstruirati na sljedec¢i nacin: (1) = a1, o(2)
as, ..., dok s;, ne postane veéi od 1 — xp,. Tada postavimo o(j; +1) = b;. Sada
opet dodajemo pozitivne elemente dok s;, ne postane vec¢i od 2 — x;,. Ostatak
permutacije dobivamo ponavljanjem ovog postupka. Tada je s; > k, za sve
J > Jk, paslijedi s; — +o00, te je time dokazan teorem.

3. Slucajevi gdje je L = U su dokazani u 1. i 2. stavci teorema, pa ¢emo se ovdje
baviti samo slucajevima gdje je L # U. TraZenu permutaciju u ovom slucaju
konstruiramo kombinacijom tehnika koje smo koristili u 1. i 2. slu¢aju, ovisno
oLiU:

e —00 < L <U < oo: U ovom slu¢aju konstruiramo permutaciju na slican
nacin kao u 1. stavci teorema. Pretpostavimo da je U > 0. Konstruirat
¢emo permutaciju 7 na sljedeéi na¢in: 7(1) = a1, 7(2) = ao, ..., 7(j) = aj,
te nastavljamo na taj nacin do indeksa j = j; za koji je parcijalna suma
Sj =D %_1 Tr(ky Prviput veaod U : s < szasve 0 < k < j1 —1;s;, > U.
Sada dodajemo negativne elemente: 7(j; + 1) = by, 7(j1 + 2) = ba, ...,
dok parcijalna suma sj, 4;, ne postane manja od L. Tada opet dodajemo
pozitivne elemente, pa nakon toga opet negativne elemente, itd. Na slican
nac¢in kao i u 1. stavci teorema pokaze se da su L i U gomilista niza
parcijalnih suma reda ). | ). Po konstrukeiji slijedi da su to upravo
limes inferior i limes superior niza parcijalnih suma reda. U slucaju U < 0
jedina razlika je Sto u konstrukciji permutacije pocinjemo s negativnim
elementima.
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e —00 < L < U = oo: Pretpostavimo da je L > 0. Definirajmo sada
K = L. U ovom sluc¢aju permutaciju ¢emo konstruirati na sljede¢i nacin:
7(1) = a1, m(2) = ay, ..., 7(j) = a;, te nastavljamo na taj nac¢in do indeksa
J = j1 za koji je parcijalna suma s; = > 7 _; T prvi put veca od K :
s <szasve 0 < k < j;—1;s;, > K. Sada dodajemo negativne elemente:
7w(j1 + 1) = by, w(j1 + 2) = by, ..., dok parcijalna suma s;,4;, ne postane
manja od L. Tada dodajemo pozitivne elemente dok parcijalna suma ne
postane veéa od K + 1, pa onda opet negativne elemente dok parcijalna
suma ne postane manja od L. U svakom sljede¢em koraku povecavamo
K za 1 i ponavljamo ovaj postupak. Slijedi da su L i +00 gomilista niza
parcijalnih suma reda ;" | T te su po konstrukeiji upravo limes inferior
i limes superior niza parcijalnih suma reda. U slu¢aju L < 0 jedina razlika
je Sto u konstrukciji permutacije poc¢injemo s negativnim elementima.

e —00 =L < U < oo: Konstrukcija permutacije u ovom slucaju jednaka je
konstrukciji u proslom slucaju, osim $to cijelu konstrukciju radimo sime-
tri¢no s obzirom na 0.

e —00 = L < U = oo: Definirajmo sada K; = 1, Ky = —1. U ovom
slu¢aju permutaciju ¢emo konstruirati na sljedeé¢i na¢in: 7(1) = ay,7(2) =
ag, ..., ™(j) = aj, te nastavljamo na taj nacin do indeksa j = j; za koji je
parcijalna suma s; = » ], Trx) Prvi put veca od Ky : s, < s za sve
0 <k < ji1—1;sj, > K;. Sada dodajemo negativne elemente: m(j; +1) =
bi, m(j1 +2) = by, ..., dok parcijalna suma sj, 1, ne postane manja od
K,. Tada dodajemo pozitivne elemente dok parcijalna suma ne postane
ve¢a od K + 1, pa onda opet negativne elemente dok parcijalna suma ne
postane manja od Ky — 1. U svakom sljede¢em koraku poveéavamo K; za
1, smanjujemo K5 za 1, i ponavljamo ovaj postupak. Slijedi da su —oo
i +00 gomilista niza parcijalnih suma reda Y-, T4 te su upravo limes
inferior i limes superior niza parcijalnih suma reda.

]

Korolar 1.2.2. Neka je >"/°, x uvjetno konvergentan red realnih brojeva. Tada je
mogude konstruirati permutaciju  takvu da red Y oo | Txk) ne konvergira u R.

Sada ¢emo navesti primjer uvjetno konvergentnog reda. Sljedec¢i primjer je zgo-
dan, jer za pojedine vrste rearanzmana tog reda postoji karakterizacija konvergencije
u R, sto ¢emo i dokazati u teoremu 1.2.5.
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Primjer 1.2.3. Alternirajuc¢i harmonijski red

>t

n=1

je uvjetno konvergentan. Red ocito nije apsolutno konvergentan, jer je
o0 o 1
S|yt =3 h = e
n
n=1 n=1
Sada ¢emo pokazati da red konvergira. Za svaki n € N je
1 1 N 1 1 A 1 1
Som = - = - — - -,
? 2 3 4 2m—1 2m
sto pokazuje da je podniz (Som ), strogo rastuci. Nadalje,
] 1 1 1 1 1 1 1 <1
Som=1—(=—=—-|-=—=)—...— — - — ,
? 2 3 4 5 om—2 2m—1) 2m
sto pokazuje da je niz (o, )m 0dozgo ograni¢en. Prema teoremu o rastué¢im nizovima,

. . . . . o _ 1
jca‘] niz Je. konvergentan. Neka J'e gada lim,,, oo Som = 8 < 1.' Zbog Som+1 = Som + 377
imamo lim,, ,o Somi1 = S, pailim, .. s, = s, Sto pokazuje da je red konvergentan.

(1

Napomena 1.2.4. Kazemo da je red jednostavni rearanzZman alternirajuceg reda
ako je rearanzman reda i podnizovi pozitivnih i negativnih ¢lanova reda su u istom
poretku kao i u originalnom redu. Na primjer, red

oyt (1.1)

je jednostavni rearanzman alterniraju¢eg harmonijskog reda, dok red

11 1 1

nije. Ako je > 77, aj jednostavan rearanzman alternirajuéeg harmonijskog reda, neka
je p,, broj pozitivnih ¢lanova u {a1, ..., a,} i neka je o asimptotska gustoca pozitivnih
¢lanova u rearanzmanu reda. Dakle, o = lim,,_,o, 22, ukoliko limes postoji. Tada je

o= % za originalan alternirajué¢i harmonijski red, i a = % za rearanzman (1.1).

Teorem 1.2.5 (Pringsheim). Jednostavni rearanzZman alternirajuceg harmonijskog
reda konvergira u R ako i samo ako o, asimptotska gustoca pozitivnih clanova rearan-
Zmana, postoji. U tom slucaju je suma rearanimana asimptotske gustoce o jednaka
In2+in(a(l—a)™).
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Dokaz. Neka je > 77, aj, jednostavni rearanzman alterniraju¢eg harmonijskog reda.
Neka je p,, broj pozitivnih ¢lanova u {ay,...,a,}, 1 ¢, = n — p,. Tada je
an
Zak S NCEIRES SEIR
j=1 j=1
Neka je sada E, = (3p_, k') — Inn, za svaki n € N. Niz (E,)22, je padajudi niz
pozitivnih brojeva ¢iji se limes v naziva Eulerova konstanta. Sada je

Pn 2pn 1 1
Z 2j — 1)~ Z] —Z =n2p, + By, — SInpy — 5By,
Jj=1 j=1
Tada je
= 1 1 1 1
lim ;ak = lim {ln 2pn = 5 pn = S WGy + Bop, — DB, — S By,
1 11
—In2+ lim =In(p,q " oy -
n2+ lim ol (pag,”) +7 =57 =57

1
=In2+ = In(lim p,q,*).
2 n—o0
Dakle, red >;_, a), konvergira ako i samo ako posljednji limes, koji je jednak In2 +
sIn(a(1 —a)™h), postoji. O
Napomena 1.2.6. Treba razlikovati dva sluc¢aja kada red realnih brojeva divergira:
1. niz parcijalnih suma (s, )nen tezi k +00;
2. ne postoji limes niza parcijalnih suma, tj. red ne konvergira u R.

Ubuduce ¢e se za 1. slucaj re¢i da red ima sumu Foco, dok ¢e se za 2. slucaj reé¢i da
red divergira.

1.3 Produkt redova

U ovoj cjelini pokazujemo da produkt dva apsolutno konvergentna reda definiran na
sljedeé¢i nacin konvergira k produktu suma danih redova.

Definicija 1.3.1. Neka su ) ja, i Y b, redovi realnih brojeva. Definirajmo
niz (c,), sa

= agbuk, k=0,1,2,... (1.2)
k=0

oo . o0 . o0
Red )7, ¢, nazivamo produktom redova ) > ja, i) b
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Teorem 1.3.2. Ako red ), a, apsolutno konvergira k A i red > 7 b, apsolutno
konvergira k B, onda red Y~ ¢, definiran s (1.2) konvergira k AB.

Dokaz. Za n € N oznacimo A, = >} _ax, By, = Y 1_, bk, B, =B,—-B, C, =
YopeoCkia=> " lay|. Ako je a =0, onda je a, =0, Vn, a tadaje A=01¢, =0,
Vn, pa je tvrdnja istinita.

Neka je sada a > 0. Za parcijalne sume reda » - ¢, imamo:

Cn = aobo + (Clobl + a1b0> + -+ ((Zobn +-- anbo)

= agBy + a1Bp_1 + -+ anBy = ag(B+ B.) + a\(B+ B, _|) + - + an(B + By),
(1.3)

tj. C, = A,B +C,, gdje je C,, = apB,, + a1 B, _; + -+ a,B,.

Pokazimo da vrijedi lim,,_ C’;L = 0. Bududi da je lim,,_,o B,; = lim,, oo (B, — B) =
0, postoji M > 0 takav da Vn, |B,| < M. Takoder, za bilo koji ¢ > 0 postoji
p € N takav da (n > p) = (|B,| < &1 = £). Zbog konvergencije reda Y oo a,
vrijedi lim,_,oa, = 0, pa za e = > 0 postoji ¢ € N (¢ > p) takav da
Vi (n > q) = (Ja,| < €).

Uzmimo sada n. = p+ q. Za n > n, imamo:

€
2(p+1)M

Col < (IBollan] + - + [Byllan—]) + (1 Byiallan—p-1| + - - + | B,llac).
Zbog n — p > q vrijedi
Col < @Byl + -+ By]) + exllao] + -+ + |anpa]) < ea(p + )M + cra = e,
Dakle, lim,,_,., C!, = 0, a odatle lim,,_,., C,, = AB. O

Napomena 1.3.3. U prethodnom teoremu nije moguce izostaviti uvjet apsolutne
konvergencije. Uzmimo za primjer red

= (1)
nzg V1i+n

Po Leibnizovom kriteriju red konvergira. Kvadrat tog reda ima opéi ¢lan

w1t LI ! g
en = (—1) <1\/1+—n+\/%+ +\/m+ +m>.

Zbog
1

>
E2+n—k) — 1+n

imamo |¢,| > 1, Vn, pa kvadrat polaznog reda ne konvergira.

, Vke{l,2,.,n+1}



Poglavlje 2

Redovi vektora u Banachovim
prostorima

2.1 Osnovni pojmovi i svojstva redova vektora

Za pocetak opet navodimo osnovne definicije i teoreme, ovaj put u Banachovim pros-
torima.

Definicija 2.1.1. Neka je (xp)reny niz elemenata Banachovog prostora X. Nizu
(g )ken pridruzujemo niz (sy)gen definiran kao

k
sk=» x, VkeN
i=1

Red elemenata Banachovog prostora X je uredeni par ((z), (Sk))ken nizova (Tx)ken
i (8k)ken-

Sume s, =y ;_, ¥ konatno mnogo elemenata reda ), z; nazivaju se parcijalne
sume reda.

Kazemo da je red konvergentan ako niz parcijalnih suma reda konvergira u normi
prostora. Limes parcijalnih suma niza naziva se suma reda, tj. s = lim,, .o Sj,.

Definicija 2.1.2. Ostatak konvergentnog reda .-, zj definira se kao vektor r,, =
5 — Sp, tj. ostatak konvergentnog reda je suma reda z,.1 + 2,12+ ---. Kako n raste,
ostatak konvergentnog reda konvergira u 0. Ponekad se i sam red z,41 + Zpi0 + - -
naziva ostatkom konvergentnog reda.

Segment reda definira se kao suma konac¢no mnogo uzastopnih ¢lanova reda, kao
Npr. Yo, Tp = Sp — Sm. Ponekad se i skup {x;}7, | naziva segmentom reda.

10
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Teorem 2.1.3 (Cauchyjev kriterij konvergencije reda). Red Y .-, xx konvergira ako
i samo ako niz pripadnih segmenata reda konvergira u 0, tj. ako i samo ako vrijedi

1, oo || ZZJA x| = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da red konvergira, tj. da s, — s za n — oo. Tada je

n
D o

m+1

= llsn = smll < llsn = sl + [lsm = sl = 0,

tj. Cauchyjev kriterij je zadovoljen.

Sada pretpostavimo da red zadovoljava Cauchyjev kriterij, tj. da lim,, ,—eo [|Sn —
Sm|| = 0. To znaci da je niz parcijalnih suma reda Cauchyjev niz. Kako je X potpun
prostor, svaki Cauchyjev niz u njemu konvergira, pa tako i niz parcijalnih suma reda.

Slijedi da red Y, | x) konvergira. O
Definicija 2.1.4. Kazemo da jered > /7, zj apsolutno konvergentan ako je " | ||zx|| <
+00.

Primijetimo da je, ako uzmemo Banachov prostor R uz normu ||z|| = |z|, za sve

x € R, ova definicija ekvivalentna definiciji apsolutno konvergentnog reda u prvom
poglavlju.

Teorem 2.1.5. Neka je Y .- | x), apsolutno konvergentan red. Tada je on i konver-

gentan.

Dokaz. Kako je Y 77 ||lzx| < oo, vrijedi limpm noo Y p_pis [|2x]| = 0 po Cauchyje-
vom kriteriju. Po nejednakosti trokuta, ||, . axll < >op_ . |zl Dakle,
iy nsoo || D opema1 Tkl = 0. Sada po Cauchyjevom kriteriju slijedi da red ) x
konvergira. O

2.2 Permutacije redova u Banachovim prostorima

Definicija 2.2.1. Kazemo da jered Y - | x), bezuvjetno konvergentan ako konvergira
za svaku permutaciju ¢lanova reda.

Definicija 2.2.2. Kazemo da je red )"~z uvjetno konvergentan ako konvergira,
ali ne bezuvjetno.

Primijetimo da definicija uvjetno konvergentnog reda u Banachovom prostoru X
nije jednaka definiciji iz prvog poglavlja u R (tamo smo uvjetno konvergentan red
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definirali kao red koji konvergira, ali ne konvergira apsolutno). Pokazat ¢e se da
apsolutna konvergencija povlaci bezuvjetnu konvergenciju u Banachovim prostorima,
pa su time definicije ekvivalentne u R (jer u R i bezuvjetna konvergencija implicira
apsolutnu). No, pokazat ¢e se i da bezuvjetna konvergencija ne implicira apsolutnu
konvergenciju opéenito u Banachovim prostorima, pa slijedi da nismo mogli definirati
uvjetnu konvergenciju na isti na¢in kao u prvom poglavlju i dobiti isti rezultat (tada
bi postojali bezuvjetno konvergentni redovi koji konvergiraju i uvjetno).

Teorem 2.2.3. Ako red > ", x; u Banachovom prostoru X konvergira bezuvjetno,
tada sve njegove permutacije imaju istu sumu.

Dokaz. Dokazat ¢emo ovu tvrdnju svodenjem na kontradikeiju. Neka je Y 72 @) = s
i pretpostavimo da za neku permutaciju 7 suma s permutiranog reda nije jednaka
s. Neka je f € X* (X* je oznaka za skup svih ograni¢enih linearnih funkcionala
na X) ograni¢en funkcional za koji vrijedi f(s) # f(s'). Tada red > ;- f(zx) nije
apsolutno konvergentan, jer permutacija 7 mijenja sumu tog reda. Po Riemannovom
teoremu (teorem 1.2.1) postoji permutacija o takva da red Y ;- f(zo)) divergira.
Red )72, zox) tada isto divergira, pa je D, xx uvjetno konvergentan red, sto je u
kontradikciji s pretpostavkom teorema da je red bezuvjetno konvergentan. O]

Sada navodimo pojam savrSene konvergencije, koja ¢e se pokazati ekvivalentnom
bezuvjetnoj konvergenciji u Banachovim prostorima.

Definicija 2.2.4. Kazemo da je red )";° x; u Banachovom prostoru savrseno ko-
nvergentan ako red Y .-, o;x; konvergira za svaki izbor koeficijenata o; = £1.

Teorem 2.2.5. Red u Banachovom prostoru konvergira bezuvjetno ako i samo ako
konvergira savrseno.

Dokaz. Pretpostavimo da red ) .~ x; nije bezuvjetno konvergentan. To znadi da
postoji permutirani red ) .2, z.(; koji divergira. Po Cauchyjevom kriteriju slijedi da
postoji niz k1 < I3 < ky < ly < k3 < ... takav da je

l
Y aep||=6>0, j=12 ..
i=k;

Iz pocetnog reda uzet ¢emo niz segmenata A; = {z;}m, (j = 1,2,3,...) takav da

svaki od njih sadrzi pripadni segment A;- = {:L‘,T(i)}?: ks permutiranog reda. Kako bi
osigurali da su segmenti A; medusobno disjunktni, po potrebi prelazimo na podniz
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niza segmenata. Sada za svaki j definiramo u; kao sumu elemenata iz A;, iv; kao
sumu elemenata iz Aj\A;. Kako je
1
5 Uy + o5l + flug = vsll) = Jlugll = 6 >0,
slijedi da je ili
Ju; + il = 0, (2.1)
ili
lu; — w5l = 6. (2.2)

TraZeni izbor koeficijenata takav da ) .-, o;x; divergira biramo na sljedeéi nacin:
uzimamo «; = +1 za sve x; koji se nalaze u Aj\A;; uzimamo «; = +1 za sve x; koji
se nalaze u nekom A;, ako (2.1) vrijedi za taj j, i uzimamo «; = —1 ako (2.2) vrijedi,
a (2.1) ne vrijedi za taj j; uzimamo «; = +1 na proizvoljan nac¢in za sve ¢lanove reda
koji se ne nalaze niti u jednom segmentu A;. S koeficijentima odabranim na ovaj
nacin slijedi

nj
ZO[Z'.T,L' = Huj :l:’UjH Z 0> 0.
m;
Po Cauchyjevom kriteriju slijedi da red > a;x; divergira.
Pretpostavimo sada da red ) x; nije savrSeno konvergentan. To znadi da postoji

skup koeficijenata «; = +1 takav da red > a;x; divergira. Po Cauchyjevom kriteriju
postoji niz my; < ny < my < ny < ... takav da

nj
Y || >6>0, j=12,..
mj

Svaki segment A; = {z;}i, reda Y 1" x, sada dijelimo u dva podskupa: A; = AT U
A7, gdje je A;r skup svih z; u A; za koje je a; = +1, 1 A} ostatak. Po nejednakosti
trokuta slijedi da je

o ... )
Z ;|| > 3 ili Z ;|| > 3" (2.3)
z’GA;' €Ay

Neka je A% onaj od skupova A;t za koji vrijedi (2.3) i neka je A® skup svih ¢lanova reda
>_ 7; koji se ne nalaze niti u jednom skupu AJ. Zeljenu permutaciju konstruiramo
na sljedeéi nacin: prvo u poretku ispisujemo sve ¢lanove skupa A7, onda jedan ¢lan
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iz A, pa opet u poretku ispisujemo sve ¢lanove iz A%, pa opet jedan ¢lan iz AP,
itd. Po Cauchyjevom kriteriju, divergencija permutiranog reda slijedi iz nejednakosti
(2.3). O

Teorem 2.2.6. Neka je X Banachov prostor. Tada je svaki apsolutno konvergentan
red u X 1 bezuvjetno konvergentan.

Dokaz. Neka je Y .2 x) apsolutno konvergentan red u X, A pripadna suma reda i
neka je ¢ > 0. Neka je o proizvoljna permutacija skupa prirodnih brojeva. Neka
je no € N takav da je 3,27 |zx| < e. Neka je mg dovoljno velik da su svi ¢lanovi

L1, ...y Tng—1 sadrzani U {Zo(1), ..., To(me) }- Tada za sve m > myq vrijedi
m m o0 o
DTty = All =D wow = D we| < Y Ml <e
k=1 k=1 k=1 k=no

Kako je ¢ proizvoljan, slijedi

Z Tory = lim. Z Tok) = A,
pt =1

pared > -, z; konvergira i bezuvjetno. O

Dokazano je da su pojmovi apsolutne i bezuvjetne konvergencije reda ekvivalentni
pojmovi u R te da opéenito u Banachovim prostorima apsolutna konvergencija im-
plicira bezuvjetnu konvergenciju. Sada ¢emo pokazati da obrat ne vrijedi opcéenito u
Banachovim prostorima.

k

na k-tom mjestu. Tada za svaku permutaciju ¢lanova red )", | ) konvergira prema

1 1
Primjer 2.2.7. Neka je X = /5, i neka je x;, = (O, 0,...,0, T 0, >, gdje se — nalazi

oo 1

11 1
s = (1 "= ), ali ne konvergira apsolutno, jer je Y 7 |lzx| = >°7° # = oo.

7§7§7”7n

Sljedeci teorem pokazuje da su apsolutna i bezuvjetna konvergencija reda ekviva-
lentni pojmovi u kona¢nodimenzionalnim Banachovim prostorima.

Teorem 2.2.8. Neka je X n-dimenzionalan normiran prostor. Tada je svaki bez-
uvjetno konvergentan red u X 1+ apsolutno konvergentan.

Dokaz. Kako su sve norme u kona¢nodimenzionalnom prostoru ekvivalentne, mozemo
pretpostaviti da je X = ég"). Neka sada f; oznacava koordinatne projekcije (i =
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1,2,...,n). Neka je >~ z; bezuvjetno konvergentan red u X. Tada red > "7, fi(zx)
takoder konvergira bezuvjetno pa je > oo, | fi(z5)] < 0o za sve i. Slijedi

IREAEDS < |fi($k)|> < 00,
=1 k=1 \i=1

=1
pared >~ x; konvergira apsolutno. O

Ostaje nam pokazati kakav je odnos apsolutne i bezuvjetne konvergencije u be-
skona¢nodimenzionalnim Banachovim prostorima. Iz Teorema 2.2.6 znamo da apso-
lutna konvergencija reda povlaci bezuvjetnu konvergenciju te je u Primjeru 2.2.7 dan
primjer bezuvjetno konvergentnog reda u beskonac¢nodimenzionalnom Banachovom
prostoru koji ne konvergira apsolutno. Sada ¢emo bez dokaza navesti teorem c¢ija
je posljedica da svaki beskona¢nodimenzionalan Banachov prostor sadrzi bezuvjetno
konvergentan red koji nije apsolutno konvergentan.

Teorem 2.2.9 (Dvoretzky-Rogers). Neka je X beskonacnodimenzionalan Banachov
prostor 1 Y~ ai konvergentan red pozitivnih brojeva. Tada postoji bezuvjetno ko-
nvergentan red Y oo xx u X ¢iji clanovi zadovoljavaju jednakosti |xy||* = ay, k =
1,2, ...

Dokaz. Vidi [4]. O

Kako niz brojeva (ax);2, ne mora zadovoljavati uvjet > ;- 1/(ar) < oo (a niz
brojeva koji ne zadovoljava taj uvjet, ali zadovoljava uvjet u teoremu, postoji —
primjer takvog niza je (k%)zo:l), slijedi da svaki beskona¢nodimenzionalan Banachov
prostor sadrzi bezuvjetno konvergentan red koji nije apsolutno konvergentan.

Teorem 2.2.10 (Gelfand). Neka je Y .-, x u Banachovom prostoru X bezuvjetno
konvergentan red. Tada je skup svih suma s(a) = Y po | axxy, gdje o = (Qy)en
prolazi kroz sve moguce kombinacije +1 1 -1, kompaktan podskup od X .

Dokaz. U Banachovom prostoru skup je kompaktan ako i samo ako je zatvoren i pot-
puno omeden. Dakle, moramo pokazati da skup s(«) zadovoljava ta svojstva. Prvo
¢emo pokazati da za svaki € > 0 postoji indeks n = n(e) takav da je || D oo ozl < e
za sve nizove koeficijenata a; = +1. Ako pretpostavimo suprotno, tada postoji o > 0,
niz ny < ng < ..., 1 niz (agj))ieN,j eN, CYZ(-j) = +1 takav da vrijedi

Y alz|[>5>0 j=12,... (2.4)

1=n;
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Pokazat ¢emo da je (2.4) u kontradikciji s bezuvjetnom konvergencijom reda. Prvo
odaberimo niz (7;)en, 7; > n;, takav da je

’I’j ] 1
S ol > 50 J=12. (2.5)

1=nj

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je r; < n;y1. Niz koeficijenata
a; definirat ¢emo po sljede¢em pravilu: ako ¢ pripada nekom intervalu [n;,r;], tada
je af = ozgj), (7 = 1,2,...), dok preostale ) biramo na proizvoljan nacin iz skupa
{£1}. Po nejednakosti (2.5) slijedi da red >~ ofx; divergira, $to je u kontradikciji

s bezuvjetnom konvergencijom reda .~ ;.

Dakle, zasad smo pokazali da skup elemenata s,_;(a) = Z;:ll ax;, n=n(e), o=
+1, tvori kona¢nu e-mrezu za skup suma oblika s(a) = > 7, oz, pa slijedi da je
skup s(a) potpuno omeden. Preostaje nam dokazati da je skup {s(«)} zatvoren.
Pretpostavimo da za neki niz a*) = (agl’))ieN, v € N, postoji limes

i )y =
Vh_glos(a ) =s.

Trebamo pokazati da postoji niz f = ();en koeficijenata takav da je s(5) = s. Kako
za svaki indeks ¢ brojevi aiy) mogu imati samo vrijednosti 1, niz (o)), ey sadrzi
podniz koji po koordinatama konvergira prema nekom nizu (a});en, kako v — 0.
Pokazat ¢emo da je upravo to trazeni niz.

Iskoristit ¢éemo oznaku (a™)),cy za odabrani podniz. Za proizvoljni ¢ > 0 odabe-
rimo ny = n(e) takav da nejednakost

o0
E ;5

i=ng

<€

vrijedi za sve nizove koeficijenata «; = +1 (prethodno je u teoremu dokazano da

postoji takav indeks ng). Sada odaberimo indeks v takav da za sve v > 1 jednakost
agy) = o} (1 <i < nyg) vrijedi kao posljedica konvergencije po koordinatama. Ako su

ng i vo odabrani na ovaj nacin, slijedi da za v > 14

[ee) o0
§ : ) § : !

i=ng i=ng

Is(a®) — s(a")]| = < 2.

Jer je e proizvoljan, iz dane nejednakosti dobivamo lim,_,., s(a™)) = s(a/). Kako je
limes podniza jednak limesu pocetnog niza, slijedi da je skup {s(«)} zatvoren, pa i
kompaktan. O
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Napomena 2.2.11. Za kraj ovog potpoglavlja usporedimo odnose tipova konver-
gencije u R i opcéenito u Banachovim prostorima:

1. uR:

apsolutna <——= bezuvjetna

N/

obi¢na

2. u Banachovom prostoru:

apsolutha === bezuvjetna

N/

obi¢na

3. u kona¢nodimenzionalnom Banachovom prostoru:

apsolutna <————= bezuvjetna

N/

obi¢na

2.3 Domena sume reda

U ovom potpoglavlju bavit ¢emo se redovima u kona¢nodimenzionalnim Banachovim
prostorima. Za pocetak nam je potrebna definicija domene sume reda.

Definicija 2.3.1. Neka je >~ zy red u Banachovom prostoru X. Domena sume
reda definira se kao skup DS(>",~, zx) koji se sastoji od svih x € X takvih da red
Y req Tr(k) konvergira prema x za neku permutaciju 7 : N — N,

Cilj ovog potpoglavlja je dati opis domene sume uvjetno konvergentnih redova u
konac¢nodimenzionalnim Banachovim prostorima.
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Napomena 2.3.2. Prema Riemannovom teoremu, ako je X = R, tada je DS(>_ -, xx) =
R za svaki uvjetno konvergentan red u R. No, ako je dimenzija prostora veéa od 1,
tada postoje uvjetno konvergentni redovi ¢ije domene suma nisu jednake cijelom pros-
toru. Na primjer, ako su svi ¢lanovi reda kolinearni s nekim vektorom e, tada je za
svaku permutaciju reda suma reda takoder kolinearna s e.

Neka je X kona¢nodimenzionalan prostor. Za proizvoljan potprostor Y od X lako
mozemo konstruirati red > -, zx u X takav da je DS(D ;- xx) = Y. Kako je YV
izomorfan s R™, za neki n € N, dovoljno je konstruirati red )"~ 2y u R” takav
da je DS(> "2, zx) = R™. Po Riemannovom teoremu za svaku od n koordinata
moZemo konstruirati uvjetno konvergentan red ¢lanova na toj koordinati (dakle, za
i-tu koordinatu j-ti ¢lan reda je oblika (0, ..., 0, a;,0,...,0), gdje se a; nalazi na i-toj
koordinati) ¢ija je domena sume reda cijeli R na toj koordinati. Sada tih n redova
mozemo spojiti u jedan red (npr. na nacin da su prvih n ¢lanova novog reda prvi
¢lanovi svakog od n redova, pa su sljedec¢ih n ¢lanova novog reda drugi ¢lanovi svakog
od n redova, itd.). Tim postupkom dobivamo novi red ¢ija je domena sume upravo R™.

Nadalje, za svaki xy € X vrijedi

D (&) oyt DS (i) ,

k=1 k=1

pa slijedi da domena sume reda u kona¢nodimenzionalnom prostoru moze biti pro-
izvoljna linearna mnogostrukost. U ovom poglavlju pokazat ¢emo da domena sume
reda to i mora biti, tj. ako je > 7, x) uvjetno konvergentan red u kona¢nodimenzi-
onalnom prostoru, tada domena sume reda moze biti samo linearna mnogostrukost
¢iji je pripadni potprostor dimenzije barem 1.

Za pocetak nam je potrebna jedna pomoc¢na lema.
Lema 2.3.3. Neka je K poliedar u R™ zadan skupom linearnih jednadzbi i nejed-
nadzbi:
{fl(a:) =a; 1=12,..,p,

gj(x> Sbj7 j:172’ "'7Q7

gdje su f; i g; linearni funkcionali. Neka je xo vrh poliedra K i neka je A = {j :
gj(xo) = b;}. Tada A ima barem n — p elemenata.

(2.6)

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada sustav linearnih jednadzbi

{fl(x):C’ i:1’2""7p7

gj(x) =0, jeA, 27)
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sadrzi manje jednadzbi nego nepoznanica (nepoznanice su koordinate vektora ), pa
postoji netrivijalno rjesenje sustava x;. Za dovoljno mali € > 0 vektori z¢ £ x4
pripadaju K, pa smo dosli do kontradikcije s pretpostavkom da je xy vrh poliedra
K. O

Sljedece leme su kljuéne u dokazivanju glavnog rezultata ovog potpoglavlja, no
koristit ¢e se i u druge svrhe.

Lema 2.3.4 (Lema o zaokruzivanju koeficijenata). Neka je {x;}} , konacan podskup
m-dimenzionalnog normiranog prostora, {\;}"_, n-torka koeficijenata takvih da je 0 <
N <1, ix =" Nv;. Tada postoje koeficijenti {0;}7_,, 6; = 0 ili 1 (n-torka
zaokruzenih koeficijenata) takvi da je

n
=1

< 5 -max ], (2.8)

Dokaz. Ako je n < m, stavimo 6; = 0 za \; < % 10, =1za )\ > % pa nejednakost
vrijedi. Promotrimo sada sluc¢aj n > m. Uvodimo pomoc¢ni prostor R” i promatramo
poliedar K u R" zadan sustavom nejednakosti 0 < ¢; < 1,2 =1,2,...,n, i jednakosti
r =Yy o tx;, gdje su {t;}?; koordinate vektora poliedra. Kako je K neprazan i
ograniCen, postoji T = {t;}?_; koji je vrh poliedra. Vektorska jednakost z = """ | t;x;
je sustav skalarnih jednakosti. Tada po lemi 2.3.3 slijedi da je n —m koordinata vrha
T jednako 0 ili 1. Sada ¢emo postaviti koeficijente 6; na sljede¢i nacin: ako je t; =0

1 1
ili ¢, =1, tada je 6; = t}; ako je 0 < t; < 3 tada je 6; = 0; ako je 3 <t <1, tada je
0; = 1. Slijedi da je

n
i=1

n n
§ : 2 : /
=1 =1

< (Z\ez- —tél) max i
=1

1
Kako je n —m brojeva |0; — t| jednako 0, dok su ostali manji ili jednaki Y slijedi da

je

]

Lema 2.3.5 (Lema o rearanzmanu). Neka je {x;}!, konacan skup vektora ¢ija je
suma jednaka Y ;| x; = x u m-dimenzionalnom normiranom prostoru X. Tada se
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elementi skupa mogu permutirati na nacin da za svaki prirodni broj k < n vrijedi

b k—m
D)~
=1

gdje je ™ pripadna permutacija indeksnog skupa.

< m - max ||z, (2.9)

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da su norme vektora x;
ogranicene s 1, tj. da vrijedi max; ||z;|| = 1. Ako je n < m, onda nejednakost
trivijalno vrijedi za sve permutacije 7 (koriStenjem nejednakosti trokuta i ogranica-
vanjem normi ||| 1 [|;]] s max; ||z;||). Promotrimo sada sluc¢aj n > m. Indukci-
jom ¢emo konstruirati niz skupova {1,2,....n} = A, D A,_1 D --- D A,, 1 brojeva
X (k=m,m+1,..,n;i € A;,) koji zadovoljavaju sljedece uvjete:

i i i k—m
Ayl =k; 0< A <1 Z)\k—k—m, Z)\kxi— —. (2.10)
1€EAL i€EAL
. . . . . - n—m .
Ako je k = n, dovoljno je staviti A,, = {1, ..., n} i uzeti sve A}, jednake . Lako je

vidjeti da su u ovom slucaju zadovoljena sva trazena svojstva. Pretpostavimo sada da
su skup A1 i pripadni skup koeficijenata {},; }ica,,, ve¢ konstruirani. Promotrimo
set K koji se sastoji od skupova brojeva {u; : i € Agy1} koji zadovoljavaju sljedece
uvjete:

k—m
<pu; <1 Z w; =k —m; Z i T — (2.11)
€A1 1€AL41
k—m

Skup K je neprazan (moZemo staviti pu; = N1, za svaki i € Agyq) 1 tvori

k—m+1
konveksan poliedar u prostoru R**! vektora u = {u; : i € Apy1}. Lako je vidjeti
da su zadovoljene pretpostavke leme 2.3.3 sa p = m + 1 (zadnja trazena vektorska

jednakost jednaka je m skalarnih jednakosti) i ¢ = 2(k + 1).

Poliedar K je ogranicen skup, kako se svi p; nalaze u segmentu [0, 1], pa slijedi da K
ima vrhove. Neka je p/ = {p} : i € Apy1} jedan od vrhova. Po zakljucku leme 2.3.3,
skup A vrijednosti i takvih da je u; jednak 0 ili 1 sadrzi barem (k+1)—(m+1) = k—m
elemenata.

Pokazat ¢emo da je barem jedan od brojeva ) jednak 0. Pretpostavimo suprotno,
tj. da je u; =1 za sve i € A. Tada iz prva dva uvjeta u (2.11) slijedi |A| = k —m te
su svi preostali i (i € Ag1 \ A) jednaki 0. No, ako p; =1 ne vrijedi za neke i € A,
tada postoje u jednaki 0.
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Neka je j takav indeks da vrijedi p; = 0, i neka je Ay = App \ {j} 1 A}, = i (i € Ap).
Lako je provjeriti da vrijede svojstva (2.10). Time je konstrukcija gotova, i trazenu
permutaciju definiramo na sljedeéi nac¢in: za i = m + 1,...,n neka je (i) jednak
indeksu j koji je izbacCen iz skupa A; u konstrukciji skupa A;_1, te neka je ostatak
permutacije proizvoljan.

Provjeravamo da konstruirana permutacija zaista zadovoljava nejednakost (2.9). Za
k < m to je o¢ito. Za k > m iz svojstava (2.10) slijedi

k
k — .
Y = | = | L N
=1 1€AL 1€A
ol PP EH B P EPYS
€A 1€ A

=k—(k—m)=m.
]

Napomena 2.3.6. Ako oduzmemo drugi ¢lan s lijeve strane nejednakosti (2.9), do-
bivamo novu nejednakost:

k
Z L (i)

=1

ixi (2.12)

=1

< m-max ||z + (m+ 1)

Napomena 2.3.7. Prethodna lema cesto je formulirana na sljede¢i nacin: ako je
X kona¢nodimenzionalan prostor i {z;}}_, skup vektora takvih da je > ;_, zx = 0,
tada postoji permutacija m prvih n prirodnih brojeva takva da je

J

Z L (k)

gdje K ovisi samo o prostoru X.

< K - max [l (2.13)

U ovoj formulaciji lema 2.3.5 se naziva i Steinitzova lema. Infimum K (X) brojeva
K koji se mogu supstituirati u desnu stranu nejednadzbe (2.13) naziva se Steinitzova
konstanta prostora X.

Pretpostavimo da je > ;- z; uvjetno konvergentan red u Banachovom prostoru X
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¢ija je suma jednaka s. Ogranic¢en funkcional f € X* naziva se funkcional konvergen-
cije reda Y | xy ako vrijedi Y oo | | f(xx)| < oo. Skup svih funkcionala konvergencije
reda Y~z je potprostor I' C X* koji nije nuzno zatvoren u slu¢aju da je X be-
skonac¢nodimenzionalan. S 'y ¢emo oznaciti anihilator potprostora I':

lo={rxeX: f(zx)=0,Vfel}.
Anihilator I'y je zatvoren potprostor od X. Definiramo skupove

P((zr)ken) = {@i, + @iy + -+ 25, 181 <dpg < -+ < ip;p € N},

Q((7r)ren) = {Z Nz 0< N <1,n=12 .}

i=1
Elemente skupa P((zg)ren) zvat ¢emo parcijalne sume. O¢cito je da vrijedi P((zx)ren) C
Q((zg)ren) 1 da je skup Q((xy)ren) konveksan. S @) ¢emo oznacavati zatvara¢ skupa

Q((xr)ken)-

Lema 2.3.8. Neka je > v, xk wvjetno konvergentan red u Banachovom prostoru X .
Ako je x € Q, tada je x + 1Ty C Q.

Dokaz. Neka je f € X*\TI proizvoljan linearni funkcional. Tada red >~ | f(zy) kon-
vergira i ima sumu jednaku f (37~ | zx), ali ne konvergira apsolutno, jerje > 7~ | f(zx)| =
oo (f se ne nalazi u skupu svih funkcionala konvergencije reda >~ zj). Iz toga sli-
jedi da se medu parcijalnim sumama reda Y-, f(x) nalaze proizvoljno velike sume

“u oba smjera” (zbog uvjetne konvergencije reda Y -, f(x)), komentirano je u do-
kazu Riemannovog teorema da je suma svih pozitivnih ¢lanova reda jednaka +oo,
dok je suma svih negativnih ¢lanova reda jednaka —oo):

sup{f(y) : y € P((xx)ren)} = +00;
inf{f(y) : y € P((x)ren)} = —o0.
Kako je Q((zk)ren) O P((wk)ren), slijedi da je i

sup{f(vy) : y € Q((zk)ken)} = +00. (2.14)

Pretpostavimo sada suprotno, tj. da postoje z € Q i z € I'y takvi da je z + 2z ¢ Q.
Tada kao posljedica Hahn-Banachovog teorema postoji linearni funkcional f € X*
takav da vrijedi

sup{f(y) : y € Q} < f(z + 2).
Ako je f € T', zadnja nejednakost ne vrijedi, jer je tada f(z) = O paje f(z) = f(z+2).
No, ako je f ¢ T', zadnja nejednakost opet ne vrijedi, jer po (2.14) imamo
sup{f(y) : y € Q} = +o0.

Dosli smo do kontradikcije pa je time lema dokazana. O]
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Napomena 2.3.9. Neka je S’ proizvoljan konacan podskup ¢lanova reda ;- | zy i
y proizvoljan element prostora X. Zakljucak prethodne leme je jednak ako umjesto

Q((wr)ken) uzmemo y + Q((x)ren \ ).

Sljedeci teorem je glavni rezultat u ovom potpoglavlju te daje opis domene sume
uvjetno konvergentnog reda u kona¢nodimenzionalnom Banachovom prostoru.

Teorem 2.3.10 (Steinitz). Neka je > -, xy konvergentan red u m-dimenzionalnom
Banachovom prostoru E te neka je Y -, vx = s. Tada je domena sume reda ;- | xy,
linearna mnogostrukost s + 'y, gdje je I'y anihilator skupa funkcionala konvergencije

L, tj. DS(3 e, xk) =s+ 1.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je ), x) apsolutno konvergentan red. Tada je on
i bezuvjetno konvergentan, pa je domena sume reda jednaka {s}. Kako za apso-
lutno konvergentan red anihilator skupa svih funkcionala konvergencije 'y sadrzi
samo nulu, teorem vrijedi u ovom slu¢aju. Neka je sada ) ;- x5 uvjetno konvergen-
tan red. Neka je f € X* funkcional konvergencije reda ) ;- | ;. Tada je po definiciji
Y re; f(zy) apsolutno konvergentan red. Tada za svaku permutaciju 7 konvergencija
reda )~ T implicira

FO wapy) =D flanmy) = Y Flaw) = £(5).
h=1 b1 =1

Dakle, DS(3 72, z) — s C Ker f. Kako zadnja inkluzija vrijedi za sve f € T, slijedi
daje DS(3> 7., k) —s C I'y. Dakle, DS(> -, x;) C s+I'y. Dokaz obrnute inkluzije
DS(>"2 xk) D s+ I'g je kompliciraniji i sastojat ¢e se od 2 dijela. Prvo ¢emo
dokazati da za svaki s’ € s + 'y postoje permutacija my pocetnog reda i niz indeksa
ny <ng < --- takvi da je

nj

S = T
k=1

=0,

lim
Jj—00

tj. da samo odreden niz parcijalnih suma permutiranog reda konvergira prema s’.
Nakon toga ¢emo konstruirati “popravljenu” permutaciju = takvu da red Y o )
zaista konvergira prema s'.

Promotrimo prvo skup @Q. On sadrzi s, pa po lemi 2.3.8 sadrzi i s’ (s € s+ C Q).
Neka je €, — 0 zadan niz. Neka je s’ aproksimiran elementom ¢; € Q((x)ken):

Is" = @il = Is" = > M| < ex.
%
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Neka je sada ¢ aproksimiran elementom p; € P((xy)ken), pa po lemi 2.3.4. (Lema o
zaokruzivanju koeficijenata) slijedi

q1 — Z ix;

1

— — <m- )
las - p < m - max ]

gdje je m = dim F i svi 6; su jednaki 0 ili 1. Sada ¢emo iz zadnje sume u skup
izdvojiti sve x; ¢iji su pripadni 6; jednaki 1 i dodati x; u skup (ako se veé¢ ne nalazi
u njemu). Dobiveni skup oznacit ¢emo sa 57, a sumu ¢lanova skupa sa s;. Tada je

Is" = sl < &1+ m - max|la|| + [l ).

Promotrimo sada skup s, +Q((z)ken \ S1). On sadrzi s, pa po napomeni 2.3.9 slijedi
daje s’ € Q((xr)ken\S1). Neka je s'—s; aproksimiran elementom ¢ € Q((zx)ken\S1):

S/—Sl — E )\ZZEZ
i

Sada neka je ¢y aproksimiran elementom py € P((zx)ken \ S1):

q2 — Z iz

gdje su 0; jednaki 0 ili 1. Sada u skup S; dodajemo sve x; iz prethodne sume ¢iji su
pripadni 6; jednaki 1 i dodati x5 u skup (ako se ve¢ ne nalazi u njemu). Dobiveni
skup oznacit ¢emo sa Ss, a sumu Clanova skupa sa s,. Slijedi da je

8" =51 — qof| = < es.

g2 — p2|| =

< m - max ||z,
i>2

|8" = sa]| < 2 4+ m - max ||| 4 [|a2]].
i>2

Nastavljajuc¢i ovu konstrukciju dobivamo niz kona¢nih skupova

S1C S CS;-- USn:(xk)keN-

neN

Ako zapiSemo u poretku elemente skupova
Sl; SQ \ Sl; S3 \ 527 S4 \ 537 ceey

po dobivenim aproksimacijama slijedi da je ovo dobra konstrukcija trazenog poretka
¢lanova reda.
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Sada nastavljamo na drugi dio dokaza. Imamo red ) ;- z; €iji niz ¢lanova reda
konvergira u 0 (jer je pocetni red konvergentan) i ¢iji niz parcijalnih suma konvergira

us’:
n;
/
S — E Tl
k=1

Iz prethodne jednakosti slijedi da je i

lim =0, m<ny<ng<---.
]*)OO

Nj+1
lim E Till =
]4)00

n;+1

Sada na svakom skupu {z},* n,+1 Primijenjujemo lemu 2.3.5 (Lema o rearanZmanu)
u obliku iz napomene 2.3.6. 1 oznacavamo s 7w dobivenu permutaciju skupa svih
prirodnih brojeva. Tada je Y7, Ty = D opiq Tk, J = 1,2,..., te za proizvoljan
l € [nj+1,n,44] vrijedi

l Nj41
S wam| <me max |+ (m+1) || >
nj<k:§nj+1 .
k=n;+1 i=n;+1

Neka je r proizvoljan prirodni broj, r > n;, te neka je j takav da je n; < r < nji;.
Tada je

r nj T
wa(k) =l < Ziﬁn(k) =&+ Z T (k)
k=1 k=1 k=n;+1
nj nj+1
< ka—s +m- maXHa:kH+ (m+1) Z T
k=1 i=n;+1
Slijedi da je lim, o0 || Y5y Zrk) — §'|| = 0. Dakle, red Y ;7| z() konvergira i suma
reda je jednaka s’. Time je teorem dokazan. O

Napomena 2.3.11. Iz Steinitzovog teorema slijedi da domena sume uvjetno konver-
gentnog reda u konac¢nodimenzionalnom prostoru ne moze biti jednoclan skup.

Napomena 2.3.12. Kao primjer primjene leme 2.3.5 (Lema o rearanzmanu) pre-
zentirat ¢emo aproksimativno rjesenje “problema m alatnih strojeva”. Na m alatnih
strojeva potrebno je obraditi skup od n komada. Svaki komad prvo je obraden na
prvom alatnom stroju; zatim na drugom, pa na trecem, i tako dalje; svaki alatni stroj
obraduje komade u istom poretku. Obradivanje komada ¢ (1 < ¢ < n) na alatnom
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stroju j (1 < j < m) pocinje nakon §to je komad i obraden na alatnom stroju j — 1,
i komad 7 — 1 obraden na alatnom stroju j. Skup svih komada treba preurediti na
nacin da je potpuno vrijeme obradivanja 7" minimalno (7' = 7). Vremena potrebna
za obradivanje su poznata: t;; je vrijeme obradivanja komada 7 na alatnom stroju j.

Sada ¢emo pokazati da je ukupno vrijeme obradivanja za dani poredak skupa ko-

mada jednako
i=1

1=n1 1=Nm—1

gdje se maksimum postize preko svih mogucih skupova indeksa
I=ny<n <nyg <---<npy1 <Ny, =0

Neka je (V, E) usmjeren tezinski graf ¢iji je skup vrhova jednak V = {(i,5) : i €
{1,...,n},7 € {1,...,m}}, askup bridova jednak E = {((i,7), (i,j+1) : : € {1,....,.n},j €
{1,...om =1}y U{((4,7),(i+ 1,7)) :i € {1,....,n—1},j € {1,...,m}}. Tezina svakog
brida jednaka je ¢;;, gdje je (7,7) pocetni vrh brida. Vrhovi (7, j) ovako definiranog
grafa prestavljaju obradivanja komada ¢ na stroju j, dok bridovi oznacuju $to je po-
trebno da bi se po¢eo obradivati komad i na stroju j (za to je potrebno da se obradi
komad i — 1 na stroju j i komad i na stroju j —1). Sada vidimo da je ukupno vrijeme
obradivanja zapravo duljina najduljeg puta od vrha (1,1) do vrha (n,m) + t,, (tj.
vrijeme od pocetka obradivanja prvog komada na prvom stroju do pocetka obradiva-
nja zadnjeg komada na zadnjem stroju - ne smijemo zaboraviti dodati i ¢,,,, jer nas
zanima vrijeme do kraja obradivanja zadnjeg komada na zadnjem stroju). Nazovimo
sada bridove koji povezuju (7, j) i (i+1, j) crvenim bridovima, i bridove koji povezuju
(4,7) 1 (i,7 + 1) zelenim bridovima, za sve (i, j). Sada moZemo primijetiti kako nam
formula (2.15) zaista daje duljinu najduljeg puta (kako se u svakom vrhu od (1, 1) do
(n, m) moZzemo odabrati kretati zelenim ili crvenim bridom, indeksi ny, ..., n,,_1 nam
govore u kojim koracima smo odabrali kretati se zelenim bridom na grafu — kako
uzimamo maksimum po svim moguéim skupovima indeksa, time dobivamo upravo
duljinu najduljeg puta, tj. ukupno vrijeme obradivanja).

Iz jednakosti (2.15) slijedi donja granica za T"

G <T. .
1%?21 2 ti; <T (2.16)
Kako lijeva strana jednakosti (2.16) ne uzima u obzir poredak komada, ta jednakost
daje i donju granicu minimalnog vremena obradivanja T™.
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Sada uvodimo m-dimenzionalan normiran prostor FE;, gdje je norma vektora x =
{t1, ..., tm} jednaka
el = max [t
<j<m
Drugim rije¢ima, F = ¢, Svaki komad je reprezentiran vektorom x; = {t;1, ..., tim }-

Teorem 2.3.13. Skup {x;}, komada moZe se permutirati na nacin da ukupno vri-
jeme obradivanja T'(m) zadovoljava nejednakost

n
>
i=1

Dokaz. Trazenu permutaciju dobivamo iz leme 2.3.5 (Lema o rearanzmanu). Kako
bismo pojednostavili racunanje pretpostavit ¢emo da je permutacija 7 identiteta
(m(1) =1,...,m(n) = n). Koriste¢i nejednakost (2.9) dobivamo da

h—1-—m
= le sz—— ﬂfz‘i‘T;%

=1

(2m?* +m —1) - max ||£BZ|| (2.17)

k

k—h+1 <

i=h

=1
h—1 n
h—1—m
E r;— ———— E x;
- n -
=1 =1

k
< Zﬂﬂi—

< 2m max |||
1<i<n

vrijedi za sve 1 < h < k < n. Slijedi da je

k

D i <

i=h

k— h+1

I

Sada svaki ¢lan u jednakosti (2.15) mozemo ograniciti prema (2.18):

+ 2m - max || z;]|. (2.18)

n
D

i=1

Z ti; < Z 7 S%ﬂ

+ 2m - max ||z;]|.
(2

)

\
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Zbrajanjem suma po svim j dobivamo trazenu aproksimaciju:

n
D

=1

T(r) < n-l+m

+2m? - max ||z
n 7

n
>
i=1

Usporedujucéi (2.16) i (2.17) dobivamo donju i gornju granicu:

< + (2m? 4+ m — 1) max ||z|.

n n
max ti; <T* <T < max ti; + (2m* +m — 1) maxt,;.
1<j<m 4 1<j<m 4 i
i=1 =1
Primijetimo i da greska dobivena zamjenom minimalnog vremena obradivanja T s
T'(m) ne ovisi o broju dijelova, tj.

T(r) —T* < (2m* +m — 1) maxty;.
ij

2.4 Uvjetna konvergencija u
beskona¢nodimenzionalnim prostorima

U proslom potpoglavlju pokazali smo kakvog su oblika domene sume uvjetno konver-
gentnih redova u kona¢nodimenzionalnim Banachovim prostorima te kao posljedica
Steinitzovog teorema slijedi da domena sume u tom slu¢aju ne moze biti jednoclan
skup. Steinitzov teorem ne vrijedi u beskonacnodimenzionalnom slucaju te sljedeci
primjer to pokazuje — konstruirat éemo uvjetno konvergentan red u beskona¢nodi-
menzionalnom prostoru ¢ija je domena sume tocka.

Primjer 2.4.1. Primjer takvog reda konstruirat ¢éemo u Hilbertovom prostoru /s.
Neka je (er)52, kanonska ortonormirana baza. Promotrimo red

n 1 4 1 1 n 1 1 n 1 1 1
€1 262 262 463 463 463 463 864 864 864 .
To je konvergentan red ¢ija je suma jednaka e;. Dani red ne konvergira bezuvjetno,
jer red

b iertmestaest —est
e1+ -ex+ —es +—e3+ —eg+ -
1 9 2 9 2 4 3 4 3
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divergira (red ne konvergira savreno, a po teoremu 2.2.5 savrSena i bezuvjetna ko-
nvergencija su ekvivalentne u Banachovom prostoru). Domena sume ovog reda se
sastoji samo od tocke e;, kako projekcija ovog reda na proizvoljnu koordinatnu os
sadrzi samo konacno mnogo ne-nul ¢lanova, a kona¢na suma se ne moze promijeniti
promjenom poretka ¢lanova.

2.5 Uvjetno konvergentni redovi u prostorima L,

U proslom potpoglavlju pokazali smo da Steinitzov teorem ne vrijedi opcenito u
beskonac¢nodimenzionalnim prostorima. No, pokazat ¢e se da uvodenjem dodatnih
uvjeta Steinitzov teorem vrijedi i u prostorima L,, gdje je 1 < p < co. Za pocetak
¢emo definirati prostore L,,.

Definicija 2.5.1. Neka je (X, F,u) izmjeriv prostor i 1 < p < co. Prostor L,(X)
sastogi se od klasa ekvivalencije izmjerivih funkcija f: X — R takvih da je

/ | fIPdp < oo,
X

gdje su 1zmjerive funkcije ekvivalentne ukoliko su ji-g.s. jednake. Ly,-norma od f €

L,(X) definira se kao
1/p
= Pd :
1715, = ([ 1#Pn)

Sada ¢emo dokazati dvije pomoéne leme.

Lema 2.5.2. Sljedece nejednakosti vrijede za sve a,b € R:
la+bP <lalP +p-b-|afP~! -signa+ A, - |b]? (2.19)
zal<p<2 1
la+ 0P <la|P +p-b-|afP" - signa+ A,(|b]" + |aP%(b|?) (2.20)
za 2 < p < oo, gdje A, ovisi samo o p.

Dokaz. Dokazat ¢emo drugu nejednakost (prva se dokazuje analogno). Kako obje ne-

jednakosti ocito vrijede za sve A, > 1 uslucaju a = 0ili b = 0, moZemo pretpostaviti

b
daa # 01ib+# 0. Podijelimo obje strane druge nejednakosti s |a|?, i ozna¢imo 5 = —:
a

1+ 87 < 1+ pBsigna+ A,(|B]7 + 8.
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Slijedi da je
|1+ 8P — 1 —pPsigna <A
|BIP + |8]? g
Kako je funkcija na lijevoj strani nejednakosti dobro definirana i neprekidna na cijeloj
realnoj osi (osim u 0, ali ima konac¢ne limese u 0) te ima kona¢ne limese za f — 400,
ona ima konacan supremum koji ozna¢avamo kao A,. O

Lema 2.5.3. Za sve x = x(t) iy = y(t) u L, vrijedi
[z +yll” < llzl]” + Faly) + Apllyl” (2.21)
zal<p<2 1
lz+ylI” < llzl” + Fa(y) + Ap(llyI” + 2P y]1*) (2.22)

za 1l < p < o0, gdje je linearan funkcional F, definiran s

Fuly) = / ()P - signa(t) - y(t)dt.

Dokaz. Zamjenom aibs z(t)iy(t) unejednakosti (2.19) i integrirajuéi po ¢ dobivamo
nejednakost (2.21). Ako isto napravimo s nejednakosti (2.20) dobivamo da za 2 <
p < oo vrijedi

1
I+ ylI” < ll2[|” + Fa(y) +Ap(||y|!”+/0 ()P~ - Jy(t)[*dt).

Zadnji ¢lan moze se aproksimirati pomoc¢u Holderove nejednakosti s eksponentima

-2 2
s=—L jg="L (zadovoljen je uvjet——i——:p——i-—zl):
p—2 2 s P P
1 1 1/s 1 ) 1/
[ wator o< | a2 | [ =g e
0 0 0
Koristenjem zadnje nejednakosti u predzadnjoj slijedi nejednakost (2.22). O

Sljedec¢e dvije leme su analogoni lema 2.3.4 i 2.3.5 u kona¢nodimenzionalnom
slucaju.

Lema 2.5.4 (Lema o zaokruzivanju koeficijenata u L,). Neka je {x;}}_, konacan
podskup od L,, 1 < p < oo, {\}I, skup koeficijenata, gdje je 0 < \; < 1, iz =
Yoy ;. Tada postoji skup koeficijenata {0;}7_,, gdje su 0; jednaki 0 ili 1, takav da
je

<G

n n 1/r
r— Y O > ||xi||T] : (2.23)
=1 =1

gdje je r = min {2, p}, i koeficijent C,, ovisi samo o p.
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Dokaz. Neka je koeficijent §; odabran nasumi¢no (npr. 6; = 1). Pretpostavimo da
su koeficijenti 64, ..., 0,_1 ve¢ odabrani. Uvodimo oznaku

k—1 k—1
Sk—1 — Z /\lflfl — Z@,xz
i=1 i=1
Koeficijent 6, je sada odreden uvjetom
(Ae = Ok) Fyy_ (z1) <0 (2.24)

(ako je Fy, | (zx) = 0 odabiremo 6y = 1). Pokazat ¢emo da skup {0 }7_; koeficijenata
konstruiranih indukcijom zadovoljava uvjete leme.

Neka je 2 < p < oo. Neka je = s,_1, y = (M — 0x)zr u nejednakosti (2.22) i
koristimo nejednakost (2.24):

Isell” < llsk-1ll” + Apll (A — Ozl * (1A — Or)zal P2 + [lsp-177%).-
Sada medu elementima s; (1 < k < n) odaberimo onog s najve¢om normom. Neka
je to Sp : ||sm|| = maxy ||sk]|. Tada je
[Ak = O)zill = llse = sp-all < lskll + [[sr-all < 2[smll

Ako sad iskoristimo zadnju nejednakost u predzadnjoj, dobivamo da je

Isell” < llsk-1ll” + Apll (A = O)zil|* - (2777 + 1) - |lsma P72, (2.25)
Zbrojimo nejednakosti (2.25) po svim k od k = 2 do k = m. Nakon krac¢enja dobivamo
da je

lsmll?” < lsull” + Ap(27 72 + 1) - fsmlP2 - Y 1Ak — i)

k=2

Kako je

Ak =0l <1, Ay =1 lsa]l = [lz2(A = 0)[ < lsmll,
slijedi da je
lsall? < 427 4 1) s> Dl

k=1

Ako prethodnu nejednakost podijelimo s ||s,,]|P™? i uzmemo u obzir nejednakost

|Smll = [|sn]|, dobivamo trazenu nejednakost

. . . 1/2
Z AeTg — Zekxk <G [Z kaH2]
k=1 k=1 k=1

za 2 < p < oo. Slucaj 1 < p < 2 dokazuje se analogno (umjesto nejednakosti (2.22)
u dokazu se koristi nejednakost (2.21)). O
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Napomena 2.5.5. U prethodnoj lemi smo dokazali i viSe nego trazeno: koeficijenti
0; definirani u dokazu zadovoljavaju nejednakost

k

Z ()\7; - Qi)xz‘

=1

max

<C,
1<k<n

n 1/r
znxinr] |
=1

gdje je r = min {2, p}.

Lema 2.5.6 (Lema o rearanzmanu vektora u L,). Neka je {x;}I, konacan skup
vektora u prostoru L,. Tada se clanovi tog skupa mogu permutirati na nacin da za
svaky k < n vrijeds

1/

<G, + D, ,

k n n
PREET 2 Nl >
i=1 i=1 i=1

gdje je m dana permutacija indeksnog skupa {1,..,n}, r = min{2, p}, i pozitivni
koeficijenti C, i D,, ovise samo o p.

Dokaz. Neka je g = — Y ", x; za dani skup {z;}I",. Povecani skup {z;}I, zado-
voljava uvjet » " x; = 0. Sada ¢emo promijeniti poredak povecanog skupa. Neka
je m(0) = 0. Pretpostavimo da je 7(i) ve¢ definiran za sve 0 < i < k — 1. Uvodimo

oznaku
k—1
Sg—1 = Z Tr(i)-
i=0
Kako je suma elemenata si_; i preostalih ¢lanova pove¢anog skupa jednaka 0, i
Fskfl(skfl) = ||5k71||p > O?

slijedi da medu preostalim ¢lanovima {x;} postoji jedan (npr. ;) za koji linearni
funkcional F,, |, poprima nepozitivou vrijednost: Fs, ,(z;) < 0. Neka je (k) = [.
Preostaje nam dokazati da permutacija 7 skupa {1,...,n} konstruirana indukcijom
zadovoljava uvjet leme.

Iskoristimo sad nejednakosti (2.21) i (2.22). Uzmimo sluc¢aj 2 < p < oo (slucaj
1 < p < 2 dokazuje se analogno, koristenjem nejednakosti (2.21)). Ako uvrstimo
T = Sp-1, Y = Tk U (2.22) i uzmemo u obzir da je Fy,  (z-)) < 0, dobivamo da je

Isll” < llse-1 I + Apllex I* [llzw 1"~ + sk P~?]
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Ako napravimo iste transformacije nejednakosti kao u prethodnoj lemi, dobivamo
nejednakost

||SmH2 < A 2p 2 Z Hxﬂ(k )

gdje je [|sm|| = maxy ||sk||. Iz jednakosti xg = — Zi:l x; sada slijedi da je

Z»’Uw(k sz = [|sml < \/A (2241 ZHZ‘ZHQ
< \J Ay (202 4 1) <Z||xz||2>

/2

max

Koristenjem nejednakosti
[ = wl} = flufl = vl

na lijevoj strani prethodne nejednakosti dobivamo trazenu nejednakost

j n 1/r
max Zxﬂ(k) S Cp Z H$1Hr + Dp s
k=1 =1
gdje je C, = \/A,(2P2+1)iD,=C,+ 1L O

Teorem 2.5.7 (Steinitz u L,). Neka je Y o, x), uvjetno konvergentan red u prostoru
L, zal <p<ooineka jes suma reda. Ako vrijeds

00
Yzl < o0, 7 =min{2,p},
k=1

onda je domena sume reda Yy, Ty linearna mnogostrukost s + Ty, gdje je Ty anihi-
lator skupa T' C (L,)* funkcionala konvergencije reda ;- .

Dokaz. Dokaz je jednak dokazu Steinitzovog teorema, osim $to se umjesto lema 2.3.4
i 2.3.5 koriste leme 2.5.4 1 2.5.6. [



Bibliografija

1]

2l

3]

4]

[5]

[6]

7]

8]

M. J. Agana, The classical theory of rearrangements, dostupno na:
https://scholarworks.boisestate.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=
2052&context=td (studeni 2020.)

P. L. Clark, Honors Calculus, dostupno na: http://math.uga.edu/ pete/
2400full.pdf (studeni 2020.)

C. C. Cowen, K. R. Davidson, R. P. Kaufman, Rearranging the Alternating
Harmonic Series, Vol. 87, No. 10. (1980), 817-819.

A. Dvoretzky, C. A. Rogers, Absolute and unconditional convergence in normed
linear spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 36 (1950), 192-197.

B. Guljas, Matematicka analiza I & II, skripta, dostupno na: https://web.
math.pmf .unizg.hr/~guljas/skripte/MATANALuR.pdf (studeni 2020.).

V. M. Kadets, M. 1. Kadets, Rearrangements of Series in Banach Spaces, Ame-
rican Mathematical Society, Providence, 1991.

A. Pringsheim, Uber die Werthverinderungen bedingt convergienten Reihe und
Producte, Mathematische Annalen, 22 (1883) 455-503.

P. Rosenthal, The Remarkable Theorem of Levy and Steinitz, The American
Mathematical Monthly, Vol. 94, No. 4 (1987), 342-351.

34



Sazetak

U ovom radu opisuju se pojedina svojstva uvjetno konvergentnih redova u razli¢itim
prostorima. U prvom poglavlju bavimo se redovima realnih brojeva te dokazujemo
Riemannov teorem, koji pokazuje na koje se nac¢ine moze promijeniti suma uvjetno
konvergentnog reda u R mijenjanjem poretka ¢lanova reda. U drugom poglavlju
bavimo se redovima vektora u Banachovim prostorima. Na pocetku poglavlja disku-
tiraju se odnosi obi¢ne, apsolutne i bezuvjetne konvergencije u razli¢itim prostorima.
Nadalje, definira se domena sume reda te se dokazuje Steinitzov teorem, koji daje opis
domene sume uvjetno konvergentnog reda u kona¢nodimenzionalnim Banachovim
prostorima. Na kraju se diskutira sluc¢aj beskona¢nodimenzionalnog prostora i poka-
zuje se da uvodenjem dodatnih uvjeta Steinitzov teorem vrijedi i u prostorima L,
gdje je 1 < p < o0.



Summary

In this paper we describe certain properties of conditionally convergent series in diffe-
rent spaces. In the first chapter we deal with series of real numbers and we prove the
Riemann series theorem, which shows the ways in which the sum of a conditionally
convergent series can be changed by reordering the terms of the series. In the second
chapter we deal with series of vectors in Banach spaces. At the beginning of the
chapter we discuss the relations between regular, absolute, and unconditional conver-
gence. Furthermore, we define the domain of sums of a series and prove Steinitz’s
theorem, which gives a description of the domain of sums of conditionally conver-
gent series in finite-dimensional Banach spaces. In the end we discuss the case of
an infinite-dimensional space and we show that, by adding additional conditions to
Steinitz’s theorem, it holds in spaces L,, where 1 < p < oo.
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