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Uvod

Monte Carlo metodom nazivamo skup algoritama koji pomocu velikog broja izraCuna i po-
navljanja predvidaju ponasanje sloZenih slucajnih sustava u matematici, fizici, ekonomiji
1 drugim znanostima. Premda nema sluzbenih zapisa o tome, ovu metodu je ve¢ 1933.
godine koristio Enrico Fermi i vrlo vjerojatno je pridonijela otkri¢u novih radioaktivnih
elemenata ozraCivanjem neutronima i otkricu nuklearnih reakcija uzrokovanih sporim ne-
utronima zbog kojih je osvojio Nobelovu nagradu 1938. godine [[1]. Termin “Monte Carlo”
prvi se put pojavio 1947. godine prilikom rada Stanislawa Ulama, Nicolasa Metropolisa
1 Johna von Neumanna na nuklearnom naoruzZanju u Los Alamosu. Prijedlog za taj naziv
dao je Metropolis koji je inspiraciju za ideju pronasao u Ulamovom ujaku kockaru koji je
Cesto posudivao novac od obitelji kako bi mogao posjetiti kockarnice u Monte Carlu [10]].
Ulam je prvi put pokuSao upotrijebiti ovu metodu kako bi izraCunao Sansu za pobjedu u
kartaSkoj igri pasijans. Pitao se bi li najjednostavniji nacin za izraun te vjerojatnosti bio
podijeliti karte sto puta i samo promotriti broj pobjeda [6]].

Daljnjim razvojem raunala generiranje velikog broja slucajnih varijabli postaje puno
brze i jednostavnije, stoga se Monte Carlo metode sve CeSce koriste za rjeSavanje raznih
problema. U osnovi se te metode primjenjuju na probleme koji se mogu svesti na probleme
aproksimacije integrala. Metoda se bazira na Cinjenici da se integrali mogu interpretirati
kao matemati¢ko ocekivanje.

Monte Carlo metode imaju vrlo vaznu primjenu u financijskoj matematici. Jedna od
glavnih implikacija teorije odredivanja cijena financijske imovine je da se pod odredenim
pretpostavkama cijena izvedenice moze prikazati kao oCekivanje. Stoga se odredivanje
cijena izvedenica svodi na racunanje danih ocekivanja. Ako bismo to ocekivanje zapisali
kao integral, u veéini sluc¢ajeva bismo dobili da mu je dimenzija vrlo velika, a aproksimacija
takvih integrala je upravo ono ¢ime se bavi Monte Carlo metoda.

U ovom radu definirat ¢emo osnovna nacela Monte Carlo metode kao i osnovne te-
oreme 1 posljedice teorije odredivanja cijena financijske imovine. Zatim ¢emo povezati to
dvoje i pokazati na nekoliko primjera kako se Monte Carlo simulacije koriste za odredivanje
cijena izvedenica.

U prvom poglavlju ukratko predstavljamo ideju Monte Carlo metode 1 navodimo dva
vazna teorema na kojima se metoda bazira. Pokazujemo kako se metoda koristi za aproksi-
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maciju jednodimenzionalnih i viSedimenzionalnih integrala i definiramo Monte Carlo pro-
cjenitelj. Za kraj analiziramo ucinkovitost samog procjenitelja uzimajuci u obzir vrijeme
izvrSenja, pristranost i varijancu.

U drugom poglavlju bavit ¢emo se odredivanjem cijena izvedenica. Objasnit ¢emo $to
suizvedenice 1 prikazati neke najvaznije primjere. Zatim ¢emo definirati Brownovo gibanje
koje ¢e nam posluziti za modeliranje kretanja cijena dionica. Objasnit cemo uvjete pod
kojima cijenu izvedenica moZemo racunati kao ocekivanje diskontiranih buduéih isplata te
izvedenice i uvesti Black-Scholes-Mertonov model.

U tre¢em poglavlju povezujemo Monte Carlo simulacije i izracun cijena izvedenica te
na tri primjera demonstriramo upotrebu prethodno navedene teorije. Kao referentan vrijed-
nosni papir izabrali smo dionicu Podravke. Na temelju kretanja njenih cijena u proslosti
odredit ¢emo cijenu europske call opcije, azijske opcije i opcije izbora.

U Cetvrtom i posljednjem poglavlju definirat cemo neke od najpoznatijih Grka. Grcima
mjerimo rizike na financijskim trziStima. Objasnit ¢emo kako se Grci racunaju koristeci
Monte Carlo simulacije te primijeniti nauc¢eno na primjeru jedne europske call opcije.



Poglavlje 1

Monte Carlo metoda

1.1 Uvod

Monte Carlo simulacije su metode procjenjivanja vrijednosti neke nepoznate varijable ko-
risteCi principe statistickog zakljucivanja koje donosi zakljucke o populaciji na temelju iz-
abranog uzorka. Kod Monte Carlo simulacija, populaciju predstavljaju svi moguci ishodi
nekog dogadaja, dok je uzorak podskup populacije. Bitna stvar je da uzorak bude slu¢ajno
generiran podskup skupa svih mogucih dogadaja jer tada on nasljeduje ista statisticka obi-
ljezja kao populacija. Monte Carlo metode baziraju se na generiranju velikog broja takvih
slu¢ajnih uzoraka za koje onda racunamo vrijednosti varijable koju Zelimo procijeniti. Za-
tim donosimo zakljucak za populaciju koristeci aritmeti¢ku sredinu dobivenih rezultata.

Kako bi bilo malo jasnije o ¢emu je zapravo rijec, ukratko ¢emo opisati jedan od najos-
novnijih primjera koristenja Monte Carlo metode. Zelimo procijeniti povriinu jedini¢nog
kruga C u R? (znamo da mu je povrsina jednaka 7). Za to¢ku U ~ Unif(—1,1)? vrijedi da
je vjerojatnost da ¢e upasti u krug jednaka

p=MUeO:§,

pa p raunamo kao E[lycc]. Ono $to trebamo napraviti je generirati nezavisne unifor-
mno distribuirane tocke U; ~ Unif(=1,1)%,i = 1,...,N, gdje je N neki veliki broj. Za-
nima nas koji postotak tih tocaka ¢e upasti unutar kruznice, odnosno trazimo omjer broja
toCaka koji su upali u kruznicu i ukupnog broja simuliranih toaka. Taj broj je procjena
za p 1 pomnoZen s 4 daje procjenu povrsine kruga. Detaljniji opis ovog primjera moze se
pronaci u [3]. Kad bismo imali vrlo mali broj generiranih tocaka, procjena ne bi bila to¢na,
medutim zakon velikih brojeva nam osigurava da procjena konvergira prema to¢noj vrijed-
nosti kako se broj generiranih podataka povecava. Drugi vrlo vazan teorem koji ¢e nam
biti potreban je centralni grani¢ni teorem koji nam daje informacije o mogucoj pogresci u
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Slika 1.1: Procjena povrSine jedini¢nog kruga Monte Carlo simulacijama

procjeni. Kako ¢e nam ta dva teorema trebati u daljnjem radu, navodimo ih ovdje. Dokazi
ovih teorema mogu se pronaci u [13].

Teorem 1.1.1. (Jaki zakon velikih brojeva) Neka je (X,),enniz nezavisnih jednako distri-
buiranih slucajnih varijabli takvih da je B(X,) = u. Tada
X1+ -+X, gs

— LU
n

Teorem 1.1.2. (Centralni grani¢ni teorem) Neka je (X,),en niz nezavisnih jednako distri-

buiranih slucajnih varijabli sa zajednickim ocekivanjem u i zajednickom varijancom o>.

Zan € N, definirajmo S, := X, + - - - + X,,. Tada za sve x € R vrijedi

lim P (S” _\/f“ < x) = O(x),

n—o0o o n

gdje je ¢ funkcija distribucije jedinicne normalne razdiobe. Drugim rijecima, niz
)
o \/ﬁ neN

Monte Carlo metode najcesée se koriste za rjeSavanje tri klase problema: integraciju,
optimizaciju i generiranje sluc¢ajnih uzoraka iz vjerojatnosne distribucije. Ono na Sto ¢emo

konvergira po distribuciji ka N(0, 1).
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se bazirati u ovom radu je Monte Carlo integracija. Razlog takvog odabira postat Ce jasniji
u drugom poglavlju nakon §to se uvjerimo da se cijene izvedenica racunaju kao ocekivanje.
U nastavku ovog poglavlja, koje se bazira na knjizi Paula Glassermana Monte Carlo Met-
hods in Financial Engineering (7], formulirat ¢emo problem integracije i objasniti kako
vrednujemo Monte Carlo procjenitelje.

1.2 Formulacija problema integracije

Monte Carlo integracija je tehnika numericke integracije pomocu slucajnih brojeva. Dok
drugi numericki algoritmi obi¢no procjenjuju integrand koristeci pravilnu mreZzu tocaka,
Monte Carlo nasumicno bira to¢ke u kojima se on procjenjuje. Ova metoda posebno je
korisna za procjenu integrala viSih dimenzija jer brzina konvergencije algoritma ne ovisi o
dimenziji integrala.

Jednodimenzionalni slucaj

Promotrimo vjerojatnosni prostor (Q, % ,P). Neka je I = [0,1]. Nas cilj je procijeniti
integral funkcije f : I — R na I. Nadalje, pretpostavljamo da je E|f(U)| < +oo, pri Cemu je
U : Q — R uniformno distribuirana sluajna varijabla na skupu /. Tada integral funkcije f
na jedini¢nom intervalu / mozemo interpretirati kao ocekivanje E[ f(U)], odnosno vrijedi

1
a=ff(X)dx=E[f(U)]~ (1.1)
0

Stoga je problem numeriCke integracije sveden na problem procjene vrijednosti mate-
matickog ocekivanja. Kako bismo mogli procijeniti oekivanje, trebamo simulirati niz
nezavisnih slucajnih varijabli Uy,..., U, s uniformnom distribucijom na [0, 1]. Uzima-
njem funkcije f u ovih n slucajnih tocaka 1 raCunanjem prosjeka tih vrijednosti dobivamo
upravo Monte Carlo procjenitelj za «

1 n
f, = — U,). 1.2
& =~ 21 £ (12)
Ako je f integrabilna na [0, 1], onda prema zakonu velikih brojeva vrijedi
&, 2% o kad n— +co. (1.3)

Ako je funkcija f kvadratno integrabilna, moZemo definirati

1
o} = f (f(x) — a)*dx. (1.4)
0
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Tada je greska Monte Carlo procjenitelja &, — @ asimptotski normalno distribuirana s
o¢ekivanjem 0 i standardnom devijacijom o/ v/n. Taj zaklju¢ak smo izveli iz prethodno
navedenog centralnog grani¢nog teorema. Niz f(U,),..., f(U,) zadovoljava sve uvjete i
koristeéi oznake iz iskaza teorema imamo S, = Y.\, f(U;) = n@, iu = E[f(U;)] = @. Sada
vrijedi
Sp—nu _m@, —a) _ n_
= =—(a, - a).

or\Nn B or\n oy

Teorem tvrdi da gornji izraz konvergira po distribuciji ka N(0, 1). Stoga je

S, - ,
lim P( g x) = lim P(ﬁ(@n —a) < x)
n—+o0o O'f

pa @, — a konvergira po distribuciji ka N(0, o? /n). 1z toga zakljuCujemo da je procjena
bolja Sto je n veci.

S obzirom na to da je parametar oy najceS¢e nepoznat, u vecini sluajeva procjenjujemo
ga uzoraCkom standardnom devijacijom definiranom sa

1 n
sp= Jm;(ﬂw)—&n)z. (1.5)

Koristeci centralni grani¢ni teorem, mozemo dati priblizno (1 — ¢) - 100% interval pouzda-
nosti za &,
~ 9r 4 9r
Ay —Zaj2 —=> Ut Zap —=|- (1.6)
i i
U slucaju da je oy nepoznat, u gornjem intervalu zamjenjujemo ga uzorackom standard-
nom devijacijom s;.
MoZemo se pitati na koji nacin ¢emo simulirati slu€ajne varijable iz neke distribucije.
U nekim slucajevima potrebno je generirati samo varijable iz uniformne distribucije na
jedini¢nom intervalu $to nam uvelike olakSava generiranje slu¢ajnog uzorka. Promotrimo
neku slucajnu varijablu X i njenu funkciju distribucije F : (a,b) — (0, 1), gdje je —co0 <
a < b < +oo. Usludajuda F imainverz, za U ~ Unif(0, 1) vrijedi P(F~'(U) < x) = P(U <
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F(x)) = F(x). Prematome je F~!(U) ~ F zbog Cega je X moguée simulirati koristeéi inverz
funkcije distribucije F 1 varijable iz uniformne distribucije. Opisanu metodu nazivamo
metoda inverzne transformacije (vidi [2]).

Iz oblika standardne greske mozemo zakljuciti da bi za smanjenje greske za pola bilo
potrebno povecati broj to¢aka (odnosno n) to¢no 4 puta. Prema tome, konvergencija greske
Monte Carlo procjenitelja je O(n~'/?). S druge strane, greska numericke integracije ima
konvergenciju O(n~2). MoZemo zakljuciti da je Monte Carlo metoda inferiorna numerickoj
integraciji u jednodimenzionalnom slucaju, no u ve¢im dimenzijama situacija se mijenja.

Visedimenzionalni slucaj

Problem koji smo gore prikazali u jednodimenzionalnom slucaju moze se generalizirati
najprije na procjenu o¢ekivanja na d-dimenzionalnom skupu I = [0,1]¢ , a zatim i na
procjenu ocekivanja na opéenitom skupu A u odnosu na Lebesgueovu ili neku drugu mjeru.

Promotrimo ponovno vjerojatnosni prostor (Q,#,P). Neka je X slucajni vektor na
(Q,F)if:RY — R funkcija za koju vrijedi fQ |f(X)|dP < +0c0. Opéenita formula Monte
Carlo integracije glasi

a= Lf(X)dP = E[f(X)], (1.7)
stoga je Monte Carlo procjenitelj za « definiran s
G =~ Z £, (1.8)
=
gdje su X, ..., X, nezavisni slu€ajni vektori distribuirani kao X.

Ako je X neprekidan d-dimenzionalan slucajni vektor i g njegova funkcija gustoce, tada
je
@ = f J®gx)dx = E[f(X)]. (1.9)
R

Specijalan slucaj dobijemo ukoliko je X uniformno distribuiran d-dimenzionalan slucajan
vektor na jedini¢noj kocki 1. Tada vrijedi

a= ff(x)dx = E[f(X)]. (1.10)
1d

f
distribuciji ka N(0, o/ y/n) stoga je konvergencija O(n~'/?) neovisna o dimenziji. Za raz-

liku od nje, kod numericke integracije za d-dimenzionalni slu¢aj konvergencija je O(n=>/¢)
pa nije pogodna za koriStenje ako je d velik. 1z tog razloga se Monte Carlo metode vrlo
Cesto koriste za aproksimaciju integrala velikih dimenzija.

Definiramo o2 analogno kao u Greska procjenitelja &, — « 1 dalje konvergira po
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1.3 Ucinkovitost Monte Carlo procjenitelja

Kako bismo mogli odrediti u¢inkovitost Monte Carlo procjenitelja, moramo definirati kri-
terije s obzirom na koje ih vrednujemo. Tri glavna kriterija su varijanca, vrijeme izvrSavanja
1 pristranost.

Varijanca

Zapocinjemo s proucavanjem nepristranih procjenitelja. Prema definiciji, procjenitelj &, je
nepristrani procjenitelj parametra a ako vrijedi E[&,] = «. Takoder ¢emo pretpostaviti da
je procjenitelj aritmeticka sredina n nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih uzoraka
jer je to najceséi slucaj u praksi.

Dakle, pretpostavljamo da vrijedi &, = i >, @, gdje su @; nezavisne jednako distribu-
irane slu€ajne varijable, E[a;] = a1 Varla;] = o’i < +o00. Centralni grani¢ni teorem
tvrdi da kako se poveéava broj simulacija n, standardizirani procjenitelj (&, — @)/(co/ V1)
konvergira po distribuciji standardnoj normalnoj slucajnoj varijabli ili ekvivalentno

Vi [a, —a]l = N, o).

Ista tvrdnja vrijedi ako o, zamijenimo s uzoratkom standardnom devijacijom s,, $to nam
je osobito vazno jer teorijsku standardnu devijaciju o, u praksi rijetko znamo, dok uzoracku
mozZemo izracunati iz simulacije. Tu zamjenu moZemo opravdati ¢injenicom da s, /o, tezi
u 1 kada n ide u beskonacnost. Ova tvrdnja slijedi iz toga Sto s,, kao procjenitelj od o,
po distribuciji teZi ka o, kada n — +oo (detaljno objasnjenje mozZe se pronaci u [7]). Cen-
tralni grani¢ni teorem nam daje i interval pouzdanosti (I.6). Kada se broj simulacija n
priblizava beskonacnosti, vjerojatnost da dani interval sadrZi pravu vrijednost parametra &
je priblizno (1 —9). Teorem|l.1.2{nam takoder daje 1 distribuciju greske naSeg procjenitelja

&, —a ~ N(0,02/n).

Iz ovoga se moze zakljuciti da, ukoliko su sve ostale stvari nepromijenjene, prilikom
usporedivanja dva Monte Carlo procjenitelja (za isti broj simulacija n) treba izabrati onoga
koji ima manju varijancu.

Vrijeme izvrsavanja

Pretpostavimo sada da moramo birati izmedu dva nepristrana procjenitelja. Prema pret-
hodno navedenom jasno je da Zelimo odabrati onog s manjom varijancom, ali nije jasno
Sto napraviti u sluc¢aju da onaj s manjom varijancom ima duZe vrijeme izvrSavanja. Uz-
mimo da simuliranje varijable «; traje neko fiksno vrijeme 7. Neka s oznacava vrijeme
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koje nam je dostupno za izvrsiti cijelu simulaciju (tj. za simuliranje svih n slu¢ajnih vari-
jabli), s je mjereno u istoj vremenskoj jedinici kao 7. U tom slu€aju je broj ponavljanja,
odnosno varijabli koje moZzemo simulirati, jednak |s/7], a procjenitelj koji dobijemo je
@|/7- Isto kao prije, dobijemo da kada s — +oo

VLs/l (@157 — @] = N(O,02).
Zbog |s/t]/s — 1/7,slijedi da je, kada s — +oo,
Vs [&yr —a] = N(O,0%7). (1.11)

Dakle, uz dano s, greSka procjenitelja je asimptotski normalno distribuirana s o¢ekivanjem
0 i varijancom o27/s. Koriste¢i ovo svojstvo, mozemo usporedivati alternativne nepris-
trane procjenitelje.

Pretpostavimo da imamo dva nepristrana procjenitelja 1 da je varijanca po simulaciji
jedne varijable o3 prvog procjenitelja veca od varijance po simulaciji jedne varijable dru-
gog procjenitelja 02, dok je za vremena izvrSavanja po simulaciji jedne varijable obrnuta
situacija (11 < 7p). 1z je odmah vidljivo da e preciznije rjeSenje dati onaj procjenitelj
s manjom vrijedno$¢u o7 7;.

Primijetimo da je u[I.T1]vrijeme izvrSavanja konstantno. Za vecinu problema odredivanja
cijena izvedenica to zaista i jest istina. Medutim postoje 1 slucajevi u kojima vrijeme
izvrSavanja znacajno varira za razliCite simulacije (npr. kod odredivanja cijene opcije s
barijerom). U tom slucaju svakoj od simuliranih varijabli pridruZujemo njeno vrijeme
izvrSavanja (@, T1), (@2, T2), .. .. Na slican nacin kao prije, moze se pokazati da prilikom
usporedivanja alternativnih procjenitelja treba izabrati onaj za koji je produkt varijance po
simulaciji 1 o¢ekivanog vremena izvrSavanja po simulaciji najmanji.

Pristranost

Prethodna usporedba efikasnosti oslanja se na ¢injenicu da su procjenitelji koje usporedujemo
prosjeci nepristranih simuliranih varijabli. Dakle, u slu€aju da su procjenitelji koje pro-
matramo nepristrani, njihova varijabilnost i vrijeme potrebno da se izvrSe simulacije su
najvaznije stvari na koje treba obratiti paZnju. Medutim, nema smisla smanjivati varijancu
ili vrijeme izvrSavanja ako ¢e zbog toga procjenitelj teziti prema krivoj vrijednosti. Iako
je u nekim slucajevima pristranost neizbjeZzna (npr. kod malih uzoraka), nas zanimaju
samo oni procjenitelji kod kojih pristranost mozemo ukloniti tako da poveamo vrijeme
izvrSavanja.

Pristranost je prosjecna razlika izmedu procjenitelja i prave vrijednosti parametra, od-
nosno

Bias(@) = Ela — «].
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Neki procjenitelji su pristrani za sve konacne veliCine uzorka, ali postaju asimptotski ne-
pristrani kako se broj simuliranih varijabli n povecava. Osim njih, postoje i procjenitelji
kod kojih pristranost nece nestati bez obzira na to koliko velik n odaberemo. Jedan od
mogucih primjera nezanemarivih pristranosti prilikom odredivanja cijena financijskih iz-
vedenica navest ¢emo u tre¢em poglavlju (vidi nakon Sto uvedemo definicije potrebne
za razumijevanje izvedenica i svega vezanog uz njih.

Pristranost moZemo smanjiti tako da poveCamo vrijeme izvrSavanja svake pojedine
varijable. Ako bi pritom vrijeme koje nam je dostupno za izvrsiti cijelu simulaciju bilo
ograni¢eno, morali bismo smanjiti broj simuliranih varijabli. Posljedica toga bila bi povecanje
varijance procjenitelja. Iz tog razloga nam je vrlo vazna srednjekvadratna greska MSEE]
koja nam govori u kakvom su odnosu pristranost i varijanca. Ako je & procjenitelj parame-
tra «, tada

E[(@ - @)’]
E[(& — E[&])*] + (E[&] — @)*

= Var(@) + Bias*(&).

MS E(&)

Dakle, srednjekvadratna greska je jednaka sumi varijance i kvadrata pristranosti. 1z druge
jednakosti je vidljivo da je, ukoliko je na$ procjenitelj nepristran, srednjekvadratni procje-
nitelj jednak varijanci procjenitelja &. Specijalno, za nepristrane Monte Carlo procjenitelje
vrijedi MS E(&@) = 0> + Var(@) = o?*/n.

Dok je tocan izraCun srednjekvadratne greske uglavnom neprakti¢an, esto se koristi
omjer procijenjenih MSE vrijednosti kao mjera relativne preciznosti. Uobicajeno je sta-
viti MSE procjenitelja kojeg smatramo boljim u brojnik, tako da omjer srednjekvadratnih
greSka manji od 1 oznacava relativnu neucinkovitost procjenitelja ¢iji MSE je u nazivniku.

1.4 Uzorkovanje po vaznosti

Kao Sto smo ve¢ vidjeli, greska Monte Carlo procjenitelja smanjuje se s povecanjem fak-
tora \/n, gdje je n broj simuliranih varijabli. Osim toga, postoje brojne tehnike koje nam
omogucuju smanjenje greSke bez da pove¢amo broj simulacija. Nazivamo ih tehnikama
redukcije varijance. Mi ¢emo prezentirati jednu od njih koja se naziva uzorkovanje po
vaznosti. Literatura koja ¢e nam pomoci pri tome je [7]].

Glavna ideja uzorkovanja po vaznosti je smanjivanje varijance promjenom vjerojat-
nosne mjere u odnosu na koju se rauna integral. Zamjena mjere Cesto se koristi u financij-
skoj matematici gdje stvarnu vjerojatnosnu mjeru zamjenjujemo ekvivalentnom martingal-
nom mjerom kako bismo lakSe mogli izracunati ocekivanje. Takvu zamjenu vidjet ¢emo u
iducem poglavlju.

leng. Mean squared error
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Neka je V € R? i neka je X sluCajna varijabla s funkcijom gustoée f : V — R.
Pretpostavimo da Zelimo procijeniti

a = E[y(X)] = f Y(x) f(x)dx
Vv

za neku funkciju ¢ : RY — R. Kao i prije, Monte Carlo procjenitelj za  definiramo sa
ay = % Y (X)), gdje su Xy, X, . .., X, nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable
s funkcijom gustoce f. Pretpostavimo da je &y nepristran.

Neka je g neka druga funkcija gustoce na V takva da vrijedi f(x) > 0 = g(x) > 0, za
svaki x € V. Tada moZemo zapisati

[W(X)] = f Y(x)f(x)dx = f w(X)Mg(X)d [W( )f( )] (1.12)
v g(x) g(X)
gdje smo sa E, oznacili o¢ekivanje u odnosu na gustoCu g. Pretpostavimo da su X, X, ..., X,

nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable s funkcijom gustoce g. Monte Carlo pro-
cjenitelj za « je tada

1 + X;
3= 5 DTt

Lako se pokaZe da je &, nepristrani procjenitelj za . Vrijedi

Xyl 1< JCONNREERS L
" Z ¢(X)(7)} - (Z [l//(X)(T)U = [; Ef [l//(Xi)]) = Z(’m) =a,

i=1 i=1

E,la,] = E,

gdje treca jednakost slijedi iz

Postupak uzorkovanja po vaznosti Cesto koristimo ako ne znamo simulirati slucajne
varijable iz gustoée f ili ako Zelimo smanjiti varijancu procjenitelja. U tom slucaju treba
odabrati g tako da vrijedi

Vary(y(X)) > Var, (W(X ) fEX;)

Posao nam olakSava Cinjenica da su &/ 1 &, nepristrani procjenitelji pa im je o¢ekivanje jed-
nako. Prema tome, dovoljno je usporediti samo druge momente. Zbog E, [(w(X);%)z] =

Ef [z//(X)Z%], dovoljno je pronaci funkciju gustoce g tako da je

E,[W(X)] > By [;ﬁ(X)Q / (X)]

X)
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Do sada smo ve¢ uvidjeli da je glavna ideja Monte Carlo metode procjenjivanje neke
vrijednosti iz generiranih slucajnih uzoraka. U osnovi Monte Carlo metode prate vrlo
jednostavan algoritam:

1. Odrediti statisticka obiljeZja varijabli koje promatramo.

2. Simulirati skupove varijabli koje imaju gornja obiljezja.

3. IzraCunati traZzene procjenitelje koristeci ove skupove.

4. Usporediti razli¢ite procjenitelje 1 statistiCki analizirati rezultate.

Kao Sto smo ve¢ naveli, Monte Carlo metoda Cesto se koristi u financijskoj matematici za
odredivanje cijena izvedenica. Konkretnije primjere koriStenja ovog algoritma dat emo u
kasnijim poglavljima nakon §to iznesemo osnovne definicije vezane uz izvedenice i njihovo
vrednovanje.



Poglavlje 2

Osnovni principi odredivanja cijena
izvedenica

Izvedenice moZemo definirati kao financijske instrumente ¢ija je vrijednost odredena vri-
jednoséu nekog drugog financijskog instrumenta. Najcesce ih veZzemo uz kretanje cijena
dionica, obveznica, valuta 1 kamatnih stopa, premda taj drugi financijski instrument moze
biti bilo Sto, kao na primjer cijena Zita po kilogramu. Jedan od glavnih razloga uvodenja
izvedenica bilo je smanjenje rizika, odnosno transfer rizika s jedne osobe na drugu. Na fi-
nancijskim trziStima sudjeluju investitori koji Zele preuzeti tude rizike, ali o¢ekuju da za to
budu nagradeni. Neki od najceséih oblika izvedenica su unaprijedni ugovori (eng. forward)
1 opcije.

Unaprijedni ugovor daje pravo 1 obvezu da se odredeni vrijednosni papir kupi (ili
proda) po unaprijed odredenoj cijeni u nekom unaprijed odredenom trenutku u buducnosti.
Najtipi¢niji primjer unaprijednog ugovora je unaprijedni ugovor na valute. Unaprijedni
ugovor ima dvije strane. Jedna strana zauzima dugu poziciju u ugovoru i obavezuje se
kupiti vrijednosni papir na odredeni datum u buducnosti, dok druga strana zauzima kratku
poziciju i obvezuje se prodati vrijednosni papir. Vrijeme do prodaje/kupnje vrijednosnog
papira oznacavamo s 7' 1 nazivamo vrijeme do dospijeca, unaprijed dogovorena cijena po
kojoj ¢e se prodati vrijednosni papir naziva se cijena izvrSenja K, a sa Sy oznacavamo
cijenu vrijednosnog papira u trenutku 7. Stoga Ce isplata osobi koja ima dugu poziciju u
ugovoru iznositi S — K. S druge strane, isplata osobi koja ima kratku poziciju u ugovoru
iznosi K — S 7. Ocito je da ne mogu obje isplate biti pozitivne. U slucaju kada je Sy > K,
investitor koji ima dugu poziciju zaraduje jer moZe kupiti vrijednosni papir po cijeni K i
prodati po cijeni S. U isto vrijeme investitor koji ima kratku poziciju gubi taj iznos. Ako
je St < K, situacija je obrnuta.

Opcija daje pravo da se odredena vrijednosnica u odredenom trenutku (europska op-
cija) ili do odredenog trenutka (ameri¢ka opcija) kupi (call) ili proda (put) po unaprijed

13
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=0 . =0

Call Opton Payoff
[ ]

Put Cption Payoff
[ ]

-=0 L -=0 L
1] =0 100 1] =0 100

3T 3(T)

Slika 2.1: Vrijednost call i put opcije na dan dospijeca s cijenom izvrSenja K = 50 (pre-
uzeto iz [9)])

odredenoj cijeni. Osnovno svojstvo opcije je da, za razliku od unaprijednog ugovora, vlas-
nik opcije ne mora kupiti vrijednosni papir na koji je opcija napisana. Uz oznake kao gore
vrijednost call opcije na dan dospijeca je C;y = max(0,Sr — K) = (S — K)*, dok je vrijed-
nost put opcije na dan dospije¢a Pr = max(0,K —S7) = (K —S7)". Naslici|2.1| prikazan
je odnos cijene vrijednosnog papira S7 i vrijednosti call i put opcije na dan dospijecéa s
cijenom izvrSenja K = 50.

Promotrimo call opciju na neku dionicu. U slucaju da je na dan dospijeéa S > K,
kupac call opcije (investitor koji ima dugu poziciju) iskoristit ¢e svoje pravo 1 kupiti jednu
dionicu. Zatim Ce tu dionicu prodati po cijeni S 1 zaraditi S — K. U isto vrijeme Ce
pisac call opcije (investitor koji ima kratku poziciju) morati prodati tu dionicu po cijeni
manjoj od trziSne i tako ostvariti gubitak od K — S 7. U sluc¢ajuda je Sy < K, vlasnik opcije
nece iskoristiti mogucnost da kupi dionicu po cijeni K jer ju na trziStu moZe nabaviti po
nizoj cijeni. Kako vlasnik opcije ne koristi svoje pravo, pisac opcije ne gubi niSta. Kao
Sto smo vidjeli u ovom primjeru, vlasnik opcije moZze samo dobiti ugovorom, dok pisac
opcije moZe samo izgubiti. Prema tome pisac opcije na sebe preuzima rizik za Sto Ce traZiti
nagradu ili premiju. Ta premija je upravo cijena opcije koju kupac mora platiti. Postavlja
se pitanje kako izraCunati tu cijenu.

U ovom poglavlju bavit ¢emo se raCunanjem cijena izvedenica. Definirat éemo Brownovo
gibanje, ItOv integral i zatim preko Girsanovljevog teorema doci do formula za raCunanje
cijene financijske imovine. Za kraj ¢emo prikazati kako se sve od navedenog primjenjuje
na Black-Scholes-Mertonov model. Definicije i iskazi teorema navedeni u nastavku po-
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glavlja preuzeti su iz [14] 1 [15] te se tamo mogu pronaci i dokazi. Osim toga, literatura
koriStena u ovom poglavlju je [8]], [4] 1 [S].

2.1 Brownovo gibanje

Brownovo gibanje jedan je od najvaznijih procesa u modernoj teoriji slucajnih procesa.
Ime je dobilo po Skotskom botanicaru Robertu Brownu, koji je pomocu mikroskopa ot-
krio da se Cestice peluda rasprSene u tekuéini gibaju neprekidno i nepravilno. Neovisno o
njegovom radu, Louis Bachelier radio je na teoriji fluktuacije cijena opcija. Kako bismo
mogli opisati kretanje cijena izvedenica, moramo znati kako opisati kretanje cijena finan-
cijske imovine o kojoj ovisi izvedenica. Slu€ajan proces kretanja tih cijena u neprekidnom
vremenu opisujemo Brownovim gibanjem.

Definicija 2.1.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B, : t > 0)
Jje Brownovo gibanje ako vrijedi:

1. Putovit — B,(w) su neprekidne funkcije sa R, u R (za g.s. w € Q).

2. By=0.
3. ZasveO0=1ty<t <---<t,suprirasti B, - B,,, B, —B,,,...,B, — B, , nezavisni.
4. Zasve O < s < tje prirast B,—Bs; normalno distribuiran s ocekivanjem 0 i varijancom

r—s.

Na slici prikazana je jedna trajektorija standardnog Brownovog gibanja na seg-
mentu [0, 100], gdje smo tocke ¢; dobili koristeci ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 100]
s korakom 0.05.

Iz Cetvrtog uvjeta iz definicije slijedi da je V¢ > 0, B, normalno distribuiran s ocekivanjem
E[B;] = 01 varijancom Var[B;] = t. 1z ovoga slijedi da je 1 E[Btz] = t. Dodatna svojstva
koja slijede iz prethodne definicije su da putovi Brownovog gibanja nisu diferencijabilne
funkcije te da Brownovo gibanje gotovo sigurno nije proces konacne varijacije. Od osta-
lih svojstava Brownovog gibanja za nas su joS posebno vazni martingalno i Markovljevo
svojstvo. Sada ¢emo ih redom detaljnije objasniti.

Definicija 2.1.2. Varijaciju prvog reda funkcije f : R — R na intervalu [0, T] definiramo
kao

(i1 —

Ve(f) = lim Z‘ X, = X, .

gdje je 11 particija intervala [0,T], tj. I1 = {0 =ty <t < --- <t, =T}, al|lll =
maxi-y,..alt; = ti-1l.

.....
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Trajektorija standardnog Brownovog gibanja na [0,100]

B_t

0 20 40 60 80 100

Slika 2.2: Standardno Brownovo Gibanje na segmentu [0, 100]

Brownovo gibanje je gotovo s1gurn0 proces neograniCene varijacije §to se vrlo jed-

nostavno pokaze. Uzmimo particiju ¢; = =, j = 0,1,...,n intervala [0, T'] i definirajmo
hj= \/W (B, —Bi.),j=1,...,n Primljetlmo dasuh; nezavisne normalno distribuirane

slucajne varijable. Tada je varijacija prvog reda Brownovog gibanja B oblika

Zn: |B:, — By ,| = \/gzn: | = Z A ,I
J=1 “

Kada n — +o0o, gornji izraz takoder ide u +oo jer prema zadnja suma konvergira
prema E[|/]], a VaT teZi u beskona¢nost.

Prema tome, stohasticki integral fo f(s)dB; ne moze biti definiran po trajektorijama
Brownovog gibanja jer je Brownovo gibanje neomedene varijacije.

Definicija 2.1.3. Za sluc¢ajan proces X = (X; : t > 0) kaZemo da je konacne kvadratne
varijacije ako postoji slucajan proces (X) = ((X), : t > 0) za koji vrijedi

(X), = lim Z|Xt, il

i1 —0

pri cemu je 11 particija intervala [0, T .

Za Brownovo gibanje B = (B, : t > 0) vrijedi da (L?) hm Z |B,, — B, 1|2 = t. Stoga

je Brownovo gibanje konacne kvadratne varijacije 1 <B>t =t g s Neformalan zapis ove
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tvrdnje je dB,dB, = d(B), = dt. Vidjet ¢emo da ¢e nam takav zapis biti koristan prilikom
definiranja Itove formule.

Definicija 2.1.4. Filtracija za Brownovo gibanje je familija F = (¥ (t),t > 0) o-algebri
koja zadovoljava

1. Zasve 0 < s <t, F(s) CF(@).
2. Za svaki t > 0, B, je F (t)—izmjeriva slucajna varijabla.
3. Za sve 0 < s < t, prirast B, — B, nezavisan je od F (s).

Drugi uvjet iz prethodne definicije naziva se adaptiranost i tvrdi nam da je, u filtraciji za
Brownovo gibanje, informacija dostupna u trenutku 7 dovoljna za raCunanje Brownovog gi-
banja u tom trenutku. Treéi uvjet traZi da svaki prirast Brownovog gibanja nakon vremena
s bude nezavisan od informacije dostupne u trenutku s. Najjednostavniji primjer ovakve
filtracije je prirodna filtracija za Brownovo gibanje definirana s ¥ () = 07(B;,0 < s < 1).

Definicija 2.1.5. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i E = (F(t),t > 0) filtracija.
Slucajni proces M = (M,,t > 0) je martingal ako je F—adaptiran, ako je E|M,| < +oo za
svet>01iakozasve 0 < s <t E[M,|F(s)] = M;g.s.

Na vrlo jednostavan naCin pokaZe se da je Brownovo gibanje B = (B, : t > 0) martingal
u odnosu na filtraciju za to Brownovo gibanje. Oc¢ito imamo F—adaptiranost 1 E|B;| < +oco.
Uzmimo 0 < s < ¢ i iskoristimo svojstvo nezavisnosti prirasta B, — By od F (s). Vrijedi

E[B/|F ()] = E[B: — B+ B,|¥ (5)] = E[B, - B,|¥ ()] +E[B,|¥ (s)] = E[B, - B;]+ B, = B,.

Jos jedno od svojstava Brownovog gibanja koje ¢emo navesti je Markovljevo svojstvo.
Markovljevo svojstvo nam kaze da je za predvidanje buducih vrijednosti neke varijable
bitna samo sadasnja vrijednost te varijable, dok su prosle vrijednosti zanemarive.

Definicija 2.1.6. Neka je (QQ, F,P) vjerojatnosni prostor i E = (F(¢),t > 0) filtracija.
Adaptiran sluc¢ajan proces X = (X, : t > 0) je Markovljev proces, ako za sve 0 < s < tiza
sve Borel-izmjerive funkcije f : R — R postoji Borel-izmjeriva funkcija g : R — R takva
da je E[f(X)IF (5)] = g(X;) g-5.

Uz martingalnost i Markovljevo svojstvo, neka od vaznih svojstava Brownovog gibanja
su skalirajuce svojstvo, svojstvo simetrije 1 princip refleksije. Skalirajuce svojstvo nam
kaze da je Brownovo gibanje invarijantno na skaliranje, odnosno da se skaliranjem ne
mijenja distribucija Brownovog gibanja. Svojstvo simetrije ukazuje na to da je, u slucaju
daje B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje, proces X = (X, : t > 0) definirans X; = —B,, t >
0 takoder Brownovo gibanje. Princip refleksije kaZze da je Brownovo gibanje, koje se u
nekom vremenu zaustavljanja krene reflektirati, i dalje Brownovo gibanje.
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2.2 Itov integral

U ovom potpoglavlju definirat cemo Itdv integral i njegova svojstva. Cilj ItOvog integrala
je dati smisao izrazu fot HdB;, gdje je B Brownovo gibanje, F filtracija za to Brownovo
gibanje 1 H F-adaptiran sluajan proces. Kao Sto smo ve¢ naveli, Brownovo gibanje je
proces beskonacne varijacije pa taj integral ne moZzemo racunati kao klasi¢ni Riemann-
Stieltjesov integral. Dok je rezultat Riemann-Stieltjesovog integrala broj, rezultat ovakve
integracije je ponovno slucajan proces.

Do razvoja Itdvog integrala doslo je zbog potrebe za razvojem racuna koji ¢e omoguditi
rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi koje ukljuCuju stohasticke procese. Kasnije je postao
vrlo bitan u financijama gdje se koristi za raCunanje dobitka kojeg ostvarujemo od drZanja
neke financijske imovine. H, interpretiramo kao broj jedinica financijske imovine koje
posjedujemo u trenutku t, B, predstavlja kretanje cijene te financijske imovine, a integral
predstavlja dobitak od trgovanja tom financijskom imovinom u svakom trenutku ¢. S obzi-
rom na ovakvu interpretaciju, jasno je da sluajan proces H mora biti adaptiran jer pozicija
u financijskoj imovini u trenutku # moze ovisiti samo o informaciji dostupnoj do tog tre-
nutka.

U nastavku ¢emo definirati Itov integral za jednostavne i opce integrande te ¢emo na-
vesti Itovu formulu za Itdv proces koja ¢e nam biti potrebna za diferencijalni racun.

Za pocetak, trebamo definirati jednostavne procese i [tOv integral za jednostavan pro-
ces. Fiksirajmo T > 0. Neka je B = (B; : t € [0,T]) Brownovo gibanje i F = (F; : t €
[0, T']) filtracija za to Brownovo gibanje. Neka je H = (H, : t € [0, T]) slucajan proces
adaptiran s obzirom na F.

Definicija 2.2.1. Adaptiran slucajni proces H = (H, : t € [0,T]) zove se jednostavan
proces ako je

n—1
Ht = Z ¢j1[fj,l_/+1)(t)
=0

za neku particiju Il = {0 = o < t; < --- < t, = T} intervala [0, T] i omedene slucajne
varijable ¢;,j = 0,1,...,n— 1, takve da je ¢; F, -izmjeriva.

Definicija 2.2.2. Za jednostavan F-adaptiran sluc¢ajan proces H definiran kao u de-
finiramo slucajan proces I = (I, : t € [0, T]) s

n—1
I, = Z ¢j(Btj+1/\t - Bt_;/\l‘)a (2.1)
Jj=0

gdje t; Nt = min(t;,1).
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Taj proces nazivamo Itdv integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gi-
banje B i oznacavamo s

!
Il = f HSdBS = (H * B)t'
0

Svojstva Itovog integrala za jednostavne integrande ne¢emo navoditi, ve¢ ¢e nam ono
samo posluziti za definiranje Itovog integrala za opce integrande. S obzirom na to da je
integral za opCe integrande samo poopcenje integrala za jednostavne integrande, slijedit e
da oni imaju ista svojstva.

Prostor op¢ih integranda oznatavamo s L2 ([0, T]1x Q). To je familija slu¢ajnih procesa
H = (H, : 0 <t < T) koji su F-adaptirani i zadovoljavaju uvjet E fo H?dt < +oc0. Za
slu¢ajan proces H iz skupa opéih integranda postoji niz jednostavnih procesa (H™),cn

T
takav daje lim E f IH(") — H,*dt = 0, odnosno taj niz aproksimira H i on je Cauchyjev

n—+00
u L2 ,([0,T] x Q). Za taj niz definiramo 1" = fo H'"dB,. Sada zbog &injenice da je niz
Cauchyjev u L2 ([0, T] X Q) i Itove izometrije (2.3)

T
lim E[U" -1")*]= lim E f |H™ — H™Pdt = 0
0

m,n—+oo m,n—+oo
Prema tome je niz (I*),ey Cauchyjev u Hilbertovom prostoru L*(Q2, ¥, P) i zato ima limes.
Definicija 2.2.3. Itdv integral procesa H s obzirom na Brownovo gibanje B je slucajan

proces I = (I, : t € [0, T])) definiran sa

I, = f H B, = (L*) lim H(’”dB (2.2)

n—+co

Neformalno, Itov integral zapisujemo kao dI, = H,dB,, a kvadratnu varijaciju Itovog
integrala zapisujemo sa dl,dl, = H*dB,dB, = H dt.

Svojstva Itovog integrala

e Neprekidnost
Funkcija t — I, je g.s. neprekidna na [0, T].

e Izmjerivost
I; je F (t)-izmjeriv za svaki ¢ € [0, T].

e Linearnost
Neka su a, beRleGlzLZd([O T]x Q). TadaJel(aH+bG)1z£2d([0 Tl xQ)i
vrijedi ((aH + bG) - B), = a(H - B), + b(G - B),.
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e Martingalnost
Itdv integral I = (I, : t € [0, T]) je martingal s obzirom na filtraciju F. Martingalno
svojstvo i Iy = 0 nam daju da je E[[;] = E[ly] = 0,Vt € [0.T]. Iz toga je ocito
Varl, = E[I?] — (E[1,])* = E[/?].

e Itova izometrija
Itdv integral zadovoljava

E[/’] = E f Hlds. (2.3)
0

e Kvadratna varijacija t
Kvadratna varijacija do trenutka t [tovog integrala I, jednaka je (1), = fo Hds.

Itova formula

Zbog nenul kvadratne varijacije Brownovog gibanja, derivaciju kompozicije funkcije f :
R — R i Brownovog gibanja B = (B, : t > 0) ne moZemo racunati koristeci standardni
diferencijalni racun. Na srecu, Itdva formula nam daje nacin kako rijesiti taj problem.

Definicija 2.2.4. Itova formula za Brownovo gibanje je

T 1 T
F(Br) - f(Bo) = fo F(B)B,+ 5 fo (B,

gdje je f neka funkcija klase C».

Formula se ¢eS¢e koristi u diferencijalnom obliku
1
df(B) = f'(B)dB, + >/ "(Bydt.

Postoji i opCenitiji oblik Itove formule za [tov proces. Kako ne mora uvijek vrijediti da je
funkcija Itévog integrala i sama Itdv integral, definira se Sira klasa slucajnih procesa u koje
pripadaju i Itdvi integrali.

Definicija 2.2.5. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i neka je F = (¥, : t > 0)
pridruZena filtracija. 1tov proces je slucajni proces X = (X, : t > 0) oblika

! t
X, = X, + f H,dB, + f G,ds,
0 0

gdje je Xy € R neslucajan, H = (H, : t > 0) F-adaptiran proces za koji vrijedi H €
Lid([O, Tl xQ), G =(G, : t 2 0) F-adaptiran proces za koji je fol |Glds < +c0 g.s. ¥t > 0.
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JednadZba se zapisuje u diferencijalnom obliku kao dX;, = H,dB; + G,dt. Za diferenci-
jalni racun, trebamo znati i kako izracunati kvadratnu varijaciju Itovog procesa. Racunamo

d{X), = dX,dX, = H*dB,dB, + H,G,dB,dt + G*dtdt = H?dt.

Moramo jo§ pokazati kako izraCunati integral nekog slucajnog procesa u odnosu na Itov
proces.

Definicija 2.2.6. Neka je X = (X, : t>0) Itov proces i neka je K = (K, : t > 0) adaptiran
proces koji zadovoljava Efo Kfo,ds < 400 | fo |K;G4lds < +o00 ¥t > 0. Stohasticki
integral od K s obzirom na Itov proces X definiran je s

t t t
f KdX, = f K,HdB; + f KGd;.
0 0 0

Sada imamo sve potrebno za definiranje [tove formule za Itove procese.

Definicija 2.2.7. (Itova formula za Itov proces)
Neka je X = (X; : t > 0) Itov proces i neka je f(t,x) funkcija koja ima neprekidne
derivacije f,, fy, fu. Za svaki T > 0 vrijedi,

T T T
f(T’ XT) - f(oa XO) = f .fl(ta Xt)dt + f fx(t’ X[)dXt + % f fxx(ta Xl)XmdXt
0 0 0

T T
= f [ﬁ(r,xt)+fx<r,xt)Gt+%fm(t,xt)Hf dr + f £u(t,X,)H,dB,.
0 0

Za kraj ¢emo ovu formulu zapisati u diferencijalnom obliku

1
df(t’ X)) = ft(t’ X,)dt + fx(t’ X;)dX, + E(t, Xt)dXtht-

2.3 Girsanovljev teorem

Girsanovljev teorem opisuje kako se mijenja dinamika stohastickih procesa kada originalnu
mjeru zamijenimo ekvivalentnom mjerom. Ovaj teorem je posebno vazan u financijskoj
matematici jer nam govori kako stvarnu vjerojatnost mozemo zamijeniti s vjerojatnoscu
neutralnom na rizik $to ¢e nam uvelike pomoc¢i kod racunanja cijena izvedenica.

Teorem 2.3.1. (Girsanovljev teorem)
Neka je B = (B, : 0 <t < T) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P), te
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nekajeF = (F,;: 0 <t < T) filtracija za to Brownovo gibanje. Nekaje® = (0, : 0 <t < T)
F-adaptiran slucajan proces. Definiramo

! 1 !
Z, = exp {—f 0,dB, — Ef Gidu}
0 0

!
B; = Bt+f ®,du,
0

te pretpostavimo da je EfOT @2Z2du < +oo. Stavimo Z = Zr. Tada je E[Z] = 1 te je uz
vjerojatnost P* definiranu s

P*(A) = f Z(w)dP(w) = B[1,Z],A € F
A

slucajni proces B* = (B;* : 0 <t < T) Brownovo gibanje.

Vjerojatnosna mjera P* definirana u gornjem teoremu ekvivalentna je vjerojatnosnoj
mjeri P. Za dvije vjerojatnosti P i P* kazemo da su ekvivalentne na prostoru (€2, ) ako
zasvakiA € ¥ P(A) = 0 & P*(A) = 0. Pokazimo da su P i P* ekvivalentne mjere. Iz
definicije procesa (Z; : 0 < t < T') vidimo da za slucajnu varijablu Z uvijek vrijedi P(Z >
0) = 1. Uzmimo da je P(A) = 0. Tada iz definicije vjerojatnosti P* odmah vidimo da mora
biti i P*(A) = 0. Pretpostavimo sada suprotno, tj. P*(A) = 0. Tada je i E[1,Z] = 0. Zbog
pretpostavke da je P(Z > 0) = 1, mora vrijediti P(A) = 0. Vidimo da su P i P* ekvivalentne
mjere. Mjeru P* nazivat éemo mjerom neutralnom na rizik. Njen naziv opravdat ¢emo veé
u iducem potpoglavlju.

2.4 Odredivanje cijena financijske imovine u BSM
modelu

U neprekidnom modelu financijskog trzista, financijskim instrumentima trguje se nepre-
kidno, za razliku od diskretnih modela u kojima se trguje samo u unaprijed odredenim
vremenskim trenutcima. Kako se trgovanje na modernim trziStima moZe obavljati u vrlo
malim vremenskim razmacima, model dobro aproksimira stvarno trziSte. U ovom radu
bavit ¢emo se Black-Scholes-Mertonovim modelom u kojem je cijena dionice modelirana
geometrijskim Brownovim gibanjem. Scholes 1 Merton su 1997. dobili Nobelovu nagradu
za taj model te se on do danas smatra jednim od najvaznijih modela za odredivanje cijena
dionica.

Uzmimo fiksan 7" > 0. Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostori B = (B; : 0 <t < T)
Brownovo gibanje s filtracijom F = (£ (¢) : 0 < t < T'). Promatrat éemo neprekidni model
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financijskog trziSta na kojem postoje dvije financijske imovine. Prva je nerizicna imovina
(najcesce novac) koja se ukamacuje po konstantnoj kamatnoj stopi r. Oznacavat ¢emo ju s
B =B :0<t<T),diferencijalna jednadzba dana je s dB; = rf3,dt. RjeSenje te jednadzbe
je B: = Boe”. Pretpostavljamo da je By = 1. Druga financijska imovina je dionica. U
Black- Scholes-Mertonovom modelu cijenu dionice S = (S, : 0 < ¢t < T) modelirat ¢emo
geometrijskim Brownovim gibanjem

dS,=aS,dt+o0S,dB,, (2.4)

gdje @ oznaCava srednju stopu povrata, a o volatilnost dionice. RjeSenje te diferencijalne
jednadzbe dano je formulom

o2
SI:Soexp{O'B,+(oz—7)t}. (2.5)
Iz ove formule lako zaklju¢ujemo da S, ima lognormalnu distribuciju za svaki ¢t € [0, T]
(jer su prirasti Brownovog gibanja normalno distribuirani).

Kako bismo dosli do cijene izvedenica, Sto je glavni cilj ovog poglavlja, za pocetak
moramo navesti niz definicija.

Definicija 2.4.1. Portfel;j ili strategija trgovanja je F-adaptiran slucajan proces ¢ = ((¢°, $})
0 <t <T), gdje $° predstavlja koli¢inu novca u trenutku t, a ¢! broj dionica.

Vrijednost portfelja u trenutku t € [0, T) je slucajna varijabla V! = ¢°B, + ¢!S.,.

KaZemo da je portfelj samofinancirajuci ako promjena u njegovoj vrijednosti dolazi samo
od promjene cijene dionice.

Strategija ¢ je arbitraza ako je Vo(¢) = 0, Vi(¢) =0 i P(Vr(¢) > 0) > 0.

KaZemo da postoji prilika za arbitrazu ako netko s pozitivhom vjerojatnoS¢u moZze os-
tvariti pozitivan povrat bez rizika ili gubitka. OCiti primjer arbitraZe je situacija u kojoj je
moguce nesto istovremeno kupiti i prodati po razli¢itim cijenama. Kako takva situacija ne
moze dugo opstati na financijskom trZistu, uobic¢ajeno modeli financijskih trZiSta pretpos-
tavljaju da arbitraza nije moguca.

Osim stvarnih vrijednosti dionice i portfelja, zanimat ¢e nas i njihove diskontirane vri-
jednosti. Diskontiranje je proces svodenja na sadasnju vrijednost za Sto koristimo diskontni
faktor ¢™". Proces diskontirane vrijednosti dionice definiramo sa S=("S,:0<t<T),
a proces diskontirane vrijednosti portfelja s V¢ = (e Vt‘p : 0 <t <T). Moze se pokazati
da za diskontiranu cijenu dionice vrijedi dS, = (@ — r)S,dt + 'S ,dB,, a za diskontiranu
vrijednost portfelja dV? = ¢!dS,.

Sada mozemo navesti jedan od fundamentalnih teorema teorije odredivanja cijena imo-
vine koji nam daje nuZan i dovoljan uvjet za trziSte bez arbitraZze. Dokaz teorema se moze
pronaci u [[14].
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Teorem 2.4.2. (1. fundamentalni teorem odredivanja cijena imovine)

TrZiste ne dopusta arbitraZu (uz vjerojatnost P) ako i samo ako postoji vjerojatnosna mjera
P* na (Q,F) takva da je P ~ Py i S je P*-martingal. Tu mjeru nazivamo ekvivalentna
martingalna mjera ili mjera neutralna na rizik.

Uocimo da je u tom slucaju i diskontirana vrijednost portfelja V¢ takoder P*-martingal.

Definicija 2.4.3. Slucajan zahtjev s dospijecem T je Fr-izmjeriva slucajna varijabla C
takvadaje( < C < +o00 P —g.s..

Samofinancirajuci portfelj ¢ je replicirajuéi portfelj za slucajni zahtjev C ako je V? =Ci
V/>0P-g.s.

Ako takav portfelj ¢ postoji, slucajni zahtjev C je dostiZan.

Model triista bez arbitraZe je potpun ako je svaki slucajan zahtjev dostiZan.

Sada moZemo navesti 1 drugi fundamentalni teorem ¢iji se dokaz takoder moZze pronaci
u [14].

Teorem 2.4.4. (2. fundamentalni teorem odredivanja cijena imovine)
Model triista bez arbitraZe je potpun ako i samo ako postoji jedinstvena ekvivalenta mar-
tingalna mjera.

Odsustvo arbitraZe i potpunost modela su nam izrazito bitni jer, ako su zadovoljena ta
dva uvjeta, moZemo pronaci jedinstvenu cijenu dostiznih slucajnih zahtjeva. Kao Sto ¢emo
pokazati u nastavku, cijena slu¢ajnog zahtjeva za koji postoji replicirajuca strategija jed-
naka je ocCekivanoj vrijednosti isplate tog zahtjeva, diskontiranog bezrizicnom kamatnom
stopom. No tu ocekivanu vrijednost ne¢emo racunati u odnosu na stvarnu vjerojatnost P,
nego u odnosu na ekvivalentnu martingalnu mjeru ili mjeru neutralnu na rizik P*.

Kao $to smo ve¢ spomenuli u uvodu ovog poglavlja, jedno od vaznih pitanja u finan-
cijskom modeliranju je kako izraCunati pravednu cijenu za neki slucajan zahtjev C. Pret-
postavljamo da je trZiSte koje promatramo bez arbitraZze i potpuno. Tada za svaki sluajan
zahtjev C postoji replicirajuci portfelj ¢. Oznacimo sa Vg pocetnu cijenu replicirajuéeg
portfelja u trenutku 7 = 0. Tada cijena zahtjeva C mora biti jednaka V¢, inate postoji
mogucnost za arbitrazu. Pokazimo zaSto to vrijedi. Pretpostavimo da je cijena sluajnog
zahtjeva koji prilikom dospijeca isplacuje vrijednost C veca od cijene V(‘f portfelja koji ga
replicira. Tada moZemo prodati taj slucajan zahtjev, kupiti portfelj za cijenu Vg , a ostatak
novca uloziti u banku. U trenutku dospijeCa moZemo prodati portfelj za iznos Vf =C
te s tim novcem namiriti svoja dugovanja, a u banci nam ostaje ulozen novac. Dakle, re-
zultat je arbitraza. Obrnuto, pretpostavimo da je cijena slucajnog zahtjeva manja od Vg .
Prvo mozemo posuditi iznos Vg iz banke, kupiti slu¢ajan zahtjev, a ostatak novca ostaviti u
banci. Po dospijecu, banci éemo morati vratiti iznos C, $to je upravo iznos koji éemo dobiti
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od slucajnog zahtjeva, i jo§ ¢emo imati novac uloZen u banku. Dakle, rezultat je ponovno
arbitraza.

Iz gornjeg razmatranja jasno nam je da cijena slucajnog zahtjeva u svakom trenutku
mora biti jednaka vrijednosti replicirajueg portfelja. Uzmimo proizvoljan slucajan zah-
tiev C 1 njegov replicirajuci portfelj ¢, dakle V}’5 = C. S obzirom na to da je trziSte koje
promatramo bez arbitraZze i potpuno, postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera
P*. Tada je niz diskontiranih vrijednosti portfelja (V¢ : 0 < t < T') P*-martingal (jer je i niz
diskontiranih cijena P*-martingal) pa je

V! = B [VIIF] = B'e” T CIF], (2.6)

odnosno
VY = e"E'[e"TC|F). (2.7)

VfS nazivamo cijenom sluc¢ajnog zahtjeva C u trenutku t. Specijalno je, u trenutku ¢ = 0,
Co =V, =E'le""C].

Kao primjer, koriste¢i ovu formulu cijena europske call opcije iznosi Cy = E*[e”"T (S —
K)*].

Primijenimo sada sve navedene tvrdnje na Black-Scholes-Mertonovom modelu. Kao
Sto smo ve¢ rekli imamo jednu nerizicnu imovinu koja raste po kamatnoj stopi r i dionicu
¢iju cijenu modeliramo geometrijskim Brownovim gibanjem pa je cijena u diferencijalnom
obliku dana s dS, = aS,dt + 0S,dB,, gdje je B = (B, : 0 <t < T) Brownovo gibanje i
F = (¥, : 0 <t < T) filtracija generirana tim Brownovim gibanjem. Bitno nam je da je fil-
tracija generirana Brownovim gibanjem jer u suprotnom BSM model ne mora biti potpun.
Takoder pretpostavljamo da je volatilnost o razli¢ita od nule. Diferencijalna jednadZba
diskontirane cijene dionice je tada oblika

dS, =de™"S,) = (@ —-re"S,dt + ce"'S  dB, = oe”"'S [Odt + dB,].

Vrijednost
a-—r

® =
o

se zove trZisna cijena rizika ili Sharpeov omjer.

Vratimo se sada na Girsanovljev teorem (2.3.1) u kojemu smo definirali vjerojatnost
P* 1 pokaZzimo da je to ekvivalentna martingalna mjera u odnosnu na vjerojatnost P. Ne-
posredno nakon iskaza teorema smo pokazali da su P i P* ekvivalentne mjere pa je samo
potrebno pokazati da je diskontirana cijena dionica § martingal u odnosu na P*. Prisjetimo
se definicije procesa B* = (B; : 0 <t < T). Zat € [0,T] vrijedi B, = B, + ©t. (Mi
smo pretpostavili da su volatilnost i srednja stopa povrata u modelu konstantni pa je tako 1
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trziSna cijena rizika konstantna. Ta pretpostavka se lako moZe zamijeniti pretpostavkom da
su oni adaptirani slucajni procesi.) Diferencijalni oblik ove jednadzbe glasi dB; = dB,+Qdt
i prema Girsanovljevom teoremu slijedi da je proces B* Brownovo gibanje. Diskontiranu
cijenu dionice sada mozemo zapisati kao

dS,=ce™"S dB;

stoga je uz vjerojatnost P* diskontirana cijena dionice martingal (kao Itdv integral Browno-
vog gibanja). Kada uvrstimo dB, = —Odt + dB; u diferencijalnu formulu za cijenu dionice,
dobijemo

dS,=rSdt+oS,dB;.

Primjeéujemo da je sada srednja stopa povrata na dionicu jednaka r, odnosno jednaka je po-
vratu na nerizi¢nu imovinu. Iz tog razloga vjerojatnost P* nazivamo vjerojatnost neutralna
na rizik. Rjesenje prethodne diferencijalne jednadzbe dano je formulom

2
S, :Soexp{O'B,+(r—%)t}.

Postojanje ekvivalentne martingalne mjere nam kaZe da je model trziSta bez arbitraze. Uz
pretpostavke da je filtracija generirana Brownovim gibanjem B i da je volatilnost razlicita
od nule, model trzista je i potpun. To nam garantira postojanje jedinstvene cijene za
slucajne zahtjeve, odnosno kao i prije vrijedi da cijenu slu¢ajnog zahtjeva raCunamo po
formuli V,‘” = ¢"E*[e”"T C|¥,]. Formule za cijene izvedenica u BSM modelu mogu se i eks-
plicitno izraCunati, medutim u naSem radu to nece biti potrebno. U iducem poglavlju bavit
¢emo se simuliranjem cijena izvedenica Monte Carlo metodom za Sto nam je dovoljno
znati da se one racunaju kao o¢ekivanja u odnosu na ekvivalentnu martingalnu mjeru.



Poglavlje 3

Odredivanje cijena izvedenica
koristenjem Monte Carlo metode

U ovom poglavlju ¢emo prethodno napisanu teoriju primijeniti u praksi. Procijenit ¢emo
cijene nekih izvedenica koriste¢i Monte Carlo simulacije. Literatura koja ¢e nam u tom
pomoci je [8] i [7]. Daljnju analizu radit ¢emo na dionici Podravke, stoga ¢e ona predstav-
ljati vrijednosnicu o kojoj ovisi cijena izvedenice. Podravka je jedna od vodecih prehram-
benih tvrtki u regiji, a njene dionice su na Zagrebacku burzu uvedene 1998. godine. Danas
je dionica Podravke sastavni dio indeksa CROBEX10 koji ukljucuje 10 dionica s najveCom
free float trziSnom kapitalizacijom F_-]i prometom na Zagrebackoj burzi.

Nasu analizu bazirat ¢emo na kretanju cijene dionice Podravke u periodu od 1. sijenja
2017. do 31. prosinca 2019E] te ¢emo zanemariti novonastalu financijsku krizu uzrokovanu
covidom-19 koja zapocinje u veljaci 2020. Na grafu prikazano je kako su se cijene
dionice kretale u tom periodu. Vidimo da se veéi pad cijene dogodio pocetkom 2018., no
nakon toga cijena raste i dostiZe iznos od 484 HRK po dionici. Dionica isplacuje dividendu,
no mi ¢emo to zanemariti za potrebe naSe analize.

Da bismo mogli izracunati cijenu izvedenica, moramo odrediti kako ¢e se u buduénosti
kretati cijena dionice Podravke. Kao Sto smo pokazali u prethodnom poglavlju, cijenu
dionice u BSM modelu modeliramo geometrijskim Brownovim gibanjem, a uz vjerojatnost
neutralnu na rizik vrijedi da je

2
g
S,:Soexp{O'Bt+(r—7)t}, (3.1)
'Free float tr7i$na kapitalizacija je trZi$na kapitalizacija dionica koje su dostupne investitorima za trgo-
vanje (tzv. free float dionice). TrziSnu kapitalizaciju raCunamo kao umnoZzak izdanih dionica i trZiSne cijene
tih dionica.
ZPodaci o cijenama su preuzeti sa stranice Zagrebacke burze.

27
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Kretanje cijena dionice Podravke od sijecnja 2017. do prosinca 2019.

450
|

Cijena dionice
250
|

250
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2017 2018 2019 2020

Dani trgovanja

Slika 3.1: Kretanje cijena dionice Podravke u periodu od 1.1.2017. do 31.12.2019.

gdje je Sy pocetna cijena dionice, o volatilnost, » kamatna stopa na nerizi¢nu imovinu i
B = (B, : 0 <t <T)Brownovo gibanje. Za procjenu kretanja cijene dionice u buducnosti,
morat ¢emo simulirati Brownovo gibanje za Sto ¢emo koristiti program R ([12]). Cijenu S
lako iS¢itamo iz preuzetih cijena dionice i ona iznosi S¢ = 484 kn (to je cijena na datum
30.12.2019.). Pretpostavit ¢emo da je kamatna stopa konstantna i da ona iznosi r = 2%.
To je zapravo realna kamatna stopa koju moZemo ostvariti na bezrizi¢nu investiciju. Nju
Cesto aproksimiramo dugoro¢nom stopom rasta BDP-a koja, prema povijesnim podacima,
u prosjeku iznosi 2% godiSnje. lako je u posljednje vrijeme vidljiv trend snaznog pada
kamatnih stopa te se one sve viSe priblizavaju 0%, mi ¢emo u naSoj simulaciji koristiti
povijesno referentnu kamatnu stopu r = 2%.

Ono za §to su nam najpotrebniji podaci o kretanju cijena u proslosti je procjena volatil-
nosti. Volatilnost (oznaka o) je mjera rizi¢nosti povrata na dionicu, a raCunamo je koristeci
log-povrate dionice. Sto je o veéa, to je dionica rizi¢nija za ulaganje. Pretpostavimo da
promatramo cijene dionice do trenutka 7 inekaje Il = {0 =t <, < --- < t, = T}
particija intervala [0, T]. Ako logaritmiramo 3.1} dobijemo da je u trenutku ¢;

o2
log$§; =logSo+ 0B, + (r— j)tf'

ZapiSemo li tu jednadZzbu za trenutak ¢;_; i oduzmemo od prethodne, dobit ¢emo log-
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povrate

S Zj

2
log —= = o(B, - B, ) + (r - %) (tj = 1;1)- (32)

Tj-1

Realiziranu volatilnost raunamo po formuli
2

n S. 2 n CT2 n o 2 n
Z (lOg < L ) = g? Z(Btj_Bl‘j—l)z_'_zo- (}" - 7) Z(B,j—Btjl)(tj—tj_1)+(r - 7) Z(tj—tj_l)z.
J=1 Jj=1 j=1

j=1 1j-1

Kada pustimo [[I1|| — 0, prva suma tezi prema T, dok druge dvije konvergiraju prema 0.
Zbog toga volatilnost moZzemo procijeniti koristeci formulu

o LS (g S 3.3
O'~TZ OgSz_,-,l . (3.3)

Mi raspolazemo podacima za 3 godine, stoga je u naSem sluaju 7 = 3. Kada sve uvrstimo
u formulu dobijemo da je 6 = 0.042746, a 6 = 0.206752. Dakle, procijenjena volatilnost
dionice Podravke iznosi 20.6752%.

3.1 Europska call opcija

Prvi primjer na kojem ¢emo prikazati kako funkcioniraju Monte Carlo simulacije je izraCun
cijene europske call opcije. Kao S$to smo ve¢ naveli, call opcija vlasniku daje pravo da
kupi dionicu u trenutku 7" u buduénosti po unaprijed dogovorenoj cijeni K. Stoga je isplata
vlasniku opcije u trenutku 7" jednaka C = (S —K)*. U prethodnom poglavlju smo pokazali
da cijenu slu¢ajnog zahtjeva C u trenutku ¢ = 0 ratunamo kao Cy = E*[e~"7 C]. Specijalno,
u slucaju europske call opcije imamo

Co=E[e"T(Sr - K)'].

Nas cilj je odrediti cijenu call opcije s dospijeCem za T = 2 godine, odnosno dospijeCem
31.12.2021. Cijena izvrSenja K odreduje se ovisno o tome koliki je rizik kupac opcije
spreman preuzeti i koliko novca Zeli potroSiti na njenu kupnju. Prilikom kupnje call opcije,
veca cijena izvrSenja znaci da ¢emo opciju platiti jeftinije i obratno. Ako zanemarimo pad
cijene u 2018., iz proslih cijena vidimo da cijena dionice Podravke raste otprilike za 100
kn po godini. Pretpostavimo da smo mi kupac koji ne Zeli preuzeti veliki rizik, ali takoder
Zeli proci Sto jeftinije. Jasno je da veca cijena izvrSenja call opcije znaci veci rizik jer se,
ukoliko cijena dionice ipak ne naraste onoliko koliko smo ocekivali, opcija nece aktivirati.
Za cijenu izvrSenja odabiremo K = 600 kn. Dakle, pretpostavljamo da e cijena nastaviti
rasti kao protekle dvije godine, ali kako bismo ipak neSto smanjili rizik, pretpostavljamo
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Cijena dionice u trenutku T=2
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Slika 3.2: Simulirane cijene dionice u trenutku 7' = 2

da ¢e tempo rasta biti sporiji. Kao $to smo ve¢ naveli, pretpostavljamo da je kamatna stopa
fiksna 1 iznosi r = 2%. Iz prethodne formule je vidljivo da je isplata europske call opcije
odredena samo zavrSnom cijenom dionice S 7 i ne ovisi o kretanju cijena izmedu trenutka
01 T. Stoga je jedino Sto nam preostaje za izraCunati cijena dionice u trenutku 7', odnosno

o2
Sr :Soexp{(r—T)T+0'BT}.

B7 je normalno distribuirana slu¢ajna varijabla s ocekivanjem O i varijancom 7'. Stoga Br
mozemo simulirati kao VTZ, gdje je Z standardna normalna slugajna varijabla.

Kako sada koristimo Monte Carlo simulacije? Iz gornjeg razmatranja, vidimo da je
dovoljno znati generirati veliki uzorak Z;, Z,, . . . , Zy nezavisnih slucajnih varijabli iz stan-
dardne normalne distribucije. Mi ¢emo uzeti da je N = 10000. Zatim izraCunamo cijenu
dionice S po formuli

2
ST:SOeXp{(r—%)T+0'\/TZ,-}

1 stavimo
Ci=e"(Sr - K)*

za svaku od slu¢ajnih varijabli Z;,i = 1,..., N. Koriste¢i Monte Carlo procjenitelj C, =
ﬁ Z?L . Co oCekivanja E*[¢™"T(S 7 — K)*], dobijemo aproksimaciju cijene opcije. Procjeni-
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telj je jako konzistentan, §to znali da C; — Cj s vjerojatnoiéu 1 kada n — +oco. Ovaj
procjenitelj je takoder i nepristran. Dokazi ovih tvrdnji mogu se pronaci u [7].

Navedenu simulaciju smo proveli u programu R, a kod se nalazi u dodatku[A]l Na grafu
[3.2]prikazane su simulirane cijene dionice u trenutku 7' = 2 te je crvenom linijom oznacena
cijena izvrSenja K = 600. Vidimo da se veci broj cijena grupirao ispod crvene linije Sto
znaci da je u viSe slucajeva simulirana cijena dionice u trenutku 7" manja od cijene izvrSenja
(to¢nije manja je u 72.6% slucajeva). To znaci da bi u 72.6% slucajeva kupac call opcije
bio na gubitku jer bi isplata od opcije iznosila O kn. Zakljucujemo da je naSa procjena
vezana za cijenu izvrSenja K bila pomalo preoptimisticna. Dobili smo da cijena opcije
1znosi Cy = 25.36 kn, dok je 95% interval pouzdanosti za Cy jednak [24.01, 26.71]. Za
usporedbu, izraCunali smo 1 cijenu call opcije ukoliko je kamatna stopa r = 0.5% Sto je
realnije na danaSnjem trZiStu. Dobili smo da je cijena opcije 21.64 kn. Dakle, u ovom
slucaju cijena opcije je manja, ali je i postotak slucajeva u kojima bi opcija donijela zaradu
manji, to¢nije 19.67%.

3.2 Azijska call opcija

Azijske opcije su vrsta egzoti¢nih opcija kod kojih isplata ovisi o aritmetickoj sredini ci-
jena dionice za vrijeme trajanja opcije. Za razliku od standardnih europskih opcija kod
kojih isplata ovisi samo o cijeni dionice u trenutku izvrSenja opcije, azijske opcije su path-
dependant $to znaci da cijena opcije ovisi o kretanju cijene dionice od pocetnog trenutka
do trenutka izvrSenja T. Isplata vlasniku azijske call opcije iznosi (§ — K)*, a vlasniku
azijske put opcije (K — §)*, gdje je S = iZTﬂ S, za neke fiksne vremenske trenutke
0=t <t <---<t, =T. Azijske opcije su Cesto jeftinije od standardnih (europskih)
opcija za Sto je glavni argument Cinjenica da je prosjecna cijena dionice manje volatilna od
cijene dionice u nekom odredenom trenutku.

Kako bismo mogli izraunati cijenu azijske call opcije Monte Carlo metodom, od-
nosno o¢ekivanu sadasnju vrijednost isplate opcije E*[e™"T(S — K)*], moramo simulirati
prosjeke S . To radimo tako da u velikom broju ponavljanja simuliramo putS,,S,,,...,S;
1 izraCunamo prosjek duz tog puta. Pretpostavimo da smo za tocke #; uzeli ekvidistantnu
subdiviziju segmenta [0,T], dakle ;. —t; = h, za h = % Cijenu duZ puta mozemo
izraCunati koristec¢i formulu

2

Stj+1 = S,jexp {(r— %)h + G\/EZJ-H},

gdje su Zy, ... Z, nezavisne normalno distribuirane slu¢ajne varijable.
Kao kod europske call opcije, uzimamo da je r = 2%, K = 600 kni Sy = 484 kn.
Takoder koristimo procjenu volatilnosti koja iznosi & = 0.206752. Ponovno simulaciju
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Putevi kretanja cijene dionice
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Slika 3.3: Simulirani putevi kretanja cijene dionice

provodimo u R-u, a kod se moze pronadi u dodatku[A] Sljedeéi algoritam prikazuje korake
koje moramo provesti za simuliranje N puteva od kojih svaki ima m koraka:

zai=1,...,N ¢ini
za j=1,...,m ¢ini

Generiraj Z;; ~ N(0, 1)

Sity) = Sitj-exp{[r— | h+ ohz,)
kraj
S =(Sit) + -+ Sitm)/m
Ci=e'T(S - K)*

kraj

Co=(Ci+---+Cy)/N

Na grafu [3.3] prikazani su simulirani putevi kretanja cijena dionice. S obzirom na to
da je broj simuliranih puteva jako velik (uzeli smo da je N = 10000), ne moZemo najbolje
razaznati puteve. Cijena azijske opcije koju smo dobili ovom simulacijom je Cy = 5.85 kn,
a 95% interval pouzdanosti je [5.38,6.33]. Kao §to smo ve¢ pretpostavili, cijena azijske
call opcije je manja od cijene europske call opcije s istim parametrima.

Monte Carlo procjenitelj kojim smo odredili cijenu opcije 1 u ovom slucaju je nepris-
tran. Medutim, to ne bi bilo tako da je S definiran kao § = % fOT S (u)du. U tom slucaju
S ne moZemo to¢no izraCunati, nego moramo koristiti diskretnu aproksimaciju kojom S
raCunamo kao prije generirajuci cijene S, u diskretnim vremenima ¢;. Takav procjenitel]
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CHOOSER OPCIA
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Kupnja opcije Vlasnik opcije bira izmedu Dospijece opcije
calli put opcije

Slika 3.4: Razlika izmedu standardne i chooser opcije

cijene opcije Cy primjer je pristranog procjenitelja o kojima smo govorili u prvom poglav-
lju.

3.3 Chooser opcija

Chooser opcija ili opcija izbora jedna je od vrsta egzoti¢nih opcija koja dozvoljava vlasniku
opcije da u nekom unaprijed odredenom trenutku u buducnosti odluci hoce li opcija koju
posjeduje biti vrednovana kao europska call ili europska put opcija. S obzirom na to da
vlasniku daju pravo izbora, chooser opcije najces¢e koStaju viSe nego obicne europske
opcije. Chooser opcije su dobar izbor kada pretpostavljamo da ¢e doci do velikih promjena
cijene dionice u buduénosti, ali nismo sigurni u kojem smjeru. Na slici [3.4] prikazana je
glavna razlika izmedu standardnih opcija i chooser opcije.

Za odredivanje vrijednosti chooser opcije, bit e nam potreban put-call paritet kojeg
izvodimo na sljedec¢i nain. Pretpostavljamo da imamo dva portfelja. U prvom se nalaze
call opcija s cijenom izvrSenja K i1 dospijeCem 7 i1 obveznica s isplatom K u trenutku 7. U
drugom portfelju se nalaze put opcija s cijenom izvrSenja K i dospijeem 7 i jedna dionica
S. Pretpostavimo da je Sy > K. Tada e call opcija biti isplacena i vrijednost prvog
portfelja ¢e biti S+ — K + K = S7. U isto vrijeme vrijednost drugog portfelja ¢e biti S
jer se put opcija neCe aktivirati. U sluCaju da je Sy < K, vrijednost prvog portfelja ¢e biti
K jer se call opcija nece aktivirati, a vrijednost drugog portfelja e biti K — S + S = K.
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Dakle, u oba slucaja ¢e vrijednost prvog i drugog portfelja u trenutku 7 biti jednaka i ona
iznosi max(S 7, K). Kako bi se izbjegla moguénost arbitraze, portfelji i na pocetku moraju
imati jednaku vrijednost, stoga mora vrijediti Cy+e”7 K = Py+S . 1z te relacije dobivamo
put-call paritet Koji glasi

C,-P,=8,-¢""7K, (3.4)

zasvet €[0,T].

Mi ¢emo se baviti primjerom jednostavne chooser opcije kod koje su vrijeme dospijeca
i cijena izvrSenja isti za call i put opciju. Pretpostavljamo da je cijena izvrSenja za call i
put opciju K = 600, vrijeme dospijece je T, = 2, dok je T} = 1 trenutak u kojem vlasnik
moZe izabrati izmedu call 1 put opcije. Izracunat ¢emo cijenu chooser opcije u trenutku
tzat < T; < T,. Vrijednost chooser opcije u trenutku 7 je maksimum vrijednosti call
1 put opcije u tom trenutku, odnosno vy, = max(Cr,, Pr,). Znamo da je max(a,b) =
b + (a — b)*, stoga je v, = Pr, + (Cr, — Pr,)". KoriStenjem put-call pariteta (3.4) slijedi
vr, = Pr, + (S7, — e T>"TUK)*, Cijenu chooser opcije u trenutku # tada ratunamo kao

Vt — E*[e_r(Tl_t)(PTl + (S T = e’ (Tz—Tl)K)+)|9-"t]
— E* [e—r(T| —t)PT] |ﬁ] + E* [e—r(T| —l‘)(S T = e—” (TZ—TI)K)+|7-‘I]

=E'[e" T E e (K = S 1) 1 ] 1F] + E e (S 7, — e TVK) ]
(3.5)

— E* [e—r(T| —t)e—r(Tz—T|)(K _ ST2)+|7:[] + E* [e—r(T| —l‘)(S T = e—r (Tz—Tl)K)+|T;] (36)
=E'[e " T(K = S IF]+E[e (S, — e BTV AL

U (3.5) smo raspisali cijenu za Pr,, a u (3.6) smo iskoristili ¢injenicu da je F; € 7,. Dobili
smo da je cijena chooser opcije u trenutku ¢ jednaka zbroju cijene put opcije u trenutku ¢
s cijenom izvrSenja K 1 dospijeCem T3 i cijene call opcije u trenutku ¢ s cijenom izvrSenja
e 27TV K i dospijecem T.

Ono $to nas zanima je cijena chooser opcije u trenutku ¢+ = 0. Nju raunamo prema
formuli

Co=Vo=ETle" > TI(K S ) 1+E e (Ss, —e " T,

Koriste¢i Monte Carlo simulacije zasebno ¢emo izraCunati cijenu put opcije u trenutku O s
cijenom izvrSenja K i dospijeem T i cijenu call opcije u trenutku O s cijenom izvrSenja
e M"TVK i dospijeéem T,. Cijena chooser opcije u trenutku ¢ = 0 bit ée zbroj te dvije
cijene. Kao i prije, uzimamo da je 7,=2, K = 600, S = 484, r = 2% 1 & = 0.20675
te stavljamo da je 7y = 1, odnosno vlasnik opcije bira izmedu call i put opcije nakon
godinu dana. Proveli smo simulaciju u R-u (kod u[A) i dobili da je cijena chooser opcije
u trenutku ¢+ = 0 jednaka 132.24 kn, a 95% interval pouzdanosti [130.37,134.11]. Kao
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Sto smo pretpostavili, ta cijena veca je od cijene europske call opcije s istim dospijeem i
cijenom izvrsenja.

U ovom poglavlju smo na tri primjera pokazali kako moZemo izracunati cijene izvede-
nica Monte Carlo metodom. Iako Monte Carlo metoda mozda nije najbrzi nacin za izraCun
cijena, vidimo da je poprilicno jednostavna za upotrebu. Za kraj navodimo opceniti recept
za koriStenje Monte Carlo metode prilikom izraCuna cijena izvedenica:

1. Generirati put kretanja cijena dionice S uz pretpostavku da je povrat na dionicu jed-
nak bezrizi¢noj kamatnoj stopi.

2. IzraCunati isplatu izvedenice.
3. Ponavljati prvi i drugi korak kako bi dobili Sto veci uzorak isplata izvedenice.

4. IzraCunati prosjek uzorackih isplata izvedenice da bi dobili procjenu ocekivane is-
plate izvedenice.

5. Diskontirati o¢ekivanu isplatu kako bi se dobila procjena vrijednosti, odnosno cijene
izvedenice.



Poglavlje 4

Grei 1 zastita od rizika

Sudionici financijskih trzista koji prodaju opcije suoceni su s problemom upravljanja ri-
zikom. Razlog tome je ponajprije taj Sto ne moZzemo sa sigurnoS¢u znati kako ¢e se u
buduénosti kretati cijena dionice o kojoj opcija ovisi, ali i moguca pogresna specifikacija
parametara u modelu. Zbog toga nam je vrlo vazno znati kako se na§ portfelj ponasSa s
obzirom na promjene u cijeni dionice i promjene u parametrima modela. U tu svrhu ko-
ristimo Grke. Svoj naziv dobili su po tome Sto se najceSce koriSteni od njih oznacavaju
grc¢kim slovima. Grei su kljucan alat u upravljanju rizicima. Svaki od Grka mjeri osjetlji-
vost vrijednosti portfelja na male promjene u cijenama dionice i parametrima modela. U
nastavku ovog poglavlja definirat ¢emo neke od najpoznatijih Grka, objasniti kako se Grcei
racunaju koriste¢i Monte Carlo simulacije te primijeniti nauc¢eno na primjeru iz prethodnog
poglavlja.

4.1 Grci

Pretpostavimo da je model koji promatramo Black-Scholes-Mertonov model u kojem ci-
jenu dionice modeliramo geometrijskim Brownovim gibanjem. Ukratko ¢emo opisati neke
od najcesce koriStenih Grka: deltu, gamu, ro, thetu 1 vegu. Pretpostavit ¢emo da se port-
felj koji promatramo sastoji od jedne europske call opcije. Literatura koju ¢emo koristiti u
ovom potpoglavlju je [8] i [S].

Delta
Delta opcije mjeri osjetljivost vrijednosti opcije na promjenu u cijeni dionice. Definira se
sa
oC
A=—, 4.1
7S (4.1)

36
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gdje je C vrijednost europske call opcije, a § cijena dionice na koju je opcija napisana.
Analogno, deltu portfelja definiramo kao promjenu vrijednosti portfelja u odnosu na pro-
mjenu cijene dionice. Cilj je stvoriti portfelj koji ¢e biti neosjetljiv na promjene u cijeni
dionice, stoga Zelimo da delta bude Sto manji. Za portfelj kazemo da je delta neutralan ako
je njegova delta jednaka nuli. Jedna od strategija upravljanja rizikom je delta zastita (eng.
delta hedging). Prateci tu strategiju Zelimo posti¢i da je portfelj koji imamo delta neutra-
lan u svakom trenutku. Pretpostavimo da smo prodali jednu call opciju na neku dionicu
i da Zelimo stvoriti portfelj kojim ¢emo se zastiti od proizaslih obaveza. Za to moZemo
iskoristiti upravo dionicu na koju je napisana opcija, no pitanje je koliko takvih dionica
je potrebno. Neka je z broj dionica i x cijena dionice u trenutku t. Vrijednost portfelja u
trenutku ¢ je tada —C(z, x) + z- x pa je delta portfelja jednaka —0C/dx+z = —A¢ + z. Nakon
Sto izjedna¢imo ovu jednadzbu s nulom, zaklju¢ujemo da je delta portfelja jednaka nuli
ako portfelj sadrZi to¢no A jedinica dionice, pri cemu je A delta call opcije.

Ono $to je vazno primijetiti je da se delta opcije s vremenom mijenja (jer se mijenja
cijena dionice), stoga Ce portfelj biti delta neutralan samo odredeni period vremena. Iz
tog razloga potrebno je provoditi rebalansiranje portfelja, odnosno mijenjati broj dionica u
portfelju kako bi portfelj ostao delta neutralan. Kada bismo to rebalansiranje provodili ne-
prekidno, vrijednost portfelja na dan dospijeca bila bi jednaka vrijednosti opcije. Medutim,
u praksi se rebalansiranje vrsi u diskretnom vremenu pa moze do¢i do odstupanja od delta
neutralnog portfelja. Kako bismo ta rebalansiranja morali vrsiti Sto rjede, Zelimo imati
portfelj za koji je delta neosjetljiv na promjenu cijene dionice. Mjera za osjetljivost delte s
obzirom na cijenu dionice je gama.

Gama

Gama portfelja mjeri promjenu delte portfelja u odnosu na promjenu u cijeni dionice. De-
finira se sa

0N I

-~ 4s  as¥
gdje je S cijena dionice, a II vrijednost portfelja. Ako je gama mala, delta se sporo mi-
jenja, Sto znaci da ne trebamo Cesto rebalansirati portfelj. Ako je gama velika, portfelj je
jako osjetljiv na male promjene u cijeni dionice pa je potrebno Cesto vrSiti rebalansiranje
kako bismo zadrzali delta zaStitu. Idealan portfelj imao bi gamu jednaku nuli, odnosno
bio bi gama neutralan. Pitanje je kako mozemo postici da portfelj koji se sastoji od jedne
opcije bude gama neutralan. Gama dionice jednaka je nuli (jer je delta dionice jednaka
1) pa dodavanje dionica u portfelj ne mijenja gamu portfelja. Portfelj moze postati gama
neutralan ako mu dodamo neki broj izvedenica ¢ija ovisnost o cijeni dionice nije linearna.
Pretpostavimo da imamo portfelj koji se sastoji od jedne europske call opcije Cija je vrijed-
nost u trenutku ¢ jednaka C(z, S ;). MoZemo mu dodati z jedinica europske put opcije Cija

4.2)
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je vrijednost u trenutku ¢ jednaka P(z,S,). Tada je gama portfelja jednaka I'c + z I'p iz Cega
je jasno da ¢e portfelj biti gama neutralan ako je z = . Ukoliko tako dobiven portfelj
nije 1 delta neutralan, moZemo mu dodati ili oduzeti odredem broj dionica. To neée narusiti
gama neutralnost jer je gama dionice jednaka nuli.

Theta
Theta mjeri osjetljivost portfelja na promjenu vremena i racuna se po formuli
oIl
0= 4.3
o (4.3)

Theta nam govori za koliko ¢e se vrijednost opcije smanjiti kako se vrijeme do dospijeca
smanjuje. U ovoj formuli vrijeme se raCuna u godinama, stoga se Cesto rezultat dijeli s
brojem dana u godini.

Vega

U BSM modelu pretpostavljamo da je volatilnost cijene dionice konstantna. Medutim,
u stvarnosti se ona mijenja s vremenom, pa je vrijednost opcije podloZna promjeni kao
rezultat promjena u volatilnosti. Vega opcije je mjera promjene vrijednosti opcije u odnosu
na promjenu volatilnosti dionice i racuna se kao
oC
y=—, 4.4
oo “4
gdje je C vrijednost opcije. Kada je vega jako pozitivna ili jako negativna, promjene vo-
latilnosti imaju velik utjecaj na vrijednost opcije. Kada je vega jako blizu nule, promjene
volatilnosti gotovo da nemaju utjecaj na promjenu vrijednosti opcije.

Ro

Ro myjeri osjetljivost vrijednosti opcije u odnosu na promjene u kamatnoj stopi i racuna se

po formuli
ocC

5’
gdje je C vrijednost opcije, a r kamatna stopa.

p= (4.5)

4.2 Racunanje Grka Monte Carlo simulacijama

Racunanje Grka, odnosno osjetljivosti portfelja na promjene u parametrima modela, vrlo
je vazno jer se, za razliku od cijena samih izvedenica, vrijednosti Grka ne mogu uociti na
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stvarnom trziStu. Monte Carlo metode za racunanje Grka su zahtjevnije 1 kompleksnije
od metoda za racunanja cijena izvedenica. Te metode moZemo podijeliti u dvije velike
skupine. Prva skupina su metode konacnih razlika (eng. finite difference approximati-
ons). Njih je lako implementirati, ali zahtijevaju da se simulacije izvrSe za vise razlicitih
vrijednosti parametara i daju pristrani procjenitelj s velikom srednjekvadratnom greskom.
Metode u drugoj skupini se ponekad nazivaju direktnim Monte Carlo metodama. Njihova
najvecéa prednost je Sto su im procjenitelji nepristrani. Dvije poznate metode u ovoj katego-
riji su metoda izraCuna po putu (eng. pathwise method) i metoda omjera vjerodostojnosti
(eng. likelihood ratio method). Metoda izracuna po putu diferencira isplatu, odnosno funk-
ciju isplate, u odnosu na svaki parametar od interesa, dok metoda omjera vjerodostojnosti
diferencira funkciju gustoce referentne financijske imovine u odnosu na parametre. U nas-
tavku ovog potpoglavlja detaljnije ¢emo objasniti metodu izracuna po putu. Literatura koja
¢e nam pri tome pomodi je [7].

Metoda izracuna po putu

Opisimo prvo metodu u opéenitom slucaju. Neka je (Q, ¥, P*) vjerojatnosni prostor, gdje
je F o-algebra dogadaja iz Q) 1 P* mjera neutralna na rizik. Pretpostavljamo da promatramo
neki model u kojem je ® skup svih mogucih vrijednosti parametra 6 i pretpostavljamo da
je ® C R interval. Nadalje, neka je skup slucajnih varijabli {Y(6),0 € O} definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, P*), Y(6) nam predstavlja vrijednost modela u parametru
6. Za bilo koji w € €, definiramo preslikavanje 6 — Y (6, w) koje je slucajna funkcija na ©.
Oznacimo s a(8) = E*[Y(0)]. Nas cilj je pronadi procjenu za a’(8). U slu€aju da derivacija
od Y(0) postoji, procjenitelj za a’(6) moZemo dobiti koristeci

Y(6 + h) — Y(0)
p .

Yo = jin

Y’(6) nazivamo procjenitelj po putu za a’(6), a ocekivanje mu je E*[Y’(6)]. U slucaju da je
opravdana zamjena ocekivanja i derivacije

|4 d . '
E ldQY(H)] = dHE [Y(O)] = a'(0), (4.6)
procjenitelj je nepristran.

Objasnimo sada kako se to primjenjuje na racunanje Grka portfelja koji se sastoji od
jedne opcije. U tom slucaju, Y(6) je diskontirana isplata opcije, @(6) je njena cijena, a
parametar 6 je bilo koji parametar u modelu o kojem ovisi cijena opcije. U slucaju da je 6
pocetna cijena dionice na koju je opcija napisana, @’(6) je delta te opcije, a a”(6) je gama
opcije. Ako je 8 vrijeme ¢, onda je @’(6) theta opcije. U slucaju da je 6 volatilnost, a’(6)
predstavlja vegu opcije, a u slucaju da je # kamatna stopa, a’(6) je ro opcije.
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Uvjeti pod kojima je procjenitelj nepristran

Kako ¢emo kasnije vidjeti, metoda izraCuna po putu uglavnom nije primjenjiva ukoliko
funkcija isplate ima prekide. Zato ¢emo sada nabrojati koje uvjete ona mora zadovoljavati
kako bi vrijedilo4.6]i kako bi procjenitelj bio nepristran.

Primijetimo prvo da je |4.6|ekvivalentno

=limE"
h—0

g |fim YO+ - Y(Q)] 4.7)

h—0 h

Y(6 + h) — Y(6)
- :

Pretpostavimo da je diskontirana isplata funkcija slucajnog vektora X(6) = (X;(6), ..., X,.(0))
koji je funkcija parametra 6. Tada je Y(0) = f(X;(0),...,X.(0)), gdje je f : R" — R funk-
cija kojom definiramo isplatu. Pretpostavimo da f zadovoljava sljedece uvjete:

1. Za svaki 0 iz © postoji 1 dobro je definirana derivacija X;(6).
2. Neka je Dy € R™ skup svih toCaka u kojima je f diferencijabilna i neka je P(X(6) €
Dy) = 1 za svaki 6 iz ©. Onda postoji Y’(6) i vrijedi

5 0
o=y Lxowo.

x.
i=1 !

3. Zahtijevamo da je f Lipschitzova, odnosno da postoji konstanta k; tako da je
1/ (x) = FOII < kgllx = yll, Y,y € R™.

4. Postoje slucajne varijable ;,i = 1,...,m tako da je
1Xi(62) — Xi(61)| < il02 — 011, Y0,,6, € ©
1Ek]] < 400,i=1,...,m.

Pokazimo sada da je uz gornje uvjete procjenitelj nepristran. Kljucan teorem koji ¢e nam
biti potreban da bismo mogli opravdati zamjenu limesa i o¢ekivanja je Lebesgueov teorem
o dominiranoj konvergenciji. Ovdje ¢emo navesti samo iskaz teorema, a dokaz se moze
pronaci u [[L1].

Teorem 4.2.1. (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji) Neka je (f,)nen niz iz-
mjerivih funkcija X — R i neka je f = lim,_,, f,. Pretpostavimo da postoji integrabilna
funkcija g : X — R takva da je |f,| < g za sve n € N. Tada je f integrabilna i

lim | f,du= f fdu.
n—+oo
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Iz prvog i drugog uvjeta slijedi da je funkcija Y (6) neprekidna i diferencijabilna u svakoj
tocki 8 € ©. Kako kompozicija ¢uva Lipschitzovo svojstvo, treéi i Cetvrti uvjet nam kazu
da je Y(6) gotovo sigurno Lipschitzova u 6. Vrijedi da je

1Y (62) = Y(01)] = |f(X1(62), ..., Xu(62)) — f(Xi(61), ..., Xu(OD))| (4.8)
< kgl1X(6,) — X (0| (4.9)
<ky > Kilos =6, (4.10)

i=1

Uvedimo sada oznaku ky = k¢ )2, k; i uo¢imo da je tada E*[ky] < +co. Onda gornji izraz
mozZemo zapisati kao

‘Y(9+h)—Y(9) <k
< K.

h

Prema tome, zadovoljeni su uvjeti Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergeniciji pa
vrijedi

lim B [Y(9+h) — Y(Q)] _ limf Y@+ h) - Y(H)cﬂp*
h—0 h h—0 Q h
_ f lim YO+ h)—Y(6) A"
o h—0 h
_ g [lim YO+ h)- Y(H)]'
h—0 h

Ovime smo pokazali da je, ukoliko su zadovoljena sva Cetiri uvjeta, procjenitelj nepristran.

Procjenitelji po putu za europsku call opciju

Sada ¢emo ukratko prikazati kako se racunaju procjenitelji po putu za europsku call opciju.
Prisjetimo se da je diskontirana vrijednost call opciju u trenutku # = 0 dana s

Y = [S(T) - K",
gdje je
1 2
S(T) =S O)expy(r—50?|T + oNTZ} , Z ~ N, 1).
Za pocetak, izratunajmo deltu opcije. Dakle, uzmimo da je parametar 6 jednak S (0) i pret-

postavimo da su ostali parametri r, 7, o 1 K konstantni i ve¢i od 0. Kako bismo izracunali
pathwise procjenitelj, racunamo

dy  dy dS(T)
ds(0) ~ dS(T) dS(0)
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Promotrimo prvi faktor. Vrijedi da je

0, x<K

d
— max(0,x - K) =
dx ( ) {1,x>K.

Derivacija ne postoji ako je x = K, ali to ne narusava derivabilnost funkcije jer je vjerojat-
nost dogadaja {S (T') = K} jednaka 0. Zbog toga je Y gotovo sigurno derivabilan u odnosu

S(T)1
dY -

asaT) - e Lisaysk)-
1z definicije cijene S (T') odmah slijedi da je
%((g)) = exp{(r— %O'Z)T +0'\/TZ} = %
Sada moZemo zakljuciti da je procjenitelj po putu za deltu jednak
dY _S(T)
0] =e mlsmﬂ(-

Preostaje provjeriti vrijede li uvjeti koji nam garantiraju nepristranost procjenitelja.

(4.11)

1. Cijena dionice S (T') je derivabilna za svaku vrijednost od S (0).
2. Kao §to smo gore pokazali, funkcija isplate Y je derivabilna za gotovo svaki S (7).

3. Funkcija isplate Y je Lipschitzova kao funkcija cijene S (7).
Oznacimo sa x; 1 x, dvije razli¢ite cijene dionice S (7). Bez smanjenja opcenitosti
mozZemo pretpostaviti x; < x;.

e Pretpostavimo da su x; i x, veée od K. Tada vrijedi
lle™" max(0, x, — K) — e”"" max(0, x; — K)I| = e | |lxo — K — x; + K|
= 1™ llxy = xill-
e Prepostavimo da su x; i x, manji od K. Tada vrijedi
lle”" max(0, x — K) — ™" max(0, x; — K)|| = le”""]]|0 - 0]
= Ollx, = xy]l.
e Prepostavimo da je x, > K1 x; < K. Vrijedi
lle"" max(0, x, — K) — ¢”’" max(0, x; — K)|| = [le”"" (xo — K) = O]
< le” M lbxy = xill,

gdje smo u posljednjoj nejednakosti iskoristili ¢injenicu da je x; < K pa je
Xy — X1 > x — K.
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4. Cijena dionice S (T) je Lipschitzova u odnosu na S (0).
Pretpostavimo da imamo dvije razliCite pocetne cijene S (0); 1 S (0),. Oznacimo sa S ;
cijenu u trenutku 7 za koju je pocetne cijena S(0); i sa S, cijenu dionice u trenutku
T za koju je pocetna cijena S (0),. Tada imamo

1 1
1S5 — 81 = 1S (0); exp {(r— EO'Z)T + aﬁz} — 5(0); exp {(r— EaZ)T + aﬁz}|
= [kllS (0)2 = S (O)l,
gdje je k = exp {(r - %(72) T+o \/TZ} konstanta.

Dakle, procjenitelj po putu za delta ispunjava sva Cetiri uvjeta pa je nepristran.
Na isti na¢in moZemo izraunati procjenitelj po putu za ro opcije. Vrijedi
dy —dYy dS(T)
dr — dS(T) dr

Prema tome, prvi faktor ostaje isti kao prije, dok je drugi jednak

_dsd(rT) = S(O)T exp {(r - %0-2) T+o «/Tz} = TS(T).

Stoga je procjenitelj po putu za ro jednak

dy
dr

Na sli¢an nacin dobijemo procjenitelje za thetu i vegu i kao za deltu mozemo pokazati da
su ti procjenitelji nepristrani.

Problem se javlja kod racunanja procjenitelja po putu za gamu. Promotrimo prvo opciju
kod koje je isplata dana s ¥ = e”"1g(r)>k- Takvu opciju nazivamo digitalnom. Na Y
gledamo kao na funkciju od S (7T'), dok su svi ostali parametri konstantni. Vidimo da je Y
derivabilan svugdje osim u S(7") = K, ali kao Sto smo ve¢ rekli dogadaj {S(7T) = K} ima
vjerojatnost nula pa je Y derivabilna u gotovo svim tockama. Takoder, Y je po dijelovima
konstantna funkcija u S (7') pa je njegova derivacija po S (T') jednaka nuli svugdje gdje ona
postoji. Isto vrijedi 1 ako bi Y gledali kao funkciju od S (0). Zbog toga je E*[dY/dS (0)] = 0.
S druge strane, promjena u E*[Y] u odnosu na promjenu u S(0) nam govori kako ¢e se
promijeniti ocekivana vrijednost isplate u slu¢aju male promjene pocetne cijene S (0) i ona
zapravo izrazava moguénost da mala promjena u S (0) utjece na to da S (T') prijede cijenu
izvrSenja K. Prema tome, vrijedi

= e "TS(T)lsryk- (4.12)

. wal
aso- N*E ol
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Vidimo da moZemo definirati procjenitelj, ali informacija koju on daje nije to¢na i procje-
nitelj nije nepristran. Stoga deltu digitalne opcije ne moZemo racunati koristeci procjenitelj
po putu.

Gama europske call opcije dana je sa

& o d d_..
dS(o)2E Yl = ds (0) (dS (0)E [Y])

_d .| ay
~dS(0) |dS(0)

_ d * —rTS(T)
=50 [e S(0)

ﬂS(T)>K] .

Buduc¢i da u ovom slucaju isplata Y ne zadovoljava uvjete, ne mozemo zamijeniti ocekivanje
iderivaciju. U gornjem primjeru vidimo kako bismo u tom slucaju dobili krivu informaciju.
Na isti nacin zaklju¢ujemo da gamu europske call opcije ne mozemo procijeniti koristeci
procjenitelj po putu.

4.3 Primjer delta zastite europske call opcije

U ovom potpoglavlju prikazat ¢emo kako funkcionira metoda delta zastite jedne europske
call opcije pomocu pathwise procjenitelja. U praksi se delta zaStita najcesce koristi za
skup opcija ili za cijele portfelje. Medutim, vazno je razumjeti kako metoda funkcionira na
primjeru jedne financijske imovine jer se isti principi primjenjuju i za delta zaStitu portfelja.
Koristit ¢emo iste podatke kao u treCem poglavlju. Dakle, promatramo dionicu Po-
dravke s pocetnom cijenom S = 484 kn i procijenjenom volatilnosti & = 0.20675. Pret-
postavit ¢emo da je bezrizicna kamatna stopa r = 2%. Da pojednostavimo racun, uzimamo
da je vrijeme dospijeca 20 tjedana, odnosno T = 20/52. Zbog toga, moramo promijeniti i
cijenu izvrSenja jer pretpostavljamo da u kra¢em roku cijena nece toliko brzo rasti pa uzi-
mamo K = 510 kn. Na isti na¢in kao i prije izracunamo da je tada cijena call opcije 15.68
kn. Koriste¢i pathwise procjenitelj, deltu call opcije moZemo izracunati po formuli
_ o [ —rTS r ]
A=E"|e _1{5T>K} . (413)
So
Dakle, A mozemo procijeniti Monte Carlo simulacijama tako da za dane parametre S, 7, K, r
1 0 velik broj puta (u nasem slucaju N = 10000) simuliramo cijenu dionice u trenutku 7'. Za
svaku od tih simulacija izraCunamo vrijednost funkcije e‘rTg—Z]l{ s,>k} te zatim izraCunamo
aritmeticku sredinu svih dobivenih vrijednosti. Koristeéi program R, izraCunali smo da
je delta europske call opcije na jednu dionicu Podravke jednaka A = 0.3865712. 1z raz-
matranja koja smo izveli u prethodnom potpoglavlju zakljucujemo da bismo, ukoliko smo



POGLAVLIJE 4. GRCI I ZASTITA OD RIZIKA 45

Tablica 4.1: Simulacija delta zastite

Tjedan | Cijena dionice Cij?la call Delta B‘r oj.kupljenih T.mé?k kupljenih Uku.prii t.ro,é.ak Kamate
opcije dionica dionica (ukljucujuéi kamate)

0 484.00 kn 15.68 kn 0.3865712 | 38.65712 18,710.05 kn 18,710.05 kn 7.35kn
1 476.27 kn 12.26 kn 0.3353042 | -5.1267 -2,441.69 kn 16,275.71 kn 1.28 kn
2 473.13 kn 10.63 kn 0.3097843 | -2.55199 -1,207.42 kn 15,069.56 kn 5.92kn
3 49474 kn 18.01 kn 0.4403187 | 13.05344 6,458.06 kn 21,533.54 kn 8.20 kn
4 495.73 kn 17.68 kn 0.4431276 | 0.28089 139.25 kn 21,680.99 kn 8.26 kn
5 497.55 kn 17.71 kn 0.4509832 | 0.78556 390.86 kn 22,080.10 kn 8.41 kn
6 522.62 kn 30.39 kn 0.6314012 | 18.0418 9,429.01 kn 31,517.52 kn 12.00 kn
7 529.56 kn 34.07 kn 0.6822365 | 5.08353 2,692.03 kn 34,221.56 kn 13.03 kn
8 510.68 kn 21.59 kn 0.5384171 | -14.38194 -7,344.57 kn 26,890.02 kn 10.24 kn
9 500.71 kn 15.68 kn 0.4559776 | -8.24395 -4,127.83 kn 22,772.44 kn 8.67 kn
10 494.34 kn 12.02 kn 0.396864 | -5.91136 -2,922.22 kn 19,858.89 kn 7.56 kn
11 511.98 kn 19.32 kn 0.5468831 | 15.00191 7,680.68 kn 27,547.13 kn 10.49 kn
12 517.28 kn 21.26 kn 0.5998886 | 5.30055 2,741.87 kn 30,299.49 kn 11.54 kn
13 523.24 kn 23.89 kn 0.6619483 | 6.20597 3,247.21 kn 33,558.25 kn 12.78 kn
14 524.89 kn 23.82 kn 0.6851778 | 2.32295 1,219.29 kn 34,790.32 kn 13.25 kn
15 516.58 kn 17.14 kn 0.6033232 | -8.18546 -4,228.44 kn 30,575.13 kn 11.65 kn
16 543.72 kn 36.33 kn 0.8797322 | 27.6409 15,028.91 kn 45,615.68 kn 17.37 kn
17 551.52 kn 42.65 kn 0.9482486 | 6.85164 3,778.82 kn 49,411.87 kn 18.82 kn
18 521.27 kn 15.39 kn 0.7198255 | -22.84231 -11,907.01 kn 37,523.68 kn 14.29 kn
19 531.84 kn 22.47 kn 0.9317838 | 21.19583 11,272.79 kn 48,810.77 kn 18.59 kn
20 524.67 kn 14.67 kn 1 6.82162 3,579.10 kn 52,408.46 kn

prodali jednu call opciju na dionicu Podravke, svom portfelju trebali dodati 0.3865712 di-
onica kako bi on postao delta neutralan. Ono S$to je vazno primijetiti je da se vrijednost
delte mijenja s vremenom zato $to se cijena dionice S mijenja. Stoga moramo redovito
prilagodavati broj dionica u portfelju kako bi portfelj ostao delta neutralan. Ovaj pristup se
naziva dinami¢kom strategijom zastite, za razliku od staticke strategije kod koje investitor
ne mijenja broj dionica koje drZi.

Pretpostavimo sada da smo mi investitor koji je u trenutku ¢ = 0 prodao 100 call opcija
na dionicu Podravke s prethodno navedenim parametrima po cijeni od 1568 kn (odnosno
15.68 kn za svaku). Medutim, te dionice nisu u naSem vlasniStvu te ¢emo u trenutku
dospijeca kupcu morati isplatiti 100- (S 7 — K)*. Kako bismo uklonili rizik da neCemo moc¢i
isplatiti kupca, odlucujemo se za delta zaStitu. Druga opcija bila bi da u trenutku # = 0
uloZimo tih 1568 kn i stvorimo repliciraju¢i portfelj, medutim u praksi taj replicirajuci
portfelj rijetko vrijedi isto koliko i traZena isplata.

U tablici[4.3| prikazana je simulacija delta zastite. Kao §to smo ve¢ izraCunali, delta op-
cije u prvom tjednu iznosi 0.38657. Prema tome, potrebno je iz banke posuditi 18710.05 kn
kako bismo mogli kupiti potrebnih 38.657 dionica. Za to ¢emo banci morati platiti kamatu
u iznosu 18710.05 - ((1 + 0.02)>/%2 — 1) = 7.35 kn. Pretpostavimo da je u iduéem tjednu
cijena dionice pala na 476.27 kn. Tada se i delta opcije smanjuje na 0.3353 pa trebamo
prodati 5.1267 dionica kako bismo zadrzali delta zastitu. Nastavljamo isti postupak, dakle
promatramo kako se krece cijena dionice S, racunamo delta i u ovisnosti o njemu kupuje-
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mo/prodajemo dionice. Nakon 20 tjedana ukupni troSak delta zaStite iznosi 52408.46 kn.
S druge strane, posjedujemo 100 dionica Podravke koje smo duZni prodati kupcu po ci-
jeni izvrSenja od 510 kn pa ¢emo prodajom dionica zaraditi 51000 kn. Prema tome stvarni
troSak delta zastite je 1408.46 kn. Nakon §to ga diskontiramo na pocetak perioda, on iznosi
1397.67 kn. Vidimo da je taj troSak vrlo blizu cijeni iz BSM modela, tj. cijeni po kojoj
smo prodali tih 100 opcija, medutim nije identi¢an. U idealnom slucaju, diskontirani troSak
delta zastite bio bi jednak BSM cijeni opcije. U naSem slucaju to nije istina jer je portfelj
rebalansiran samo jednom tjedno. Kada bismo smanjili vrijeme izmedu rebalansiranja por-
tfelja, diskontirani troSak delta zastite bio bi blizi BSM cijeni opcije. Medutim, ono $to ne
smijemo zaboraviti je da smo ovdje zanemarili transakcijske troSkove. U stvarnom Zivotu
oni postoje 1 veci su Sto je CeSce rebalansiranje portfelja.
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Dodatak A

Simulacija u R-u

#ucitavamo podatke
podravka<—as.matrix (zse_export_11)

S<—as.numeric (podravkal[,4]) #cijene

S<-S[!is.na(podravka[,4])] #izbacujem

datumi<—as.Date(podravka[,1]) #dani
datumi<—datumi[!is.na(podravkal[,4])]

n<—length (S) #727

dionica (zadnje u danu)

cijene koje

trgovanja

su NA

plot(datumi, S, type="1", main="Kretanje cijena dionice Podravke od

sije nja 2017. do prosinca 2019.”,

Cijena dionice”)

S<—rev(S) #moramo okrenuti vrijednosti od S

redom

#ra unamo volatilnost cijena
log _povrati<—numeric(n—-1)
for(i in 1:(n-1)) {

log _povrati[i]<—(log(S[i+1]/S[i]))"2

}

sigma2<—-1/3 =(sum(log_povrati)) #dijelimo s

podatke (u mom slu aju 3)

sigma<—sqrt (sigma2) #procjena volatilnosti

S_0<-S[n] #po etna cijena je 484

#kvadrati

xlab="Dani trgovanja”, ylab=’

jer su

brojem

#tra imo cijenu europske call opcije za T=2 godine

#dovoljno je simulirati samo S_T
N<-10000 #broj simulacija

T<-2

r<—0.02 #kamata=2%

12<-0.005 #kamata 0.5%

K<-600 #cijena izvr enja
#generiramo Z standardne normalne
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1}

nam bile krivim

log—povrata

godina za koje imamo



29
30
31

32

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47

48

49
50
51
52
53
54
55
56
57
58

60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

set.seed(1234)

Z<—rnorm (N,0,1)

S_T<-S_0 = exp((r— sigma2/2)*T + sigmaxsqrt(T)*Z) #cijena dionice u
trenutku T

Ci<—exp(—r*T)*(S_T-K)*(S_T>K) #cijena call opcije koju dobijemo u i-toj
simulaciji

C<—mean(Ci) #cijena europske call opcije = 25.36191

#95%—interval pouzdanosti

z<—qnorm(1-0.05/2,0,1)

sig<—sd(Ci)

c(C, C-zxsig/sqrt(N), C+z=xsig/sqrt(N))

#[1] 25.36191 24.01074 26.71309

plot (S_T, main = ”Cijena dionice u trenutku T=2", xlab="")
abline (h=K, col="red”)
sum(S_T>K) /N #22.74% slu ajeva je cijena ve a od K

#ako stavimo da je r=0.5%

set.seed(1234)

Z<-rnorm (N,0,1)

S_T<-S_0 % exp((r2—- sigma2/2)*T + sigmaxsqrt(T)*Z) #cijena dionice u
trenutku T

Ci<—exp(—12#T)*(S_-T-K)*(S_T>K) #cijena call opcije koju dobijemo u i-
toj simulaciji

C<—mean(Ci) #cijena europske call opcije = 21.64025

#95%—interval pouzdanosti

z<—qnorm(1-0.05/2,0,1)

sig<—sd(Ci)

c(C, C-zxsig/sqrt(N), C+zxsig/sqrt(N))

#[1] 21.64025 20.38469 22.89582

sum(S_T>K) /N #19.67%

#delta europske call opcije
#prvo zelimo izgenerirati jednu trajektoriju kretanja cijena po tjednima
S_delta<—numeric (21)
T<-20/52
K<-510
h<-T/20
t<—seq(0,T,by=h)
set.seed(123)
Z<-rnorm (20,0,1)
S_delta[1]<-S_0
for(i in 1:20) {
S_delta[i+1]<-S_delta[i] = exp((r— sigma2/2)xh + sigmassqrt(h)*Z[i])
}
#za svaki od 20 tjedana trebamo izracunati call price i delta opcije
#generiramo Z standardne normalne
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80
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82
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85
86
87
88
89
90
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95
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98
99
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101
102

103
104
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107
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110
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C<—numeric (21)
delta<—numeric (21)
N<-10000
set.seed(123)
Z<-rnorm (N,0,1)

for(i in 1:21) {
ST<-S_delta[i] * exp((r— sigma2/2)*(T—(i—-1)/52) + sigmaxsqrt(T—-(i—-1)/
52)x7Z) #cijena dionice u trenutku T
Ci<—exp(—r*(T—(i—-1)/52))*(ST-K)*(ST>K) #cijena call opcije koju
dobijemo u i—toj simulaciji
Cl[i]<—mean(Ci)
delta[i]<—exp(—r*(T—(i—-1)/52))*mean(ST/S_delta[i]=*(ST>K))
}
#azijska opcija (1/m(S_1 + ... + S.m) — K)™+
#ovdje moramo izra unati cijele puteve kretanja cijena, ne samo S_T

N<-10000
m<—1000
T<-2
r<-0.02
K<-600
h<-T/m
t<—seq(0,T,by=h) #vrijeme
Ci<—numeric (N)
putevi<—matrix (numeric (N*(m+1)) ,nrow=N) #putevi kretanja cijena, svaki
redak sadr i1 jedan put
set.seed(1234)
Z<—matrix (rnorm (N+*m,0 ,1) ,nrow=N) #matrica standardnih normalnih
for(i in 1:N){
putevi[i,1]<-S_0
for(j in 1:m) {

putevi[i,j+1]<— putevi[i,]j]*xexp((r—sigma2/2)xh + sigmaxsqrt(h)=*Z[1i,]

D
}
S<—mean(putevi[i,—1]) #treba nam srednja vrijednost svih cijena na
jednom putu
Ci[i]<—exp(—1x*T)x*(S-K)*(S>K)
}
#graf puteva
matplot(t, t(putevi), type="1", col=1:N, main="Putevi kretanja cijene
dionice”, xlab="Vrijeme u godinama”, ylab="Cijena dionice”)
#cijena
C<—mean(Ci) #cijena opcije je 5.85477
#interval pouzdanosti
z<—qnorm(1-0.05/2,0,1)
sig<—sd (Ci)
c(C, C-z=xsig/sqrt(N), C+z=xsig/sqrt(N))
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#chooser opcija

N<-10000

m<-1000

T_2<-2 #dospije e

T_1<-1 #trenutak u kojem mo emo birati
r<—0.02

K<-600

K_potez<—exp(—r*(T_2-T_1))*K #cijena izvr
h<-T/m

t<—seq(0,T,by=h) #vrijeme

Ci<—numeric (N) #call opcija
Pi<—numeric (N) #put opcija
set.seed(1234)

Z<—matrix (rnorm (Nxm,0,1) ,nrow=N) #matrica

for(i in 1:N){
put<—numeric (m+1)
put[1]<-S_0
for(j in 1:m) {

put[j+1]<— put[j]*exp((r—sigma2/2)xh + sigmaxsqrt(h)=Z[i,]])

}

izme u call i put

S_l<—put[m/2+1] #ovo je cijena S u trenutku T_1

S_2<—put[m+1]

#ovo je cijena S u trenutku T_.2

Pi[i]<—exp(—r*(T_2-T_1))*(K-S_2)*(K>S_2)
Ci[i]<—exp(—-r*T_1)*(S_1-K_potez)*(S_1>K_potez)

}
P<—mean(Pi) #cijena put opcije 120.50431

C<-mean(Ci) #cijena call opcije 11.73607
V<— P+C #cijena chooser opcije 132.24039

#istu cijenu mo emo dobiti ako za svaku
onda uzmemo o ekivanje

Vi<-Pi+Ci

V2<—mean (Vi)

#interval pouzdanosti

z<—qnorm(1-0.05/2,0,1)

sig<—sd (Vi)

c(V, V-zxsig/sqrt(N), V+zxsig/sqrt(N))

simulaciju

enja za call

zbrojimo

opciju

standardnih normalnih

Pi

i

Ci

i



Sazetak

Monte Carlo simulacije su skup algoritama koji pomocu velikog broja izracuna i ponav-
ljanja predvidaju ponasanje sloZenih slucajnih sustava. Pomocu njih procjenjujemo vrijed-
nosti neke nepoznate varijable koriste¢i principe statistickog zakljuc€ivanja. Monte Carlo
metode najéeScCe se koriste za rjeSavanje tri klase problema: integraciju, optimizaciju i
generiranje slucajnih uzoraka iz vjerojatnosne distribucije.

Problem kojim se bavimo u ovom radu je odredivanje cijena izvedenica koriStenjem
Monte Carlo simulacija. Kako cijene izvedenica pod odredenim pretpostavkama mozZemo
raCunati kao ocekivanje, procjenjujemo ih Monte Carlo integracijom. Koristimo Black-
Scholes-Mertonov model financijskog trziSta u kojem cijene dionica modeliramo geome-
trijskim Brownovim gibanjem. Definiramo europsku call opciju, azijsku opciju i opciju
izbora te pomo¢u Monte Carlo simulacija raCunamo cijene tih izvedenica. Kako bismo
analizirali rizike na financijskim trZiStima, definiramo Grke. Za raunanje Grka Monte
Carlo simulacijama koriste se posebne metode. Ukratko smo objasnili metodu izraCuna po
putu i pomocu nje simulirali izracun delta zastite za portfelj koji se sastoji od europskih
call opcija.



Summary

Monte Carlo simulations are a set of algorithms which use a large number of calculations
and repetitions to predict the behavior of complex random systems. We use them to esti-
mate the values of an unknown variable using the principles of statistical inference. Monte
Carlo methods are most commonly used to solve three classes of problems: integration,
optimization and generation of random samples from a probability distribution.

The problem we address in this thesis is the pricing of the derivatives using Monte Carlo
simulations. As the prices of derivatives under certain assumptions can be calculated as an
expectation, we estimate them by Monte Carlo integration. We use the Black-Scholes-
Merton financial market model in which we model stock prices by geometric Brownian
motion. We define the European call option, the Asian option and the Chooser option, and
using Monte Carlo simulations we calculate the prices of these derivatives. To analyze the
risks in the financial markets, we define the Greeks. Special methods are used to calculate
the Greeks using Monte Carlo simulations. We briefly explain the pathwise method and
use it to simulate the calculation of delta hedging for a portfolio consisting of European
call options.
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