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Uvod

U ovom ¢e se radu opisivati osnove aktuarske matematike, koja se razvila s pojavom osi-
guranja. Postoje dva tipa osiguranja, Zivotno i nezivotno, a u ovom ¢e se radu promatrati
Zivotno osiguranje.

U prvom ce se poglavlju proucavati Zivotni ciklusi - promatrat ¢e se Zivotni ciklus po-
jedinca, njegov radni vijek i1 mirovina, te ¢e se modelirati njegova potrosnja i Stednja. To
¢e poglavlje sluZziti kao motivacija za promatranje modela doZivljenja i tablica smrtnosti,
a razlikovat ¢e se od naredna dva poglavlja po tome Sto ¢e u njima naglasak biti na mate-
mati¢kom zapisu i interpretaciji.

Drugo ¢e nas poglavlje upoznati s osnovnim pojmovima kao S$to su vjerojatnost smrti,
funkcija doZivljenja te intenzitet smrtnosti. Upoznat ¢e se i medunarodne aktuarske oznake,
dok ¢e se na kraju poglavlja proucavati elementi tablica smrtnosti te dati primjer hrvatske
ttablice smrtnosti i njena primjena.

Trece poglavlje bavit ¢e se s Gompertzovim zakonom smrtnosti i pokazati koliko dobro
on opisuje stvarne podatke. U ovom Ce se dijelu ovaj zakon usporediti s eksponencijalnim
zakonom smrtnosti te uniformnom distribucijom smrtnosti. Na kraju poglavlja promatrat
¢e se Zivotno osiguranje plativo u trenutku smrti te neprekidne Zivotne rente. Takoder,
odredit e se jednokratne neto premije, neto premije i neto premijske rezerve pod pretpos-
tavkom Gompertzovog zakona smrtnosti.






Poglavlje 1

Modeli zivotnih ciklusa

Poc¢nimo s jednostavnim primjerom. Pogledajmo Zivot pojedinca koji poCinje raditi na
svom prvom poslu. Pretpostavimo da je njegova placa konstanta i pretpostavimo da ¢e
raditi N godina i biti u mirovini D godina. PoSto se nalazimo u hipotetskom svijetu,
moZemo pretpostaviti da taj pojedinac sigurno zna odrediti svoju budu¢nost, odnosno da on
sam zna kada ¢e umrijeti. Ovisno o njegovim planovima za mirovinu i za vrijeme radnog
Zivota, on moze formirati svoju potro$nju na nacin da za vrijeme radnog Zivota trosi manje
1 Zivi skromnije tako da bi u mirovini mogao Zivjeti luksuznije i uZivati plodove svoga rada,
ili obratno moZze sada troSiti viSe, a u mirovini smanjiti svoju potrosnju i Zivjeti skromnije.
Moze i formirati svoju potrosSnju na nacin da njegova potroSnja za vrijeme radnog vijeka i
za vrijeme mirovine bude jednaka. Pod ovako jednostavnim uvjetima on to moze lagano i
ostvariti. Ovakvo planiranje, naravno, ovisi i 0 njegovim preferencijama i nacinu Zivota, no
mi ¢emo kao objektivni promatraci pretpostaviti da on Zeli jednako troSiti sada i u mirovini.
U ovom poglavlju koristila sam se literaturom [5]

1.1 Buduca vrijednost Stednje

Unaprijedit ¢emo prethodni primjer i pretpostaviti da nas pojedinac svoju Stednju drZi u
nekoj banci po godisnjoj stopi Stednje R. Sada kada znamo da se njegova Stednja godinama
akumulira i povecava po stopi R, zanima nas vrijednost njegove Stednje u buduénosti. Neka
N predstavlja godine rada, P iznos godiSnjeg prihoda, S godiSnju Stednju, a C Zeljenu
potroSnju u mirovini na godiSnjoj razini. Takoder, pretpostavimo da uStedeni novac
stavlja na Stednju u banku na kraju godine. Tada buducu vrijednost Stednje mozemo opisati
sljede¢om jednadZbom :

N
BVS(S,R,N) = 25(1 + RN (1.1)

i=1

3



4 POGLAVLIJE 1. MODELI ZIVOTNIH CIKLUSA

Interpretacija ove jednadzbe je jednostavna. Prve godine Stedimo S kuna i tih se S kuna
svake godine do pocetka mirovine, odnosno N-1 godina povecava na S(1+R). Iduée godine
Stedimo ponovno iznos S i taj se iznos iduéih N-2 godine povecava na S(1+R). Kada
sumiramo po svim radnim godinama dobivamo gornji izraz. Kako uStedeni novac na$
pojedinac stavlja na Stednju na kraju godine, zadnje godine N Stedi tocno S kuna jer se taj
dio Stednje nece dalje akumulirati. Pomoc¢u sume za konacni geometrijski niz dobivamo
jednostavniji izraz za buducu vrijednost Stednje :
N

BVS(S.R.N) ﬂ% (1.2)
Dakle, pri konstantnoj stopi Stednje i fiksnom broju radnih godina, gornja je jednadZba
linearna i rastu¢a u S odnosno iznosu Stednje, ali nije linearna u stopi Stednje R. Takoder, u
slucaju da je stopa Stednje 0%, u jednadZzbi (1.1) naiSli bismo na problem nule u nazivniku,
no ako se vratimo u jednadZzbu (1.2) jednostavno dobivamo da je bududi iznos Stednje
jednak SN, kao Sto bi i koriStenjem limesa od (1.2) kada R— 0 dobili isti rezultat. Tako
vidimo da su obje jednadZbe dobro definirane. Ove jednadZbe moZemo i transformirati ako
imamo slucaj mjesecne ili ¢ak tjedne Stednje.

1.2 SadaSnja vrijednost buduce potrosnje

Kao §to je spomenuto na pocetku, pojedinac moZze zZivjeti skromnije danas kako bi mogao
Zivjeti luksuznije u mirovini ili obratno, ili moZe zadrZzati isti Zivotni standard do smrti. Bez
obzira na njegov odabir, sljedecCe Sto nas zanima je kolika je sadasnja vrijednost njegove
buduce potroSnje. Kako smo ve¢ dosli do izraza za buducu vrijednost njegove Stednje,
Zelimo znati koji to iznos treba Stedjeti danas kako bi mogao trositi Zeljenu koli¢inu novca
u mirovini. Neka D oznacava godine Zivota provedene u mirovini, a C godiSnju potro$nju
u mirovini. Sadasnja vrijednost buduce potro$nje opisana je ovom jednadzbom:

C
(1+R)

D
SVP(C,R,D) = Z (1.3)
=1

Dakle, godiSnju potroS$nju u mirovini diskontiramo s faktorom (1+R). Ponovno imamo
konacni geometrijski niz i jednadzbu (1.3) moZemo zapisati kao :
1-(1+R)?
SVP(C,R,D) = C% (1.4)
Ove dvije jednadzbe, istim zakljuc¢ivanjem kao u slucaju buduce vrijednosti Stednje dobro
su definirane i linearno su rastu¢e u C. Pomocu jednadZzbe (1.4) moZemo za Zeljeni iznos
buduce potrosnje C dobiti iznos novca koji trebamo imati u Stednji kako bi ta potroSnja bila
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moguca, odnosno moZemo dobiti iznos novca koji bi trebali Stedjeti jer u suprotnom nece
biti dovoljno novca u mirovini. Dakle, Zelimo da nam buduca vrijednost Stednje bude veca
ili jednaka sadasnjoj vrijednosti buduce potroSnje. Jednostavnije, Zelimo da novac koji
imamo usteden na pocetku mirovine bude dovoljan za iduc¢ih D godina Zivota u mirovini.
Ovaj zakljucak moZemo napisati ovako:

SVP(C,R,D)=BVS(S,R,N) (1.5)
Ako uvrstimo (1.4) 1 (1.2) dolazimo do sljedeceg izraza :

BVS(1,R,N)
Y S s 1.
¢ SSVP(I,R,D) (1.6)

Odnosno dobivamo vezu izmedu sadasnjeg iznosa Stednje i buduceg iznosa potrosnje. U
jednadzbi (1.6) BVS(1,R,N) predstavlja buducu vrijednost uStedene 1 kn N godina po stopi
R, a SVP(1,R,D) je sadasSnja vrijednost potroSene 1 kn D godina po stopi R. Omjer buduce
1 sadaSnje vrijednosti moZemo oznaciti sa a.

_(+RM -1

a = w (17)

Na pocetku nas je zanimalo koliko bi pojedinac trebao Stedjeti da bi zadrZao jednak stan-
dard kroz cijeli Zivot, radni vijek i mirovnu. Dakle za godisnji prihod P i godi$nju Stednju
S, on Zeli Stedjeti onaj iznos koji bi mu u mirovini zadrZao jednaku potrosnju kao i prije
mirovine odnosno P-S. Pomocu jednadzbe (1.6) dolazimo do izraza za Stednju :

P

P-S=SaS§ =
1+«

(1.8)

Nasem pojedincu sada je jednostavno odrediti iznos koji treba Stedjeti.

1.3 Planiranje s inflacijom

Do sada smo pretpostavljali da je iznos godiSnjih prihoda konstantan tijekom cijelog

radnog vijeka. Ovu ¢emo pretpostavku malo oslabjeti u ovom poglavlju i pribliZiti se

stvarnom svijetu. Velik dio planiranja buduénosti ovisi o stopi inflacije. Inflacija je u
suStini promjena cijena, odnosno utjece na vrijednost novca, za isti iznos novca ¢emo zbog
inflacije mo¢i kupiti manje istog proizvoda u buducnosti. S time na umu, prirodno je
da ¢e se placa mijenjati zbog inflacije. Ako pretpostavimo da ¢e pojedinac imati jednaku
kupovnu mo¢ kroz cijeli radni vijek, zbog inflacije pretpostavljamo da ¢e se i njegov prihod
povecavati. Dakle, pretpostavka o konstantnom iznosu prihoda se mijenja, ali smisao iza
nje 1 dalje ostaje nepromijenjen. Naime, u prethodnom dijelu nismo uzimali u obzir realni
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svijet u kojem inflacija postoji, tako da je kupovna mo¢ naseg pojedinca konstantno bila
jednaka. Pretpostavka koju ¢emo dodati je da je inflacija konstanta i oznacavat ¢emo ju sa
n. Pretpostavimo da na$ pojedinac prve godine svog rada primi placu u iznosu Wj i kao
Sto smo prije pretpostavili, neka se ta placa povecava svake godine u odnosu na inflaciju.
Tada ¢e u godini i placa iznositi:

W; = Wo(1 + )’ (1.9

Realna vrijednost Stednje smanjuje se zbog inflacije- ako prve godine uStedi S kuna, taj ¢e

novac iduée godine vrijediti S™ = 1% Sada ako svake godine Stedi S™ realnih kuna tada

¢e buduca vrijednost uStedenog novca biti:
ST A+mA+RM '+ 5™ 1+ 1>+ RV >+ .. +5™"A + )N (1.10)

Kako bismo dobili izraz za buducu vrijednost Stednje izraZenu iskljucivo preko realnih
vrijednosti, moZemo stopu Stednje zapisati pomocu realne stope Stednje ovako

R =+ R")(1 + ) — 1. Kada ovaj izraz za R uvrstimo u (1.10) i pomoc¢u sume konacnog
geometrijskog niza dolazimo do

1+ROY -1
BVS™(S,R,N) = S”% (1.11)

Nadalje istim postupkom dolazimo do:

1-(1+R")™P
SVP'(C,R,D) = C’T% (1.12)

1.4 Motivacija za dalje

Pod odredenim pretpostavkama, formule do kojih smo dosli za individualca mozZemo proSiriti
1 gledati za drustvo ljudi s istim Zivotnim vijekom, ali razliitim prihodima 1 Stednjama.
Tada ve¢ na razini druStva moZemo promatrati buducu vrijednost uStedenog novca, a pomocu
inflacije i realnu buducu vrijednost uStedenog novca. Takoder, moZemo se dodatno
pribliZiti realnom svijetu i zamisliti da to drustvo nalaZe da svaki pojedinac odvaja odredeni
postotak svoje place u Stednju te da se na razini drustva odreduje koji bi to postotak trebao
biti. U tom slucaju se postavlja pitanje koliki dio ukupnog novca koji su ustedili treba
pripasti svakom od njih. Ako u ovo drustvo dodamo starije i mlade pripadnike, na primjer
predke 1 potomke ve¢ postojecih pripadnika druStva, nasi originalni pripadnici mogu
svojom ustedom financirati i skrbiti i za njih. Ovakvim proSirivanjem, pribliZavamo se
ideji mirovinskog sustava kakav se koristi danas. MoZemo primijetiti da nam je do sada
bila vrlo bitna pretpostavka o tome koliko ¢e godina nas pojedinac biti umirovljen i o tome
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koliko ¢e dugo raditi, ali u druStvu gdje postoje njegovi potomci i predci bitno je znati i
Citavu strukturu drustva u kojem se nalazimo i kolika bi ta odvajanja za buducnost trebala
biti i to je svojevrsna motivacija za promatranje tablica smrtnosti i modela doZivljenja i
same strukture stanovnistva uopce. Osim toga, zZivotne cikluse mozemo promatrati iz per-
spektive Zavoda za mirovinsko osiguranje. U tom slucaju potroSnja bi prestavljala iznos
mirovina koje Zavod za mirovinsko osiguranje isplacuje svojim umirovljenim korisnicima,
dok bi prihodi predstavljali iznose koje su prikupili od svojih radno sposobnih korisnika,
a Stednja bi predstavljala ulaganja u obveznice i dionice kako bi osigurali isplatu umirov-
ljenim korisnicima. Ovim je poglavljem postavljeno viSe pitanja nego odgovora, Sto e se
pokusati rijesiti u nastavku, fokusiranjem samo na pojedine dijelove.






Poglavlje 2

Modeli dozivljenja i tablice smrtnosti

Ovo poglavlje se bazira na knjizi [2] 1 prezentacijama [4]

2.1 Jednostavan model dozivljenja

U prethodnom poglavlju uocili smo da nam je za modeliranje Zivotnih ciklusa bitno znati
koliko ¢e dugo na$ pojedinac Zivjeti. Iz tog se razloga osiguravatelji koriste modelima
dozivljenja kako bi mogli izraCunati vjerojatnost smrti pojedinca u odredenoj dobi.

Pocinjemo sa Zivotom od rodenja, odnosno promatramo novorodence. Slu€ajna varija-
bla T oznacavat ¢e nam ostatak Zivota novorodenceta. Funkciju distribucije ostatka Zivota
novorodenceta oznaCavat ¢emo sa F' i definirati ovako

Ft)=P(T <1),t>0 (2.1)

U primjeni nas Cesto viSe zanima vjerojatnost doZivljenja od vjerojatnosti smrti. Funkciju
doZivljenja novorodenceta oznaCavat ¢emo sa S i definirati ovako

St =1-F@t)=P(T >1),t>0 (2.2)

Dakle, F(f) nam predstavlja vjerojatnost da ¢e novorodence Zivjeti manje od ¢ godina,
odnosno vjerojatnost da nece doZzivjeti dob ¢, a S(¢) je vjerojatnost da ¢e novorodence
Zivjeti viSe od t godina, odnosno vjerojatnost da ¢e doZivjeti ¢ godina.

Sada ¢emo promatrati osobu starosti x. Uvodimo slu¢ajnu varijablu T, koja za po-
jedinca dobi x oznacava ostatak njegovog Zivota. Pretpostavljamo da je to neprekidna
slucajna varijabla na [0, w], gdje je w grani¢na dob, npr. 120 godina. Njena funkcija distri-
bucije dana je sa

F.(t)=P(T,<1), t>0 (2.3)

9



10 POGLAVLIJE 2. MODELI DOZIVLJENJA I TABLICE SMRTNOSTI

Ova funkcija distribucije predstavlja vjerojatnost umiranja osobe starosti x za manje od ¢
godina, odnosno vjerojatnost da osoba nece doZivjeti dob x + z. Kako smo pretpostavili da
je slucajna varijabla 7', neprekidna, moZemo ju zapisati i preko njezine funkcije gustoce
fx(t) ovako

!
Fi(t) = f f(s)ds (2.4)
0
Funkciju S, definiranu sa
S{H=1-F,@®)=PT,>1t) ,t>0 (2.5)

nazivamo funkcijom doZivljenja osobe starosti x i predstavlja vjerojatnost da ¢e osoba dobi
X Zivjeti joS§ t godina, odnosno da ¢e doZivjeti dob x + ¢.

Za x = 0imamo T}, Sto je ekvivalentno slucajnoj varijabli ostatka Zivota novorodenceta,
odnosno Ty = T. Pogledajmo vezu izmedu slu€ajne varijable T i 7. Za pojedinca koji
dozivi dob x 1 umire unutar t godina, ekvivalentni su dogadaji {T < x + ¢} 1 {7 < t}. To bi
znacilo da za pojedinca starosti x vrijedi 7, = T — x. Pa iz toga slijedi

Px<T<t+x) Fx+1)-F()

F()=P(T,<t)=P(T <t+x|T > x) = e N S

(2.6)

PT>t+x) S@t+x)

S0 =BT >0 =BT > 14401 > x) = —5a—m = =

(2.7)

Valjalo bi naglasiti uvjete za funkciju dozivljenja S .

(i) Za t < x ocito vrijedi S .(¢) = 1.

(ii) Pretpostavlja se da nitko ne Zivi vjecno, pa je lim,_.., S .(¢) = 0.

(iii) Funkcija doZivljenja je nerastuca funkcija, jer ne moZze biti veca vjerojatnost da ce
pojedinac Zivjeti jo§ 5 godina od vjerojatnosti da ¢e Zivjeti joS 2 godine.

Ovi su uvjeti nuzni i dovoljni da bi funkcija doZivljenja bila dobro definirana. Kasnije,
odnosno u poglavlju 2.4 dodat ¢emo joS dvije pretpostavke na funkciju doZivljenja.
Sada kada smo definirali osnovne pojmove i utvrdili njthovu povezanost, definirat cemo
Jjos§ jedan bitan pojam u aktuaristici.

Intenzitet smrtnosti

Intenzitet smrtnosti definiramo ovako

P(T < x+hT > x)

poi= lim . 2.8)
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Kako je F,(#) vjerojatnost da ¢e osoba dobi x umrijeti prije nego Sto doZivi dob x+t, od-
nosno uvjetna vjerojatnost, intezitet smrtnosti mozemo zapisati ovako

. P(Ti<h) _ . Fuh)
lim —————= = lim ——

= 2.
o= 50 h =0t h 29)
Pomocu jednakosti (2.6) intenzitet smrtnosti moZemo zapisati ovako
F(x+h)-F
4y = lim L&A~ F&) (2.10)

=0+ hS (x)

Sada uz pretpostavku neprekidnosti slucajne varijable T, funkcija gustoce te neprekidne
slu¢ajne varijable je f(x)=F’(x). Dobivamo sljedece

f(x)
= — 2.11
K= 50 (2.11)
Pa funkciju gustoce slucajne varijable 7 moZemo prikazati ovako
J(x) = 15 (x) (2.12)

Analogno, moZemo jednadzbu (2.11) zbog F'(x) = (1 —S(x)) = —=S'(x) = —s(x) zapisati i
ovako

_ =5
M= 5 (2.13)

Ovdje bismo mogli dodati joS uvjet da je funkcija doZivljenja diferencijabilna , ali to svoj-
stvo funkcije vrijedi zbog neprekidnosti slucajne varijable T i definicije funkcije doZivljenja
novorodenceta. Malim pisanim slovom s oznaCavat ¢emo derivaciju funkcije dozivljenja
novorodenceta.

Intenzitet smrtnosti moZe se odrediti za bilo koju dob. Uzmimo fiksni x i varijablu
t. Kada umjesto x uvrstimo x+t u izraz (2.10) 1 pomocu izraza (2.6) dobivamo intenzitet
smrtnosti za dob x+t.
0}
S (1)

Iz toga mozemo funkciju gustoce slucajne varijable 7', izraziti pomocu intenziteta smrt-
nosti.

s = (2.14)

fo@) = pessS <(2) (2.15)
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Idemo rijesiti diferencijalnu jednadzbu (2.13). Radi jednostavnosti zamijenit ¢emo x s y.

= dS(y)

T S()dy
gy SO
Hyay = SG)

—uydy = d(log$)

- f pydy = log(S (x + n)) — log(S (x))

X+n
S()C—-I-I’l) = exp( — f 'u}dy)
S(x) x
S (x+n)

U treCem koraku integriramo od x do x+n. Zbog (2.7) izraz =g~ odgovara vrijednosti
S x(n). Ovime smo izrazili funkciju doZivljenja osobe dobi x pomocu intenziteta smrtnosti.
Ponekad je prakti¢nije zapisati ovako:

S.(n) = exp( - fon,umds) (2.16)

Pomocu toga moZemo funkciju distribucije ostatka Zivota osobe dobi x izraziti pomocu
intenziteta smrtnosti.

Fun)=1-S,n)=1- exp( _ f ' ,th+sds) 2.17)
0

Izrazimo 1 funkciju doZivljenja i funkciju distribucije ostatka Zivota novorodenceta pomocéu
intenziteta smrtnosti.

S(n) = exp( - fo ' /Jsds) (2.18)

Fn)=1 - exp( - f ' ,usds) (2.19)
0

Ovi odnosi izmedu distribucije ostatka Zivota, funkcije dozivljenja i funkcije intenziteta
smrtnosti dopustaju nam da formiramo zakone smrtnosti na dva nacina:

1. nacin : Ako odaberemo neku funkciju distribucije F, pomocu te funkcije znamo
izraz za funkciju doZivljenja S ,(r) = 1 — F,(¢). Pomocu derivacije funkcije distribucije F',
dodemo do funkcije gustoce, zatim pomocu jednadzbe (2.14) dodemo do izraza za funkciju
intenziteta smrtnosti.

2.nadin : MoZemo i odabrati neku funkciju intenziteta smrtnosti u, i pomocu jednadzbi
(2.16) 1 (2.2) moZemo doci do izraza za funkciju distribucije i zbog S.(r) = 1 — F(?)
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mozZemo jednostavno izraziti funkciju doZivljenja, a deriviranjem funkcije distribucije do¢i
¢emo do izraza za funkciju gustoce.

Ovi odnosi mogu se lijepo prikazati i1 sljedecom tablicom:

Funkcije izrazene | Odnosi izmedu funkcija
pomocu funkcije
Funkcija distribu- | Funkcija Funkcija gustoce Funkcija
cije dozivljenja intenziteta
smrtnosti
F.(1) F.(1) 1— F.(1) Fi(0) =0
S (1) 1-8.(0) S (1) -S1(0) S
£:(0) I fu(s)ds [ f(s)ds £(0) T
Hx I—exp (J(‘)t Hxisds) | exp(— j(;t Hxisds) exp (— J(‘)t Morsd St | Mair

Tablica 2.1: Odnosi

2.2 Aktuarske oznake

Oznake koriStene do sada uobiCajene su u matematickoj statistici, dok se u aktuaristici
koriste medunarodne aktuarske oznake koje uvodimo u ovom poglavlju.

«qx = F,(t) predstavlja (uvjetnu) vjerojatnost da osoba ne doZivi dob x+t ako je
dozivjela dob x

Px = S x(¢) predstavlja (uvjetnu) vjerojatnost da osoba doZzivi dob x+t ako je doZivjela
dob x

Uobicajeno je izostaviti prefiks ako je t=1, odnosno piSemo ¢, = 1¢g, , Px = 1Px-
g, nazivamo stopom smrtnosti te ona predstavlja vjerojatnost smrti u idu¢ih godinu dana.
Uvedimo oznaku za vjerojatnost da ¢e osoba dobi x prezivjeti joS iducih t godina i umrijeti
unutar # godina, odnosno vjerojatnost da ¢e osoba dobi X, umrijeti u dobi izmedu x + ¢ 1
X+1t+u

mdx =Pt <Ty<t+u)
=t+u 9x ~t qx
=t Px —t+u Px
Ovu vjerojatnost nazivamo jo§ odgodenom vjerojatnosti smrti.

Sada moZemo formule iz prethodna dva poglavlja zapisati pomocu ovih oznaka. ZapiSimo
izraze (2.6) i (2.7) pomocu aktuarskih oznaka.
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g, = x+140 —x 40 _ xuq0 (2.20)
xPo xPo
Pr = x+tPo (221)
xPo

4 MozZemo zapisati i ovako

f t t
qx = Fi(1) = f fx(S)dS = f Sx(s)/ljﬁ—sds = f spx,ux+sds
0 0 0

Interpretacija gornje jednadzbe korisna je za razumijevanje. Za 0 < s < t, (p, predstavlja
vjerojatnost da pojedinac dobi x dozZivi dob x + s, a u,.ds predstavlja vjerojatnost da
pojedinac dobi x umire izmedu dobi x + s1 x + s + ds. Da bismo dobili vjerojatnost smrti
prije dobi x+t, moramo sumirati po svim moguéim intervalima od s do s + ds, Sto se svodi
na integriranje buduéi da su ds jako mali.

Pomocu (2.20) 1 (2.21) izraz za 4,q, raspisati i ovako

udx =Pt <T,<t+u)
=Pt+x<Tu+x|T > x)
_PG+x<T<t+u+x)

P(T > x)
S+ x)-St+u+x)
- S (x)
_ x+tP0 ~x+t+u PO
- xPo
— x+tP0  x+tP0 ~x+t+u pO)
xPo x+tP0
_ tpx(x+t+uCI0 x+t C[O)
x+tP0
= tDxuYx+1

2.3 Cjelobrojno trajanje zivota

Cjelobrojno trajanje Zivota osobe dobi x oznaCavamo sa K,. K, je najvece cijelo od T, pa
imamo

PKy=k)=Pk<T,<k+1)=Pk<T,<k+1)=px—i+1Px = 1dx (2.22)
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Kako je ovo diskretna slucajna varijabla, funkciju distribucije cjelobrojnog trajanja
Zivota oznaCavamo sa Fg_1 definiramo ovako

k

Fx.(y) = Z ngx = k19, zay < 0,1k najvece cijelo od y (2.23)
h=0

2.4 Ocekivano trajanje zivota

Ocekivano trajanje Zivota osobe dobi x definiramo ovako:

E[T,] = f“ tf()dt (2.24)
0

Prethodnu jednadZbu moZemo zapisati i ovako:

E[T,] = f lfx(t)dt = f th(t),uxﬂdt
0 0

| ou=t  dv=S(Duy.dt
| du=dt v=-=5.0

=—1S.(Dly +f S (DHdt
0

:f Sx(t)dt:f (Dxdt
0 0

Da bi to ocekivanje postojalo, uvodimo jos jedan uvjet na funkciju doZivljenja S ,.
(iv) lim;_5 S (1) = 0
Sli¢nim postupkom moZemo odrediti i drugi moment slucajne varijable T,
E[T?] =2 fooo t,pxdt, uz uvjet na funkciju doZivljenja : (v) lim,_,o, 25 ((¢) = 0.
Aktuarska oznaka za ocekivano buduce trajanje Zivota osobe dobi x je é,

Pomocu ovoga moZemo definirati i varijancu

Var(T,) = E[T?] - E*[T,] = 2 f tpdt — & (2.25)
0

Osim momenata mozemo promatrati i medijan trajanja Zivota osobe dobi x u oznaci
M. Definiramo ga na sljedeci nacin :

P[T, > M,] = % (2.26)

Sto moZemo zapisati i ovako
M 1

SMi+x) _ 1 2.27)

S (x) 2



16 POGLAVLIJE 2. MODELI DOZIVLJENJA I TABLICE SMRTNOSTI

Dakle, vjerojatnost da ¢e osoba prezivjeti iducih M, godina je 50%.
Vrijedi definirati i ocekivano cjelobrojno trajanje Zivota.

[ee)

E[K,] = i kP(K, = k) = i kug. = i k(xpx = k41Px) = Z kPx
0 0 0

0

Oznaka za ocekivano cjelobrojno trajanje Zivota je e,.
Odredimo sada drugi moment cjelobrojnog trajanja Zivota 1 varijancu

B[] = ) PP(K =K = ) Kuge = ) Kpe—rapd) = D (2k+ Dip
0 0 0 0

(o)

Var(K,) = BIK2]1 - E’[K,] = ) 2k + Dipe— €2 =2 ) kap.+ e, — € (2.28)
0 0

2.5 Tablice smrtonsti

Tablice smrtnosti statistiCke su tablice koje prikazuju kolika je vjerojatnost da ¢e pojedinac
koji pripada odredenoj kategoriji (npr. spol) dozivjeti odredenu dob. Tablice smrtnosti su
osnova za racunanje premija osiguranja : mirovinskog, invalidskog, osiguranja za slucaj
smrti i doZivljenja i drugih. Za pocCetak ¢emo uvesti jo§ oznaka i povezati ih s dosadasnjim
aktuarskim oznakama koje se koriste u tablicama smrtnosti i koje su dio medunarodnih
aktuarskih oznaka.

Slucajna skupina prezivjelih

Uzimajuci slucajnu skupinu prezivjelih pretpostavlja se da je broj preZivjelih za bilo koju
dob slucajan.

Uzmimo skupinu od /y novorodencadi, [y naziva se jos i korijen tablice, a moZzemo ga uzeti
1 za proizvoljnu pocetnu dob @. Dob u kojoj novorodence umire ima distribuciju S(x).
Definiramo £, kao broj novorodencadi koji su dozivjeli dob x.

lo

L= X (2.29)
=1

Pri ¢emu nam je y; karakteristicna funkcija definirana ovako

1 ;novorodence j doZivi dob x
Xj= C oy
0 ;inacCe
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X j je binomna sluCajna varijabla s parametrom S (x) pa vrijedi E[x;] = S (x). Sada imamo

B[L] =B x;1= ) Elyj]l = kS (2.30)

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili linearnost ocekivanja.

Ocekivanje E[L,] ¢emo oznacavati sa /, i ono nam predstavlja ocekivani broj
novorodencadi koji su dozivjeli dob x. Dakle, I, = [(S(x) = ly,po. Pomocu jednadzbe
(2.21) dolazimo do sljedeceg izraza za ;p,

[x+r

X lx
pr= 20 - b l—” (2.31)

xPo 5—X
0

Koristili smo da je pocetna dob 0, do istog zakljucka bismo dosli da smo koristili da je
pocetna dob proizvoljan . Tada bi nam prvi slucaj karakteristiéne funkcije oznacavao
sluc¢aj da osoba dobi @ doZzivi dob x i tada bi funkcija poprimala vrijednost 1, a O inace,
odnosno y; bi bila binomna slu¢ajna varijabla s parametrom S ,(x — ). I onda bi vrijedilo
da je E[x,] = S.(x — @) te bismo dobili izraz za [, na isti nacin kao ranije, koji bi glasio
ly = lyx—qopeo- S obzirom na to da vrijedi ,_,p, = »po iImamo

x—a+tPa Lits

X—Q’p(}.’ lx

tPx

te dolazimo do istog rezultata.

Sada ¢emo ponovno za korijen tablice koristiti [y, odnosno gledati ponovno skupinu
novorodencadi. Korisno je definirati i broj novorodencadi koji su umrli u intervalu [x,x+n],
a taj broj ¢emo oznacavati sa ,D,. ,D, mozemo definirati sli¢no kao i £, pomocu karak-
teristicne funkcije.

I
D=k
=1

s karakteristicnom funkcijom
1 ;novorodence j umire u intervalu [X,x+n]
Xj= .
0 ;inale

I vrijedi E[y;] = S (x) — S(x + n). Ocekivanje E[,D,] oznaCavamo sa ,d,, 1 dobivamo ga
sli¢no kao i kada smo gledali skupinu preZzivjelih.

ndx = lO(S (.X') - S(X + n)) = lO(xpO - x+np0) = lx - lx+n (232)
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Sada ¢emo joS$ pokazati vezu izmedu [, i intenziteta smrtnosti. Pomoc¢u (2.30) 1 (2.13)
dolazimo do

-1 dl,
Fe = T ax
odnosno
—dl, = x,uxd-x

Kako vrijedi Ly, = lo.popty = lof(x), rjeSavajuéi gornju diferencijalnu jednadzbu dobi-
vamo sljedeci izraz za [, pomocu intenziteta smrtnosti

I, = lyexp — f psds (2.33)
0

Pomocu jednadzbe (2.14) 1 (2.30) na isti nacin rjeSavajuéi diferencijalnu jednadzbu dola-
zimo i do ovog izraza

X+n
Levn = L exp —f usds (2.34)

Sada moZemo i ocekivani broj umrlih u intervalu [x,x+n] zapisati pomocu intenziteta smrt-
nosti.

X+n
ndy =1L =Ly = f lS/*tsds (235)
Prikazat ¢emo ,q, pomocu [, i ,d,.

CFGHD-F)  S@-SE+D  L-ly  ds
e MY o S N (2.36)

Deterministicka skupina broja prezivjelih

Zarazliku od slucajne skupine broja prezivjelih, kod deterministicke skupine broja prezivjelih
uzimamo da je broj prezivjelih za svaku dob poznat.
Deterministi¢ka skupina broja prezivjelih mora zadovoljavati sljedece uvijete:
1. U dobi 0, skupina prezivjelih sastoji se od [y prezivjelih
2. Pripadnici skupine preZivjelih umiru po stopi smrtnosti ¢, u svakoj dobi x.
3. Skupina je zatvorena, Sto znaci da se broj prezivjelih smanjuje.
Pomocu ovih uvjeta moZzemo sigurno odrediti kako e se broj prezivjelih kretati kroz go-
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dine.

Iy = 1lp(1 —go) =lp — do
L=L-q)=4L-d =1ly—(dy+d)

x—1

L=lo(l=ge) =l —der =ly— ) | d
i=0

ch:—l di l - lx
S0 = (1 - 2
lo lo

= loxpo = lo(1 — xq0)

= lo(1 -

Centralna stopa smrtnosti

Za definiranje centralne stope smrtnosti potrebno je prvo definirati ocekivani prosjecan broj
zivih dobi x tijekom godine dana.

1
L= f tlx+t,ux+tdt + 1l (2.37)
0

U (2.37) prvi pribrojnik oznacava ukupan oc¢ekivani broj pojedinaca koji umiru unutar
godinu dana, a drugi pribrojnik oznacava ocekivani broj onih koji dozive dob x+1.

1
_ _ u=t dv= Iy udt
Lx - L tlx+l/1x+ldt + lx+1 - [ du — dt V= _lX.H‘

1 1 1
= _tlx+t|(1) + f Lewidt + Loy = =Ly + f Lewdt + 1y = f Lywidt
0 0 0

Centralnu stopu smrtnosti definiramo kao omjer ocekivanog broja umrlih u dobi x i ocekivanog
prosjecnog broja Zivih u intervalu [x,x+1].

_ lx - lx+1

Ly

(2.38)

my

Centralnu stopu smrtnosti mozemo izraziti i preko stope smrtnosti i funkcije dozivljenja,
do ¢ega dolazimo na sljedeci nain

_ (lx - lx+1) : lx _ qx
ol ol
(fp Lewedt) 2 L [ ipsdt

m, mozemo interpretirati i kao vjerojatnost da osoba koja je Ziva u dobi od x do x+1 ne
dozivi dob x+1.

(2.39)

X
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Definicije od L, 1 m, moZemo proSiriti i na intervale koji su duzi od 1 godine. Za
interval duljine n imamo:
YA
nly = f Lysidt
0

lx - lx+n

m, =
ntttx l
n+-=x

Izraz % nazivamo srednje vrijeme koje je osoba dobi x provela u intervalu [x,x+n] i on

. . n v o
iznosi fo :Pxdt, a oznalavamo ga s &,z

Hrvatska tablica smrtnosti

Prije nego Sto prikaZemo tablicu smrtnosti za 2010.-2012., definirat ¢emo jo$ par pojmova
koji se nalaze u tablici.

Skupina Zivih u oznaci V, je broj osoba rodenih u godini n i godini n+1 koje su 2010.
1 2011. navrsile x godina.

Skupina umrlih u oznaci M, je broj osoba rodenih u godini n i n+1 koje su umrle u dobi od
x godina.

Zbroj brojeva Zivih u oznaci N,, je zbroj srednjih brojeva Zivih za svaku dob x.

Skupine Zivih i skupine umrlih se posebno racunaju za dojencad, djecu staru jednu godine
1 sve ostale dobne skupine.

Sirove vjerojatnosti smrti racunaju se za ukupno musku i Zensku populaciju i za sve dobne
skupine na sljedeci nacin

Sirove vjerojatnosti smrti je potrebno “izgladiti”, odnosno otkloniti potencijalne posljedice
slucajnih pogreski i na taj nacin dolazimo do izgladenih vjerojatnosti smrti q,.

Na slici 2.1 je dana tablica smrtnosti za 2010.-2012. Pomocu dane tablice smrtnosti rijesit
¢emo zadatak da bismo vidjeli kako se tim tablicama moZemo sluziti. Zadaci su preuzeti
iz [2].

Zadatak Pomocu tablice smrtnosti na slici 2.1 izracunajte vjerojatnost da osoba u dobi od
19 godina:

a) doZivi dob 80

b) umre prije dobi 70

¢) umre izmedu 80 i 90 godina



2.5. TABLICE SMRTONSTI

Skupine | Skuplne Bro ‘m‘?"’, Bioj Broj D(znlj:a Odakivany
= 2 | el | e s |dobvienia | 2 | meih | min | UERR
7 Crude | Smoothed |F MNumbar | Number | Number
Aga | ofpersuns | of persons " batillias | of surviving | of sundvors | of deaths | of Lo
surviving dying - g pestkol expeciancy
ofdyng | of dying -yaars
V. M, 'S a. . 1 d, N, e,
Mubkarci
Men
] 43600 127 0002913 0002313 0997087 100 000 gl T443829 TiM4
1 44831 13 0000290 0000250 0999710 99709 pis T33B N5
2 44671 9 0000201 0000201 0899798 99680 20 7244121 At
3 43 7 0000162 0000162 0999838 99860 16 T 144441 T8
4 42 480 5 0000118 0000118 0999887 996544 12 7044 TB1 70.20
5 4299 4 0000093 0000054 0999346 99832 5 6945138 6921
3 42513 2 0000047 0000067 0999933 99627 7 GB45506 BN
7 412% 4 0000097 0000077 0899923 99620 8 6745873 6722
8 41100 5 0000122 0000110 0999630 99812 " 6646259 6622
9 4183 B 0000143 0000114 0099886 096D " 6546647 8523
10 438N 7 0000160 0000942 0999858 99580 14 6447046  B424
1 45666 8 0000175 0000157 0999843 99576 16 634745 8125
12 47 457 9 0000190 0000184 0899616 99560 18 624TBBD 6225
13 43 856 10 0000201 0000202 0599758 99542 20 6148320 6127
4 51766 12 0000232 0000257 0999743 99572 26 E04BT7Y  602B
5 51186 19 0000371 0000322 0599678 99456 32 5548257 5929
16 4341 18 0000364 0000333 0999607 99464 39 5840761 5811
17 43400 23 0000466 0000475 0999525 99425 4 5750297 57.34
] 43 266 30 0000605 0000548 0599452 99378 54 5650872 5636
19 0613 29 0000573 0000510 0999390 9937 61 5551485 5530

Slika 2.1: Isjecak tablice smrtnosti preuzete iz [6]

RjesSenje

a)

b)

B S (80) B
61P19 = —S(19) =

Iso
W _ lso

hio

0

S(19)=S(70) _ Lo—1ly _

51419 = S(19)

385

Ly 99323

10

67915
99323

61/10419 = 61P19 — 71P19 =

l70
-2 -1-
lig lig
lso — log _ 38510 — 8310
Lo 99323

Vrijednosti gy, 179, lop sam iSCitala iz tablice koja se nalazi u [6].

= 0.3877 = 38.77%

=0.3162 = 31.62%

=0.3041 = 30.41%

21






Poglavlje 3

Gompertzov zakon smrtnosti

Ovo poglavlje se temelji na ¢lanku [3].

Gompertzov zakon smrtnosti uzima funkciju intenziteta smrtnosti u sljede¢em obliku

Uy =Bc" z2ax<0,B>0,c<1

Uzmimo sljedecu reprezentaciju Gompertzovog zakona za daljnju analizu.

1 _
,ux:—exp(x m) zao >0, meR
o o

U kontekstu formule (3.1) B=o"le™/ 7 ic = ¢'/7.

Pomocu (2.18) 1 (3.2) dolazimo do izraza za funkciju doZivljenja novorodenceta.

S (x) = exp (e""/ 7 _ elm/ ‘T)
Iz toga moZemo dobiti i funkciju distribucije ostatka Zivota novorodenceta.

F()C) =1- S(X) =1- exp (e—m/O' _ e(x—m)/o—)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Pomocu (2.12) 1 (3.2) dolazimo do izraza za funkciju gustoce ostatka Zivota novorodenceta.

f(x) = exp (e_m/(r _ptmfe f X7 m)

o

(3.5)

Sada ¢emo pomocu (2.7) i (3.3) doci do izraza za funkciju doZivljenja osobe starosti x.

Sx+1)
S

S () = Xp (e(x_””/"(l — €l ) = exp (O',th(l — e )

23

(3.6)
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Pomocu toga mozemo jednostavno izraziti funkciju distribucije ostatka Zivota osobe sta-
rosti x.

Fuf)=1-5.) =1 exp ((mx(l el ) 3.7)

Funkciju gustoce ostatka Zivota osobe starosti X moZemo izraziti uz pomo¢ jednadzbi (2.15)
i(3.2).

F0) = Hesr exp (aux(l - e’/")) (3.8)

Idu¢i zadatak pokazuje kako promjena parametra m utjeCe na funkciju gustoe. Zadatke
sam uzimala iz knjige [5].

1.zadatak. Na istom grafu prikazite funkciju gustoce iz navedene reprezentacije
Gompertzovog modela f,(f) zam = 823,00 =114im="75,0 = 11.4,zax =0, ..., 120.
RjeSenje:

— m=82.3
v @2 | — m=75
L 2
&
3 o
@ [ ]
g .
5 5
o |
i T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120

dob
Slika 3.1: Funkcija gusto¢e Gompertzovog modela za razli€ite vrijednosti m

Smanjenjem parametra m graf funkcije gusto¢e se pomaknuo u lijevo. Vidimo da za ma-
nji m graf funkcije gustoée poprima vece vrijednosti od grafa funkcije gustoce za veci m
do dobi x = 100, od te dobi nadalje, graf funkcije gustofe za manji m poprima manje
vrijednosti nego za veci m.

3.1 Ocekivano trajanje Zivota

U poglavlju 2.4 dosli smo do izraza za ocekivano trajanje Zivota E[T,] = fooo Pxdt, u
ovom poglavlju koristit ¢emo se funkcijama izvodnica momenata i funkcijom izvodnicom
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kumulanata kako bismo dosli do izraza za ocekivano trajanje Zivota.
Funkciju izvodnicu momenata sluCajne varijable T, oznaCavat ¢emo s ¢, (u).

()Dx(u) = E[euTx] = f eutfx(t)dt = f emtpx,uxﬂdt
0

0
= f e" exp (O'/Jx(l - e’/“)uxet/(’dt
0

| z=ome’ 0-> op,
T | dz = pe’7dt co— > o0

0 z uo
[ e
Oy Oy

(o]
— f e—u(x—m)eO',uXZuO'e—ZdZ
Oy

Dobivamo .
@x(u) = exp (o, — u(x — m)) f 7%e™ dz (3.9

Integral u (3.9) je djelomi¢na gama funkcija u oznaci I'(ou,, 1 + uo). Djelomi¢nu gama
funkciju definiramo ovako

[(t,@) = f e dz zar>0,iax €R (3.10)
t

Sada moZemo definirati funkciju izvodnicu kumulanata, u oznaci ¥,, ovako
Y. (u) = log(p (1)) = um — ux + o, + log(I'(ouy, 1 + uo)) (3.11)

Ocekivano ukupno trajanje Zivota é, moze se dobiti iz funkcije izvodnice kumulanata na
sljedeci nacin
or
0 da (O-IJ)ca a’)la:l

é, = E\PX(M)LIZO =m-x+0 Fop D) =m—x+o0e’™ »L‘m log(z)e”*dz (3.12)

Pomocu parcijalne integracije (3.12) dolazimo do sljedeceg izraza
e, = oe’"T'(ouy,,0) (3.13)

2.zadatak. Koristeéi iste vrijednosti parametara kao u l.zadatku m = 82310 = 114
izraCunajte medijan za dob x = 65 i usporedite ga s o¢ekivanim ukupnim trajanjem Zivota

€65.
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RjeSenje Da bismo izracunali ocekivano ukupno trajanje Zivota osobe dobi x = 65 po-
trebna nam je aproksimacija I' funkcije. U clanku [3] je dana sljedeca aproksimacija I
funkcije

—t a-1 N

N-1
A e
[y = —[f’—l +2
N7 6N ;

Pomocu (3.14) i (3.13) uvrStavanjem vrijednosti m = 82.3, 0 = 11.4 1 N = 500 dobivamo
ée¢s = 16.3. Sada raunamo medijan

k—0.5

v—10
log( )—t ] (3.14)

k
log(—) — ¢
og(N)

k=1

S (Mes +65) 1

S65 2
exp (e—m/a _ e(M65+65—m)/0')

2

exp (e—m/cr — e(65—m)/0')

exp (e—m/o _ e(M65+65—m>/a) _ %exp ( ol _ e(65—m)/0')
1

exp( _ e(M65+65—I7l)/0') =3 exp( _ e(65—m)/cr)

_Mest65-mo _ 10 (l) _ 65-m/o

e(éS—m)/a( _ Meslo 1) ~ log (l)

2
Meslo — | _ g (65-m)o log(l)
2
1
M65 = O'lOg [1 - €_(65_m)/0— log (5)

Kada uvrstimo vrijednosti dobivamo da je Mgs = 16.25. Ocekivano ukupno trajanje Zivota
osobe dobi x = 65 je vee od medijana.

3.2 Procjena parametara Gompertzovog modela

Na temelju hrvatskih tablica smrtnosti preuzete iz [6], procjenit cemo parametre m i o
Kako je Gompertzov zakon smrtnosti primjenjiv samo na starijoj dobi, koristit ¢emo se
podacima za dobi x = 40,41, ..., 105.

Pomocu (3.7) za t=1 imamo
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Parametre m i o procijenit ¢emo metodom najmanjih kvadrata, odnosno minimiziramo

funkciju
105

Lim,o) = Z

x=40

2

(g, — qx(m, 0)) (3.15)

Pri ¢emu nam ¢/, predstavlja sirove vjerojatnosti iz tablice smrtnosti.

U R-u sam pomocu funkcije nlminb pronasla vrijednosti m i o za koje (3.15) poprima mi-
nimum. Za muskarce dobivene su sljedece vrijednosti m = 80.60861 i o = 10.86603. Za
zene te vrijednosti su m = 83.794558 1 o = 9.819842.

muskarci

©

c ©  sirove vjerojatnosti smirti
= vjerojatnosti smrti °©
E <
® -
s (]
w
[e]
2 _
m
[
@
= _

= |

= [ T T T T T T

40 50 60 70 80 90 100
dob
Zene

©

= ©  sirove vjerojatnosti smrti o
E= n vierojatnosti smirti
5 =
w N
-a(?)- (]
o
2 -
m
S S
i)
= _

(=]

2 4

dob

Slika 3.2: Usporedba Gompertzovog modela i sirovih vjerojatnosti smrti

Grafovi 3.2 pokazuju da Gompertzov zakon smrtnosti dobro opisuje stvarne podatke za
starosti x = 40, ..., 105. Promatrajuci gornje grafove doima se kao da su sli¢ni, odnosno da
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nema velikih razlika izmedu vjerojatnosti smrti kod muskaraca i Zena. Kako bismo anali-
zirali razliku prikazat ¢emo vjerojatnosti smrti za muskarce i Zene na istom grafu.

vjerojatnosti smrti

@© )
o | —— muskarci
= - —— Zene
£
W
=N
(=]
[ —
@
o ™
5 [
= _
(=
< T I I T I I I
40 50 60 70 80 90 100

dob

Slika 3.3: Usporedba vjerojatnosti smrti izmedu muskaraca i Zena

Na grafu 3.3 jasnije se vidi razlika izmedu vjerojatnosti smrti za muskarce i Zene. Vjero-
jatnost smrti kod muskaraca je veéa nego kod Zena sve do dobi x=98, od te dobi nadalje
vjerojatnost smrti kod Zena je veca nego kod muskaraca.

3.3 Vjerojatnost smrti u necjelobrojnoj dobi

Ukoliko nam je potrebno znati vjerojatnost smrti ,g, ili intenzitet smrtnosti y., za

t € [0, 1) ne moZemo taj podatak jednostavno iSCitati iz tablice smrtnosti. U ovom
potpoglavlju pokazat cemo kako nam je Gompertzov zakon smrtnosti bolja odluka od
pretpostavke o uniformnoj distribuciji smrtnosti i od pretpostavke o konstantnom
intenzitetu smrtnosti.

Uniformna distribucija smrtnosti

Pretpostavljamo da je smrtnost uniformno distribuirana unutar intervala ¢ € [x, x+ 1). Tada
za funkciju gustoce ostatka Zivota osobe dobi x imamo sljedeci izraz

fi(t) = pxflors = zat € [x,x+ 1] (3.16)
U izrazu (3.16) ¢ nam predstavlja konstantu. Slijedi

1qx = 1qx (3.17)
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-G+t = (1 = D)gx (3.18)

qx
ey = 3.19
M+t s ( )

Konstantan intenzitet smrtnosti

Pretpostavljamo
Uy =p za0<t<1 (3.20)

Pri ¢emu nam u predstavlja konstantu.
Pomocu (2.16) i (3.20) dobivamo izraz za funkciju doZivljenja osobe starosti x.

tDx = €Xp (—pt) (3.21)
Dyt = Py (3.22)

Ovom pretpostavkom smo dosli do eksponencijalnog zakona smrtnosti. Problem kod ove
pretpostavke je u tome Sto se pretpostavlja da je intenzitet smrtnosti konstantan, a to nije
moguce u stvarnosti.

Pretpostavka Gompertzovog zakona smrtnosti

Sada ¢emo izraz (3.7) zbog jednostavnosti zapisati ovako

t/o

I—e
g =1 —exp (e(x—m)/O‘(l _ et/O')) =1 —exp (e(x—m)O’)

1—el/o
X

1 =ello 1!/
_1_ x-m)foc = = |\ _1_
=1 exp(e l—el/”)_l

Dakle,

1—exp (t/0)

Gy = 1 _ (1 _ qx)l—exp(l/a) (323)

exp (t/o)—exp(1/o)

1-tYx+t = I - (1 - qx) 1=exp(1/e) (324)

Intenzitet smrtnosti dobivamo ovako

Orqx

_ A0 FO
e = = =
Sx0)  S:()  ipx
10g(1 = g) =2 (1 = 1)
- I- 1q9x
Skraéivanjem razlomka dolazimo do sljedecCeg izraza za intenzitet smrtnosti.

e log(1 — q,)
o(1 —ell7)

Msr = (3.25)
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Usporedba

Spomenuli smo da je pretpostavka o konstantnosti intenziteta smrtnosti nerealna
pretpostavka. Pozitivna strana te pretpostavke je da moZemo vrlo jednostavno do¢i do vje-
rojatnosti smrti i intenziteta smrtnosti u necjelobrojnoj dobi. Grafi¢ki ¢emo

usporediti pretpostavke o uniformnoj distribuciji smrtnosti 1 pretpostavke Gompertzovog
zakona smrtnosti. Uzimat ¢emo podatke o vjerojatnosti smrti muskaraca za dob izmedu 60
1 69 godina, kako bi jasnije mogli prikazati razliku.

muskarci

— Gompertz

intezitet smrtnosti
0.020 0.025 0.020
1

60 62 64 56 68

dab

Slika 3.4: Usporedba Gompertzovog modela i uniformne distribucije smrtnosti

Intenzitet smrtnosti dobiven pretpostavkom o uniformnoj distribuciji smrtnosti je step
funkcija i teZe ju je interpolirati. Kod eksponencijalnog zakona smrtnosti intenzitet
smrtnosti je konstantan, a to nije realna pretpostavka. Pretpostavka uniformne distribucije
smrtnosti je realnija, ali je teZa za interpolaciju. Dakle, pretpostavka Gompertzovog
zakona smrtnosti bi bila najbolji odabir od navedene tri pretpostavke.
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3.4 Osiguranje plativo u trenutku smrti i Zivotne rente

Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju koristila sam se skriptom [1]. Promatrat ¢emo osiguranje plativo u
trenutku smrti 1 neprekidne Zivotne rente.

Prvo pogledajmo osiguranje plativo u trenutku smrti. Pretpostavljamo da osiguravatelj
isplacuje fiksni iznos 1 odmah po smrti. Neka nam i predstavlja fiksnu kamatnu stopu.
Oznakom ¢ oznacavat ¢emo intenzitet kamate po jedinici vremena. Intenzitet kamate
definiramo ovako

6 = In(1 +i) slijedi 1+i=¢° (3.26)

Oznakom v oznaCavat cemo diskontni faktor. Diskontni faktor definiramo ovako

(3.27)

1
VT4
Iz (3.26) i (3.27) slijedi da je

y=e? (3.28)

Slu€ajna varijabla Z nam predstavlja sadasnju vrijednost isplate 1 definiramo ju na sljedeci
nacin

Z =yl (3.29)

Primijetimo da je sluCajna varijabla Z slucajna varijabla dobivena koriStenjem funkcije
g(x) = v* 1 slucajne varijable ostatka Zivota T, odnosno Z = g(T,).

Jednokratna neto premija definira se kao ocekivanje od sadasnje vrijednosti isplate i oznacavat
¢emo jus A,

i =E[Z] :f V’fx(t)dt=f v’tpxumdr:f e ptendt (330)
0 0 0

U zadnjoj jednakosti koristili smo (3.28).
Primijetimo da je dobiveni izraz za jednokratnu neto premiju jednak izrazu za funkciju iz-
vodnicu momenata (3.9) za u = —6.

Pogledajmo sada neprekidnu Zivotnu rentu. Zivotna renta je niz periodi¢nih isplata za

vrijeme trajanja Zivota osobe. Pretpostavimo da se Zivotna renta isplauje kontinuirano po
stopi r(¢) u trenutku t. Sadasnju vrijednost Zivotne rente definiramo ovim izrazom

TX
Y:f r(Hv'dt (3.31)
0
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Uzmimo da je r(t) = 1 za sve t.
Jednokratna neto premija je oCekivanje od sadaSnje vrijednosti Zivotne rente i oznaavamo
ju s a,, a dana je sljede¢im izrazom

00 f 00 00
a, = E[Y] = f f Vidsf(H)dt = f Vpyds = f e pyds (3.32)
0 0 0 0

Neto premiju oznacavat éemo s P, i definiramo ju kao

A
P,.=— (3.33)
ax
Neto premijsku rezervu ozna¢avamo s ,V(A,) i raunamo ovako
= 7
V(A)=1-— (3.34)

X

Gompertzov zakon smrtnosti

Ukoliko pretpostavljamo Gompertzov zakon smrtnosti, formule prikazane u prethodnom
dijelu, mozemo eksplicitnije zapisati. Uocili smo ve¢ da je jednokratna neto premija
Zivotnog osiguranja plativog u trenutku smrti ustvari funkcija izvodnica momenata sluc¢ajne
varijable 7,. Kada u (3.9) uvrstimo u = —¢ dobivamo izraz za jednokratnu neto premiju
promatranog Zivotnog osiguranja

Ay = exp(ou, + 0(x —m)[(ouy, 1 —o0) (3.35)

Jednokratnu neto premiju neprekidne Zivotne rente racunamo ovako:

= _ —ot _ tlo —
ax—fo e " exp (ou(l —e’%)dt [dz=,ux€t/‘rdf o > 00

:f O—-exp(—é(vlog( £
ouy % O

00 o —00
= f —( £ ) exp (o, — z2)dz
ouy T NO My

(o9
— O_(O_ux)&rea'yx f Z—(Sa'—le—zdZ
Ot

= o (e"“ ™Y I (o, —00)

7= oue’” 0> ou, ]

) exp (o, — 2)dz

Dobivamo
a, = oexp{ou, + 6(x — m)I['(ouy, —60) (3.36)
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Pomocu (3.33) 1 (3.34) 1 dobivenog izraza za a, dolazimo i do izraza za neto premiju i neto
premijsku rezervu.
P _ F(O',le,l - 50—)

— oT(ouy, —60) (3-37)

[(opsr, —60)

IV(Ax) =1- exXp {O-(/'txﬂ - /lx) + ot} (3.38)

Loy, —60)

Graficki prikaz

Da bismo prikazali jednokratne neto premije Zivotnog osiguranja plativog u trenutku smrti
ponovno nam je potrebna aproksimacija I' funkcije dane sa (3.14) i uzeli smo ponovno
N = 500.

Zene

intenzitet kamate

— 0.02
0.04
0.06
0.08
— 01

08
|

05
|

jednokratna neto premija
07
l

40 a0 60 70 80 90 100

dob

Slika 3.5: Jednokratna neto premija uz pretpostavku Gompertzovog modela za razlicite
vrijednosti intenziteta kamate

Iz grafa 3.5 ocito je da se za niZe intenzitete kamate postizu vece jednokratne neto premije.
Ukoliko se osoba odluci na Zivotno osiguranje plativo u trenutku smrti u dobi x = 40
jednokratne neto premije bit ¢e niZe nego da se odluci na Zivotno osiguranje plativo u
trenutku smrti u dobi x = 70 zato Sto je oCekivano trajanje Zivota osobe dobi x = 40 vece
od ocekivanog trajanja Zivota osobe dobi x = 70. Kao Sto smo primijetili u grafu 3.3 da
je vjerojatnost smrti kod muskaraca veca od vjerojatnosti smrti kod Zena do dobi x = 98
mozemo pretpostaviti da su neto jednokratne premije za Zene niZe od jednokratnih neto
premija za muskarce kod Zivotnog osiguranja plativog u trenutku smrti prate¢i Gompertzov
zakon smrtnosti.
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Uz ovakvu razradu Gompertzovog zakona smrtnosti 1 danu realizaciju Gompertzovog
zakona smrtnosti zaklju¢ujemo da je Gompertzov zakon smrtnosti primjenjiv na stvarne
podatke za starosti x = 40, ..., 105, da dobro opisuje stvarne podatke te da je primjenjiv i u
izracunu neto jednokratnih premija za Zivotna osiguranja i neprekidne Zivotne rente.
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Sazetak

U ovome radu predstavljamo osnove aktuarske matematike. Po¢injemo od modela Zivotnih
ciklusa i otkrivamo potrebu za koriStenjem modela doZivljenja i tablica smrtnosti kojima se
bavimo u drugom poglavlju. U teCem poglavlju upoznajemo se s Gomperzovom zakonom
smrtnosti 1 primjenjujemo ga na stvarne podatke. Na kraju koristimo Gompertzov zakon
smrtnosti za racunanje jednokratnih neto premija za Zivotno osiguranje plativo u trenutku
smrti 1 Zivotne rente.






Summary

This thesis presents the fundamentals of actuarial mathematics. Firstly, studying models
of the human life cycles has shown the importance of using survival models and life tables
which are introduced in the second chapter. Third chapter intoduces the Gompertz law of
mortality which is then applied to real data. Lastly, the explicit expressions are given under
the assumption of the Gompertz law of mortality for calculating net single premiums of
continuous whole-life insurance and continuous life annuities.
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