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Uvod

Jedna od metoda zakdivanja u nastavi matematike je metoda induktivhog zakianja.
Latinska rijec inductio znaci uvodenje, navdenje, pobdivanije te je tako sama rigein-
dukcija usko povezana s ciaom svojeg provdenja tijekom kojeg se nadenjem niza
pojedinanih slwcajeva pobduje da se promatra i istakne ono zajetoi te da se tako to
zajedncko iznese kao ono @enitosto vrijedi ili ne vrijedi za sve pojedirtae objekte koje
promatramo ili maemo promatrati, a potom se, ako je to zaje#nisvojstvo istinito, ono
I formalno uvodi.

Potrebno je razlikovati metodu induktivhog zaldivanja, koju koristimo da bismo u
samom procesu nastave matematikeilu@ravila, formule i svojstva, od metode mate-
maticke indukcije koja je deduktivha metoda (zasnovana na aksiomu skupa prirodnih bro-
jeva), a koja nam nekad koristi za dokazivanje pravilnostieme matematkom indukci-
jom (vidi [17]).

Metoda induktivnog zakljcivanja ne dovodi nzno do istinitih zakljeaka, a kako bi
Razlikujemo dvije vrste induktivnog zaklgivanja: potpuna i nepotpuno indukcija. U pot-
punoj indukciji ispitujemo sve pojedicae slicajeve pa ako neko svojstvo vrijedi za svaki
od tih pojedinanih slicajeva, onda je to svojstvo istinito. Taker, radi se 0 potpunoj in-
dukciji kad beskonean broj sleajeva maemo podijeliti u klase tako da je promatranje
jednog sleaja klase isto kao i promatranje bilo kojeg drugogcala te iste klase. Kad
ni to nije mogwe, potpuna indukcija nije moga. Nepotpunom indukcijom ispitujemo
istinitost svojstva za neki kowan broj sleajeva te zakljaujemo o istinitosti svojstva za
sve ostale slcajeve pricemu to svojstvo nije eno istinito za sve skeajeve. Nepotpuna
indukcija pomae da se uad i postavi neka pravilnost te se primjenjuje u eksperimentalnim
znanostima. U matematici se ta pravilnost uvijek dokazuje ili opovrgava (vidi [17]).

Metoda induktivhog zakljcivanja sadzi i metodu analize i sinteze, analogije, apstrak-
cije, specijalizacije i generalizacije te je kao takva znatno potrebna u nastavi matematike, a
posebno u nastavi matematike u osnowkgli kada se pcinje vise pristupati istravackoj
matematici i razvijanju cenikova msljenja. Induktivno zakljaivanje pomae da proces
nastave provodimo prema ¢elu postupnosti, prildiavanju apstraktnom uz pomdon-
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2 SADRZAJ

kretnih primjera, otkrivanju novih tvrdnji, itd (vidi [17]). Iz tih razlogacitelj nalazi
siroku i korisnu primjenu ove metode u nastavi matematike te @wggt da genike mo-
tivira za samostalno otkrivanje.

Sadraj ovog diplomskog rada sastoji se od poglaBjajevi podijeljenog naPrirodne,
Cijele, Racionalne Decimalne brojeveinutar kojih se detaljnije obdaju sljed€i mate-
maticki sadeaji: komutativnhost zbrajanja prirodnih brojeva, pravilo djeljivosti s brojem 3,
pravilo o kvadratu umrska te pravilo o vezi izndu nazivnika racionalnog broja i nje-
govog decimalnog zapisa; poglavipdgebra i funkcijesadei dio o Proporcionalnosti i
obrnutoj proporcionalnostikonkretnije o grackom prikazu proporcionalnosti te odsje!
pravca nay-osi; poglavljeOblik i prostorsadrei sljede&e manje cjelineSimetrale Trokuti,
Cetverokuti O ostalim mnogokutima Preslikavanje ravninga unutar njih se detaljnije
obraduju: simetrala deine, nejednakost trokuta, teorem o zbrojueiela kutova u trokutu,
teorem o simetralama stranica trokuta, pitagoringade pravokutnik, dijagonale i kutovi
mnogokuta te osna simetrija; u poglavijerenje obraduje se powina pravokutnika.



Poglavije 1

Brojevi

1.1 Prirodni brojevi

Racunanje u skupuNg

Vectina djece razumije pojam prirodnog brojatverije polaska wskolu. Kad na slici vide
tri zeci€a, brojanjem do tri, oni zakluju da se na slici nalaze tri@éa. Prebrojavanje im
omogLeuje shvatiti pojmove prethodnika i sliedbenikaste zn&i odrediti koji je od dvaju
prirodnih brojeva véi - onaj kojim m@emo oznaiti vise objekata. Predmetni kurikulum
[20] navodi sljedée ishode u skupu prirodnih brojevaaetvrti razred osnovngkole:

[Ucenik] broiji, cita, pise i usporduje brojeve do milijun. [...]*. Koristi
se vseznamenkastim brojevima. [...] Zbraja i oduzima brojeve do milijun.
[...] Primjenjuje svojstvo komutativnosti [...] Primjenjuje postupak pisanog
mnazenja i dijeljenja dvoznamenkastim brojem u reitiim tipovima zadataka.

U petom razredu osnovrekole, cenik se prvi puta suste s pojmom skupa prirodnih
brojeva. Predmetni kurikulum [20] navodi sljeégeishode:

[Ucenik] cita i zapisuje prirodne brojeve ukBujuci brojeve vé&e od mi-
lijun. [...] Zbraja, oduzima, mma [...] i dijeli u skupu prirodnih brojeva s
nulom primjenjuj&i svojstva raunskih operacija.

U petom razredu osnovrskole, wwenici otkrivaju svojstva reunskih operacija u skupu
prirodnih brojeva metodom induktivhog zaktjuanja. Ovdjecemo navesti neke nastavne
aktivnosti koje se provode s tom svrhom. Dokazivanje tih svojstava u petom razredu bilo

1zagrada [...] izmdu recenica, koja se pojavuljuje na ovom mjestu i na ostalim mjestima u ovom radu,
oznaava da nismo naveli tekst koji se nalazi iztnecitiranog teksta.

3



4 POGLAVLJE 1. BROJEVI

bi narisavanje neela primjerenosti te treba imati na umu da se dokazi tih svojstava ne
provode u nastavi.

Aktivnost: Komutativnost zbrajanja

Cilj: ucenicice otkriti komutativnost zbrajanjaN.

Potrebni materijal: nastavni ligtil.1, olovka, kreda i plca.

Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).

Nastavne metode:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom,
-prema matematkom sadzaju: metoda apstrakcije, generalizacije,
induktivhog zakljcivanja.

Trajanje: 15 minuta.

Zadatak. Popuni tablicu i odgovori na postavljena pitanja.

a b at+b b+a
33 57

78 85
241 572

47 213 30 000
17 000 376| 738 230 475
23 451 736| 563 070 852

Usporedi brojeve koji se nalaze u 3. i 4. stupcu, a u istom retku.

Sto si u@io? Odgovor zasi ha crtu.

U ovoj je tablici dano 6 parova brojeva. Ako nag neke novi par brojeva,
bi li se promijenio tvoj odgovor na prethodno pitanje?
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Na temelju svih tih odgovora, zagpizakljucak o zbrajanju prirodnih brojeva.

Nastavni list€ 1.1. "Otkrivanje komutativnosti zbrajanjalN”

Opis aktivnosti:

Kao motivacijski primjer mae posluiti sliedece: "Pavao je kupi@okoladni sladoled
u trgovini po cijeni od 10 kn. Kad je d@o doma, Pavlova nda sestra Rebeka je rekla da
bi i ona htjela sladoled. Pavao je sdio u trgovinu i kupio je Rebeki sladoled od jagode po
cijeni od 12 kn. Sljede dan, Pavao je ponovno eto u trgovinu te je sebi kupio sladoled
od jagode po cijeni od 12 kn. Kad je slmo doma, Pavlov mita brat Rafael je rekao da
bi on htio onajcokoladni sladoled koji je Pavao imaocgr pa je Pavao &ao kupiti i
cokoladni sladoled. Koliko je novaca Pavao pstooprvi dan, a koliko je novaca posio
drugi dan? Mijenja li se iznos potsenog novca ako Pavao prvo kupi jedan, a zatim drugi
sladoled?

Ucenicima podijelimo nastavne lisg 1.1. Kaemo wenicima da kratko pogledaju
tablice i poksaju zakljuiti sto treba raditi, a zatim i sami damo upute - koji brojevi su
oznaeni slovoma te koji brojevi su ozneeni slovomb, da treba zbrojiti brojeve izelija
(pokazujwi celije) te zbroj zapisati @elije (pokazuj@i celije), da prvo zbrajaju 33 57,

a zatim 57+ 33. Naglasimo cenicima da rjsavaju listte samostalno. Nakasto Lcenici
popune tablicu, usmeno senicima provjerimo jesu li dobiveni zbrojevidoi, kazemo im
da usporede dobivene zbrojeve u stupcima (pok&tsjupce) te da odgovore na pitanja
koja se nalaze ispod tablice.

Na plocu zapisujemo pravilo pondol matematikih simbola (prije maemo potaknuti
ucenike da sami iznesu simbdii zapis), imenujemo ga te olgjiajavamo smislenost imena
komutativnosti (lat.commutare- zamijeniti). lako je komutativnost zbrajanja popeiio
intuitivno pravilo, lcenicima maemo navesti i primjere kad nije svejednamjendi neka
dva objekta svoja mjesta - npr. ako u hogometu vratar i napaaajene igrae pozicije ili
primjerice, kicu gradimo od krova prema temeljima.

Priizradi nastavnog listh, ma@emo napraviti jednake ligt za sve cenike ilima@zemo na-
praviti nastavne listie koji su primjereni matematim sposobnostima pojedinogenika
te tada, primjereno sposobnostima, osmisliti brogevb. Ako radimo jedan nastavni litj
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brojevi a i b trebaju biti od jednoznamenkastih @etveroznamenkastih, a ako radimo
posebne listie, ondate brojevi biti jednoznamenkasti ili dvoznamenkasti, odnosets
veroznamenkasti, peteroznamenkastsédsteroznamankasti ovisno o mategiath spo-
sobnostima cenika. Prethodni listi je primjer listta za wenike s vsim matematkim
sposobnostima.

Induktivno zakljicivanje se sastoji u tome daenici, na temelju nekoliko navedenih do-
voljno raznolikih primjera komutativnosti zbrajanja, zakljju o komutativnosti zbrajanja
bilo koja dva broja u skupiN. Generalizacijom, cenici bi uspjeli pojmiti da to pravilo
vrijedi za svaka dva prirodna broja dok apstrakcijocenici odbacuju to da brojevi trebaju
imati vrijednosti kako bi iznijeli zakljaak korist€i zapis matematkim simbolima.

Zapisimo pravilo koje su cenici otkrili induktivnim zakljicivanjem u obliku teorema.
Teorem 1.1.1.Za sve brojeve;d 2 N vrijedia+ b=Db+ a.

Ovdje cemo taj teorem dokazati tee biti vidljivo da ga je neprimjereno dokazivati u
osnovnojskoli, stovise, taj dokaz se ne provodi ni u sredrgé&pli.

U matematici, skup prirodnih brojeva se opisuje pém&eanovih aksioma

De nicija 1.1.2. Neka je M skup,2 Mis: M ! M funkcija sa svojstvima:
(P1) s je injekcija,
(P2) 8x2 M)(s(x) , a),
(P3) akoje S M sa svojstvima:
(B)az2s,
(K)(8x2M)(x2S) s(x)2S),
tada je S= M.
Trojka (M; a; s) se zove Peanova trojka, a (P1), (P2) i (P3) se zovu Penovi aksiomi.
Peanov aksiom (P3) nazivamo jos i aksiomom matematicke indukcije.

Skup prirodnih brojeva\ je jedan primjer Peanove trojke.

De nicija 1.1.3. Zbrajanje+ u N je binarna operacija takva da za svaka dva prirodna
broja myn 2 N vrijede sljedecta svojstva:

(D1) m+ 1= g(m),

(D2) m+ s(n) = s(m+ n).

Da bismo dokazali da u skupNivrijedi komutativnost zbrajanja, potrebne su nam slgede
dvije leme kojecemo i dokazati. Dokazi tih lema i teorema provedeni su kao u [19].

2Giuseppe Peano, talijanski matergati (Cuneo, 1858. - Torino, 1932.).
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Lema 1.1.4.Za svaki n2 N vrijedi da je
1+ m= s(m):

Dokaz. De niramo skupA :=fm2 N : 1+ m= s(m)g
Koristeti Peanov aksionP3), dokazatemo da jeA = N.

(B) Zam = 1 vrijedi
1+1=5(1)

zbog svojstva zbrajanj@1), sto je ekvivalentno tome da je2lA.
(K) Pretpostavimo da za neki 2 N vrijedi m 2 A. Dokazimo da je tada(m) 2 A.

Zbog svojstva zbrajanj@?2) vrijedi
1+ s(m) = s(1+ m);
ajerjem2 A, slijedi da je

S(1+m) = s(s(m)):
Dakle,s(m) 2 A:

Dokazali smo da je 2 Ate smo iz pretpostavke da za nek2 A dokazali da jes(m) 2 A
pa prema aksiomu matemeke indukcije vrijedi da jeA = N. Drugim rijecima, svi pri-
rodni brojevi komutiraju s brojem 1.

Lema 1.1.5.Za svaki mn 2 N vrijedi da je
s(m) + n= s(m+ n):

Dokaz. Za proizvoljanm 2 N de niramo skupB := fn2 N : s(m) + n= s(m+ n)g
Koristeti Peanov aksioniP3), dokazaemo da jeB = N.

(B) Zan = 1 koristimo svojstvqD1)

s(m) + 1= s(s(m)) = s(m+ 1)
sto je ekvivalentno tome da je2lB.

(K) Pretpostavimo da za neki2 N vrijedi n 2 B. Dokazimo da je tadas(n) 2 B.
Zbog svojstva zbrajanj@?2) vrijedi

S(m) + s(n) = s(s(m) + n)

i jer je n 2 Bvrijedi
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S(s(m) + n) = s(s(m+ n))

pa ponovno koristd svojstvo(D2), imamo

s(s(m+ n)) = s(m+ s(n)):
Dakle,s(n) 2 B.

Dokazali smo da je 2 Bte smo iz pretpostavke da za nek? B dokazali da jes(n) 2 B
pa prema aksiomu matemalie indukcije vrijedi da jéB = N, tj. vrijedi tvrdnja.

Dokaz. (Dokaz teorema 1.1.1.)
Za proizvoljann 2 N de niramo skup
C=fm2N:m+n=n+mg:
(B) Zam = 1 vrijedi
1+n= [lemal.l4]=n+1.
Dakle, 12 C.
(K) Pretpostavimo da za neki 2 N vrijedi da jem 2 C, onda je
s(m)+n= [lemal1l.1.5]= s(m+n) = [m2C] = s(n+m) = [svojstvo(D2)] = n+ s(m).

Dokazali smo da je 2 C te smo iz pretpostavke da za nek2 C dokazali da jes(m) 2 C
pa prema aksiomu matemalie indukcije vrijedi da j&C = N, tj. vrijedi tvrdnja.

U sljede&eem teoremicemo navesti svojstva kojacenici mogu takder otkriti uz pomé
induktivnhog zakljivanja.
Teorem 1.1.6.U skupu prirodnih brojeva s nulofd, vrijede sljedeca svojstva:
a)Bn2N)(n+0=0+n=n)i(n O0=n)i(n n=0)),
b) asocijativnost zbrajanja u skup\y,
c)@Bn2N)((O0 n=n0=0i(n 1=1 n=n)i(n:1=n)i(0:n=0)i(n:n=1)),
d) asocijativnost i komutativnost mnozenja u skiyul
e) distributivnost mnozenja prema zbrajanju i oduzimanjgu
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Tvrdnje svojstava) i ¢), ucenici mogu otkriti takastocemo na ploi prikazati nekoliko
primjera za koje vrijede ta svojstva, a za tvrdnje svojstaMad) mozemo pripremiti nas-
tavne listte kao 1.1. Tablice mzemo pripremiti u dvije grupe s ragltim brojevima kako
bismo indukcijom obuhvatili \8e primjera. Dokazi svojstaua), d) i €) se mogu provesti
slicno kao dokaz teorema 1.1.1 uz napomenu da ih provodimo u $kipda je potrebno
poznavati de niciju mnaenja u skupuN.

De nicija 1.1.7. Mnozenje u N je binarna operacija takva da za svaka dva prirodna
broja myn 2 N vrijede sljedeta svojstva:

(M1) mil=m,

(M2) m s(n)=(m n)+n.

Djeljivost

U nizim razredima osnovngkole, wcenici dijele brojeve do 100 s ostatkom, ali ni tada ni
kasnije ne spominju pojafiti djeljiv. S tim pojmom, genici se prvi puta suste u petom
razredu osnovnskole gdje se de nira da je neki brajdjeljiv nekim drugim brojenb ako
pri dijeljenju brojaa s brojemb nema ostatka ([16]). Predmetni kurikulum [20] navodi:

[Ucenik] barata pojmovima djeljivost, djelitelj, sekratnik, biti djeljiv,
prosti broj, slaeni broj. Primjenjuje djeljivost brojevima 2, 3, 5, 9i 10.

Kao dodatan sadaj, obraluju se pravila djeljivosti s brojevima: 4, 25 100.

Na primjeru djeljivosti prirodnog broja s brojem 3, pokazatno na koji nein ucitelj moze
koristiti induktivno zakljicivanje pri obradi nastavnih sadja iz djeljivosti.

Aktivnost: Djeljivost s 3

Cilj: ucenicice otkriti pravilo djeljivosti s 3.

Potrebni materijal: nastavni ligtil.2, olovka, kreda i plea, raunalo i

projekcijsko platno.

Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).

Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, generalizacije,
induktivnog zakljcivanja.

Trajanje: 20 minuta.
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Zadatak. Popuni tablicu, a zatim odgovori na pitanja.

broj ostatak pri dijeljenjul Je libroj | zbroj znamenaka | Je lizbroj znamenaka

broja s 3 djeljivs 3? broja djeljivs 3?

71 2 Ne 8 Ne

85

742

2673

3795

5227

77454

31 586

25422

600 001

Promotri odgovore koji se nalaze u 3. i 5. stupcu, a zatim odgovori na pitanja.
Napisi troznamenkasti broj kojemu je zbroj znamenaka jednak 18.

Je li taj broj djeljiv s 3? Zato?

Napisi cetveroznamenkasti broj kojemu je zbroj znamenaka jednak 20.

Je li taj broj djeljiv s 3? Zato?

Moze li se dogoditi istovremeno sljetke zbroj znamenaka nekog broja



1.1. PRIRODNI BROJEVI 11

nije djeljiv s 3, a broj je djeljivs 3?

Sto zakljieujes - koje je pravilo djeljivosti s 3?

Zaklju cak: prirodan broj je djeljiv s 3 ako i samo ako

Nastavni list€ 1.2. "Pravilo djeljivosti s3”

Opis aktivnosti:

Ucenicima kaemo dacemo otkriti koje pravilo treba vrijediti da bi neki broj bio djeljiv
s 3. Budwi da se u prethodnim nastavnim jedinicint o pravilima djeljivosti s brojevima
2 i 5 u kojima treba promatrati posljednju znamenku brojazemeo wwenicima postaviti
sljedeta pitanja te tako potaknutcenike na analogno razsijanje:

Koje je pravilo djeljivosti s 2?

Koje je pravilo djeljivosti s 5?

Sto mislite - koje je pravilo djeljivosti s 3?

Ovisno o tomesto wenici odgovore (pretpostavljduda nitko od wenika ne poznaje
pravilo djeljivosti s 3), nafgemo na plou kontraprimjer izreenog pravila te pokeemo da
broj nije djeljiv s 3. Primjerice, cenik bi mogao zakljciti da je broj djeljivs 3 ako mu je
zadnja znamenka djeljiva s 3; tada regmno na plou broj 16 te pitamo togeenika:

Koja je zadnja znamenka broja?

Je li broj djeljiv s 3?

Vrijedi li da je broj djeljiv s 3 ako mu je zadnja znamenka djeljiva s 3?

Mozemo i ispisivati brojeve (u paru) od kojih oba zsavaju nekom znamenkom, ali jedan
od ta dva broja je djeljiv s 3 dok drugi broj nije djeljiv s 3 te tako za&ifuda cemo otkriti
neko drugo pravilo djeljivosti.

Podijelimo wcenicima nastavne ligte te im damo detaljnije upute (na primjeru popunje-
nog retka u tablici nastavnog lisa 1.2) kako popuniti tablicu. Mm@mo prozvati nekog
od wenika da proita sto je potrebno ciniti u pojedinom stupcu te potom to razjasnimo
zajedno s genicima. Wenici provode postupak dijeljenja u svojim bdjgcama. Obila-
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zimo wenike dok popunjavaju tablice, a nakon nekog vremena prikazujersenjgena
projekcijskom platnu paralelno prozivdjwcenike da proitaju svoja rjsenja.

Nakonsto su popunili tablice, eenici rjesavaju ostatak lista. Obilazimo genike, a
nakon nekog vremena, provjeravamorost njihovih odgovora diskutiras ucenicima.

Pojamako i samo akdi mogao biti zbunjujéi ucenicima koji j& nemaju postavljene
temelje logike. Taj pojam se rae pribliziti na sljed€i nacin: najvisi vrh u Hrvatskoj je
Sinjal, na visini od 1831 m. Ako netko @a o najvsem hrvatskom vrhu, niemo odmah
zakljuciti da se radi o onome koji je na visini od 1831 m, odnosno govori se o Sinjalu.
Pored njega, u Hrvatskoj nema nijednog drugog vrha koji je Bgjtji to svojstvo da je

on najvei pripada samo njemu. $ho, ako netko govori o vrhu u Hrvatskoj koji je visok
1831 m, mi znamo da taj netko govorida najvsem vrhu Hrvatske, dakle, o Sinjalu, jer
se nijedan drugi vrh Hrvatske ne nalazi na toj visini. Dakle, visina vrha Sinjal i to da je on
najvisi vrh u Hrvatskoj su nerazdvojivi pojmovi.

Kad bi netko drugi pgao o nekom vrhu u Hrvatskoj koji je na visini od 1500 m, mi
bismo znali da ne pca o0 Sinjalu. Isto tako kad bi netko p&o o vrhu koji je tréi po redu
najvisi, mi bismo znali da ne pra o Sinjalu.

Tomu slwi pojamako i samo ake ako netko govori o broju kojemu zbroj znamenaka
nije djeljivs 3, mi znamo da onda ni taj broj nije djeljiv s 3 te ako netko govori o broju koji
nije djeljiv s 3, mi znamo da ni njegov zbroj znamenaka nije djeljiv s 3.

Gornji listi€ je primjer listta za eenike s vsim matematikim sposobnostima. Dokaz
se ne provodi u petom razredu osnowhele za opi prirodan broj, ali genicima maemo
napomenuti da se ta tvrdnja treba dokazati te da nam ovakvo e&&ljije samo ponze ot-
kriti tu tvrdnju. Takader, dokaz za troznamenkastec#itveroznamenkaste brojeve memno
provesti s genicima s \&im matematkim sposobnostima.

Navedimo sada sam teorem i dokaz.

Teorem 1.1.8.Prirodan broj je djeljiv s brojem 3 ako i samo ako mu je zbroj znamenaka
djeljivs 3.

Iznesimo najprije de niciju pojmadoiti djeljiv na skupluZ.

De nicija 1.1.9. Neka su m i n cijeli brojevi pricemu je n 0. Kazemo da je m djeljivs n
ako postoji cijeli broj x takav daje m n x. [7]

Kazemo je da brojn dijeli broj m.
Taj pojam maemo primijeniti i na skup prirodnih brojeva. Dakeno sada teorem 1.1.8.
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Dokaz. Neka jea,a, 1:-:a; nekin-teroznamenkasti broj. Taj broj memo zapisati kao

aan ey =10t a,+10" 2 @, (+itay = Eg::9an+an+ﬁgf:::9an 1+tan +Hiitag (1.1)
n1i n 2
Ako je broj djeljiv s 3, onda zagimo gornji izraz na ovaj ran

andn 1.4 Eg:gan E%::gan 1 5 9ay=zapta, tiitatag:
nl n 2
Lijeva strana jednakosti je djeljiva s 3 pa je i desna strana jednakosti djeljiva s 3, a na
desnoj strani je zbroj znamenaka promatranog broja. Zakjgimo da je i zbroj zname-
naka djeljiv s 3.

Ako je zbroj znamenaka djeljiv s 3, onda zsipno jednakost (1.1) na ovaj cia

aan 1.4y = Q§319an+ﬁ§ii9an 1t i+ 9+ (apta, 1+t ayt &)
ni n 2

Desna strana jednakosti je djeljiva s 3 pa je i lijeva strana jednakosti djeljiva s 3, a na
lijevoj strani je promatrani broj. Zaklgujemo da je i on djeljiv s 3.

1.2 Cijeli brojevi

U sestom razredu,cenici upoznaju cijele brojeve. Na petku se usvaja pojam cijelog
broja na primjerima iz svakodnevnagota. Uvodi se pojam predznaka te pojmovi pozi-
tivnog, odnosno negativnog cijelog broja (vidi [10], [6]). Predmetni kurikulum [20] navodi
sljedece ishode:

[Ucenik] na brojevnome pravcu isgaje i otkriva cijele brojeve, pozitivne,
negativne brojeve i nulu, suprotne brojeve, apsolutnu vrijednost cijeloga broja.
Cita, zapisuje i tuma znakove<, >, , , =, , pri uspordgivanju cijelih
brojeva. Pridrauje cijele brojeve tokama pravca i obratno. [...] Zbraja, odu-
zima, mnai i dijeli cijele brojeve primjenjujgi svojstva raunskih operacija.
Obrazlae odabir matematkih postupaka.

Zbrajanje cijelih brojeva se de nira ponga brojevnog pravca (vidi [11]) ili nasica
(vidi [6]). Dodavanje negativnog broja pozitivnom brojweanici usvajaju na primjerima
iz svakodnevnogivota pricemu se govor promjeni- primjerice, o0 promjeni temperature
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za 7 . Uvodi se i pojam apsolutne vrijednosti cijelog broja. U dvjema zasebnim nastav-
nim jedinicima i se o zbrajanju dvaju cijelih brojeva raalih predznaka te o zbrajanju
dvaju cijelih brojeva jednakih predznaka - navode se pravila zbrajanja dvaju cijelih koja su
ucenicima predoena na nekoliko primjera taer pom@u brojevnog pravca. Ta pravila
su dana na konkretnim primjerima:

1 zacijele brojeve raztitih predznaka:

a) 7+2= 5, jerje7 2=5,a" "pisemo ispred jer je to predznak broja koji
je po apsolutnoj vrijednosti & tj. j 7j > j2j,

b)7+( 2)=05, jerje7 2=5,a™" pisemo ispred jer je to predznak broja koji
je po apsolutnoj vrijednosti & tj. j7j > | 2,

c) 3+5=2, jerje5 3=2,a"+"pisemo ispred jer je to predznak broja koji je
po apsolutnoj vrijednosti @&, tj. j5i > | 3j,

d)3+( 5)= 2, jerje5 3=2,a” "pisemo ispred jer je to predznak broja koji
je po apsolutnoj vrijednosti & tj. j 5 > 3.

Dakle, m@emo reé&i da "pobjatuje” predznak onog broja koji je ¢epo apsolutnoj
vrijednosti.

2 za cijele brojeve jednakih predznaka:
a)5+7=12 kaoiuN,
b) 5 7= 12, jerje5+7=12,a” "pisemo ispred jer je to predznak oba broja.

Pogledajmo donju sliku ponta koje wcenici mogu provesti aktivnost otkrivanja pravila
mnazenja cijelih brojeva raztitih predznaka.

Onda u trokut treba
upisati broj za ¥ manji

Vidim da se prvi
faktor swanjuje za 1,
a drugi je uvijek 7,

Umnozak se smanjuje
za % U kvadratié treba ‘
upisati broj za ¥ manji & od 7. Toje 4.

od 0. To je 4. ! b A u obladié g1, ~

§

Slika 1.1: Mnaenje cijelih brojeva, preuzeto iz [11]

Usporatujuci negativne umnske i njima suprotne ummsée, cenici mogu lako uaiti
pravilo mnaenja negativnog i pozitivnog cijelog broja.
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Navedimo svojstva kojaagenici takaler mogu otkriti uz pomoinduktivhog zakljeivanja.

Teorem 1.2.1.U skupu cijelih brojev& vrijede sljedeta svojstva:
a) komutativnost i asocijativnost zbrajanja,
b) 8x22)(x+0=0+x=x)i(x+( X)= x+x=0)),
) asocijativnost i komutativhost mnozenja,
d)Bx22)((0 x=x 0=0)i(x 1=1 x=x)i(x:1= X)),
e) 8x2zZnfog((0: x=0)i(x: x= 1)),

f) distributivnost mnozenja prema zbrajanju.

Otkrivanje tvrdnji navedenih pod), c) i f) mozemo provesti analogno kabo je opi-
sano otkrivanje svojstva komutativnosti zbrajanja prirodnih brojeva (vidi nastavrii listi
1.1), a otkrivanje tvrdnji navedenih p&), d) i €)mozemo provesti jednostavnije - prikamo
nekoliko primjera za odeno svojstvo na projekcijskom platnu ili gio Heuristckim raz-
govorom s genicima iznosimo zaklgak.

Opisattemo kako se de niraju cijeli brojevi u matematici &&mo provesti dokaze ne-
kih svojstava.
n o]
Nekajes = ((xy):(u;v))2(N N)?: x+v=y+u pricemu je operacija zbrajanje u
skupuN. Lako se pokae da jes relacija ekvivalencije n&dl N. Tada ma@aemo de nirati
klasu elementéx;y) 2N N, t. (xy) =f(u;v) 2N N: (xy)s (u;Vv)g
SadaZ de niramo kao
Z:=N Ngs:

Dakle,Z= (xy) :(xy)2N N, tj. Zje kvocijentni skup skup&l N po relacijis.

Elemente skupZ oznacavamo na sljeds nacin:

1) ako sux, y 2 N takvi da jex > y, onda ozneimo (x;y) = zpricemu jez 2 N takav
dajex=y+z

2) ako sux, y 2 N takvi da jex < y, onda ozneimo (x;y) = zpricemujez2 N
takav da jey = x+ z,

3) ako sux, y 2 N takvi da jex = y, onda stavimo da jgx;y) = 0.

Denicija 1.2.2. Nekasuz 2z 2 Ztakvidajez = (XguY1) 12 = (X)y.) . Tada
operaciju zbrajanjat : Z Z! Z de niramo na sljedeci nacin

L+ = X1L‘X2;Y1"{|‘y2



16 POGLAVLJE 1. BROJEVI

pricemu jeE zbrajanje uN.

Nadalje néemo u izrazima koristiti oznakﬂN1 jer ce iz konteksta biti jasno u kojem
skupu djeluje zbrajanje.

Teorem 1.2.3.Za svaka dva broja;zz 2 Z vrijedi da je
L1t =2+ 7!

Dokaz. Neka suz;, z, 2 Z takvidajez; = (Xi;¥1) 122 = (Xo;¥2) .
Tada je prema de niciji zbrajanja 1.2.2

27+2= (X + X Y1t Y2)

Buduwti da vrijedi komutativnost zbrajanjaM (teorem 1.1.1), onda je

(X + X y1+¥2) = (Xo+ X1;¥2+ Y1)

pa je ponovno po de niciji zbrajanja 4

(X2 + X Y2+ Y1) =2+ 7!

Teorem 1.2.4.Nekasuz 2,z 2 Z. Tada je
(@+2)+z=2+(22+2):

Tvrdnja teoremae sljediti iz asocijativnosti zbrajanjaM (teorem 1.1.6) i de nicije
zbrajanja WZ te se dokazuje sino kao i teorem 1.2.3.

Slicno dokazujemo komutativnost i asocijativnost re@igja uZ. Ovdjecemo navesti de -
niciju mnazenja uZ te cemo dokazati komutativhost mzenja.

De nicija 1.2.5. Nekasuz 2 2 Ztakvidajez = (X;y1) iz = (X;Yy,) . Tada
operaciju mnozenja : Z Z! Z de niramo ovako

4 = X Xt ;X + X
1 D 1 ey Yo X Yo 3 Vi X
pricemu su_ [ + operacije mnozenja i zbrajanja M.
Teorem 1.2.6.Za svaka dva broja;z z, 2 Z vrijedi

2y, =2 Zp.
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Dokaz.Nekajez; = (Xi;¥1) 122 = (Xo;¥2) .
Tada je prema de niciji mneenja uzZ

7z = (XaXo + ViYXYo + YiXo) -

Budwti da vrijedi komutativnost mrzenja uN (teorem 1.1.6), onda je

(XaXo + V1Yo, XaY2 + YaXo) = (XoXq + YoYu; YoXo + XoY1) -

Vrijedi i komutativnost zbrajanja i (teorem 1.1.1) pa je

(XoXq + YoYi1; YoXi + XoY1) = (XoXa + YoYi; XoY1 + YoXa) ;

a zbog de nicije 1.2.5 mnpenja uZ, vrijedi

(XoXq + YoY1; X1 + YoX1) =2 2z

1.3 Racionalni brojevi

Razlomci se uvode u petom razredu osnoskae. Predmetni kurikulum [20] tada navodi:

[Ucenik] povezuje slikovni prikaz razlomka s brojevnim zapisom i obratno.
Zapisuje i tumai razlomak povezujti ga s dijeljenjem. Prikazuje razlomke
na brojevnome pravcu. Povezuje raik brojevne zapise nepravih razlomaka,
mjesovitih brojeva i prirodnih brojeva.

U petom razredu, pojam razlomaka se paalia wenicima na sljeda nacin: prvo se
prikazuje model iz svakodnevnagvota koji se podijeli na primjericeetiri jednaka di-
jela, a svaki taj dio imenuje se jednaratvrtinom, a zatim se grupiraju dva takva dijela te
kazemo da smo istaknuli dvijeetvrtine. Istovremeno se prikazuju i oznake tih dijelova:
1. 2 _— . . :

2 i 2 te se objanjava zapis oznake. Potom se t@ist provodi na apstraktnom modelu
(kvadrat podijeljen na sukladne dijelove). Razlomak se opisuje kao broj o%]ilmenuju

se dijelovi razlomka te se opisuje zremje brojnika i nazivnika - brojnik opisuje koliko
dijelova smo istaknuli, a nazivnik opisuje na koliko dijelova smo podijelili neku cjelinu,
a nakon toga i znzenje razlomeke crte. Uvodi se pojam pravih i nepravih razlomaka,
mjesovitog broja te gracki i racunski na@in pretvaranja nepravog razlomka u syeiti
broj i obrnuto. Razlomci se sng&aju na brojevni pravac pcemu se na isti brojevni pra-
vac smjstaju razlomci koji imaju jednak nazivnik ili razlomciji su nazivnici visekratnici
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istog broja. Nakon toga, uspatgju se razlomci s brojem 1 te se uspaupi razlomci koji
imaju razlcit brojnik, a jednak nazivnik ili obrnuto ([9]).

U sestom razredu, ponovno s& a razlomcima. Predmetni kurikulum [20] navodi sljéde
ishode:

[Ucenik] prasiruje i skrauje razlomke. Svodi razlomke na zajeckiina-
zivnik i najmaniji zajedrski nazivnik [u prethodnim nastavnim jedinicamei u
se 0 najmanjem zajedrkom visekratniku]. [...] Matematkim jezikom opi-
suje, predoava i primjenjuje jednakost rde razlcitim zapisima nenegativnih
racionalnih brojeva [...]. Zbraja, oduzima, nm¢...] i dijeli nenegativne raci-
onalne brojeve primjenjufti svojstva raunskih operacija. Povezuje nenega-
tivni racionalni broj s njegovom recipecoom vrijednacu.

Do sedmog razreda ne govori se o skupu racionalnih brojeva, nego samo o razlomcima.
De nirajmo skup racionalnih brojev® kao u sedmom razredu.

De nicija 1.3.1. Skup racionalnih brojeva [12] je skup svih brojeva koji se mogu zapi-
sati u obliku razlomka ciji je brojnik cijeli broj, a nazivnik prirodni broj. Oznaka skupa
racionalnih brojeva jeQ. Dakle,

Q= nHq:mZZ;nZN :

Ponovno se, u sedmom razredu, de nirajguaske operacije zbrajanja, oduzimanja,
mnazenja i dijeljenja te se navode svojstvauaskih operacija, ali ovoga puta ngavom
skupu racionalnih brojeva.

De nicija 1.3.2. Razlomke zbrajamo (ili oduzimamo) tako da ih prvo svedemo na za-
jednicki nazivnik, potom zbrojimo (ili oduzmemo) njihove brojnike, a nazivnik ostaje isti.
(preuzeto iz [12])

De nicija 1.3.3. Razlomke mnozimo tako da brojnik pomnozimo brojnikom, a nazivnik
nazivnikom.
(preuzeto iz [12])

Pacinjemo napstati metodu induktivhog zaklgivanja kao jedinu metodu kojoncanici
mogu otkriti neko svojstvo. lzw@enje operacija se svodi na operacije u skidppa na
nastavi maemo provesti kratke dokaze nekih svojstava. Slijedi jedan primjer.

Teorem 1.3.4.Za svaka dva racionalna broj%l i g vrijedi

+

+

ol
alo
alo
ol
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Dokaz. Svedimo prvo razlomk%1 i g na zajedrtki nazivnik. R&unamo

Q
o

(1.2)

o T
O Q

olo Tl

Razlomci%1 [ g su svedeni na zajedrki nazivnik, jer jeb d = d b za svaka dva

prirodna brojebi d.
Dalje, zbog jednakosti 1.2 i 1.3 i de nicije 1.3.2

§+E_ad cb_ ad+chb
b d bd db bd
Slicno bismo dobili da je
c,a_c b+a d
d b db

BudLEi da vrijedi svojstvo komutativnosti zbrajanj&u svojstvo komutativnosti mreenja
u N, zakljucujemo da je

ad+cb _cb+ad
bd =~ db

Izraz na lijevoj strani jednakosti je jednak izraau+ g a na desnoj je jednak izrazu
g + % pa zakljicujemo da je
a c_c a
—+ —= — 4+ —
b d d b

odnosno, vrijedi tvrdnja.

Kvadriranje

U predmetnom kurikulumu za Bazred [20] pojavuljuje se pojam kvadrata prirodnog broja.

[Ucenik] povezuje ummzak dvaju jednakih prirodnih brojeva s kvadratom
prirodnoga broja. [...] Prepoznaje kvadrate prirodnih brojeva do 10.

Racunanje kvadrata brojeva, [20] navodi za decimalne brojeve u petom razredu, nene-
gativne racionalne brojevesestom razredu, cijele brojevesastom razredu te ponovno za
racionalne brojeve u sedmom razredu. O kvadriranju i njegovim svojstvima ponovno se,
detaljnije, i u osmom razredu kao dijelu sadja iz potenciranja. Predmetni kurikulum
[20] tada navodi:
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[Ucenik] mentalno rauna kvadrate prirodnih brojeva do 20. [...] Kvadrira
umnazak i kolicnik.

Navedimo de niciju kvadriranja kao u [1].

De nicija 1.3.5. Racunsku radnju u kojoj zadani (racionalni) broj mnozimo samim sobom
nazivamo kvadriranjem.

Nakonsto s icenicima provedemo nekoliko primjera kvadriranja,zeamo induktivnim
zakljucivanjem otkriti sliedéa dva svojstva kvadriranja.

Teorem 1.3.6.Za svaki racionalni broj a vrijedi da je
a)( a)?=a?
b)ya O.

Aktivnost otkrivanja tvrdnje navedene paflmozemo provesti tako da pripremimo za
svakog kenika po jedan nastavni listha kojemu se nalazi racionalan broj,ceunik treba
kvadrirati taj broj, napisati njemu suprotan broj te potom kvadrirati i suprotan bignidi
slabijin matematikih sposobnosti, dobili bi racionalne brojeve kojima su brojnik i naziv-
nik jednoznamenkasti brojevi. Nakato wcenici kvadriraju dobivene racionalne brojeve,
prozovemo desetakcenika te zagemo njihove rezultate na @o, a nakon toga pitamo
ucenikesto zakljicuju o kvadratu racionalnog broja i njemu suprotnog racionalnog broja
te ih potaknemo da zagu taj zakljiwak kao pravilo (svojstvo).

Slicnu aktivnost bismo mogli provesti za tvrdnju navedenu ppd

Sljedece aktivnosti u kojima provodimo induktivho zakgjiwanje su one kod otkrivanja
pravila za kvadrat umrska i kolicnika.

Aktivnhost: Kvadrat umno ska

Cilj: ucenicice otkriti da je kvadrat umreka racionalnih brojeva jednak unsiw

kvadrata tih racionalnih brojeva.

Potrebni materijal: nastavni ligtil.3, olovka, raunalo i projekcijsko platno.

Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).

Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: metoda apstrakcije, analogije, induktivnog,
zakljucivanja, generalizacije.

Trajanje: 15 minuta.
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Zadatak. Popuni tablicu i odgovori na pitanja.

a b |a b|(a b)? a? b? a2 b?
2 4
3 0.2
-5 2
-1.3| 4
2

— 9
3
115
2 3
3] 30
5 7

Promotricetvrti i zadnji stupac u tablici.
Koje racunske operacije izvodimo na brojeviraa b da bismo dsli
do rezultata u ta dva stupca?

Koju od tih operacija izvodimo prvu cetvrtom stupcu, a koju u zadnjem stupcu?

Izraz(a b)? se zovekvadrat umnoska, a izraza?® b? se zoveumnozak kvadrata.
Primijeti razliku u njihovim nazivima i poksaj objasniti te nazive.
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Usporedi brojeve u stupcimevadrata umnoskaumnoska kvadrataa u istim recima.

Koje pravilo uacavas - zapsi ga rijecima.

Gornje pravilo zaggi matematikim simbolima.

Nastavni list€ 1.3. "Kvadrat umnoska i umnozak kvadrdta

Opis aktivnosti:

Podijelimo wcenicima nastavne ligte kao ove gore te im ukratko objasnimo kako po-
puniti tablicu. Obilazimo nenike dok popunjavaju tablicu. Nakon nekog vremena, prika-
zujemo popunjenu tablicu na projekcijskom platnu. Potooenici odgovaraju na pitanja.
Ako je potrebno, genicima dodatno pojasnimo neka pitanja, a odgovore na zadnja dva
pitanja prikaemo na projekcijskom platnu.

Teorem 1.3.7.Za svaka dva racionalna broja a i b vrijedi da je
(a b?=a% b*
Dokaz. Zbog de nicije kvadrata broja vrijedi da je

(a b?>=(a b) (a b)

Primijenimo sada asocijativnost mzenja uQ u sljedé&e dvije jednakosti

(ab) (ab) = ((ab)a)b = (a(ba))b;

a zatim zbog komutativnosti maenja uQ vrijedi

(a(ba)) b= (a(ab))b

pa ponovno zbog asocijativnosti vrijedi
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(a(@b)b= (@ a)b)b

jerje(a a)=a a= a’pisemo

(@ ab)b= a%b b

te konano primijenimo asocijativnost mzenja i dobijemo

a’b b=a?(b b) = a’b*

Ovaj dokaz maemo provesti s eenicima, ali dio u kojem primjenjujemo asocijativ-
nost mnaenja uQ je potrebno dodatno pojasniti.

Analogno bismo mogli provesti aktivnost za dokaz jednakosti kvadraterid i kolicnika
kvadrata pa to ovdje emo provoditi, alcemo navesti teorem.

Teorem 1.3.8.Za svaka dva racionalna broja a i b,,b 0 vrijedi

a2 a
b b

Potenciranje

Sljedece pravilo u kojem provodimo induktivno zakéjivanje je ono o potencijama jedna-
kih baza. Predmetni kurikulum [20] za osmi razred navodi sfedshode:

[Ucenik] povezuje zapis sestrukoga mreenja racionalnoga broja s po-
tencijom racionalne baze i nenegativnoga cjelobrojnog eksponenta. Primje-
njuje potencije racionalne baze i eksponenta nula. Mindijeli s potencijama
jednakih racionalnih baza i nenegativnih cjelobrojnih eksponenata u jednos-
tavnim izrazima. Potencira potenciju.

Iznesimo de niciju potencije.

De nicija 1.3.9. Racunsku radnju u kojoj broj a mnozimo samim sobom n puta (pricemu
je n prirodni broj) nazivamo potenciranje.

Broj a" se zove n-ta potencija (ili potencija) od a.

Broj a nazivamo bazom, a broj n nazivamo eksponentom. ([1])
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De niramo da jea® = 1.
Daklea" znai sljedee: a" = foag gy
n faktora

Nakon de nicije, wenicima prikazujemo primjere zapisivanja urska od nekoliko
istih faktora u obliku potencije te oni vibaju takve zadatke. Ta#er, wcenici rjesavaju
zadatke kad je potrebno izmanati potenciju od nekog racionalnog broja. Navode se pra-
vila i primjeri o zbrajanju i oduzimanju potencija, a zanimljivo je promatrati potenciranje
brojeva 1i 1. Ucenici mogu sami donijeti zaklpak o vrijednosti 1 za bilo koji prirodan
broj n, a za pravilo potenciranja brojal, mazemo osmisliti sljedeu aktivnost.

Aktivnost: Potenciranje broja 1

Cilj: ucenicice otkriti da je ( 1)" negativan ako j&@ neparan, odnosno pozitivan
ako jen paran.
Potrebni materijal: olovka, bilgnica.
Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).
Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, induktivhog zaldjuanja,
generalizacije.
Trajanje: 5 minuta.

Opis aktivnosti:

Ucenicima zadamo sljedezadatak.

U svoje biljeznice, napisite prvih osam potencija broja te ih izracunajte.
Zatim postavimo pitanja:

Sto primjecujete

O cemu ovisi hotemo li kao rezulatat potenciranja dobitiili 1?

Koje su parnosti eksponenti kad je rezultat?

Nakon odgovora, zaklgak zapsemo kao pravilo.

Nadalje, uvodi se pravilo mzenja potencija jednakih baza.
Teorem 1.3.10.Za svaki racionalni broj a i za svaka dva broja m2ri\, vrijedi da je
am a'=am™n

Aktivnost bismo mogli provesti gtho kao onu za teorem 1.3.7 o unsika kvadrata, a
dokaz slijedi iz asocijativnosti mizenja uQ i de nicije potencije.
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Navedimo teorem za kanik potencija.

Teorem 1.3.11.Za svaka racionali broj a i za svaka dva broja m2m\, takva da je m
n vrijedi da je

Takader, slcno maemo otkriti pravilo o potenciranju potencija.
Teorem 1.3.12.Za svaki racionalni broj a i za svaka dva prirodna broja m i n vrijedi da je
(am)n = amn:

Teorem se lako doka korist€&i de niciju potenciranja i asocijativnost maenja uQ.

Pogledajmo donju sliku pongo koje wcenici mogu provesti aktivnost otkrivanja pra-
vila potenciranja brojeva negativnim cjelobrojnim eksponentom.

Nastavi niz:
Vidim da se u prvom 10" = 10 000
nizu eksponent 10° =1 000
smanjuje za 1. 10* = 100
10° =10
10° = [_
10°F =

Syaki jﬁ novi broj
10 puta manj'i od
prethodneg.

Slika 1.2: Potencije s negativnom eksponentom, preuzeto iz [12]

Usporetujuci eksponent i broj decimalnih mjestaganici mogu lako zakljciti o pra-
vilu potenciranja s negativnim cjelobrojnim eksponentom.

Korjenovanje

U osmom razredu, Predmetni kurikulum [20] navodi slfeste
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[Ucenik] objsnjava pojam drugoga korijena nenegativnhoga racionalnog
broja. Mentalno raeuna drugi korijen odgovarajega nenegativnoga racional-
nog broja. [...] Povezuje drugi korijen nenegativnoga racionalnog broja s kva-
dratom prirodnoga broja do 100 koriétese tablicom. Korjenuje ummzak i
kolicnik primjenjujLEi pravilo. [...] Primjenjuje raunanje s korijenima.

De nicija 1.3.13. Neka su a i x pozitivni racionalni brojevi. Broj x nazivamo drugim
korijenom od a ako vrijedi

X2 = a:

Broj x tada oznacavamo gé.

Ako jea= 0, ondajep5 = 0, a ako jea negativan broj, onda mu ne de niramo drugi
korijen.

Sljedeta dva pravila ukljauju metodu induktivhog zaklgivanja.

Teorem 1.3.14.Ako su a i b nenegativni racionalni brojevi, onda je

Y p—- P-

ab="a b

Posebno, ako je b a, ondajep? = pé ?

Teorem 1.3.15.Ako su a i b nenegativni racionalni brojevii,b 0, onda je

P pé: pB:

a:b=
Aktivhost mazemo osmisliti skkno kao i onu za teorem 1.3.7, samo je potrebno brojeve

ai b odabrati tako da budu kvadrati nekih brojeva.

Dokaz se ne provodi u osnovrskoli.

Dokazimo sada teorem 1.3.15.

Dokaz. (Dokaz |&eoreﬁfna 1.3.15))

Pokaimodaje a  bdrugikorijen odab. Zelimo dokazati da je

pa p52= ab:

Prema teoremu 1.3.7 o unsiai kvadrata vrijedi

pEl szz paz 962;

ajerje pé drugi korijen brojaa te tako i pB iz brojab, vrijedi

P32 pBZ:a b:
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BudLEi (%lj_e paﬁ)ta@er drugi korijen brojab, zbog jedinstvenosti drugog korijena
slijedidaje ab= "a b:

1.4 Decimalni brojevi

U petom razredu, decimalni brojevi se uvode zajedno s dekadskim razlomcima pa se tada
i prvi puta pojavljuje pojam decimalnog broja. Tada se dekadski razlomci pretvaraju u
decimalne brojeve i obrnuto. 1z Predmetnog kurikuluma [20]:

[Ucenik] zbraja, oduzima, mrzo[...] i dijeli decimalne brojeve primje-
njujuci svojstva raunskih operacija.Cita, zapisuje i tuma znakove<, >,
, ,=,, priuspordivanju decimalnih brojeva. [...] Primjenjuje pravila za-
okruzivanja, smisleno zaokeuije prirodne i decimalne brojeve prema uvjetima
zadatka.

U sedmom razredu, spominje se podjela decimalnih brojeva nackeridbeskonene te
ucenici prevode razlomke u decimalne brojeve. Uvode se pojmovi pretperioda i perioda,
ali se ne spominje pojam periaaosti - periodeni brojevi se nazivaju beskoaaim broje-

vima.

U osmom razredu, kao dio nastavne cjelRealni brojevj ponovno se ¢i 0 decimalnim
brojevima. Cisto periodcni i mjesovito periodeni brojevi se de niraju kao beskogai
brojevi ovisno o periodu, a iracionalni brojevi se de niraju kao beskomaeperiodni
decimalni brojevi (vidi [2]). Predmetni kurikulum [20] kao ishod navodi:

[Ucenik] istrauje vezu izmdu nazivnika racionalnoga broja i njegova de-
cimalnog zapisa.

Aktivnost: Decimalni zapis racionalnog broja

Cilj: ucenicice otkriti vezu izméu decimalnog zapisa racionalnog broja i faktora u
rastavu nazivnika tog racionalnog broja na proste faktore.
Potrebni materijal: nastavni ligti olovka, kalkulator, raunalo i projekcijsko platno,
kartice A, B i C o nazivniku broja, kartice s razlomcima.
Nastavni oblik: rad u paru (diferencirana nastava).
Nastavna metoda:

-prema izvoru znanja: usmeno izlaganje, razgovor, rad s medijem,

-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, analize, induktivhog
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zakljucivanja, generalizacije.
Trajanje: 20 minuta.

Opis aktivnosti:

Podijelimo svakom paruaenika 3 velike kartice A, B i C na kojima ge:

1) nazivnik sadzi samo brojeve 2 ili 5 (i niti jedan drugi broj koji nije 2 ili 5);

2) nazivnik ne sadui niti broj 2 ni broj 5 (sadzi bilo koji drugi broj koji nije 2 ili 5);
3) nazivnik sadzi brojeve 2 ili 5 te uz njih jg neki drugi broj koji nije 2 ili 5.

Podijelimo svakom paruaeniku manje kartice, a na svakoj od njih se nalazi neki od
sljede€ih razlomaka (kartice su pomgane):

2’8 5’2550 40’

7 5 14 71 16 100

Ucenici u biljeznice zapisuju zadane razlomke i rastavljaju nazivnik svakog od razlo-
maka na proste faktore anici rade u paru kako bi rastavili nazivnike na proste faktore u
kratem vremenu), a zatim svrstavaju kartice racionalnih brojeva na 3 velike kartice. Na-
konsto wenici razvrstaju kartice racionalnih brojeva, pakano rjesenje na projekcijskom
platnu.

Zatim, wenici odreluju decimalni zapis svakog od razlomaka p@omkalkulatora (tre-
bamo pripaziti tjekom odabira razlomaka da je, zbog ogramosti prikaza znamenaka na
kalkulatoru, mogae citati period - za véi period, maemo prikazati decimalni zapis
razlomka na projekcijskom platnu, uz pretpostavku da smo odabrali neki razlojindd-
cimalni zapis nema prevelik period).

Ucenici u svoje biljgnice zapisuju decimalne zapise u skupinu A, B ili C (ovisno o tome
kojoj od tri velike kartice pripada pridaeni razlomak). Nakon nekog vremena, vodimo
heuristcki razgovor:
Koji decimalni brojevi se nalaze u skupini A, koji u skupini B, a koji u skupini C?
Koje faktore sadrze u svojim nazivnicima svaka od tih skupina?
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Sto zakljucujemo - kakav je rastav nazivnika razlomka koji ima konacan, cisto peri-
odicni ili mjesovito periodicni decimalan zapis?

Zakljucak prikazujemo na projekcijskom platnu, @mici ga prepisuju u svoje biaice:
Do kraja skré&en razlomak se nze zapisati kao:

- konacan decimalan broj ako rastav njegovog nazivnika na proste faktore
sadrei samo faktore 2 ili 5 (i niti jedan drugi faktor),
- periodicni decimalan broj ako rastav njegovog nazivnika na proste faktore
ne sadzi ni faktor 2 ni faktor 5,
- mjesovito periodcan broj ako rastav njegovog nazivnika na proste faktore
sadei 2 ili 5 i uz njih i neki drugi faktor.

Ucenicima objasnimo da kad kemo nazivnik sadi 2 ili 5, mislimo na sljedée tri
mogLlEnosti: sadzi samo 2, sadii samo 5, sadii 2 5.

Navedimo pravila po kojima se periathi broj prevodi iz decimalnog zapisa u razlomak.

Teorem 1.4.1.Ako je0O:a;:::a, 1@, neki cisto periodican decimalan broj, onda je njegov
razlomacki prikaz
A1:18@n 19n,
100 1°
Dokaz. Stavimo da jex = O:a;:::a, 1@,. Tada raunamo

x= 0:a::a, 1a,= 10")
10'x = Qlan 18na1an 180 = Agiay 18 + Oy iiian 1an:
Ponovno uvodimo supstitucip= 0:a;:::a, 1a, pa slijedi

10'x = a7, 180 + X)

(10" 1)x= &, @)

_ G18n 180,
100 1 °

Dokaz ovog teorema se ne provodi, ali 0 samom pravitenici mogu zakljaiti meto-
dom induktivnog zakljaivanja. Proveli bismo ju tako da na nekoliko konkretnih primjera
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primijenimo gornji dokaz za dp broj. Ucenici bi uspordivali decimale i razlomeki zapis
kako bi ucili vezu te postavili pravilo.

Teorem 1.4.2.Racionalan broj ima ili konacan zapis ili periodicni.

Dokaz. Neka sun;n > 0 i neka jeT! promatrani racionalni broj. Pri dijeljenju brojasan
mogu se pojaviti sljed® ostaci: 0,1, 2,..n 2,n 1. Ako je ostatak pri dijeljenju brojm
san jednaki nuli, onda dijeljenje staje i decimalan broj je koaa. Ako je ostatak razit
od nule, tada je on jedan od preostalihl ostataka: 1, 2, ..n 1 pace se zasljedghn 1
decimalnih mjesta ili ponoviti jedan od ostatakaCii svi ostaci biti raztiti, no tadate se
zan: decimalno mjesto ponovno pojaviti jedan od ostataka koji su égugvili. Cim se
prvi put pojavi isti ostatak, i daljée se, periodino ponavljati vé prethodni ostaci.

Onosto s wenicima ne obm@ujemo je prevdenje mjesovito periodcnog decimalnog
broja u razlomak, ali navegemo teorem o njegovom razlookom prikazu.

Teorem 1.4.3.Neka je0:a;:::a,b;:::b, mjesovito periodicni broj, onda je njegov razlomacki
prikaz
;g aay
10020 1)




Poglavlje 2
Algebra | funkcije

2.1 Proporcionalnost i obrnuta proporcionalnost

U sedmom razredu, pojavulje se pojam proporcionalnosti. Predmetni kurikulum [20] na-
vodi slijed€e ishode u skupu prirodnih brojeva za sedmi razred osnskwole:

[Ucenik] prepoznaje i opisuje proporcionalne i obrnuto proporcionalne
velicine. [...] Odretuje i tumai koe cijent proporcionalnosti i obrnute pro-
porcionalnosti. Povezuje koe cijent proporcionalnosti s omjerom dviju pro-
porcionalnih velkina. [...] Tuma&i odnos velcina u problemu.

Navedimo de niciju proporcionalnih vetina.

De nicija 2.1.1. Kazemo da je velicina y proporcionalna velicini x [13] ako postoji broj
k> Otakav dajey= k x.

Broj k se naziva koe cijent proporcionalnosti.

Jos kazemo da je velicina y proporcionalna velicini x s koe cijentom proprocionalnosti k.

Prije te de nicije objasnjava se pojam veilne ili varijable te se obgnjava mogoa
ovisnost nekih vetiina na primjerima. Takider, ma@e se provesti aktivhost u kojoj bi
ucenici nepotpunom indukcijom zakfii da je pravac gracki prikaz proporcionalnih
velicina. Koordinatni sustav u ravninobraduje se u sedmom razredu unutar nastavne
cjeline o racionalnim brojevima, dakle, prije proporcionalnosti.

Aktivnost: Gra cki prikaz proporcionalnosti

Cilj: ucenicice otkriti da proporcionalne veline gra cki prikazujemo pravcem.
Potrebni materijal: nastavni ligt2.1, olovka, raunalo i projekcijsko platno.
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad).

31
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Nastavna metoda:

POGLAVLJE 2. ALGEBRA | FUNKCIJE

-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom,
-prema matematkom sadzaju: empirijske metode, metoda analogije,
apstrakcije, generalizacije, induktivhog zakipanja.

Trajanje: 15 minuta.

Zadatak. Zadana je sljedgtablica: u prvom stupcu su prikazane kle cokoladica,

a u drugom stupcu cijene tih kolha.

kolicina | cijena
1 2kn
2 4 kn
3 8 kn
4 16 kn

Provjeri jesu li kolcinacokoladica i cijena te katine proprocionalne vedine.

Zapisi podatke iz tablice u obliku udenih parova pridrzenih tackama A, B, C i D.
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Oznai tocke A, B, C i D u koordinatnom sustavu te ih spaoji.

18
16
14
12

10

Odredi dvije vrijednosti zg i x tako da vrijediy = 4 x. Za te vrijednosti

oznai tocku (x;y) u koordinatnom sustavyx;y) =

Gdjece se u koordinatnom sustavu nalazite sve proporcionalneneh

s koe cijentom proporcionalnosti 4?

Dopuni recenicu:
Gra cki prikaz proporcionalnosti je

Nastavni list€ 2.1. "Proporcionalne velicing

Opis aktivnosti:

Ucenicima podijelimo nastavne lig kao gore. Nakosto wcenici promotre tablice i
provjere jesu li zadane velne proporcionalne, pitamo ih:
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Jesu li velicine proporcionalne? Kako ste to provjerili?

Koliki je koe cijent proporcionalnosti?
Obilazei ucenike, provjerimo jesu li o zapisali urdene parove te oznodi tocke u ko-
ordinatnom sustavu te im napomene da dobiveneaje prikaze prodze preko tcaka.
Prikazujemo rjsenja na projekcijskom platnu.

Sljedeci pojam nadovezan naroporcionalnosie linearna ovisnostPredmetni kurikulum
[20] navodi sljedée ishode u skupu prirodnih brojeva za sedmi razred osnekaie:

[Ucenik] oblikuje tablicu pridraenih vrijednosti linearno zavisnih poda-
taka. [...] Zapisuje linearnu ovisnost formulgn¥ ax+ b, gdje suai b raci-
onalni brojevi. Prikazuje linearnu ovisnost gcki u pravokutnome koordinat-
nom sustavu u ravnini. Analizira promjenu u linearnoj ovisnosti. Uspgee
I diskutira prikaze dviju razéitih linearnih ovisnosti na istome grafu.

De nirajmo pojam linearne ovisnosti.

De nicija 2.1.2. Dvije velicine x i y su linearno ovisne velicine [13] ako postoje brojevi a
ib(a, 0)takvida vrijediy=ax+ b.
Brojevi a i b se zovu koe cijenti ili parametri.

Na temelju primjera, cenici uacavaju da je pravac graki prikaz linearno ovisnih
velicina.

Aktivnost: Odsjecak pravca nha osiy

Cilj: ucenicice otkriti vezu izmedu koe cijentab linearno ovisnih vetiina i tocke
sjeckta pripadnog pravcaytosi.
Potrebni materijal: biljenica, olovka, raunalo i projekcijsko platno.
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad).
Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad suaalom,
-prema matematkom sadzaju: empirijske metode, metoda analogije, induktivhog
zakljucivanja.
Trajanje: 10 minuta.
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Opis aktivnosti:

Na projekcijskom platnu prikeemo redom tri ili vée pravaca s jednabama linearne
ovisnosti oblikay = ax+ b pri cemu je koe cijenta ksan broj, a koe cijentb poprima
vrijednosti cijelih brojeva od 4 do 5 (vidi slike 2.1 1 2.2). denici trebaju promatrati u ko-
jim tockama pravac sifey-0s s obzirom na vrijednosti koe cijenta Mozemo wenicima
postaviti neka od sljedéh pitanja za odabrartu:

Koja je jednakost pridruzena praveu

Koliko iznosi koe cijent b te linearne ovisnosti?

U kojoj tocki graf funkcije sijece y-¢&

Nakonsto wenici uace vezu izmdu koe cijentabi ordinate t@ke u kojoj pravac sijee
y-0S, na platnu prikazujemo sljetkedvije reeenice koje oni pregu i dopune:

Graf jednakosti linearne ovisnost= ax+ b sijecey-0s u taki

Koe cijent b zove se na osiy.

Prije tih dviju recenica, maemo wenicima zadati da nacrtaju koordinatni sustav te
u njemu pravacija je jednadbay = x 5 te da bojicom ozrze broj 5 kao i tacku u
kojoj pravac sijee y-os ili mozemo wenicima podijeliti listte na kojima bi se nalazile
slike poput ovih ispod.

5 5

b=2 4 y=2x+2 =y 4

. = b=0
3 3 @
2 2
1 1

5 4 -3 2 f1 ol 1 2 3 4 5 3 2 -1 0[N\ 1 2 3 4 5 6

1 -1
2 2
-3 -3
-4 -4

Slika 2.1: Odsjeak naosyzab 0
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Slika 2.2: Odsjeak na osy zab < 0



Poglavije 3
Oblik 1 prostor

3.1 Simetrale

Simetrala duzine

Ucenici prvi puta opisuju dzinu u drugom razredu osnovis&ole kao najkrau spojnicu
dviju tocaka. U Predmetnom kurikulumu [20] za drugi razred se tada navodi:

[Ucenik] odretuje krajnje teke dwine. Crta dainu i primjenjuje oznaku
za duinu. Odretuje pripadnost toaka daini.

U petom razredu secenici susréu s uobcajenim oznakama zadke i pravce: toke se
oznaavaju velikim slovima, a pravci malim. Taler se navode naeiIsobni odnosi tcke i
pravca (daine) te dvaju pravaca u ravnini. Nagivaju se i mogti nacini iskaza pripada li
tocka pravcu ili ne (npr. toka lezi, pripada, nalazi se na pravcu ili pravac prolazkom).
Navode se i naini zapisivanja simbolima. Korisno je, navedenogsiicima ponoviti prije
pocetka obrade cjeline iz geometrijesastom razredu.

Prije same de nicije simetrale dine, de niraju se sljed& pojmovi: okomitost, duljina
duzine i polovite dzine te se navode njihove uahjene oznake.

De nicija 3.1.1. Kazemo da su pravci okomiti ako dijele ravninu na cetiri jednaka dijela.

[8]

Takader se de nira okomitost pravca i dine te okomitost dviju dzina (o tome nsto
kasnije).

De nicija 3.1.2. Svakoj duzini mozemo izmjeriti udaljenost iztaajezinih krajnjih tocaka.
Tu udaljenost nazivamo duljinom duzine. [8]

37
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De nicija 3.1.3. Tocku koja dijeli duzinu na dvije duzine jednakih duljina nazivamo po-
lovistem duzine. [8]

De nicija 3.1.4. Simetrala duzine je pravac koji je okomit na tu duzinu i prolazi njezinim
polovistem. [8]

Nakonsto je de niran pojam simetrale dine, wcenici otkrivaju pravilo o simetrali
duzine.

Teorem 3.1.5.Svaka tocka koja lezi na simetrali duzine jednako je udaljena od krajnjih
tocaka te duzine.

Aktivnhost: To cke na simetrali duzine

Cilj: ucenicice otkriti da su toke koje pripadaju simetrali dine jednako udaljene od
krajnjih tocaka te daine.
Potrebni materijal: nastavni ligti3.1, plaa i kreda, ravnalo za pbol, sestar za plcu.
Nastavni oblik: diferencirana nastava.
Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor,
-prema matematkom sadzaju: mjerenje, metoda apstrakcije, generalizacije,
induktivnog zakljcivanja, analogije, analize.
Trajanje: 15 minuta.

Zadatak.
a) Nacrtaj proizvoljnu dzinu ABi njezinu simetralu.
b) Oznai pettacakaC, D, E, F i G na simetrali daine AB (neka te toke ne budu preblizu).
c) Za svaku od toaka, izmjeri njezine udaljenosti od krajnjinceka dazine te usporedi te
udaljenosti.

Mjesto za crtanje
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jCA [ ] icsi;iDAj [ | jDBj;EA [ | JEB;
FA [ ] iFBj;iGA [ ] GBi:

Zapisi zakljucak o takama koje se nalaze na simetralzdhe.

Nastavni listc 3.1. "Simetrala duzin&

Opis aktivnosti:

Podijelimo wcenicima nastavne ligte kao gore navedene. Dameemicima smjernice
kako popuniti nastavne ligt, obilazimo ih dok popunjavaju te nakon nekog vremena, za-
jedno s eenicima provjerimo tonost njihovih rjsenja.

Navedimo j& jedan naein kako citelj moze provesti ovu aktivnost.

Ucitelj nacrta na ploi neku duinu AB i njezinu simetralus. Ucitelj prozove nekoga
od wenika da dde oznaiti bilo koju tocku T na simetralis te da potom, pomau ravnala
ili sestara, usporedi duljinATji jT Bj - ucenik zakljicuje da su te duljine jednake. &tio
tako to ustvrdi j@ pet,sest wenika za petsest razkitih duzina ili razlicitih tocaka na si-
metrali dwine, a zatim aitelj potice wenike da donesu zakfak.

Nadalje, poksajmo wenicima detaljnije razjasniti sam teorem Kkorgstieeuristcku me-
todu. Pretpostavka teorema je:
T je bilo koja tocka koja lezi na simetrali duzine tvrdnja teorema jetocka T je jednako
udaljena od krajnjih tocaka te duzine.

Pazeljno je vizualizirati postavke toerema i sam postupak zakianja u geometrij-
skim dokazima. Postavljamaanicima neka od slje@é pitanja:

Sto temo nacrtati?

Sto od toga trebamo prvo nacrtati?

Koju duzinu cemo odabrati?

Mozemo li odabrati bilo koju duzinu? Kako to zakljucujemo iz pravila?

Je li simetrala duzine jedinstvena? Kako to objasnjavamo?

Mozemo li odabrati bilo koju tocku u ravnini?

Mozemo li odabrati bilo koju tocku simetrale? Kako to zakljucujemo iz pravila?

Tim pitanjima i istovremenim crtanjem na gioanaliziramo pretpostavku teorema.
Prije negaosto postavimo ta pitanja, memo nacrtati nekoliko duina u bilo kojem polaaju
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- u onom polaaju koji je paralelan s donjim rubom e te u onim poleajima koji nisu. S
ucenicima diskutiramo koji nam je pataj najprikladniji za daljnje promatranje. Jednom
kad odaberemo dainu, slcno odabiremo neke ¢&e koje ne pripadaju simetrali dune

te neke toke koje pripadaju, a onda £enicima argumentiramo kako iz samog pravila
mozemo aitati koje tacke promatramo. Nakosto odaberemo tdku na simetrali dzine,
mozemo analizirati tvrdnju teorema:

Sto tvrdi ovo pravilo?

Ucitelj moze izabrati nekog odaenika da pokze na pl@i sto tvrdi pravilo, a zatim
ucitelj pokaze i ostale crte od ttke simetrale dzine do krajnjih teaka te daine pa pita:
Zasto ne gledamo udaljenost koriste€i ovu crtu?

Tako zakljicujemo da bi nam bilo korisno promatratizine koje spajaju tcku sime-
trale i krajnje tewke dwine pa ih i nacrtamo. Sada sesjpostavlja pitanje: kako dokazati
da su te dmine jednakih duljina?

Budwti da se dokaz ovog pravila provodi tijekom nastavne jedinicgulkladnost trokuta
u sestom razredu (o trokutima i njegovim elementimaenici wce u nzim razredima os-
novneskole i ponovno u petom razredu) memo zakljeiti da cemo traiti neke trokute.
Tada, uputimo cenike, da je u matematici, tijekom dokazivanja jednakosti duljirandu
ili velicina kutova, korisno polaati proné&i neke trokute. Kljgna ideja je pron@ dva
naizgled sukladna trokuta takva da su im odgovd@®gtranice upravo promatranezthe
- sukladnost tih trokuta je glavna poveznica iztugretpostavke teorema i njegove tvrd-
nje, pomau istinitosti o sukladnosti trokuta, pravilnim ladgim zakljucivanjem kré&uci
od pretpostavke, impliciramo tvrdnju teorema.

Kad pronaemo takve trokute, postavljameenicima sljedéa pitanja:

Koje su stranice, a koji kutovi su odgovarajuci?

Za koje od tih stranica znamo da su jednakih duljina? Za koje od tih kutova znamo da
su jednakih velicina?

Kako de niramo simetralu duzine?

Sto onda zakljucujemo o kutovil@&PT i] BPT?

Sto onda zakljucujemo o stranicam@® i BP?

Elemente jednakih valina za oba trokuta ozoamo na isti nain te potom zakljgujemo
koje pravilo o sukladnosti trokuta memo koristiti kako bismo dokazali tvrdnju teorema.

Dokaz. (Dokaz teorema 3.1.5.)

Neka je dana proizvoljna dinaABi njezina simetrala. Oznaimo saP sjecste simetrale
si duzine AB. Odaberimo proizvoljnu ttku T takvu da lgi na simetralis (vidi sliku 3.1).
Promotrimo trokuteéAPT i BPT. DuzinaPT je zajednika trokutima. Budéi da je pravac
s simetrala daine AB, on je okomit na tu dzinu pa vrijedi da jg] APTj = j] BPTj = 90
te takadter vrijedi da jg AP = jPBj. Po S-K-S pouaku o sukladnosti trokuta, zakjujemo
da su trokutiAPT i BPT sukladni te da je zat@A\Tj = |T Bj:
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-

Slika 3.1: Simetrala dzine

Na slican n&in bismo proveli teorem o simetrali kuta.

3.2 Trokuti

Nejednakost trokuta

O trokutima wenici painju uciti ve€ u prvom razredu osnovrskole gdje ih opisuju kao
ravne plohe geometrijskih tijela. Tad#ter, Predmetni kurikulum [20] navodi kako tada
ucenici crtaju teake i ozn@avaju ih velikim tiskanim slovima te oddeju vrhove geome-
trijskih likova kao take. U drugom razredu, nak@to se usvoji pojam diine, Lcenici
povezuju pojam stranice trokuta i ine. Ucetvrtom razredu, [20] navodi daenik raz-
likuje trokute prema duljinama stranica te da prepoznaje, ugpgee crtasiljasti, pravi i
tupi kut te razlikuje pravokutni trokut od ostalih trokuta.

U petom razredu osnovrekole, wcenik se prisjéa sljedéih pojmova: vrhovi trokuta,
stranice trokutasiljasti kut, pravi kut i tupi kut. Prije de nicije trokuta, pojavljuje se de -
nicija kolinearnih, odnosno nekolinearnitcaka (vidi [9]).

Nakonsto se upoznaju s opsegom trokutaenici otkrivaju pravilo o nejednakosti stra-
nica trokuta.
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Cilj: ucenicice otkriti svojstvo nejednakosti trokuta.
Potrebni materijal: nastavni liti3.2, olovka, trakice s oznakama duljine.
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad, rad u paru).

Nastavna metoda:

-prema izvoru znanja: razgovor, usmeno izlaganje,

-prema matematkom sadzaju: mjerenje, metoda induktivnog zaldjuanja,

generalizacije.
Trajanje: 15 minuta.

Duljine trakica

a=3cm
b=4cm
c=7cm

a=3cm
b=4cm
c=8cm

a=3cm
b=7cm
c=8cm

a=4cm
b=7cm
c=8cm

Postoiji li takav trokut?

at+b>c

a+c>b

b+c>a

Koje nejednakosti trebaju vrijediti za duljirma b i ¢ stranica trokuta?

Moze li biti zadan trokut kojemu je duljina jedne straniceéedi jednaka

zbroju duljina preostalih dviju stranica?
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Sto vrijedi za duljine stranica svakog trokuta? Za&gld napsi rijecima.

Nastavni list€ 3.2. "Nejednakost trokuta

Opis aktivnosti:

Ucenicima u klupi, podijelimo dvije skupine trakica i dva nastavnadas{svaki wenik
dobije jednu skupinu trakica i jedan nastavni dtao ovaj gore). U prvoj skupini trakica,
nalaze se trakice duljina: 3cm, 4 cm, 7 cm i 8 cm, a u drugoj skupini: 5 cm, 6 cm, 10 cm
i 12 cm. U prvom retku nastavnih ligt ispisane su kombinacije tih duljina eenici od
trakica poksavaju slaiti trokute. Za svaku kombinaciju,cenik donosi zakljoak o tome
postoji li takav trokut te popunjava stupac u tablici.

Ucenicima objanjavamo zadatak na sljedeeacin: U drugom stupcu tablice napisani
su brojevi 3 cm, 4 cm i 7 cm, a vi imate trakice tih duljina. Od trakica tih duljina - 3 cm,
4 cm i 7 cm - pokusajte sloziti trokut. Ako takav trokut postoji, onda u sljedecu celiju u
tom stupcu, napisite "da”, a ako nije moguce sloziti takav trokut, onda napisite "ne”. U
sljedece tri prazne celije tog stupca, zapisite vrijede li nejednakosti za a, b i c zadane u tom
stupcu - ako nejednakost vrijedi, onda napisite "da”, a ako ne vrijedi, onda napisite "ne”.
Dok to objasnjavamo, pokazujentelije o kojima govorimo. Kaemo wenicima da to isto
provedu i za ostale kombinacije duljine stranica koje su napisane u ogijama.

Nakonsto wcenici popune tablicu, zajedno u paru, uspiojeci rezultate tablica, do-
nose zakljgak odgovarajci na pitanja ispod tablice. Ako je potrebno, postavireenicima
dodatna pitanja.

Zbroj veli cina kutova u trokutu

Sljedeca nastavna aktivnost u kojoj mmemo provesti induktivho zaklivanje je zbroj
velicina kutova u trokutu. Provodi se u petom razredu osnekode.

Aktivnost: Zbroj veli cina kutova u trokutu

Cilj: ucenicice otkriti da je zbroj vetiina kutova u trokuta jednak 180
Potrebni materijal: trokuti s ozieanim kutovimagskare, olovka i bilj@nica.
Nastavni oblik: rad u paru (diferencirana nastava).
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Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, generalizacije, induktivhog
zakljucivanja, analize.

Trajanje: 15 minuta.

Opis aktivnosti:

Ovu aktivnost maemo provesti kao rad u paru - svakom pacenika podijelimo tri
razlicita trokuta na kojima su kutovi ozoani malim gckim slovima. Weenicima potom
damo uputu da odeel kutove pojedinog trokuta te da potom te kutovezsltako da im se
krakovi dodiruju i da imaju zajedoki vrh kao na donjoj slici.

Slika 3.2: Slaganje kutova, preuzeto iz [10]

Kad wcenici poslae kutove svakog trokuta na tajaia, pitamo ih:
Koju vrstu kuta tvore tako slozeni kutovi?
Koji je zbroj velicina kutova u trokutu?

Ucenici opisuju u svoje bilnice postupak kojim su @t do zakljicka o zbroju vekina
kutova trokuta te zapisuju i sam zakdpk.

Slijedi dokaz teorema o zbroju veiha kutova u trokutu koji se provodisestom raz-
redu.

Teorem 3.2.1.Zbroj velicina kutova u trokutu j&80 :

Dokaz. Neka je odabran troktABC s kutovima; i kao na sljedeoj slici.

Vrhom C povucimo pravag takav da jep k AB. Odaberimo na pravcp lijevo i desno

od tacke C redom teke D i E. PravacAC je transverzala paralelnih pravapa AB pa

je zatoj] ACDj = te je pravadBC transverzala navedenih paralelnih pravaca pa je zato



3.2. TROKUTI 45

j1BCH =
Primijetimo da kutovi ACD; i] BCEzajednccine isprizeni kut pa je zato

+ + =jJACD+ +j]BCE=180:

Slika 3.3: Zbroj velcina kutova u trokutu

Karakteristi cne tocke trokuta

U sestom razredu osnovskole, takaler se @i i 0 karakteristcnim tockama trokuta, ali u
prosirenom sadraju. To su ortocentar, zeste, sredite trokutu opisane kamice i sredste
trokutu upisane krznice.

U petom razredu osnovrskole de nira se simetrala dine, a u nzim razredima, aenici

stranice trokuta prepoznaju kaoazitoe pa je stoga crtanje simetrale stranice isto kao i cr-

tanje simetrale dzine. Teorem koji aenici otkrivaju govori o postojanju karakteristie

tocke trokuta - sredite trokutu opisane kamice - koju dobivamo tako da trokutu nacrtamo

bar dvije simetrale stranica. |z tog razloga, pojavljuje se stjaddtivnost.

Aktivnost: Srediste trokutu opisane kruznice

Cilj: ucenicice otkriti da se simetrale stranica trokuta sijeku u jedncikito
Potrebni materijal: nastavni li§ti3.3, olovka, geometrijski pribor,
racunalo i projekcijsko platno.

Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava),
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Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, apstrakcije, generalizacije,
induktivnhog zakljcivanja.

Trajanje: 10 minuta.

Zadatak. Promotri zadane trokute.

pa= Ay
B
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Kako nazivamo pravce koji na gornjoj slici sijeku stranice trokuta?

Nacrtaj na trokutima simetrale stranica koje nedostaju, a zatisi ligtic do kraja.

Sto je zajedriko simetralama stranica nekog trokuta?

Dopuni recenicu.
Simetrale stranica bilo kojeg trokuta prolaze

Nastavni list€¢ 3.3. "Simetrale stranica trokuta

Opis aktivnosti:

Ucenicima podijelimo nastavne ligg na kojima su nacrtana 4 trokuta (ne moraju svi
ucenici dobiti iste trokute), a svakom trokutu nacrtane su dvije simetrale stranica. Svakom
trokutu nacrtane su dvije simetrale stranica,canici crtaju tréu stranicu te zamifaiju
da sve tri simetrale prolaze jednontkmm. Potcemo wenike na preciznost. Dokcenici
rjesavaju nastavne ligte, obilazimo ih te im dodatno olgajavamo ili ispravljamo ako je
potrebno. Nakorsto wcenici nacrtaju simetrale i odgovore na pitanja nadistiprikazu-
jemo tacna rjesenja nastavnog li€a na projekcijskom platnu.

Teorem 3.2.2.Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki.
Ta tacka je sredste tom trokutu opisane kzuice.

Dokaz. Neka je dan trokuABC kao na slici 3.4. Nacrtajmo simetrale straniBi BC
te oznaimo saS njihovo sjecste. Budi@i da tacka S lezi na simetrali stranicéB, slijedi
zbog teorema 3.1.5 da j8 A = jS B, a kako lei i na simetrali stranicBC, slijedi i da
jejSB = jSQg. Zakljucujemo (zbog tranzitivnosti relacije biti jednak) dajgA = jSQ,
odnosno zbog teoremadka S lezi na simetrali stranicéC te stoga i simetrala stranice
AC prolazi tackomS.

De nicija visine trokute se prvi puta pojavljuje u petom razredu osncskude.

De nicija 3.2.3. Neka je dan trokut ABC. Neka okomica iz vrha A na pravac na kojem
lezi stranicaBC sijece taj pravac u tocki A Duzina AA? zove se visina trokuta iz vrha A.
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Slika 3.4: Simetrale stranica

Analogno bismo mogli de nirati visine i iz ostalih vrhova trokuteBC. Ova de nicija
je primjer jedne geneatke de nicije.
Ucenici otkrivaju teorem o ortocentru trokuta.

Teorem 3.2.4.Pravci na kojima leze visine trokuta sijeku se u jednoj tocki.

De nicija 3.2.5. Tocka u kojoj se sijeku pravci na kojima leze visine trokuta se zove orto-
centar trokuta.

Ortocentar trokuta je prikladno de nirati nakon teorema o §ecpravaca visina tro-
kuta jer tek tada znamo da postoji za trokut jedinstveskadoju onda mpemo i nekako
nazvati.

U iskazu ovog teorema je bitno naglasiti djpravci - ucenicima maemo pokazati
na primjeru tupokutnog trokuta g koristimo rije pravci. Induktivnim zakljgivanjem,
ucenici mogu otkriti i sljedée tvrdnje:

1) U siljastokutnom trokutu, ortocentardieunutar trokuta.

2) U pravokutnom trokutu, ortocentar je vrh pravog kuta trokuta.

3) U tupokutnom trokutu, ortocentar se nalazi izvan trokuta.

Aktivhost: Ortocentar trokuta

Cilj: ucenicice otkriti da se pravci na kojimaze visine trokuta sijeku u jednoj¢&i.
Potrebni materijal: nastavni ligti olovka, geometrijski pribor,
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racunalo i projekcijsko platno.

Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).

Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, apstrakcije, induktivnog,
zakljucivanja, generalizacije.

Trajanje: 12 minuta.

Opis aktivnosti:

Ucenici dobiju nastavne ligte. Na svakom nastavnom listi nalaze seetiri trokuta
(slicno kao na nastavnom listi 3.3). Na svakom trokutu ozo@na su dva pravca na ko-
jima leze visine trokuta te su visine iz tih vrhova oreae, jedan od trokuta rme biti
tupokutan. Od cenika se trai da nacrtaju tim trokutima tée visine te da ih produlje do
pravaca. Postavljamo pitanja:

Sto je zajednicko pravcima na kojima leze visine trokuta?

Vrijedi li to u svakom trokutu na listicu?

Sto mozemo zakljuciti?

Prikazujemo tona rjesenja nastavnog ligta postepeno na projekcijskom platnu.

Ne dokazujemo teorem 3.2.4 u osnovsgpli. Za dokaz tog teorema potreban nam je
teorem 3.2.2 o simetralama stranica trokuta.

Dokaz. (Dokaz teorema 3.2.4.)

Neka je dan trokuABC i pravci na kojima lege njegove visine kao na sljetlg slici.
Nacrtajmo prava@ takav da jeA 2 pi p k BC, pravacq takav da jeB 2 qi q k AC te
pravacr takav da jeC 2 r i r K AB. Ti pravci postoje zbog euklidovog petog aksioma te su
zbog njega i jedinstveni. Ozoeno safDg= p\ q,fEg=q\ rifFg= p\ r. Cetverokuti
ABECIi ADBC su paralelogrami pa je zajdCj = jBEj = jDBj. Slicno ma@emo uaiti
da jejBCj = jAFj = |DAji jJAB = JFCj = |CEj. Dakle, taoke A, B i C su polovsta
redom stranic&D, DE i EF trokutaDEF. Budlti da su pravci na kojima f visine
trokuta okomiti na stranice trokuta koje su paralelne s pravgnai r zakljucujemo da
su ti pravci okomiti i na prave, g i r. Dakle, pravci na kojima tee visine trokutaABC
prolaze polowstima stranica trokut® EF i okomiti su na njih pa zakljoujemo da su oni
simetrale stranica troku@EF. Prema teoremu 3.2.2 zaktjuiemo da se pravci na kojima
leze visine trokutaA BC sijeku u jednoj taki.
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[=]

Slika 3.5: Visine trokuta

Pitagorin poucak

Pitagorin pogak se obrduje u osmom razredu, a Predmetni kurikulum [20] navodi sGede
ishode:

[Ucenik] izrice Pitagorin pocak. Objanjava i primjenjuje Pitagorin paak
na pravokutni trokut, kvadrat, pravokutnik, jednakostcani jednakokrani
trokut, romb. Istrauje i otkriva obrat Pitagorina pala i primjenjuje ga.

Aktivnost: Pitagorin pou cak

Cilj: ucenicice otkriti da u pravokutnom trokutu vrijedi formula Pitagorinog plka.
Potrebni materijal: nastavni li§ti3.4, olovka, raunalo i projekcijsko platno.
Nastavni oblik: diferencirana nastava (rad u paru).

Nastavna metoda:

-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem,

-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, apstrakcije, generalizacije,
induktivnog zakljivanja.
Trajanje: 15 minuta.
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Zadatak. lzmijeri duljine stranica zadanih trokuta te insupored njihovih stranica.

Popuni tablicu prcemuai b oznacavaju duljine kateta, aduljinu hipotenuze

danih trokuta.

a b c a2

b2

a2+ b?

Usporedi brojeve u zadnja dva stupca tablist primjeujes?
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Ako suai b duljine kateta, & duljina hipotenuze pravokutnog trokuta,

zapsi rijecima zakljicak o njihovom odnosu.

Nastavni list€ 3.4. "Pitagorin poucak

Opis aktivnosti:

Na nastavnim lisiima nalaze se pravokutni trokuti. Istaknut je pravi kut trokuta,
a wenici trebaju izmjeriti duljine stranica tih trokuta te popuniti tablicu. Nakon toga
uocavaju povezanost izrde brojeva u tablici. Potom donose zaklgk. Ucenici mogu
zajedno rjsavati listt kako bi skratili vrijeme mnpenja duljina stranica trokuta te kako
bi lakse donijeli zakljeak. S wenicima diskutiramo tnost formulacije zakljcka te po-
tom prikazujemo precizan zakfiak na projekcijskom platnu. Za olsjgienje formulacije
zakljucka, ma@emo se Koristiti sljedmm slikom:

Slika 3.6: Opis Pitagorinog paka
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Teorem 3.2.6.U pravokutnom trokutu vrijedi da je kvadrat duljine hipotenuze jednak
zbroju kvadrata duljina kateta.

Dokaz. Odaberimo neki proizvoljni pravokutnik trokut s katetama duljme b te hi-
potenuzom duljinec. Konstruirajmo kvadratABCD kojemu je stranica duljin@ + b
te mu podijelimo stranicéAB, BC, CD i DA tockamaE, F, G i H redom tako da je
JAEj = jBFj = |CGj = jDHj = a (vidi sliku 3.7). Tada jgeBj = jFCj = jGDj = jHAj = b.
BudLlEi da je ABCD kvadrat, slijedi da j§ HAE = |EBF = ]|FCG = |GDH = 90.
PoS- K - Spouwku o sukladnosti trokuta zaklfujemo da su trokuthEH, BFE, CGF

i DHG sukladni peetnom trokutu pa j§EHj = JFEj = [GFj = jHG] = ¢. BudLti da je
]AEH+ ] AHE = 90 te je] AHE = ] BEF, zakljucujemo da jd HEF = 90 . Analogno
bismo zakljili za preostale kutoveetverokuteEFGH pa jecetverokutE FGH kvadrat.
Izracunajmo sada posmu kvadratsABC D na dva naina:

P(ABCD) = (a+ b)?> = a® + 2ab+ b?;
P(ABCD) = 4 a?b +c%

Iz posljednjih dviju jednakosti, zaklpujemo da jea? + b? = ¢2.

Slika 3.7: Pitagorin pocak
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3.3 Cetverokuti

Pravokutnik i kvadrat

U prvom razredu osnovngkole wcenik svrstava pravokutnik i kvadrat u geometrijske li-
kove kao plohe geometrijskog tijela - kvadra i kocke. U drugom razrezknil prepoznaje
stranice pravokutnika i kvadrata kaoazilne, a vrhove kao ttke. U tr&em razredu, cenik
crta pravokutnik i kvadrat - eenik ne provodi konstrukciju pravog kuta,tvee Koristi
dvama trokutima. Ponovno ih crtacetvrtom razredu osnovrgkole (ne navodi se njihova
konstrukcija).

U petom razredu osnovrs&ole, pravokutnik se spominje uz slikovni prikaz i optetverokut
kojemu su svake dvije stranice okomite. B@édda su stranice pravokutnika ujedno i
duzine, razumljiv je pojam okomitosti stranica. Prije te de nicije pravokutnika, de -
niraju se i sljedéi pojmovi: cetverokut, susjedne stranicetverokuta, nasuprotne stra-
nice cetverokuta, susjedni vrhogetverokuta, nasuprotni vrhoeetverokuta i dijagonale
cetverokuta.

De nicija 3.3.1. Neka su A, B, C i D cetiri tocke u ravnine tako da nikoje tri nisu koline-
arne. Cetverokut ABCD je dio ravnine omien duzinamaAB, BC,CD i DA ukljucujuci i
tocke koje pripadaju tim duzinama. [9]

Primijetimo da ova de ncija obuh\a i cetverokute koji nisu konveksni, aenicima
mozemo uz sliku nekogetverokuta, objasniti pojam ordenosti.

De nicije ostalih pojmova se mogu precizno navesti u osnowsigjli pa ih ovdje ne
cemo posebno opisivati.
Navode se tada i sljeda svojstva pravokutnika.
Teorem 3.3.2.Duljine nasuprotnih stranica pravokutnika su jednake.
Teorem 3.3.3.Dijagonale pravokutnika su jednakih duljina.
Teorem 3.3.4.Dijagonale pravokutnika se raspolavljaju.
Teorem 3.3.5.Dijagonale kvadrata se sijeku pod pravim kutom.

Navesttemo aktivnost koja induktivnom zaktivanjem otkriva tvrdnju teorema 3.3.3.
Tvrdnje ostalih triju teorema se mogu otkriti analognom aktsaoo

Aktivnost: Dijagonale pravokutnika

Cilj: ucenicice otkriti da su duljine dijagonala pravokutnika jednake.
Potrebni materijal: nastavni li§ti3.5, olovka, kreda i ploa, sestar.
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Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).

Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, induktivhog zaldjuanja,
generalizacije.

Trajanje: 15 minuta.
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Zadatak. Nacrtaj dijagonale zadanim pravokutnicima.

Usporedi duljine dijagonala pravokutnika.
jACi || jBDI;EGH || jFHj:jIK) [ ] jaL;
MOj [ ] iNFRT) [ ] jS U
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Sto zakljwcujes?

Nastavni list€ 3.5. "Dijagonale pravokutnika

Opis aktivnosti:

Podijelimo wcenici nastavne liste. Ukratko im objasnimo kakvi su zadaci u Igati
Za uspordivanje duljina dijagonala, aenici koristesestar. Nakorsto iznesu zakljcak,
zapisujemo zakljcak na pleu, a «enici ga u tom obliku zapisuju na nastavne disti

Matematcki dokazi teorema 3.3.2, 3.3.3 i 3.3.4 mogu se proveseésiom razredu 0s-
novneskole jer se aetverokutima ai u nastavnoj cjelinCetverokutikoja se pojavljuje
nakon nastavne jediniceukladnost trokuta

3.4 O ostalim mnogokutima

Nakonsto se uvede pojam mnogokuta, uvodi se pojam vrha i stranice mnogokuta te se
potom de nira i sljedé€e: susjedni vrhovi, susjedne stranice i dijagonala mnogokuta.

De nicija 3.4.1. Dva vrha mnogokuta su susjedna ako su oni krajnje tocke iste stranice
mnogokuta.

Za vrhove koiji nisu susjedni k@mo da su nesusjedni.
De nicija 3.4.2. Dvije stranice mnogokuta su susjedne ako imaju zajednicki vrh.

De nicija 3.4.3. Dijagonala mnogokuta je duzina koja spaja dva nesusjedna vrha mnogo-
kuta.

Aktivnost: Broj dijagonala iz jednog vrha mnogokuta

Cilj: ucenicice otkriti da iz jednog vrha-terokuta maemo nacrtath 3 dijagonale.
Potrebni materijal: nastavni li§ti3.6, olovka, raunalo i projekcijsko platno.
Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).
Nastavna metoda:

-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem.
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-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, generalizacije, induktivhog

zakljucivanja.

Trajanje: 10 minuta.

Zadatak. Mnogokutima nacrtaj dijagonale iz samo jednog njihovog vrha.

Promatrajéi gornje mnogokute, popuni tablicu.

mnogokut

cetverokut

peterokut

sesterokut

sedmerokut

deseterokut

broj vrhova

broj dijagonala

iz jednog vrha

Odgovori na pitanja.

Zamisli da ima& nacrtan 12-erokut, koliko bi dijagonala mogao nacrtati iz jednog

njegovog vrha?
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Koliko dijagonala maes nacrtati iz jednog vrha mnogokuta koji ima 37 vrhova?

Zaklju cak: ako mnogokut iman vrhova, onda iz svakog njegovog vrha

mozemo nacrtati dijagonale.

Nastavni list€ 3.6. "Broj dijagonala iz jednog vrha mnogoktita

Opis aktivnosti:

Podijelimo wcenicima nastavne lite kao ove gore. Kaemo wenicima da odaberu
jedan vrh mnogokuta i iz njega nacrtaju dijagonale (na projekcijskom platnuzerka
mnogokut i crtanje dijagonale iz jednog njegovog vrha) - naglasimo im da ne trebaju cr-
tati sve dijagonale. Nakosto nacrtaju dijagonale, kamo wenicima da popune tablicu
promatraj@i mnogokute i njihove dijagonale koji se nalaze iznad. Nagmnsu popunili
tablicu, prikazujem istu tu tablicu popunjenu na projekcijskom platnu kakadmigi mo-
gli provjeriti jesu li tacno popunili te kako bi ispravili gike. Zatim wenici odgovaraju na
pitanja te dopunjavaju cenicu zakljeka na listcu.

Nakonsto wenici donesu zaklgak, provjerimo jesu li donijeli dobar zaklak te ih
potaknemo da probaju objasnitista je takav. Postavljamo im sljetke pitanja:

Zasto bas iz jednog vrha mozemo nacrtati 3 dijagonale, zasto ne n dijagonala?
Zasto oduzimamo 3 vrha?

Ako na sedmerokutu odaberem vrh A (pokazujuci na projekcijskom platnu sedmerokut
s oznacenim vrhovima), s kojim vrhovima ga mozemo spojiti kako bismo dobili dijagonalu,
a prema kojim vrhovima ne mozemo nacrtati dijagonalu?

Koliko susjednih vrhova ima svaki vrh mnogokuta?

Mogu li nacrtati dijagonalu iz vrha prema njemu samom?

Prema koliko vrhova ne mogu nacrtati dijagonalu?

Uvedemo j@ i oznaku za broj dijagonala iz jednog vrha mnogokulg:te tvrdnju
zapsemo u obliku formuled, = n 3. Ucenicima pokaemo primjere kako koristiti tu
formulu te im zadamo i nekoliko zadataka u kojima se ona koristi.

Slijedi slicna aktivnost o ukupnom broju dijagonala u mnogokutu.
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Aktivnost: Broj dijagonala u mnogokutu

Cilj: ucenicice otkriti formulu za ukupan broj dijagonala u mnogokutu.

Potrebni materijal: nastavni li§ti3.7, olovka, raunalo i projekcijsko platno.

Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).

Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, generalizacije, induktivhog
zakljucivanja.

Trajanje: 15 minuta.

Zadatak. Mnogokutima nacrtaj sve njihove dijagonale.
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Promatraj@i gornje mnogokute, popuni tablicu.

mnogokut| broj vrhova| broj dijagonala] pomnai brojeve iz | ukupan broj

mnogokuta| iz jednog vrha| susjedniitelija slijeva| dijagonala

cetverokut

peterokut

sesterokut

osmerokut

n-terokut

Zaklju cak: ako mnogokut iman vrhova, onda on ima dijagonale.

Nastavni list€ 3.7. "Broj dijagonala u mnogokutu

Opis aktivnosti:

Podijelimo wcenicima nastavne ligte kao ove gore. Kaemo wenicima da mnogoku-
tima nacrtaju sve dijagonale (na projekcijskom platnu pémo mnogokut i kako ksira-
njem jednog po jednog vrha mogu nacrtati sve dijagonale). Natmnacrtaju dijagonale,
kazemo wenicima da popune tablicu promatr&@jmnogokute i njihove dijagonale koji se
nalaze iznad. Nakosto su popunili tablicu, prikazujem istu tu tablicu popunjenu na pro-
jekcijskom platnu kako bicenici mogli provjeriti jesu li tano popunili te kako bi ispravili
greske. Zatim genici odgovaraju na pitanja te dopunjavajaaeicu zakljeka na listcu.

Nakonsto wenici donesu zaklgak, provjerimo jesu li donijeli dobar zaklpak te ih
potaknemo da probaju objasnitista je takav.

Uvedemo oznaku za ukupan broj dijagonalaterokutu:D,,, a formula koju koristimo
oD, = nin 3)
J n=— 2 -
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Aktivnost: Zbroj veli cina kutova

Cilj: ucenicice otkriti formulu za zbroj vetiina unutarnjih kutova-terokuta.
Potrebni materijal: nastavni li§ti3.8, olovka, raunalo i projekcijsko platno.
Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).
Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, usmeno izlaganje, rad s pisanim materijalom,
rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: metoda analogije, generalizacije, induktivhog
zakljucivanja, analize, sinteze.
Trajanje: 15 minuta.

Zadatak. Odaberi jedan vrh mnogokuta i nacrtaj sve dijagonale iz njega.
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Promatraj@i gornje mnogokute, popuni tablicu.

mnogokut | brojvrhova | brojtrokuta | zbroj velicina kutova

u mnogokutu| u mnogokutu u mnogokutu

cetverokut 4 2 2 180

peterokut

sesterokut

deveterokut

25-erokut

37-erokut

n-terokut

Zaklju cak: Zbroj velicina svih unutarnjih kutova-terokuta je

Nastavni list€ 3.8. "Zbroj velicina kutova u mnogokutu

Opis aktivnosti:

S wenicima ponovimo koliki je zbroj vedina kutova u trokutu i wcetverokutu. Vo-
dimo heuristcki razgovor:

Kako se moze pokazati da je zbroj velicina kutova u cetverokutu jed6ak?

Ako se nitko ne sjeti, prikeem dijagonalicetverokuta te ih pitamo:

Kako je ovom dijagonalom podijeljen cetveroRut

Cine li kutovi trokuta ujedno i kutove cetverok@ta

A koliki je zbroj velicina kutova u dva trokuta

Zatim prikazujemo peterokut i pitamaenike:

Kako biste odredili zbroj velicina kutova u peterokutu? Koja je bila ideja za cetvefokut

Hocemo li crtati sve dijagonale? Koje dijagonale trebamo nacrtati da bi peterokut bio
podijeljen na trokut@

Ako odaberem jedan vrh peterokuta i nacrtam sve dijagonale iz tog vrha, hocemo li
podijeliti peterokut na trokut@

Koliko dijagonala mogu nacrtati iz jednog vrha peterokuta? Koja je forrfiula
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Zatim, podijelimo eenicima nastavne lig#e 3.8. Na nastavnim ligfima se nalaze
slike nekih mnogokuta. Kaemo wenicima da pogledaju te mnogokute te im potom na-
glasimo da svakom mnogokutu nacrtaju dijagonale iz njegovog samo jednogstotmasé
i na listicu) kako bismo mnogokut podijelili na trokute. Ispod mnogokuta se nalazi ta-
blica koju wenici popunjavaju. Prvi redak je popunjen kao primjeenicima (na temelju
cetverokuta kojemu je nacrtana dijagonala) - analiziramoesiigima prvi red te im nagla-
sim da zbroj veltina kutova zau u obliku umneka - broj puta 180

Obilazimo wcenike, a nakon nekog vremena ih prozivamo da&ipagu kako su popunili
tablicu (dok istovremeno prikazujem popunjavanije te tablice na projekcijskom platnu) te ih
pitamo koji su zakljgak donijeli. Uvodimo i oznaki, za zbroj velcina svih unutarnjih
kutova takosto pitamo genike:

Kako temo oznacavati zbroj velicina kutova u n-terokutu

Kako smo oznacavali ukupan broj dijagonala u n-terokufiasto D?

Potom se prikazuje formulK, = (n 2) 180 te ka&emo wenicima da pregu tu
formulu u svoje biljgnice.

3.5 Preslikavanja ravnine

U petom razredu osnovrskole, cenici se prvi puta susta sa osnom i centralnom sime-
trijom. 1z predmetnog kurikuluma [20]:

[Ucenik] osnosimetadno i centralnosimettno preslikava skupove ¢aka
u ravnini (tacku, dwinu, pravac, trokutgetverokut, krug i kranicu). Prepoz-
naje osnosimetcni/centralnosimetani lik i odreduje ogcentar simetrije.

Osna simetrija se de nira uz poraale nicije osnosimetignih tacaka s obzirom na
pravac.

De nicija 3.5.1. Za tocke A i B kazemo da su osnosimetricne s obzirom na pravac p [4]
ako je pravac p simetrala duzin&B. Kazemo da je tocka A osnosimetricna slika tocke B,
odnosno da je B osnosimetricha slika tocke A.

Mozemo j i reCi da je taka A osnosimetigna taki B s obzirom na pravap ili da je
tocka B osnosimetiina tacki A s obzirom na pravap.

De nicija 3.5.2. Neka je p neki zadani pravac u ravnini. Pridruzivanje koje tockama
ravnine pridruzuje osnosimetricne slike tih tocaka s obzirom na pravac p nazivamo osnom
simetrijom ili zrcaljenjem s obzirom na pravac p. Za pravac p kazemo da je os simetrije.
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Tako se u petom razredu prvi puta javljaju pojmovi lsdikai pridruzivanje Ucenicima
mozemo na nekoj konkretnoj situaciji objasniti te pojmove. Bitno je da imamo dva skupa
i pravilo prema kojem se svim elementima prvog skupa pzdjel jedan element drugog
skupa. Kad je pridrzivanje izviseno za pojedini element iz prvog skupa, tada taj prelni
element nazivamo slikom onog prvog elementa. Primjerice, prva skupinaesucy a
druga skupina su razni bomboni. Svakooeniku pridrzujemo samo jedan bombon i to
prema pravilu da seagnicima daju bomboni od jagode, eamicama se daje bomboni od
jabuke. U osnoj simetriji, oba ta skupa su sveki ravnine, a pravilo pridaivanja je
postupak pridraivanja osne simetrija s obzirom na zadani pravac. Dovoljno je zadati neki
pravac u ravnini, kao os simetrije, i pogwosne simetrije memo svakoj toki ravnine
pridruziti neku tacku ravnine. Takder je dovoljno zadati dvije (pridaene) razkite tocke
u ravnini pa za njih mpemo odrediti os simetrije.

Za otkrivanje svojstava osne simetrije korigmo induktivno zakljaivanje.

Teorem 3.5.3.0snosimetricna slika duzine je njoj sukladna duzina.
Teorem 3.5.4.0snosimetricna slika pravca je pravac.

Zbog de nicije osne simetrije (ili osnosimetmih tocaka) znamo da je upravodka
osnosimetina slika take, ali ne znameto je osnosimetrna slika daine, pravca ili
trokuta. Ipak, bud@i da osna simetrija pridawje svakoj taki ravnine neku toku (znamo
i kojim pravilom) mazemo de nirati osnosimetenu sliku dzine ABkao skup teaka koje
su pridrizene odrdenom osnom simetrijom svakoj occika duzine AB. Ne znamo d&e
osnosimetiina slika daine biti dwina, no to tvrdi teorem 3.5.3 te tvrdi @& ta slika biti
sukladna daini AB. Do tvrdnje tog teorema, @ti bismo pom@u dviju indukcija: prvom
indukcijom, wenici bi otkrili da je osnosimeirna slika svake diine upravo daina, a
drugom indukcijom, aenici bi otkrili da je to daini sukladna daina.

Aktivnost: Osna simetrija - duzina

Cilj: ucenicice otkriti da je osnosimetna slika daine njoj sukladna dzina.

Potrebni materijal: biljenica, geometrijski pribor, kreda i pta, A5 papir na

kojem je pravac, bojice, olovka, nastavni les8.9.

Nastavni oblik: grupni rad (diferencirana nastava).

Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, usmeno izlaganje, rad s pisanim materijalom,
-prema matematkom sadzaju: mjerenje, metoda analogije, induktivnog zagilyanja,

generalizacije.

Trajanje: 20 minuta.
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Upute:

1. Neka svaki aenik dobije jednu bojicu.

2. Na velikom papiru (na papiru na kojem je nacrtan pravac), neka seekikinacrta
dvije dwzine tom bojicom.

3. Zamijenite se za bojice tako da nijedarenik nema istu bojicu kao maloprije.

4. Neka svaki genik tom novom bojicom ozmacetiri tocke na dainima koje je on
nacrtao - tecetiri tocke neka budu: krajnje tie dwine i dvije proizvoljne take na daini.

5. Neka svaki genik nacrta osnosimetne slike teaka koje je oznao, s obzirom na
zadani pravac.

6. Zamijenite se za bojice tako da svakemik ima bojicu koju je imao na petku.
7. Neka svaki genik bojicom spoji osnosimetme take prve daine te neka spoji

osnosimetgne take druge daine.

Zajedno odgovorite na sljeda pitanja:

Sto je osnosimetcna slika daine?

Usporedite duljine dzina i njima osnosimetchih dwina. Sto zakljicujete?

Nastavni list€ 3.9. "Osnosimetricna slika duzirie

Opis aktivnosti:

Na pacetku aktivnosti, agenicima postavimo sljeda pitanja:

Sto je osnosimetricna slika tocke?

Ako imamo osnu simetriju, ima li svaka tocka ravnine svoju osnosimtricnu sliku?
Sto je duzina? Bismo li mogli svakoj tocki duzini pridruziti neku tocku ravnine?
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Sto bi bila osnosimetricna slika duzine?

Nakonsto usmeno odgovore na pitanjaemike podijemo eetveralane grupe. Svaka
grupa dobije A5 papir na kojem se nalazi pravac te nastavri kstb onaj gore na kojem
se nalaze upute i pitanja. ddnicima kaemo da crtanje provode na papiru na kojem se
nalazi pravac (nazvatemo ga veliki papir) te im ukratko objasnimo upute. Dalenici
crtaju, obilazimo ih te razgnjavamo nejasr@ vezane uz upute, a istovremeno provje-
ravamo kako napreduju. Nakato nacrtaju osnosimetmne slike daina, ka&emo im da
zajedno odgovore na dva pitanja koja se nalaze ispod uputa na nastavnoum Nskon
sto wenici odgovore na pitanja, za@mo teéne odgovore na pto u obliku teorema 3.5.3.

Za otkrivanje tvrdnje teorema 3.5.4 mogli bismo provesti siggtieuristcki razgovor:

Sto mislite, sto je osnosimetricna slika pravca?

A sto je osnosimetricha slika trokuta? Moze li se dogoditi da nije trokut, tj. da stranice
trokuta nemaju zajednicke krajnje tocke? Zasto ne?

U kakvom odnosu €e, po duljini, biti stranice tih dvaju trokuta?

Do tocnosti odgovora na ta pitanja, m@mo d@i induktivnim zakljicivanjem uz pomo
Geogebre

Analogno bismo proveli aktivhost kojom bcanici otkrili sukladnost centralnosimetnih,
odnosno translatiranih dina.
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Mjerenje

4.1 Povrsina pravokutnika

Neki od ishoda koje navodi Predmetni kurikuluns jocetvrtom razredu osnovrsiole su:

[Ucenik] mjeri povsinu likova ucrtanih u kvadratnoj mze ucrtava u kva-
dratnu mreu likove zadane posgine, mjeri povsine pravokutnih likova pre-
krivanjem povsine jedincnim kvadratom i poznaje standardne mjere za piowr.

U petom razredu, [20] navodi sljedeishode:

[Ucenik] otkriva i obrazlae formule za opseg i posinu. Povezuje umraak
dvaju jednakih brojeva s pojmom kvadrata broja i mjernom jedinicom zaspavr
Poznaje mjerne jedinice za peunu (kilometar kvadratni, metar kvadratni, de-
cimetar kvadratni, centimetar kvadratni, milimetar kvadratni).

Ucenicima navedemo pasinu jedincnog kvadrata kao de niciju.

De nicija4.1.1. Ako kvadrat ima stranicu duljin& cm, onda je njegova povrsina jednaka
1cn?.

Gornju de niciju ucenici primjenjuju za bilo koju mjernu jedinicu.
Sljedeca nastavna aktivnost u kojogitielj moze provesti metodu induktivnog zaktjiwanja
jest otkrivanje formule za posiu pravokutnika.

Aktivnost: Povr sina pravokutnika

Cilj: ucenicice otkriti formulu povsine pravokutnika.
Potrebni materijal: nastavni ligtd.1, olovka, raunalo i projekcijsko platno.
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Nastavni oblik: individualni rad (diferencirana nastava).

Nastavna metoda:
-prema izvoru znanja: razgovor, rad s pisanim materijalom, rad s medijem,
-prema matematkom sadzaju: mjerenje, metoda analogije, induktivhog zagianja,
generalizacije.

Trajanje: 15 minuta.

Zadatak.

a) lzmjeri duljine stranica svakomu od pravokutnika. Vrijednosti unesi u tablicu koja
se nalazi ispod.

b) I1zracunaj povsine svakog od pravokutnika pogwpovisina kvadrata kojcine kva-
dratnu mreu. Vrijednosti unesi u tablicu koja se nalazi ispod.
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ABCD EFGH IJKL MNOP
= e= i = m=
= f= k= n=
a b= e f= i k= m n=
P(ABCD) = P(EFGH) = P(IJKL) = P(MNOP) =

Usporedi posljednja dva retka u tablici.
Sto zakljicujes - kako maemo izraunati povsinu pravokutnika ako su nam
poznate duljine njegovih stranica? Odgovoricijea.

Zaklju cak: ako su nam poznate duljireei b susjednih stranica nekog pravokutnika
ABCD, onda njegovu powinu racunamo po formuli:

Nastavni list€ 4.1. "Otkrivanje formule za povrsinu pravokutnika

Opis aktivnosti:

Podijelimo svakom paruagenika jedan nastavni ligtina kojem se nalaze ragiti pra-
vokutnici koji su ucrtani u kvadratnoj mze Ispod pravokutnika nalazi se tablica u koju
ucenici trebaju unijeti podatke o duljini stranica pravokutnika te njegovojgoikrUcenicima
damo detaljnije upute kako popuniti tablicu. Naksin popune tablicu,aenici usporduju
posljednja dva retka u tablici i zakuju o formuli za raunanje powine pravokutnika.
Prikazujemo tona rjesenja na projekcijskom platnu prozivajwcenike istovremeno.

Sto ako uzmemo pravokutnik koji je p@amom maniji od jedirinog kvadrata? S obzirom
da se mneenije racionalnih brojeva new petom razredu, taj nastavni sadyrostavljamo
za vise razrede osnovrskole.
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Slicno induktivho zakljgivanje mogli bismo provesti i za otkrivanje formule volumena
kvadra.

De nicija 4.1.2. Neka je P skup svih mnogokuta u ravnini. Funkcija i* ! R sa
svojstvima:
(N1) pA) 0;8A2P,
(N2) pA[ B) = p(A) + p(B); 8A; B 2 P koji nemaju zajednickih unutarnjih tocaka
(N3) A B) p(A) = p(B),
(N4) postoji bar jedan kvadrat K sa stranicom duljibéakav da je K) = 1,
zove se povrsina ili plostina na skupu P.

Teorem 4.1.3.Ako postoji povrsina p i ako je dan pravokutnik ABCD takav dpAB| = a
i jBCj = b, onda je )ABCD) = a b.

Dokaz. Dokaztemo provesti u dva dijela, a rme se néi u knjizi [18].

1) Pretpostavimo da saii b 2 Q*, onda jea = g ib= Es pri cemu sup;q;r;s 2 N.

Neka jen zajedncki visekratnik brojevay i s. Prcsirimo tada razlomkc,g [ Estako daje

g n’ s n

Funkcijap je povisina pa postoji kvadra takav da jep(K) = 1. Tockama podije-
limo susjedne stranice kvadrata tako da je udaljenost od vrha kvadrata do susdne to

p_m r_nP

te izmeadu susjednih toakajednaka% (na slici 4.1 je = 5). Kroz te tawke povucimo pa-
ralele sa stranicama kvadrata. Na taginakvadratk je podijelien na? manjih kvadrata
K KoKz 15 K.
Zbog(N2)iz de nicije povrsine vrijedi da je
1= p(K) = p(Ky + K + 214 Kre) = p(Ky) + p(Kz) + 12+ p(Kre)

te zbog(N3) iz de nicije povrsine vrijedi

P(K1) + p(K2) + i+ p(Kie) = 0 p(K1)
odnosno imamo da je

1=n" p(Ky)

iz cega slijedi da je

1
p(Ky) = F:
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Slika 4.1: Kvadrat posine 1

Dalje, na analogan @ podijelimo stranicu duljinea pravokutnika nam dijelova,
a stranicu duljind nan® dijelova. Tada su duljine tih odsjaka jednaken i pravokutnik

ABCDje unijam mPkvadrata kojima je duljina stranlc# odnosncija je povisina jednaka
1 ,
= paimamo
— 0 1 — .
p(ABCD) =m m == a b

2) Neka sua;b 2 R*. Tada za svaki prirodni braj, postoje prirodni brojeva, i b,
takvi da je

. Mn bn +1
- - b - 4.1

S|
£

+

[EEN
o

jer je skupQ gust uRr.
Tada, zbog aksioma uitaja uR vrijedi
an E a b ant+tl b,+1
n n n n
Nadalje, postoje brojexd® b° 2 R* takvi da je

a=a’+ 2 p=p+ B,
n n
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Pogledajmo sliku 4.2.

Slika 4.2: Pravokutnici

Oznaimo saP; pravokutnikAE; E;E3, saP, pravokutnikAF;F,F3 te saR sesterokut
E;BCDEsE;. Vidimo da je
ABCD=P;[ R

pa je zbog svojstvéiN2) de nicije povrsine

P(ABCD) = p(P1) + p(R)) P(ABCD) p(P1) = p(R);
a zbog svojstvé@N1) vrijedi

P(ABCD) p(P) 0) p(ABCD) p(P.):

Analogno bismo pokazali da g ABCD) p(P):
Iz posljednijih dviju nejednakosti zaklgujemo

p(P1) P(ABCD) p(P2):

Nadalje, pravokutnikP; ima stranice duljina?]—”, % aPb,

dokazanog u prvom staju

a,+1 b,+1
n ' n

pa je zbog
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b, a,+1 by+1

, P(P2) =

p(P1) = r . .

Odnosno, imamo

S|

a bn a+1l by+1

P(ABCD) ==

Na pacetku smo zakljaili da je

8 & ab a,+1 b,+1
n n n n
Moze se pokazati (koristeaksiom uskldenosti zbrajanja i udaja uR) da je

p(Pz) p(P1) Pp(ABCD ab p(Py) p(P2):
Budwti da je
ah+by+1

p(P)  p(P) = 2

te zbog (4.1)

a, ha b, nb

vrijedi da je
na+nb+1
p(ABCD T:
Analogno bismo pokazali da je
na+nb+1
p(ABCD —
Odnosno, zakljoujemo da je
+nb+1 +nb+1
har b+ - :2 p(aBcp) 2TMBT = :2 :
za svaki pridodan braj.
BudLti da je
: na+nb+ 1 . na+nb+1
im ————=0=Ilm ——5—
ni1 n ni1 n

premateoremu o sendviczakljucujemo da je,
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odnosno da je
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rIHn(p(ABCD) ab)=0

p(ABCD) ab=0) p(ABCD) = ah:



Bibliogra ja

[1] B. Antunovi¢ Piton, T. Djakowvt, L. Havranek-Bijukow, |. Matic, T. RodigerMate-
matika 8, 1. dio, udzbenik sa zbirkom zadataka iz matematike u osmom razredu os-
novne skoleSkolska knjiga, Zagreb, 2014.

[2] B. Antunovic Piton, T. Djakovg, L. Havranek-Bijukow, I. Matic, T. RodigerMate-
matika 8, 2. dio, udzbenik sa zbirkom zadataka iz matematike u osmom razredu os-
novne skoleSkolska knjiga, Zagreb, 2014.

[3] M. Bombardelli, D. llisev, Elementarna geometrija (skripta),
dostupno na httpBweb.math.pmf.unizg.imastavéegdodatniE Gskripta.pdf
(listopad 2020.)

[4] V. Drazenovt Zitko, L. Krni¢c, M. Maric, Z. Sikic, Matematika 5, 2. polugodiste,
udzbenik i zbirka zadataka za sedmi razred osnovne skuotel, Zagreb, 2011.

[5] V. Drazenovt Zitko, L. Krni¢, M. Mari¢, Z. Sikic, Matematika 6, 1. polugodiste,
udzbenik i zbirka zadataka za sedmi razred osnovne skuotel, Zagreb, 2012.

[6] V. Drazenovt Zitko, L. Krni¢, M. Mari¢, Z. Siki€, Matematika 6, 2. polugodiste,
udzbenik i zbirka zadataka za sedmi razred osnovne skotel, Zagreb, 2012.

[7] A. Dujella, Uvod u teoriju brojeva (skripta),
dostupno na httpgweb.math.pmf.unizg.hduje/utbprof.html
(listopad 2020.)

[8] G. Gojmerac Dekaiti P. Radano, S. VarsanecMatematika 5, 1. dio, udzbenik za
5. razred osnovne skal&lement, Zagreb, 2019.

[9] G. Gojmerac Dekaiti P. Radano, S. VarsanecMatematika 5, 2. dio, udzbenik za
5. razred osnovne skal&lement, Zagreb, 2019.

[10] G. Gojmerac Dekagi P. Radanog, S. VarsanecMatematika 6, 1. dio, udzbenik za
6. razred osnovne skqgl&lement, Zagreb, 2020.

75



[11] G. Gojmerac Dekani P. Radanow, S. VarsanecMatematika 6, 2. dio, udzbenik za
6. razred osnovne skqgl&lement, Zagreb, 2020.

[12] G. Gojmerac Dekani P. Radanoé, S. VarsanecMatematika 7, 1. dio, udzbenik za
7. razred osnovne skqgl&lement, Zagreb, 2020.

[13] G. Gojmerac Dekani P. Radanoy, S. VarsanecMatematika 7, 2. dio, udzbenik za
7. razred osnovne skal&lement, Zagreb, 2020.

[14] I. Golac Jakopow, L. Krni¢, Z. Siki€, M. Vukovit, Matematika 7, 1. polugodiste,
udzbenik i zbirka zadataka za sedmi razred osnovne skRotel, Zagreb, 2012.

[15] I. Golac Jakopow, L. Krnic, Z. Sikic, M. Vukovic, Matematika 7, 2. polugodiste,
udzbenik i zbirka zadataka za sedmi razred osnovne skotel, Zagreb, 2012.

[16] B. Goles, Z. Lobor, L. KrnE, Z. Siki¢, Matematika 5, 1. polugodiste, udzbenik i zbirka
zadataka za sedmi razred osnovne skBi® |, Zagreb, 2011.

[17] Z. Kurnik, Indukcija Matematika iskola, (2000), 197 - 203.
[18] B. Pavkovt, D. Veljan,Elementarna matematika Tehntcka knjiga, Zagreb, 1992.

[19] M. Pavlekovt, Metodika nastave matematike s informatikonElement, Zagreb,
1997.

[20] Predmetni kurikulum Matematike za osnowskolu, NN 72019.,
dostupno na httpgnarodne-novine.nn.falancisluzbeni201901 7_146.html
(listopad 2020.)



Sazetak

Induktivno zakljicivanje je promatranje niza slajeva sa ciljem da se apbnjima ono za-
jednicko kako bi se to zajedcdko istaknulo te dokazivanjem postalo svojstvo.

U ovom diplomskom radu, na petku manijih poglavlja, navedena su svojstva ili pojmovi
neophodni za prowdenje same aktivnosti bilo da su istaknuti ishodi iz Predmetnog ku-
rikuluma [20] koji su vezani uz oddenu aktivnost, navedeno predznanje ili su temeljni
pojmovi opisani, odnosno de nirani. Unutar 6i@e aktivnosti nalaze se nastavni Icsti
koji ucenicima pomau u oblikovanju induktivhog zaklgivanja, a unutar nekih aktivnosti
nalaze se motivacijski primjeri udenja aktivnosti, metodki komentari, objanjenja ma-
tematckih pojmova ili heuristtki razgovor o tvrdniji ili dokazu svojstva.

Dijelovi matemattkog sadzaja u kojima je takder moga@e koristiti metodu induk-
tivnog zakljcivanja, a u svojim aktivnostima su &tii nekima od prethodno navedenih
aktivnosti u radu, nisu opisani, #ge napomenuto da bismo ih analognim aktivhostima
mogli provesti. Takder, neke aktivnosti su opisane ukratko ukoliko je njihovo svojstvo
istaknuto zbog svojeaglednosti tijekom prikaza i manjeg broja primjera. Nakon opisa
aktivnosti, navode se de nicije pojmova, iskazi i dokazi otkrivenih svojstava ili se prelazi
na obradu nove aktivnosti.






Summary

Inductive reasoning is observing the series of cases to notice the common property in order
to be featured and set as a rule after carrying out its proof.

In this work, at the beginning of sections, there are theorems or concepts required for des-
cription of activities whether they are featured curriculum outcomes [20] that are related
to the certain activity, stated important knowledge or main concepts described, therefore
de ned. Within most of activities, there are worksheet that help students to form inductive
reasoning and within some of activities, there are motivational examples, methodical no-
tes, explanation of mathematic concepts or heuristic technique to explain the statement of
theorem or its proof.

Parts of mathematic content in which inductive reasoning is also usable and have ac-
tivities that are similar to the some of previously exposed activities within this work, are
not described, but referred as similar activities of the idea of their implementation. Some
activities are also described in short if their rule is featured due to its obviousness during
representation of even fewer examples. After the description of the activity, there are de -
nitions of concepts, statements or proofs of theorems or the new activity is introduced.
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