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Uvod

Euklidska geometrija je grana geometrije koja je utemeljena na definicijama i aksi-
omima. Njih je uveo starogrcki matemati¢ar Euklid u svom najpoznatijem djelu Elementi.
U prvom poglavlju ovog rada prikazan je kratki pregled razvoja geometrije, a poseban na-
glasak je upravo na Euklidu i njegovim Elementima. Drugo poglavlje podijeljeno je u Sest
potpoglavlja i svako od njih bavi se jednom od geometrijskih trasformacija ravnine: tran-
slacijom, centralnom simetrijom, osnom simetrijom, rotacijom, homotetijom i inverzijom.
Za svaku od njih prikazana su osnovna svojstva te kroz razli¢ite geometrijske teoreme i
zadatke prikazana je njihova primjena.

Nesto detaljnije od ostalih obradene se homotetija i1 inverzija. KoriStenjem homotetije
1 inverzije se sloZeniji problemi mogu svesti na jednostavniji problem koji je lakSe rijesiti.
Ono po ¢emu se inverzija razlikuje od svih navedenih trasformacija je to $to se inverzijom
pravac ne mora nuzno preslikati u pravac, nego je moguce da se preslika i u kruznicu.
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Povijesni razvoj geometrije

Na pocetku ¢emo najprije reci neSto o povijesnom razvoju geometrije te o Euklido-
vim Elementima. Poznato je da su geometriju u svakodnevnom Zivotu koristili vec¢ stari
Egipcani i Babilonci, ali prvi koji su geometriju formirali kao granu matematike jesu Grei.
Naziv geometrija dolazi iz grckog jezika, tj. grckih rijeCi za zemlju i mjeru. Geometrija
se postupno razvijala kao apstraktna teorijska znanost kroz rad starogrckih matematicara
kao Sto su bili Tales, Pitagora, Platon, Apolonije, Euklid i ostali. Osim §to je poznat po
pouccima o obodnom kutu nad promjerom kruZnice te poucku o proporcionalnosti, Tales je
takoder poznat i kao matematicar koji je prvi uveo koncept dokaza indukcijom. Pitagora je
osnovao pitagorejsku skolu te su upravo pitagorejci zasluzni za otkrivanje brojnih teorema
u geometriji. Za Pitagoru se kaze da je prvi koji je dokazao Pitagorin teorem koristeci
deduktivno zakljucCivanje.

Za geometriju moZemo reci da je to prva grana matematike koja se visoko razvila, a ono
Sto je to omogucilo je djelo grékog matematic¢ara Euklida pod nazivom Elementi nastalo u
treCem stoljecu prije Krista. Elementi sadrze 13 knjiga u kojima je glavna ideja izvesti svu
matematiku iz malog broja aksioma (op¢e matematicke pretpostavke) i postulata (geome-
trijske pretpostavke). Prva knjiga sadrzi rezultate elementarne planimetrije, medu njima
1 teoreme o sukladnosti trokuta. Druga knjiga sadrZi definicije i propozicije geometrij-
ske algebre, tre¢a planimetrije kruZnice i kruga, a u Cetvrtoj knjizi opisane su konstrukcije
pravilnih mnogokuta upisanih i opisanih kruzZnicama. Peta i Sesta knjiga bave se Eudokso-
vom opéom teorijom omjera i razmjera, dok su u Sestoj obradeni i sli¢nost te geometrijski
omjeri. Sljedece tri knjige uglavnom se bave teorijom brojeva. Deseta knjiga sadrzi klasifi-
kaciju kvadratnih iracionalnosti, dok se sljedece dvije bave elementarnom stereometrijom,
a posljednja pravilnim poliedrima.
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Pet Euklidovih aksioma

1. Stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake.

2. Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.
3. Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, 1 ostaci su jednaki.

4. Stvari koje se jedna s drugom podudaraju medusobno su jednake.

)

. Cjelina je veca od dijela.

Pet Euklidovih postulata

1. Neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duZina.
2. I da se ograni¢ena duZina neprekinuto produzuje u duZini.

3. I da se sa svakim srediStem i udaljenoS¢u opisuje krug.

4. 1da su svi pravi kutovi medusobno jednaki.

5. I da ako duzina koja sijeCe dvije duZzine ¢ini unutarnje kutove s iste strane manjima
od dva prava kuta, dvije duzine, neogranic¢eno produzZene, sastaju se s one strane na
kojoj su kutovi manji od dva prava kuta.

Tijekom povijesti najviSe se raspravljalo o petom Euklidovom postulatu, poznatom kao
postulatu o paralelama zbog njegove sloZenosti. Naime, taj postulat nije ocit kao ostali
postulati, pa su se mnogi matematicari pitali moze li se on dokazati pomocu ostala Cetiri
postulata, Sto je dovelo do otkrivanja mnogo njemu ekvivalentnih tvrdnji. Tek je u 19.
stoljecu ruski matematicar Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski razvio novu vrstu geometrije u
kojoj ne vrijedi Euklidov peti postulat, poznatu kao hiperbolicka geometrija.
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Geometrijske transformacije

Jedna od najzanimljivijih tema euklidske geometrije jesu geometrijske transformacije,
tj. preslikavanja ravnine: translacija, centralna i osna simetrija, rotacija, homotetija i inver-
zija. Svaku od njih ¢emo definirati te prikazati njihovu primjenu na rjeSavanje nekih ge-
ometrijskih problema kao i na dokazivanje nekih teorema.

2.1 'Translacija

Definicija 2.1.1. Neka je A neka tocka ravnine i d vektor. Neka je AB vektor takav da
—
vrijedi AB = d. Tada kaZemo da je toc¢ka B translacija tocke A za vektor d.

Oznacimo li s M skup svih toCaka ravnine, translaciju moZemo definirati i na sljedeci
nacin.
o oo . - - .o v . o . . .
Definicija 2.1.2. Neka je @ = AB neki ¢vrsti vektor u ravnini. Preslikavanje t; : M — M

—
koje tocki T € M pridruzuje tocku T’ = t3(T) iz M, tako da je TT' = d naziva se translacija
ravnine M za vektor d.

o}
w

T

Slika 1.
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Propozicija 2.1.3. Translacijom geometrijskog lika dobit cemo njemu sukladan lik.

Propozicija 2.1.4. Neka su 1, i I, dva paralelna pravca. Svaki od ta dva pravca moZemo
dobiti translacijom drugog pravca.

Dokaz. Uzmimo tocku A; koja leZi na pravcu /; i tocku A, koja leZi na pravcu [, te pogle-
—_—
dajmo vektor A;A,. Uzmimo sada proizvoljnu toCku B, € [;. Neka je B, toCka takva da
vrijedi
_— —
BxBy = AA,,
iz Cega slijedi
AZBy ” Ale,

pa zakljuCujemo da vrijedi By € ,, tj. tocka By leZi na pravcu /,.

Slika 2.

Prema petom Euklidovom postulatu znamo da postoji jedinstveni pravac paralelan s
pravcem /; koji prolazi tockom A,, a to je pravac [,. Pokazali smo da tocka B, lezi na

pravcu 5, a ujedno je i translacija tocke B, za vektor A;A,, pa zaklju¢ujemo da je pravac /,
translacija pravca /;. O

Definicija 2.1.5. Neka je S neki geometrijski oblik. Za dvije translacije kaZemo da su
uzastopne ako prva translatira S u S, adruga S, u S ».

Teorem 2.1.6. Dvije uzastopne translacije definirane pomocu vektora razlic¢itih smjerova
moZemo zamijeniti translacijom definiranom vektorom koji je suma ta dva vektora.

S, =, = e e " .

Dokaz. Neka su a; = OA; 1 a, = OA; dva vektora koji imaju zajednicku pocetnu toCku
—

O, te neka je OA njihov zbroj. Uzmimo proizvoljnu tocku 7 i translatirajmo ju najprije za

vektor aj. Dobivenu to¢ku oznac¢imo s T;. Znamo da vrijedi

—_— @ —
TT) = OA;. 2.1)
Primjenom translacije za vektor @, na tocku T dobit ¢emo tocku T tako da vrijedi

—_—> —_—
T1 T2 = 0A2 (22)
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Slika 3.

Primjenom dviju uzastopnih translacija to¢ku 7 translatirali smo u to¢ku 7. Vrijedi

TT, =TT, +T1T,. (23)

Uvrstimo li sada u tu jednakost jednakosti (2.1)) i (2.2), dobit ¢emo da vrijedi

e
TT, = OA; + OA, = OA.

O

Primjer 2.1.7. Neka je ABCD Cetverokut takav da vrijedi |AD| = |BC| i neka su M i N
redom polovista stranica AB i CD. DokaZite da je duZina MN paralelna simetrali kuta sto
ga zatvaraju pravci AD i BC.

. . . .o v — . pgd . v
Translatirajmo najprije toCcku M za vektor AD, a zatim za vektor BC. Dobivene tocke
oznacimo s M, 1 M, kao na slici.

Slika 4.

Dovoljno je pokazati da vrijedi ZM{MN = ZNMM,.
Zbog |AD| = |BC]| vrijedi |MM;| = |MM,|, pa zakljucujemo da je trokut AMM; M, jedna-
kokracan.
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Takoder, zbog provedenih translacija vrijedi

—_— —

DM, = AM (2.4)
i

_— —

M,C = MB. (2.5)
Iz uvjeta zadatka znamo da je

— —>

AM = MB, (2.6)

pa iz jednakosti (2.4)), (2.5)) i (2.6) slijedi
e
DM1 = 2C.

Sada zakljuCujemo da je Cetverokut DM;CM, paralelogram. Znamo da za dijagonale pa-
ralelograma vrijedi da se one raspolavljaju, pa vrijedi jednakost |M|N| = |[NM,|.

Dakle, N je poloviste stranice M M,, pa je MN simetrala kuta ZM; M M, jednakokracnog
trokuta AMM | M,.

2.2 Centralna simetrija

Definicija 2.2.1. Neka su O i A dvije tocke ravnine. Za tocku A’ kazemo da je centralno
simetri¢na toc¢ka tocki A u odnosu na tocku O ako je O poloviste duzine AA’. Tocku O
nazivamo centrom simetrije.

Oznacimo li s M skup svih tocaka ravnine, centralnu simetriju moZemo definirati i na
sljedeci nacin.

Definicija 2.2.2. Neka je O ¢vrsta tocka ravnine M. Centralna simetrija ravnine M obzi-
rom na tocku O je preslikavanje so : M — M definirano na sljedeci nacin:

Najprije je so(O) = O. Ako je T tocka razlic¢ita od O, neka je T’ tocka na pravcu T O, razli-
cita od T, takva da je \T O| = |OT’|. Takva tocka T’ je jedinstvena. Definira se so(T) = T'.

T
O
T

Slika 5.
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Primjer 2.2.3. Zadane su tri nekolinearne tocke M, N i O. Konstruirajte kvadrat kojemu
pravci na kojima leZe suprotne stranice kvadrata prolaze tockama M i N, a O je srediste
kvadrata.

Neka je ABCD trazeni kvadrat. Promotrimo centralnu simetriju s centrom simetrije O.
Ona pravac AB = a preslikava u pravac b = CD.
Preslikajmo najprije centralnom simetrijom obzirom na to¢ku O to¢ku M u to¢ku M’. Na-
crtajmo sada pravac NM’. To je pravac b. Povucimo zatim paralelu s tim pravcem kroz
tocku M i dobit ¢emo pravac a. Sada smo konstruirali pravce na kojima leZe dvije nasu-
protne stranice kvadrata, a s obzirom da imamo zadano srediSte kvadrata O, lako moZemo
konstruirati trazeni kvadrat. 1z toCke O povucimo okomicu na te pravce. Ta okomica sijeCe
pravce u tockama P i Q koje su polovista nasuprotnih stranica kvadrata, a duljina polovine
stranice jednaka je udaljenosti tocke O do pravaca.

Slika 6.

2.3 Osna simetrija

Definicija 2.3.1. Neka je p pravac i A tocka u ravnini. Za tocku A’ kaZemo da je osnosi-
metricna tocki A u odnosu na pravac p ako je pravac p simetrala duZine AA’. Pravac p
nazivamo os simetrije.

Oznacimo li s M skup svih toaka ravnine, osnu simetriju moZemo definirati i na slje-
deci nacin.
Definicija 2.3.2. Neka je p pravac koji leZi u ravnini M. Osna simetrija ravnine M obzirom
na pravac p je preslikavanje s, : M — M definirano na sljedeci nacin:
Ako tocka T leZi na pravcu p, definira se s,(T) = T.
Ako tocka T ne leZi na pravcu p, tada okomica kroz T na pravac p sijece p u nekoj tocki
Ty. Neka je T' tocka na pravcu TT, razli¢ita od T, takva da je |TTy| = |ToT’|. Takva tocka
T’ je jedinstvena. Definira se s,(T) = T'.
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Slika 7.

Primjer 2.3.3. Zadan je Siljasti kut « i tocka T unutar kuta. Konstruirajte tocke A i B na
krakovima tog kuta tako da je opseg trokuta AABT minimalan.

Oznacimo najprije krakove kuta s p i ¢ kao na slici. Neka je 7’ osnosimetri¢na tocka
tocki T’ obzirom na pravac p, a T” osnosimetri¢na tocka tocki 7" obzirom na pravac ¢g. Tada
za bilo koje tocke A € pi B € g vrijedi |AT’| = |AT|1|BT"”| = |BT|. Opseg traZenog trokuta
jednak je zbroju duljina stranica tog trokuta |[TA| + |AB| + |BT]|, tj. jednak je zbroju duljina
duZina |T'A| + |AB| + |BT"|.

Povucimo sada duzinu 7’7”. SjeciSte te duzine s krakom p oznaimo s Ay, a sjeciSte s
krakom g ozna¢imo s B. Primijetimo sada da Ce za sve tocke A € p i B € g razlicite od Ay
1 By vrijediti

|T"Ao| + |AoBol + |BoT"”| < |T'A| + |AB| + |BT"|.

Dakle, trazene tocke su toCke Ay 1 By.

Slika 8.
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2.4 Rotacija

Definicija 2.4.1. Neka je su O i A tocke u ravnini, a « pozitivno orijentiran kut. Neka je A’
tocka takva da vrijedi Z/AOA’ = a i |OA| = |OA’|. Preslikavanje koje tocku A preslikava u
tocku A’ nazivamo rotacija tocke A s centrom O i kutom rotacije a.

Ukoliko je kut za koji rotiramo neku tocku, pravac ili neki drugi geometrijski oblik
pozitivno orijentiran tada govorimo o pozitivhom smjeru rotacije (obrnut smjer od smjera
kretanja kazaljke na satu), a u suprotnom o negativhom smjeru rotacije.

Rotaciju moZemo definirati i na sljedeci nacin.

Definicija 2.4.2. Rotacija ravnine M oko c¢vrste tocke O (sredista rotacije) za kut a (kut
rotacije) u pozitivnom smjeru je preslikavanje r : M — M definirano na sljedeci nacin:
Najprije je r(O) = O. Ako je T tocka razlicita od O, neka je k = k(O,|OT)|) kruznica sa
sredistem u O i polumjerom |OT|. Neka je T’ tocka na kruznici k takva da luku TT, kojim
se od T do T' dolazi gibanjem u pozitivnom smjeru, pripada sredisni kut a. Takva tocka
T’ je jedinstvena. Definira se r(T) = T"'.

Slika 9.

Primjer 2.4.3. DokaZite da su slika A’B’ neke duzine AB pri rotaciji za kut a sa sredistem
rotacije O i sama ta duZina jednake duljine.

U dokazu ovog primjera koristit éemo S — K —S teorem o sukladnosti trokuta koji glasi:
Dva su trokuta sukladna ako su im sukladne dvije stranice i kut medu njima.
Najprije ¢emo skicirati neku proizvoljnu duzinu AB koju ¢emo rotirati oko tocke O za kut
.
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Slika 10.
1z definicije rotacije slijedi:
|OA| = |OA|
|OB| = |OB'|

/AOB = Z/A'OPB'.
Sada po S — K — § poucku o sukladnosti trokuta zakljucujemo da je AAOB = AA’OB’, pa
vrijedi i |AB| = |A’B'|.
Analogno kao u prethodnom primjeru, lako se pokaze da vrijedi i opéenitija tvrdnja, tj.
sljedeca propozicija.
Propozicija 2.4.4. Dva geometrijska lika takva da se jedan iz drugog moZe dobiti rotaci-
Jjom su sukladna.

Primjer 2.4.5. Dana je kruZnica k(S,r) i tocka A izvan kruZnice. Neka je tocka B pro-
izvoljna tocka na kruZnici, a tocka C takva da je trokut AABC jednakostranican. Gdje u
ravnini leZi tocka C?

S obzirom da vrijedi

|AC| = |AB|
i

/BAC ==

ili

n
ZBAC = — -
3
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tocku C moZemo dobiti rotacijom kruznice k oko tocke A za kut 7 ili za kut —3, tj. tocka
C pripada rotaciji kruZnice k za neki od ta dva kuta.

Slika 11.

Teorem 2.4.6. Dvije uzastopne osne simetrije s, i s, kojima se osi p i p, sijeku u tocki
O i zatvaraju orijentirani kut @ moZemo zamijeniti rotacijom s centrom u tocki O i kutom
rotacije 2a.

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu tocku 7. Osnosimetri¢nu sliku to¢ke 7" obzirom na pravac p,
nazovimo 7. Sada tocku T’ osnosimetri¢no preslikajmo obzirom na pravac p, u to¢ku 7.
Da bismo dokazali tvrdnju teorema, trebamo pokazati da je ZTOT” = 2a i |OT| = |OT"|.
Oznacimo se P sjeciSte pravca p; 1 duzine T7’, a s Q sjeciSte pravca p, 1 duzine 7’7" .
Tocke T’ 1 T” dobili smo primjenom osne simetrije, pa zbog toga vrijedi sljedece

|0T| = |0T’| = |0T""|.

Pogledajmo sada kut ZTOT"”. Vrijedi sljedece

/TOT" = /TOT + /T’ OT"
=2./POT +2-/T'0Q
=2 (LPOT' + /T’ 0Q)
=2-/POQ = 2a.

(2.7)
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Slika 12.

Ovime je tvrdnja teorema dokazana.

2.5 Homotetija

Definicija 2.5.1. Za tocku T’ kaZemo da je homoteticna slika tocke T s centrom homotetije
—
O ako vektor OT' zadovoljava uvjet

—_ —
oT’ =r-0T,
gdje je r # 0. Realni broj r naziva se koeficijent homotetije.

Ako je r > 0, tada su vektori E’* 1 0—ﬁ jednake orijentacije, a ako je r < 0 vektori su
suprotne orijentacije. Ako je r = 1 radi se o identiteti, a ako je r = —1 radi se o centralnoj
simetriji.

Ako je T homoteti¢na slika toCke T’ s centrom homotetije O i koeficijentom r, onda je
T’ homoteti¢na slika tocke T s centrom homotetije O i koeficijentom %
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r=0 r<Q r=1

0 T 0

Slika 13.

Teorem 2.5.2 (Karakteristicni kriterij homotetije). Geometrijski lik S’ homoteti¢an je
geometrijskom liku S s koeficijentom homotetije r # 0, 1 ako i samo ako za svaki par tocaka

% H
A, B € S postoji par tocaka A’, B’ € S’ tako da vrijedi A’B" = r - AB.

Dokaz. Neka je S’ homoteticna slika lika S s centrom homotetije O i koeficijentom homo-
tetije r # 0, 1. Neka su A, B € S proizvoljne toc¢ke, a A’, B" € S’ njihove homoteticne slike.
Tada je

% _)

OA’ =r-0OA
i

— —

OB =r-OB.

Oduzmemo li te dvije jednakosti, dobivamo sljedece:
—_— — —_— =
OA’ — OB’ = r(OA — OB),

odnosno

% H

B'A"=r BA,
ili

— —

A'B =r-AB.

DokazZimo sada drugi smjer.
NekasuA,Be S iA’,B €S’ takve da je

l

—
A'B' =r-AB,

zar # 0,1. Neka su A1 A’ fiksirane tocke, a B 1 B’ proizvoljne tocke na likovima § 1 S’
redom. Neka je O tocka takva da vrijedi

_) _)
OA’ =r- OA.
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Zbrojimo li sada tu jednakost i jednakost iz pretpostavke, dobivamo
_— — — —
OA" + A’B’ = r(OA + AB),

iz Cega slijedi

—_— —_
OB =r-0OB,
zatocke B 1 B’ za koje vrijedi A’B’ = r - AB. O

Korolar 2.5.3. Homotetija preslikava pravac u njemu paralelan pravac.

r-0 Q
r#1 r<0

Slika 14.

Korolar 2.5.4. Homotetija preslikava mnogokut u njemu slican mnogokut. Njegove stra-
nice jednako su orijentirane kao stranice pocetnog mnogokuta ako je koeficijent homotetije
r > 0, a suprotno orijentirane ako je r < Q.

Vrijedi i obrat prethodnog korolara: ako su S i S’ dva sli¢na mnogokuta, postoji homo-
tetija koja preslikava S na S”.
Promotrimo sada kako homotetija preslikava kruznice. Za dvije homoteti¢ne kruznice ko-
eficijent homoteti¢nosti jednak je omjeru duljina njihovih polumjera. Vrijedi:

(i) SrediSta kruZnica su homoteti¢ne tocke.

(ii) Ako je koeficijent homotetije r # 1, uvijek postoje dvije homotetije koje takve dvije
kruznice preslikavaju jednu u drugu.

Preciznije, vrijedi sljedeéi korolar.

Korolar 2.5.5. Zajednicke vanjske tangente (ako postoje) dviju kruznica k\(K, ry) i ko(L, r,)

prolaze kroz "vanjski" centar homotetije O koji je sjeciste pravaca KL i MM’, gdje su
—_— =

M € ky, M’ € k, takve da su vektori KM i LM’ paralelni i jednake orijentacije. Zajednicke

unutarnje tangente dvije kruZnice prolaze kroz "unutarnji” centar homotetije O’ koji je

. v . . . —- . 4
sjeciste pravaca KL i MM"”, gdje su M € ki, M"" € k, takve da su vektori KM i LM"
paralelni i suprotne orijentacije.
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Slika 15.

Ukoliko imamo dvije kruZnice jednakih radijusa i razlicitih sredista, onda imamo samo
jednu homotetiju kojoj je centar jednak poloviStu duZine koja spaja srediSta kruznica. U
tom slucaju radi se o centralnoj simetriji.

Slika 16.

Propozicija 2.5.6. Neka su S, S, i S3 geometrijski likovi. Ako su S 1S, te S, 1S3
homoteticni likovi, tada su i S i S5 homoteticni likovi, osim u posebnom slucaju kada je
S5 translacija od S 1. Osim toga, centri te tri homotetije su kolinearne tocke.

U dokazu ove propozicije koristit ¢emo sljedeci teorem.

Teorem 2.5.7 (Menelajev teorem). Dan je trokut AABC i tocke D, E, F redom na prav-
cima BC, CA i AB. Tocke D, E, F su kolinearne ako i samo ako vrijedi

BD CE AF
- == =-=1 (2.8)
CD AE BF

DokazZimo sada iskazanu propoziciju.

Dokaz. Nekasu Sy, S, 153 geometrijski likovi takvi da je S, homoteti¢an liku S s cen-
trom homotetije O; i koeficijentom homotetije r;, a S3 homotetican liku S, s centrom
homotetije O, 1 koeficijentom homotetije r,. Trebamo pokazati da postoji centar homo-
tetije O3 takav da je lik S; homoteti¢an liku §';. Neka su M; i M, homoteti¢ne toCke na
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likovima S; 1 S, redom, a M, i M3 homoteti¢ne tocke na likovima S, i S5 redom. Tada
vrijedi

01M2 =7r- 01M1 (29)

02M3 =r- 02M2 (210)

Promotrimo sada trokut AM; M, M5. Naime, ako tocke M, M, i M3 leZe na jednom pravcu
(to je onda pravac 0,0,), lako se pokazuje da postoji tocka O € 0,0, takva da je O_)M3 =
rir, - OM; (osim u slucaju rir, = 1). Imamo to¢ke O; i O, za koje vrijedi O, € M| M,
1 0, € M,M;. Neka je O; tocka za koju vrijedi O3 € M M5 1 O3 € 0,0,. Dakle, tocka
O; nalazi se na presjeku pravaca M;M; 1 O,0,. Naime, ako se ti pravci ne sijeku (opet
— —

u sludaju riry = 1), onda je MiM; = (1-21)-0,0,, 4j. lik S; je translacija lika S .
Sada imamo tocke O, € M|M,, O, € M,M5 i O3 € M;M; koje su kolinearne, pa po
Menelajevom teoremu mora vrijediti

M O, M,0, M;0;
M,0, M;30, M,0;
Uvrstimo li sada (2.9) i (2.10) u jednakost (2.1T)), dobit cemo

=1. (2.11)

ry nr M1 03
{.
1 M;0;

—
rir M103

iz Cega slijedi
—_— —
M303 =nry- M103.

Zakljucujemo da su tocke M3 i M| homoteti¢ne s centrom homotetije O; i koeficijentom
homotetije r;r;. O

Definicija 2.5.8. Neka su ki(K, ry) i ko(L, r2) dvije kruZnice i neka je O centar homotetije
koja preslikava kruzZnice jednu u drugu. Neka su A € k; i B € k, homoteticne tocke. Ako
pravac AB sijecCe kruZnice u tockama A, € ky i By € k,, onda kaZemo da je tocka B,
anti-homotetic¢na tocki A, a tocka A, anti-homoteticna tocki B.

Teorem 2.5.9. Neka su ky i k, dvije kruZnice, a A € k; i B’ € k, anti-homoteticne tocke.
Tada postoji kruZnica koja dodiruje kruznice ki i k, redom u tockama A i B’.
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Dokaz. Oznacimo s K srediSte kruznice k; i s L srediSte kruznice k,. Neka je O centar
homotetije koja preslikava kruZnice k; i k, jednu u drugu. Oznacimo s M sjeciSte pravaca
AK 1 B'L, s B sjeciSte kruZnice k; i pravca AB’ i s A’ sjeciSte kruZnice k, i pravca AB'.
Trokut AA’B’L je jednakokracan i vrijedi

/ZLA'B = ZA'B'L.

Zbog toga Sto je LA’ || KA, vrijedi i
/KAB = Z/LA'B’,

Sto znaci da je i
ZKAB = /A'B'L

iz Cega slijedi da je i trokut ZMAB’ jednakokracan.

Slika 17.

KruZnica kojoj je M srediSte, a |[MA| polumjer prolazi tockama A i B’ i u tim tockama
dodiruje kruznice k; i k;.
Analogno se dokaze da tvrdnja vrijedi i za centar homotetije O’ koji lezi izmedu to¢aka K
1L. O

Primjer 2.5.10. Dan je trokut AABC i tocka P izvan trokuta. Neka su My, M, i M5 redom
polovista stranica BC, CA i AB. Tockom M, povucimo paralelu s pravcem PA, tockom M,
povucimo paralelu s pravcem PB i tockom M3 povucimo paralelu s pravcem PC. DokaZimo
da te tri paralele prolaze istom tockom.

Neka je O sjeciste paralele s pravcem AP kroz M, i paralele s pravcem CP kroz Ms;.
Promotrimo sada trokute AOM; M5 1 APAC.
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Slika 18.

_Stranica M M5 je srednjica trokuta AABC, pa je |AC| = 2 - |MM5| i vrijedi M\ M5 ||
AC. Odgovarajuce stranice trokuta APAC i trokuta AOM; M5 su paralelne, pa moZemo
zakljuciti da su ta dva trokuta homoteti¢na, a koeficijent homotetije jednak je r = 2.

Promotrimo sada trokut AM, M, M;. Oznacimo teZiSte tog trokuta s G, a poloviSte stranice
M 1 M 3 S M é

Slika 19.

S obzirom da teZiSte dijeli teZiSnicu u omjeru 2 : 1 od vrha prema stranici, vrijedi
— —
GM, = -2-GM,.
Zaklju¢ujemo da je G centar homotetije, pa vrijedi

— 1—
GO:—E P

Dakle, tom homotetijom se pravac PB preslika u pravac OM,, tj. OM, je zaista paralela s
PB jer homotetija preslikava pravac u njemu paralelan pravac (Korolar[2.5.3).



POGLAVLIJE 2. GEOMETRIJISKE TRANSFORMACIJE 20

Primjer 2.5.11. Dvije kruZnice diraju se iznutra u tocki A. Pravac p sijece te kruznice u
Cetiri tocke M, N, P i Q (tocke su tim redom na pravcu). DokaZite da je / MAN = /PAQ.

Neka su k; i k, dane kruznice, a S| 1 §; njihova srediSta. Promotrimo homotetiju koja
preslikava k, u k; kojoj je centar homotetije tocka A. Sliku tocke N pri toj homotetiji
oznac¢imo s N’, a sliku tocke P s P’.

Slika 20.

Primijetimo sada da je N'P" || NP, tj. N'P" || MQ, pa moZemo zakljuciti da je Cetvero-
kut N’ P’QM jednakokracni trapez. Dakle, vrijedi [MN’| = |P'Q|, pa su i lukovi MN’ i P'Q
sukladni. Sada zakljucujemo da su i obodni kutovi nad tim lukovima sukladni.

Primjer 2.5.12. Neka je ABCD pravokutnik takav da je |AB| = |BC| - V2. Neka je E
proizvolina tocka na polukruznici kojoj je AB promjer. PolukruZnica se nalazi na suprotnoj
strani od tocaka C i D. Neka su K i L sjecista pravca AB s pravcima ED i EC redom.
Dokaite da je

|JALI® + |BK|* = |ABJ*. (2.12)

Neka je MNLK pravokutnik homoteti¢an pravokutniku ABCD s centrom homotetije
E, gdje je K homoteticna slika to¢ke D, a L homoteti¢na slika tocke C. Tada su tocke A,
M, E kolinearne, a isto tako i tocke B, N, E.
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Slika 21.

Uvedimo sljedece oznake: |AK| = a, |KL| = bi|BL| = c.
Sada je jednakost (2.12) ekvivalentna s

(@+b+bB+c)Y=@+b+c)’
Kada ovu jednakost sredimo dobijemo da je ekvivalentna izrazu
b* = 2ac.
MNLK je homoteti¢na slika pravokutnika ABCD, pa su ta dva pravokutnika sli¢na i vrijedi

IKL| = |KM|- V2. (2.13)

Trokuti AMKA i ABLN takoder su slicni (imaju iste kutove kao i pravokutni trokut AABE),
pa imamo

a _ |LN|
KM| ¢’
a s obzirom da je |[KM| = |LN], slijedi
IKM|? = ac.

Primijenimo li sada (2.13)), dobit ¢emo da vrijedi
KL = 2ac,

tj. b* = 2ac.
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2.6 Inverzija

Do sada su sve transformacije koje smo obradili preslikavale pravce u pravce, a kruz-
nice u kruZnice. Po tome se inverzija razlikuje od svih ostalih transformacija, jer je kod nje
moguce da se pravac preslika ili u pravac ili u kruZnicu.

Definicija 2.6.1. Oznacimo s M skup svih tocaka ravnine. Neka je O tocka u ravnini i
r € R\ {0}. Inverzna slika tocke T obzirom na tocku O je tocka T' € OT tako da vrijedi

_s —
o7 -0T =v.

Tocka O naziva se centar inverzije, a realni broj r potencija inverzije. Simbolima ¢emo to
zapisivati kao Invio T =T'.

Ako je r > 0, vektori OT 1 OT’ jednake su orijentacije, a u slucaju r < 0 suprotne su
orijentacije.
Inverzna slika tocke O s centrom inverzije koji je upravo ta tocka je tocka u beskonacnosti.

Osnovna svojstva inverzije

Neka su dani geometrijski lik S i tocka O u ravnini i neka je » # O realan broj. Inverzna
slika od § s centrom inverzije O 1 potencijom inverzije r je lik S’ koji je geometrijsko
mjesto toCaka inverznih toc¢kama lika S obzirom na centar inverzije O 1 potenciju inverzije
r. To mozemo zapisati 1 kao Inv S = S’.

Inverzija je involutorna transformacija. To znaci ako je S’ inverzna slika od S s centrom
inverzije O i potencijom inverzije r, onda je S inverzna slika od S’ s jednakim centrom i
potencijom inverzije. Iz navedenog slijedi da je inverzija bijektivno preslikavanje.

Pogledajmo sada kako inverzija preslikava pravac koji prolazi centrom inverzije.

Propozicija 2.6.2. Dani su pravac p i tocka O u ravnini, te realan broj r # 0. Neka
je Inv, inverzija s centrom O i potencijom r. Pravac p preslikava se sam na sebe, tj.
Invo»p = p vrijedi ako i samo ako je O € p.

Dokaz. Zaista, ako je T € p 1T’ inverzna slika toCke T s centrom inverzije O 1 potencijom
inverzije r, tada su tocke 7', O i T’ kolinearne. Dakle, moZemo re¢i da se pravac p koji
prolazi centrom inverzije O preslikava sam na sebe. O

Definicija 2.6.3. Neka je dana inverzija Invo ) s centrom O i potencijom r > 0. KruZnica
k(O, \r) s centrom u tocki O i polumjerom \Jr naziva se kruznica inverzije Invo . Svaka
tocka kruZnice inverzije fiksna je tocka te inverzije i to su njene jedine fiksne tocke.
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Primjer 2.6.4. Dana je kruZnica k(O, r) i tocka A. Konstruirajte tocku A’ inverznu tocki A
s obzirom na kruZnicu k.

Prvisluaj: Ack= A=A’

Slika 22.

Drugi slucaj: A se nalazi unutar kruZnice k

Povucemo okomicu na OA u tocki A 1 jedno od sjeciSta te okomice s kruZnicom ozna¢imo s
D. U tocki D povucimo tangentu 7 na kruznicu k. SjeciSte tangente 7 1 pravca OA je traZzena
tocka A’

Slika 23.

Naime, AOAD ~ AODA’, pa je |OA| - |0A’| = |ODJ* = r2.

Treci slucaj: A se nalazi izvan kruZnice k

Povucimo iz to¢ke A jednu od tangenti na kruZnicu k i s D oznacimo diraliSte tangente i
kruznice. Iz D povucimo okomicu na OA. SjeciSte te okomice i pravca OA je traZena tocka
A
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Y

Slika 24.

Naime, AOA’D ~ AODA, pa je opet |OA| - |OA’| = |OD* = r>.
Propozicija 2.6.5. Neka su A, A’ i B, B’ parovi pridruZenih tocaka pri inverziji Inv,).
Tada vrijedi

ZOAB = ZOB'A’

ZOBA = ZOA'B'.

U dokazu ove propozicije koristit cemo S — K — S teorem o sli¢nosti trokuta koji glasi:
Dva su trokuta sli¢na ako su im dvije stranice proporcionalne, a kutovi medu njima jednaki.

— —
Dokaz. 1z Invp A = A’ slijedi OA - OA" = r.

. H .o .
Analogno je OB - OB’ = r, pa vrijedi
|OA| : |OB| = |OB’| : |OA’|.

Trokuti AOAB i AOB’A’ imaju zajednicki kut pri vrthu O, pa po § — K — § teoremu o
sli¢nosti zaklju€ujemo da je AOAB ~ AOB’A’, iz Cega slijedi tvrdnja propozicije. O

B

o] A A

Slika 25.
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Iz ove propozicije slijedi da je Cetverokut AA’ B’ B tetivni Cetverokut.

Propozicija 2.6.6. Dani su pravac p i tocka O u ravnini, te realan broj r # 0. Neka je
Inv(o, inverzija s centrom O i potencijom r. Pravac p koji ne prolazi centrom inverzije
preslikava se u kruZnicu koja prolazi centrom inverzije i ima tangentu u toj tocki paralelnu
s pravcem p.

Dokaz. Oznafimo s p’ inverznu sliku pravca p s centrom inverzije O i potencijom inverzije
r, 4. Invio»p = p’. Neka je N noZiSte okomice spuStene iz O na pravac p i Invp N = N'.
Uzmimo bilo koju to¢ku 7" koja leZi na pravcu p i neka je Inv T = T'. Sada iz Propozi-
cije[2.6.5slijedi ZONT = LOT'N’ = 3.

Slika 26.

Kut ZOT’N’ je dakle pravi kut, pa po Talesovom teoremu o obodnom kutu zaklju¢ujemo
da se to¢ka 7" nalazi na kruznici kojoj je ON’ promjer. Dakle, svaka tocka pravca p presli-
kava se na kruZnicu p’ promjera ON’, a s obzirom da je inverzija bijektivno preslikavanje,
zakljuujemo da tvrdnja propozicije vrijedi. O

Pogledajmo sada kako moZemo izraCunati udaljenost izmedu inverznih toCaka. Neka
je O centar inverzije i r € R \ {0} potencija inverzije, a S 1 S, dva gemetrijska lika koja su
jedan drugom inverzna slika s obzirom na centar inverzije O i potenciju inverzije r. Neka
suAeS| 1A’ eS,te Be S,1B €8, parovi pridruzenih to¢aka pri inverziji. Znamo da
vrijedi AOAB ~ AOB’A’, iz Cega slijedi

A'B|  |OA’ oA’
AB]_ 104 g = am . 1941,
AB _ |0B] 0B

(2.14)
1z definicije inverzije slijedi

—
OA’ - OA =r = |OA'| - |OA| = |r]. (2.15)
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Sada iZ @ 1 @D imamO
OAI . OA 7

= |AB|* ——F7—.
|OB| - |OA] |OB| - |0A|

Sljedece svojstvo inverzije koje ¢emo navesti vezano je za kutove koje zatvaraju inverzni
likovi.

Definicija 2.6.7. Kut izmedu krivulja je kut pod kojim se sijeku njihove tangente u tockama
presjeka.

Definicija 2.6.8. Ako preslikavanje cuva kut izmedu krivulja, onda se ono zove konformno
preslikavanje.

Teorem 2.6.9. Inverzija je konformno preslikavanje.

Dokaz. Zbog Definicije dovoljno je pokazati da inverzija ¢uva kut izmedu pravaca.
Definirajmo najprije inverziju Inv s centrom inverzije O i potencijom inverzije r. Neka
su p; 1 p dva pravca uravnini, a p| i p), njihove inverzne slike obzirom na inverziju Inv ).
U ovom dokazu razlikovat ¢emo tri slucaja, ovisno o poloZaju pravaca u odnosu na centar
inverzije.

1. Pravci prolaze centrom inverzije O.
U ovom slucaju tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije[2.6.2]

2. Jedan pravac prolazi centrom inverzije O, a drugi ne.
Neka pravac p; prolazi centrom inverzije. U ovom slucaju razlikujemo dva podslu-
caja.

2a) Pravci p; 1 p; su paralelni.
S obzirom da su pravci paralelni, vrijedi Z(p;, p,) = 0. Za pravac p; vri-
jedi Invionp1 = pi1, a iz Propozicije [2.6.6 slijedi da je inverzna slika pravca
P2, kruznica p) koja prolazi centrom inverzije O i kojoj je pravac p; tangenta.
Dakle, Z(p}, p5) = 0 (Slika 27.).

2b) Pravci p; i p; se sijeku.

Oznacimo s A sjeciSte pravaca p; i p, i s @ kut izmedu njih, Z(py, p2) = «a.
Kao i u prethodnom slucaju, pravac p, preslikava se sam na sebe, a pravac p,
preslikava se u kruZnicu p’ koja prolazi centrom inverzije O. S A" ozna¢imo
inverznu sliku tocke A. Trebamo pokazati da je Z(py, p,) = a (Slika 28.).

Iz Propozicije 2.6.6] slijedi da je tangenta ¢ u tocki O kruZnice p) paralelna s
pravcem p,, pa ona s pravcem p; zatvara kut a. Kako je OA’ tetiva kruZnice
p5, tangenta u toCki A’ takoder zatvara kut @ s pravcem p.
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o p,=p,

27

Pa

Slika 27.

Slika 28.

3. Ni jedan od pravaca ne prolazi centrom inverzije.

3a) Pravci p; i p; su paralelni.

S obzirom da su pravci paralelni, vrijedi Z(py, p») = 0, a iz Propozicije [2.6.6|
slijedi da se pravci inverzijom preslikavaju u kruznice p/ i p), koje prolaze cen-
trom inverzije O i koje u to¢ki O imaju zajednicku tangentu paralelnu s p; i p,.

Dakle, Z(p}, py) = Z(p1, p2) = 0.

Py

Slika 29.

Pa
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3b) Pravci p; 1 p, se sijeku.
Oznacimo s @ kut izmedu pravaca, Z(py, p2) = .

Slika 30.

Kao 1 u prethodnom slucaju, pravci ¢e se preslikati u kruZznice p i p) koje
prolaze centrom inverzije O. Oznacimo s #; i f, tangente na kruZnice p/ i p; u
tocki O. 1z Propozicije[2.6.6slijedi t, || p1 1t || p2, paje Z(t1, ) = Z(p1, p2) =
.

O

Pokazali smo kako inverzija preslikava pravce ovisno o tome prolaze li centrom inver-
zije ili ne. Sada ¢emo vidjeti $to se dogada s kruZnicama prilikom inverzije, tj. kako
inverzija preslikava kruZnice.

Propozicija 2.6.10. Inverzna slika kruZnice koja ne prolazi centrom inverzije je kruznica
koja takoder ne prolazi centrom inverzije.

Dokaz. Neka je k(S,[) kruznica u ravnini 1 O tocka ravnine takva da O ¢ k, a Inv,
inverzija s centrom O i potencijom r. Neka je M proizvoljna tocka na kruZznici k, a M’
njena inverzna tocka, Inv M = M’. SjeciSta pravca OS i kruZnice k oznaCimos 7 1Y, a
T’ 1Y’ neka su tocke na praveu OS, 7', Y’ € OS takve da je

—_— —_—
oT -0T =r
— —
oY -oY =r,

tj. inverzne slike tocaka 71 Y.
Iz definicije inverzije znamo da je 1 OM - OM’ = r.
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Slika 31.

Dakle, |OM|-|OM’| = |OT| - |OT’| = |0Y|-|0Y’| = |r|, paje

M T’
oMY _ 10T _, oMt ~ noT'M’
loT|  |oM'|

i oM| _ |oY’
IOMY_ 1OV, omy ~ sov'r.
oY]  |oM’|

S obzirom da je TY promjer kruZnice k, kut ZYMT je obodni kut nad promjerom, pa je
ZYMT = 7. Stoga, prema zbroju kutova u trokutu AT'M’Y”:

LT'M'Y =a—LM'T'O-£LM'Y'T = LOY'M'-LM'T'O = LOMY—-/ZTMO = LZYMT =
7. Prema Talesovom poucku slijedi da je geometrijsko mjesto tocaka M’ kruZnica promjera

T’Y’ 1 ona je inverzna slika kruznice k. O

Propozicija 2.6.11. Inverzna slika kruznice koja prolazi centrom inverzije je pravac koji
ne prolazi centrom inverzije.

Dokaz. Neka je O centar inverzije i r potencija inverzije Inv,. Neka je k kruZnica koja
prolazi centrom inverzije i neka je OT njen promjer. Uzmimo proizvoljnu to¢ku X € k i
neka je X’ njena inverzna slika, tj. Inv X = X', a T’ neka je inverzna slika tocke T, .
Invp, T = T’'. Neka je p pravac kroz tocku T’ okomit na polumjer kruZnice OT (Slika
32.). Tvrdimo da je Invk = p. Vrijedi ZTXO = 7, pa prema Propoziciji slijedi
Z0T’X" = 7, paje X' € p. To vrijedi za svaku toCku X € k. S obzirom da je inverzija
bijektivno preslikavanje, zakljucujemo da vrijedi Invo »k = p. |

Alternativno, Propozicija [2.6.11] slijedi iz Propozicije [2.6.6]i ¢injenice da je inverzija
involutorno preslikavanje.
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Slika 32.

Neka zanimljiva svojstva inverzije

Teorem 2.6.12. Dva geometrijska lika S i S, koja su inverzna slika treceg lika S s jedna-
kim centrom inverzije O su homoteticna.

Dokaz. Neka su S 1§, geometrijski likovi takvi da je Inv,,)S = S, gdje je r; odgova-
rajuca potencija inverzijei r; € R\ {0},7 = 1,2. Nekaje M € S tocka,a M; € §;,i = 1,2
toCke za koje vrijedi M; = Invo, M. Za te tocke je

—_— =
OMI'OM:}"I
1
_—
0M2'0M:}"2,

iz Cega slijedi
|OM,| - |OM]| = ],
|OM;| - [OM| = |r2|.

Stavimo li gornje jednakosti u omjer, dobivamo

lOM,| |

OM,] — |r|’

iz ¢ega moZemo zakljuciti (buduéi da tocke M, i M, leZe na pravcu OM) da su likovi S i
S, homoteti¢ni, te da je O centar homotetije. O

Oznacimo s M skup svih tocaka ravnine. Neka je ¢ : I — M, I C R ravninska krivulja
i to¢ka My € c. Za bilo koju tocku M € ¢ moZemo konstruirati pravac MyM. Intuitivho
moZemo zakljuciti da je limes familije takvih pravaca kad M — M,, ako postoji, pravac p
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koji je tangenta krivulje ¢ u toc¢ki M. Za taj pravac, tj. tangentu vrijedi:
Postoji dio krivulje c, tj. segment omeden toCkama A i B unutar kojeg se nalazi tocka M,
takva da je M, sjeciSte tangente py i tog segmenta.

Teorem 2.6.13. Neka su S| i S, ravninske krivulje za koje vrijedi da su jedna drugoj
inverzna slika S| = Invo S, r # 0 obzirom na centar inverzije O i potenciju inverzije r.
Tangente u odgovarajucim tockama M, € S| i M, € S, za koje vrijedi Invp M, = M,
zatvaraju sukladne kutove s pravcem M M,.

Dokaz. Neka je M X tangenta na krivulju S| u to¢ki M, i M,Y tangenta na krivulju S, u
tocki M,. Neka je A tocka takva da su O, M, M,, M 1 A kolinearne tocke, kao na slici.
Treba pokazati da je ZXM M, = LM M,Y.

Slika 33.

Uzmimo proizvoljnu tocku M] € S ineka je M) € S, njena inverzna slika. Sada znamo da
je Cetverokut M M| M’,M, tetivni Cetverokut, tj. Cetverokut kojem se moZe opisati kruZnica
i vrijedi ZM\M\M), = LM’ M,A. Na limesu kad M| — M, i M}, — M, dobivamo tvrdnju.

O

Teorem 2.6.14. Bilo koja kruZnica koja prolazi inverznim tockama A i B ortogonalna je
na kruZnicu inverzije k(O, ry).

Dokaz. Neka je k'(S, r,) kruZznica sa srediStem S radijusa r, koja prolazi inverznim toc-
kama A 1 B i neka sijeCe kruZnicu inverzije u tockama P i Q.
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Slika 34.

Vrijedi sljedece:

pa je
—y = —
OP” = OA - OB.
Slijedi da je OP tangenta na kruZnicu k', tj. ZOPS = 7 (svojstvo potencije tocke O obzirom

na kruZnicu &’ - opisano kasnije u Teoremu [2.6.16).
O

Primjena inverzije

Teorem 2.6.15 (Ptolomejev teorem). U svakom tetivnom cCetverokutu produkt duljina di-
jagonala jednak je zbroju produkata njegovih nasuprotnih stranica.

Dokaz. Neka je ABCD tetivni Cetverokut. Promotrimo inverziju Invp , s centrom inver-
zije D i potencijom r > 0. Neka su A’, B’ i C’ redom inverzne slike to¢aka A, Bi C. Neka
je k kruZnica opisana Cetverokutu ABCD. Prema Propoziciji [2.6.11] kruznica k preslikat
¢e se u pravac koji ne prolazi centrom inverzije, tj. to¢kom D. Oznacimo taj pravac s p.
Dakle, luk ABC preslikava se u odsjeCak A’B’'C’ pravca p. Tocke A’, B’, C’ su kolinearne i
njihov raspored je A’ - B’ - C’. Imamo

|A'C’| = |A’B'| + |B'C’|. (2.16)
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Slika 35.

Uvedimo sada oznake |AB| = a, |BC| = b, |CD| = ¢, |AD| =d, |AC| = ei|BD| = f.
A’ 1 C’ suinverzne slike to¢aka A i C, pa je (vidjeti izra¢un prije Definicije[2.6.7)

A'C'| = |AC| - ——,
| | = |AC]| DA[-1DC]|
tj.
e =L 2.17)
cd
Analogno dobijemo da je
br
BC|=— 2.18
| | e (2.18)
i ar
A'B'| = —. 2.19
| | d (2.19)

Uvrstimo sada 2.17), (2.18) i 2.19) u (2.16)):

er ar br

a—ﬁ-}-ﬁ.

Pomnozimo dobivenu jednakost s # i dobit ¢emo da vrijedi

ef =ac+bd,
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tj.
|AC| - |BD| = |AB| - |ICD| + |BC| - |AD],
¢ime je dokazana tvrdnja teorema. O
Prije sljedeéeg primjera dokazat cemo teorem koji ¢emo koristiti.

Teorem 2.6.16. Dana je kruznica k(O,r) i tocka T. Ako je p bilo koji pravac kroz T koji
sijece kruZnicu u tockama A i B, tada je |TA| - |TB| = ||0T|2 - r2| = const. Tu konstantu
zovemo potencija tocke T obzirom na kruZnicu k.

Dokaz. Neka je C poloviste tetive AB.

Slika 36.

Tada imamo

— = — =\ (= — — =\ (= — — =
TA~TB=(TC+CA)-(TC+ B):(TC+ A)(TC—CA):TC —CA
2.20
_ (76 - 0¢°) - (0 - 0¢") = 7" - 0% = 07 - (220
O

Primjer 2.6.17. Neka je Inv o) inverzija s centrom O i potencijom R # 0, k(S, r) kruZnica
sa sredistem u tocki S radijusa r i k' = Invo gk krunica polumjera r'. DokaZite da je
/ rIR|
r=i—
loS? - 7|

Dakle, prema Propozicijama[2.6.10]i[2.6. 11|k je kruZnica koja ne prolazi centrom inver-
zije. Neka su A, B € k krajevi promjera kruZnice k koji leZi na pravcu OS te neka su A’ i
B’ njihove inverzne tocke, redom. Tada je

IRl 2r-IR|
|OA[-10B|  ||OS* - |

2F = |A’B'| = |AB| -

odakle slijedi tvrdnja.
Definirajmo sada pojmove koji se nalaze u sljedeCem teoremu.
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Definicija 2.6.18. Upisana kruznica trokutu je kruznica koja dira svaku od stranica tog
trokuta s unutrasnje strane. Srediste joj se nalazi u sjecistu simetrala unutarnjih kutova
tog trokuta.

Polumjer trokutu upisane kruZnice oznacavat ¢emo s r.

Definicija 2.6.19. Opisana kruznica trokutu je kruznica koja prolazi vrhovima tog trokuta.
Srediste joj se nalazi u sjecistu simetrala stranica tog trokuta.

Polumjer trokutu opisane kruZnice oznacavat ¢emo s R.

Teorem 2.6.20. Udaljenost sredista U upisane kruZnice ky i sredista O opisane kruZnice
ko trokuta ABC dana je formulom

[UO| = VR?> - 2Rr,
gdje je r polumjer upisane, a R polumjer opisane kruZnice trokuta ABC.

Dokaz. Neka su diraliSta stranica AC, AB i BC i kruZnice ki redom tocke Dy, D, i D3. Pro-
motrimo inverziju kojoj je kruZnica inverzije kruZnica ky (to znaci da je potencija inverzije
r?). Oznacimo, kao na slici, s A’, B’ i C’ sjeciSta stranica trokuta D;D,D5 i pravaca na
kojima leZi tocka U i odgovarajuci vrh trokuta ABC.

Slika 37.
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Prema konstrukciji inverzne slike tocke (Primjer [2.6.4) vidimo da su tocke A’, B" i C” slike
toCaka A, B i C obzirom na kruZnicu inverzije ky. Takoder, vrijedi da su tocke A’, B’ i
C’ redom polovista stranica D;D,, D,D5 i D;D,. To se lako pokaze. Recimo, tocke D,
i D, diralista su tangenti iz to¢ke A na kruZnicu ky, pa je |AD,| = |D;A|. Dakle, trokut
AAD, Dy je jednakokracan. Tocka A’ pripada duZini D, D, a po konstrukciji tocke A” mora
vrijediti AA” L D,D;. Pokazali smo da je trokut AAD, D, jednakokracan, S$to povlaci da je
A’ poloviste stranice D,D;. Tvrdnja analogno vrijedi 1 za preostale dvije tocke.

Stoga se trokutu AABC opisana kruZnica ko preslikava u kruZnicu opisanu trokutu A’B’'C’
polumjera 7. Trokut A’ B’C’ homotetican je s trokutom DD, D; s koeficijentom homotetije

%, paje r’ = 5. Prema Primjeru 2.6.17imamo

r Rr?
2 R2—|UO)’

tj. R* — [UO|* = 2Rr, odakle slijedi tvrdnja teorema. O
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada su geometrijske transformacije ravnine i njihova primjena.
U prvom poglavlju nalazi se kratki povijesni pregled razvoja euklidske geometrije. Drugo
poglavlje bavi se geometrijskim transformacijama ravnine, odnosno preslikavanjima rav-
nine. Sastoji se od Sest potpoglavlja od kojih je u svakom definirana jedna trasformacija,
navedena su 1 dokazana njena osnovna svojstva te prikazana primjena na dokazivanje te-
orema i rjeSavanje razlicitih zadataka. Redom su obradene sljedeée tranformacije: transla-
cija, centralna simetrija, osna simetrija, rotacija, homotetija i inverzija. Poseban naglasak
stavljen je na homotetiju i inverziju.
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Summary

This graduate thesis focuses on plane geometric transformations and their applicati-
ons. First chapter is about historical development of Euclidean geometry. Next chapter
is about plane geometric transformations. It consists of six subchapters. In every one of
them one geometric transformation is defined and proofs of its basic properties are given.
Also, for every geometric transformation, its applications to some interesting theorems and
geometric problems are presented. Following transformations are analyzed: translation,
symmetry with respect to a center, symmetry with respect to an axis, rotation, homothety
and inversion, with main emphasis on homothety and inversion.
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