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Uvod

Za odredene geometrijske izraze vezane uz trokut poznato je da svoj minimum ili maksi-
mum, odnosno jednom rije�cju ekstrem, po svim to�ckama trokuta bilo unutar ili na njego-
vom rubu, posti�zu u posebnim to�ckama toga trokuta.

Kako bismo mogli próci kroz neke od najpoznatijih slu�cajeva kada neki geometrijski
izrazi vezani uz trokut posti�zu svoje najmanje odnosno najveće vrijednosti, naprijécemo u
prvom dijelu rada (poglavlje 1) de�nirati i prou�citi odredene karakteristi�cne to�cke kojeće
biti upravo ekstremi veli�cina promatranih u ovome radu te reći pone�sto o njihovoj povijesti
i speci� �cnim svojstvima.

U drugom dijelu rada (poglavlje 2), kojíce nam ujedno predstavljati njegov centralni
dio, posvetit́cemo se formuliranju i dokazivanju glavnih teorema vezanih uz geometrijske
izraze u trokutu koji svoje najmanje odnosno najveće vrijednosti posti�zu u karakteristi�cnim
to�ckama navedenim u prvom dijelu rada.

Posljednji dio rada (poglavlje 3) sadr�zavat će svaki od izraza ilustriran u programu
GeoGebra kroz sve potrebne korake provedbe te heuristi�cki postupak kojim bi u�cenici
u nastavi mogli dóci do ekstrema geometrijskih izraza u trokutu prije samog pronalaska
rigoroznih dokaza.
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Poglavlje 1

Neke posebne to�cke trokuta

To�cke u kojimaće se postizati najmanja, odnosno najveća vrijednost za dane geometrijske
izraze provedene u ovom radu sute�zi�ste, Fermat-Torricellijeva to�ckai Lemoineova to�ckapa
recimo pone�sto o njihovoj povijesti, de�nicijama i ponekim karakteristi�cnim svojstvima.

Prije samog po�cetka, iskazat́cemo teorem kojíce nam pomóci pri mnogim dokazima
u radu. Naime, zanima nas�sto uvijek vrijedi kada su pravci konkurentni, odnosno kada se
pravci sijeku u jednoj to�cki, a to nam upravo govori idući teorem.

Teorem 1.0.1.(Cevin teorem) Neka su to�cke A1; B1 i C1 redom na stranicamaBC;CA i
AB danog trokuta ABC. Tada se pravci AA1; BB1 i CC1 sijeku u jednoj to�cki ako i samo
ako vrijedi

jAC1j
jC1Bj

�
jBA1j
jA1Cj

�
jCB1j
jB1Aj

= 1:

Slika 1.1: Cevin teorem

Dokaz se mo�ze pronáci u Palmanovoj knjizi [1] gdje je detaljno opisan.

2



POGLAVLJE 1. NEKE POSEBNE TO�CKE TROKUTA 3

1.1 Te�zi�ste

Sam izrazte�zi�ste je u svijetu poznat i kaocentroid ili baricentar te je kao pojam nastao
u mehanici. Nije poznato kada se prvi puta pojavio, ali je vjerojatno da se kod mnogih
znanstvenika pojedina�cno pojavio s odredenim manjim razlikama. Izrecimo za po�cetak
de�niciju te�zi�snice trokuta.

Neka je dan trokutABC. Spojnicu nekog vrha danog trokuta sa polovi�stem njemu
nasuprotne stranice nazivamote�zi�snicomili medijanomtog trokuta. Ako polovi�sta stranica
trokutaABC ozna�cimo sA0, B0 i C0 redom na stranicamaBC, CA i AB, onda postoje tri
te�zi�sniceAA0, BB0 i CC0 trokuta�cije duljine ozna�cavamo sta = jAA0j, tb = jBB0j i tc = jCC0j.

Teorem 1.1.1.Te�zi�snice trokuta ABC sijeku se u jednoj to�cki T .

Dokaz. Neka je dan trokutABC te neka su to�ckeA0, B0 i C0 redom polovi�sta stranicaBC,
CA i AB. Zbog�cinjenice da su navedene to�cke upravo polovi�sta, vrijedi

jAC0j = jC0Bj; jBA0j = jA0Cj; jCB0j = jB0Aj:

Stoga o�cito vrijedi i iduća jednakost:

jAC0j � jBA0j � jCB0j = jC0Bj � jA0Cj � jB0Aj

koju mo�zemo zapisati u obliku:

jAC0j
jC0Bj

�
jBA0j
jA0Cj

�
jCB0j
jB0Aj

= 1:

Sada primjenom Cevinog teorema (1.0.1) zaklju�cujemo kako se pravciAA0; BB0 i CC0

zaista sijeku u jednoj to�cki koju ozna�cimo sT. Dakle, pravci su konkurentni. �

Time dolazimo do potrebne de�nicije te�zi�sta.

De�nicija 1.1.2. Sjeci�ste te�zi�snica nazivamote�zi�stemtrokuta.

Mnogi znanstvenici su se kroz povijest, kao i dan danas, osvrtali na Arhimedov dokaz
postojanja te�zi�sta trokuta. Naime, Arhimed je pokazao da se izvjesna to�cka nalazi u sjeci�stu
te�zi�snica tako�sto je dokazao da se ona nalazi na svakoj od te�zi�snica. Dakle, time zapravo
dolazimo do dana�snje de�nicije da se te�zi�ste nalazi na sjeci�stu dviju te�zi�snica trokuta, jer
ako se te�zi�ste nalazi na obje te�zi�snice, onda se ono podudara s njihovim sjeci�stem. Stoga
kao zanimljivost navedimo Arhimedov dokaz:

ˆ Pretpostavimo suprotno, odnosno da se te�zi�steT (koje on de�nira kao �zikalni centar
mase)ne nalazi na te�zi�sniciAA0 trokutaABC. Dakle, to�ckaT se nalazi lijevo ili desno
od te�zi�sniceAA0. Ako povu�cemo paralelu sBC kroz to�cku T, dobivamo to�cku D na
te�zi�snici AA0 (vidi sliku 1.2).
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ˆ Smisao dokaza nalazi se u rastavljanju trokutaABC na paralelograme i manje tro-
kute na na�cin da prvotno vi�setruko raspolavljamoA0C radéci paralele sAA0 sve dok
T D ne bude dulja od�sirine dobivenih pruga te neka jen broj dijelovaA0C. Na isti
na�cin podijelimo i trokut s druge strane odAA0 te povezivanjem sjeci�sta navedenih
paralela sa stranicamaAB i AC dobivamo paralele sBC koje sve zajedno upravo
tvore navedene paralelograme i manje trokute.

ˆ Arhimed je potom kori�stenjem svojih prethodno dokazanih tvrdnji, odnosno da se
te�zi�ste paralelograma nalazi u sjeci�stu dijagonala te zakonom poluge koji ka�ze kako
je te�zi�ste �gure te�zi�ste te�zi�sta njezinih dijelova, pokazao da se te�zi�steE unije svih
paralelograma nalazi na te�zi�snici AA0.

ˆ Kori�stenjem sli�cnosti svihn “lijevih malih” trokuta s trokutomABA0 i svih n “des-
nih malih” trokuta s trokutomAA0C, povr�sine manjih trokuta se prema povr�sinama
trokutaABA0 i AA0C odnose kao 1 :n. Zbog toga se povr�sina �gure koju tvori unija
svih manjih trokuta prema povr�sini trokutaABC odnosi kao 1 :n, pa se povr�sina
�gure unije svih paralelograma prema povr�sini trokutaABCodnosi kao (n � 1) : n.

ˆ Neka jeF sjeci�ste pravcaT E i paralele sAA0 kroz to�cku C. Te�zi�steG �gure koju
tvore unije svih manjih trokuta bi se trebalo nalaziti upravo na pravcuT E, a to�cka
T izmedu E i G jer je ono njihovo te�zi�ste. Kona�cno ponovnom primjenom zakona
poluge Arhimed je dobio kako se te�zi�ste �gure unije sviju manjih trokuta nalazi izvan
trokutaABC �sto je nemogúce pa dolazimo do kontradikcije s pretpostavkom.

Slika 1.2: Arhimedov dokaz te�zi�sta trokuta kao sjeci�sta te�zi�snica

Iako mnogi naslúcuju kako je Arhimed otkrio te�zi�ste trokuta kao sjeci�ste te�zi�snica od
Euklida, to nije mogúce zbog�cinjenice da, kada je Arhimed do�sao u Aleksandriju, Euk-



POGLAVLJE 1. NEKE POSEBNE TO�CKE TROKUTA 5

lida tamo vi�se nije bilo, a takoder tu tvrdnju ne nalazimo u Euklidovim Elementima. Prva
konkretna tvrdnja danog teorema (1.1.1) se pak pojavljaje kod Herona iz Aleksandrije jer
se Arhimed na nju vi�se poziva kao ne�sto s�cime je upoznat nego kao konkretan prijedlog.
Medutim, pojedini znanstvenici u svojim djelima ipak pripisuju Arhimedu otkriće te�zi�sta
ravninskih likova, ali i nagla�savaju kako se nije dotakao te�zi�sta krutih tijela.

Nakon izre�cene povijesti vezane uz te�zi�ste, izrecimo njegova odredena svojstva te po-
jedine teoreme. Jedno od osnovnih svojstava koje nagla�sava vezu izmedu te�zi�snice i te�zi�sta
trokuta je idúci teorem:

Teorem 1.1.3.[1] Te�zi�ste T svaku od te�zi�snica dijeli u omjeru2 : 1, odnosno vrijedi

jATj : jT A0j = jBTj : jT B0j = jCTj : jTC0j = 2 : 1:

Dokaz. Neka suAA0, BB0 i CC0 te�zi�snice trokutaABC. Povucimo vrhomA paralelu sa
stranicomBC. Te�zi�sniceBB0 i CC0 sijeku tu paralelu u to�ckamaP i Q. Promotrimo trokute

Slika 1.3: Te�zi�ste dijeli te�zi�snicu u omjeru

QAC0 i C0BC(vidi sliku 1.3). Oni medusobno imaju sve stranice paralelne pa zaklju�cujemo
kako su sli�cni po K-K pou�cku o sli�cnosti trokuta (4QAC0 s 4C0BC), pa vrijedi

jQAj
jBCj

=
jAC0j
jC0Bj

= 1: (1.1)

S druge strane, promatrajući trokuteAB0P i BCB0 takoder zbog paralelnosti svih stranica
zaklju�cujemo kako su sli�cni po K-K pou�cku o sli�cnosti trokuta (4AB0P s 4BCB0) pa
vrijedi

jAPj
jBCj

=
jAB0j
jB0Cj

= 1: (1.2)
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Iz jednakosti (1.1) i (1.2) mo�zemo uo�citi kako je to�ckaA polovi�stePQ.
Na koncu promotrimo jo�s trokutePQT i BCT (slika 1.3). Ponovno zbog paralelnosti
stranica,�cime su im kutovi jednakih veli�cina, i ti trokuti su sli�cni (4PQT s 4BCT) pa
kona�cno dobivamo

jATj
jT A0j

=
jPQj
jBCj

=
jPAj
jBCj

+
jAQj
jBCj

= 1 + 1 = 2;

odnosno

jATj : jT A0j = 2 : 1:

Na analogan na�cin provodimo dokaze i za djeli�sne omjere preostalih dviju te�zi�snica. �

Nadalje promotrimo potrebno svojstvo te�zi�sta trokuta vezano uz njegove udaljenosti do
stranica trokuta.

Teorem 1.1.4.Za udaljenosti da, db i dc te�zi�sta T trokuta ABC redom od stranica a;b i c
vrijedi

a : b : c =
1
da

:
1
db

:
1
dc

;

odnosno

a � da = b � db = c � dc:

Obratno, ako to�cka P trokuta ABC ima udaljenosti od stranica jednake d0
a; d

0
b i d0

c za koje
vrijedi

a � d0
a = b � d0

b = c � d0
c;

tada je to�cka P upravo te�zi�ste trokuta, odnosno mora biti P= T.

Dokaz. Za po�cetak, znamo kako te�zi�snicaAA0 prolazi polovi�stemA0 stranicea = BC.
Neka je to�ckaD no�zi�ste okomice iz vrhaA na stranicua. Promotrimo trokuteABA0 i AA0C
na slici 1.4. Uo�cimo kako jeAD njihova zajedni�cka visina. Stoga su im povr�sine:

P(ABA0) =
jBA0j � jADj

2
;

P(AA0C) =
jA0Cj � jADj

2
:

Nadalje, kako jeA0 polovi�ste straniceBC, vrijedi da jeBA0 = A0C, pa su stoga povr�sine
trokutaABA0 i AA0C jednake. Dakle,

P(ABA0) = P(AA0C):
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Slika 1.4: Te�zi�snica dijeli trokut na dva trokuta jednakih povr�sina

Sada po volji odaberimo to�cku M na te�zi�snici AA0 te iz nje spustimo okomiceMP na
stranicuc = AB i MQ na stranicub = AC. Promatrajúci trokute ABM i AMC (slika
1.5), vidimo kako imaju zajedni�cku stranicuAM te da su im vrhoviB i C jednako udaljeni
od pravcaAM �cime su im visine naAM jednakih duljina, pa zaklju�cujemo kako su im
povr�sine takoder jednake, odnosno vrijedi

P(ABM) = P(AMC):

Slika 1.5: Veza udaljenosti te�zi�sta od stranica trokuta

Dakle, imamo

jABj � jMPj
2

=
jACj � jMQj

2
;
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iz �cega slijedi

jABj
jACj

=
jMQj
jMPj

:

Posebno to vrijedi i za te�zi�steT, odnosno ako promatramo trokuteABT i ATC, pomócu
prethodne jednakosti dobivamo

c
b

=
db

dc
;

to jest

c : b =
1
dc

:
1
db

:

Ako analogni postupak provedemo i s drugim dvjema te�zi�snicama, dobivamo tvrdnju te-
orema.

Obratna tvrdnja je direktna posljedica sljedeće, oṕcenitije leme. �

Lema 1.1.5.Neka su P i P0 to�cke trokuta ABC �cije udaljenosti od stranicaBC;CA i AB
su redom da; db i dc, odnosno d0a; d

0
b i d0

c. Ako vrijedi

d0
a

da
=

d0
b

db
=

d0
c

dc
;

tada mora biti P= P0.

Dokaz. Iz formule za povr�sinu trokuta preko baze i visine, odmah slijedi (slika 1.6)

P(BCP0)
P(BCP)

=
P(CAP0)
P(CAP)

=
P(ABP0)
P(ABP)

= k

za pozitivnu konstantuk. Sada iz

P(ABC) = P(BCP0) + P(CAP0) + P(ABP0) = k � P(BCP) + k � P(CAP) + k � P(ABP);

odnosno

P(ABC) = k � P(ABC)

slijedi kako jek = 1. Dakle,

P(BCP0) = P(BCP); P(CAP0) = P(CAP); P(ABP0) = P(ABP);

�sto pak implicira

d0
a = da; d0

b = db; d0
c = dc:

Kada se to�ckeP i P0 ne bi podudarale, tada bi izd0
a = da slijedilo da jePP0 k BC, dok

bi iz d0
b = db slijedilo da jePP0 k CA. No, to bi naime bila kontradikcija, jer nikoje dvije

stranice trokuta nisu paralelne. �
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Slika 1.6: Omjeri udaljenosti to�caka trokuta do stranica

Sljedéci korolar je posljedica prethodnog teorema 1.1.4 i njime zavr�savamo potrebna
svojstva te�zi�sta trokuta za ovaj rad.

Korolar 1.1.6. Te�zi�ste T dijeli trokut ABC na tri trokuta ABT; BCT i ACT jednakih povr-
�sina, to jest vrijedi

P(ABT) = P(BCT) = P(ACT):

Obratno, te�zi�ste je jedina to�cka trokuta ABC sa tim svojstvom.

Slika 1.7: Te�zi�ste dijeli trokut na trokute jednakih povr�sina
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1.2 Fermat-Torricellijeva to �cka

Iska�zimo i doka�zimo za po�cetak idúci teorem s kojiḿcemo dovesti do tra�zene to�cke.

Teorem 1.2.1.Nad svakom stranicom danog trokuta ABC konstruirajmo izvana jednakos-
trani�cne trokute ABC1, BCA1 i ACB1. Pravci AA1, BB1 i CC1 prolaze jednom to�ckom V1 i
vrijedi jAA1j = jBB1j = jCC1j.

Dokaz. Doka�zimo najprije da pravciAA1, BB1 i CC1 prolaze jednom to�ckomV1.
Dakle, neka je dan trokutABC i njemu na svakoj od stranica izvana konstruirani jed-

nakostrani�cni trokuti ABC1, BCA1 i ACB1. Neka se pravciBB1 i CC1 sijeku u to�cki V1.
Opi�simo jednakostrani�cnim trokutimaABC1 i ACB1 kru�znice. Navedene kru�znice se

osim u to�cki A, sijeku i u to�cki V1. Naime, promatrajúci trokute BAB1 i C1AC (slika
1.8) vrijedi jABj = jAC1j; jAB1j = jACj te ozna�cimo li ] BAC = � onda imamo] BAB1 =
] C1AC = � + 60� . Dakle, dobivamo sukladnost trokutaBAB1 � C1AC prema S-K-S
pou�cku o sukladnosti pa slijedi

] V1BA = ] V1C1A;

iz �cega zaklju�cujemo kako su oni obodni kutovi nad tetivomV1A pa se to�cke A;V1; B i C
nalaze na istoj kru�znici.

Slika 1.8: PravciAA1, BB1 i CC1 sijeku se u jednoj to�cki V1
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Promotrimo�cetverokuteAC1BV1 i AV1CB1 (slika 1.8). Oni su o�cito tetivni jer su im
opisane kru�znice, a s obzirom da za tetivne�cetverokute vrijedi da im je zbroj mjera na-
suprotnih kutova jednak 180� , odnosno suplementarni su, onda kako su kutovi] AC1B =
] CB1A = 60� jer su trokuti jednakostrani�cni vrijedi da je

] BV1A = ] AV1C = 120� :

No, stoga je i] CV1B = 120� .
Sada, promatrajúci �cetverokutBA1CV1, vrijedi da je] CV1B + ] BA1C = 180� jer je

ponovno] BA1C = 60� zbog toga�sto pripada jednakostrani�cnom trokutu pa zaklju�cujemo
kako je navedeni�cetverokut takoder tetivni (prema obratu pou�cka o tetivnom�cetverokutu).

Promotrimo nadalje kutove] AV1B1; ] B1V1C i ] CV1A1. Oni su o�cito obodni kutovi nad
stranicama jednakostrani�cnih trokuta pa dobivamo:

] AV1B1 = ] B1V1C = ] CV1A1 = 60� :

Dakle, time dolazimo do zaklju�cka kako navedeni kutovi tvore ispru�zeni kut iz �cega za-
klju �cujemo da su to�ckeA;V1 i A1 kolinearne, odnosno da pravacAA1 prolazi to�ckomV1.

Doka�zimo sada i drugu tvrdnju, odnosno da vrijedi da jejAA1j = jBB1j = jCC1j.
Promotrimo trokuteABA1 i BCC1. Kako je

jABj = jBC1j

i

jBA1j = jBCj

te ako ozna�cimo da je] V1BC = � , onda jo�s vrijedi

] ABA1 = ] C1BC = � + 60� :

Zaklju�cujemo kako su stoga navedeni trokuti sukladni, odnosno4ABA1 � 4BCC1 (prema
S-K-S pou�cku o sukladnosti trokuta). Slijedi da jejAA1j = jCC1j.

Analogno iz sukladnosti trokutaAA1C i BCB1 (4AA1C � 4BCB1) dobivamo jednakost
jAA1j = jBB1j �cime smo dokazali teorem. �

Sada de�nirajmo kakva je toFermatova to�cka, nazvana prema francuskom matemati�caru
Pierreu de Fermatu.

De�nicija 1.2.2. Neka su nad stranicama trokuta ABC konstruirani prema van jednakos-
trani�cni trokuti ABC1, BCA1 i ACB1 i neka se spojnice AA1, BB1 i CC1 sijeku u jednoj
to�cki V1. Takvu to�cku V1 nazivamoFermatovom to�ckom.
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U geometriji, Fermatovu to�cku neki ponekad zovu iTorricellijevom to�ckomprema tali-
janskom matemati�caru i �zi �caru Evangelistu Torricelliju ili takoderFermat-Torricellijevom
to�ckom. Razlog tome je�sto je Fermat Torricelliju kao izazov uputio pitanje da doka�ze kako
je zbroj udaljenosti od vrhova do to�cke (Fermat-Torricellijeve to�cke) minimalan. O tome
ćemo vi�se réci u idućem poglavlju, medutim va�zno je naglasiti kako je Torricelli rije�sio
navedeni problem na sli�can na�cin kao Fermat, ali je koristio kru�znice opisane trokutima
ABC1, BCA1 i ACB1 koje se stoga nazivajuTorricellijevim kru�znicama, dok je njihovo
sjeci�ste upravo Fermatova to�cka V1. Torricellijeva u�cenica Viviani objavila je njegovo
rje�senje problema 1659. godine.

Mo�zemo jo�s napomenuti kako sredi�sta opisanih kru�znica jednakostrani�cnim trokutima,
odnosno sredi�sta takozvanih Torricellijevih kru�znica tvore vrhove jednakostrani�cnog tro-
kuta �ciji dokaz se mo�ze pronáci u �clanku iz�casopisa Mi�S [2].

Slika 1.9: Fermat-Torricellijeva to�cka

Nadalje, za Fermatovu to�cku, odnosno Fermat-Torricellijevu to�cku V1 takoder ka�zemo
kako je onaprvi izogoni�cni centartrokutaABC. Postoji i drugi izogoni�cni centar trokuta
ABC, ali jedina je razlika od prvoga u konstrukciji jednakostrani�cnih trokuta. Njegova de-
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�nicija glasi ovako, a navodimo je�cisto kao zanimljivost:

Nad svakom stranicom danog trokutaABC konstruirajmo na unutra�snju stranu jedna-
kostrani�cne trokuteABC2; BCA2 i ACB2. PravciAA2; BB2 i CC2 prolaze jednom to�ckom
V2 i vrijedi jAA2j = jBB2j = jCC2j. Tada to�cku V2 nazivamodrugim izogoni�cnim centrom
trokutaABC.

Slika 1.10: Izogoni�cni centri
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1.3 Lemoineova to�cka

Prije same rije�ci o Lemoineovoj to�cki, moramo de�nirati neke druge pojmove. Za po�cetak
to su antiparalele (slika 1.11).

De�nicija 1.3.1. Neka je dan trokut ABC te neka su to�cka B1 na straniciAC i to�cka C1 na
stranici AB. Ako za takve to�cke vrijedi da je] AB1C1 = ] ABC i ] AC1B1 = ] ACB, onda
du�zinuB1C1 nazivamoantiparalelomstraniceBC danog trokuta ABC.

Slika 1.11: Antiparalela

Zbog svojstva jednakosti kutova danog u de�niciji, mo�zemo zaklju�citi kako su sve
antiparalele neke od stranica danog trokuta medusobno paralelne. Antiparalele preostalih
dviju stranicaAB i AC trokutaABCde�niraju se analogno.

Sada, kao�sto mo�zemo uo�citi sa slike 1.11, vrijedi sljedéca tvrdnja:

Teorem 1.3.2.[1] Ako je B1C1 antiparalela straniceBC trokuta ABC, onda to�cke B;C; B1

i C1 pripadaju istoj kru�znici. Vrijedi i obrnuto: bilo koja kru�znica koja prolazi to�ckama B
i C sije�ce straniceBC i AC u to�ckama C1 i B1 takvima da jeB1C1 antiparalela.

Dokaz. Ozna�cimo li ] AB1C1 = ] ABC = � i ] AC1B1 = ] ACB=  , onda vrijedi:

] CB1C1 = 180� � �

i

] B1C1B = 180� � :

Stoga, ako promatramo�cetverokutBCB1C1, onda su njegovi nasuprotni kutovi suplemen-
tarni pa zaklju�cujemo kako je�cetverokutBCB1C1 tetivni. Zbog dobivene�cinjenice, danom
�cetverokutu mo�zemo opisati kru�znicu te dakle to�ckeB;C; B1 i C1 pripadaju jednoj kru�znici.
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Obratno, ako pretpostavimo da to�cke B;C; B1 i C1 pripadaju jednoj kru�znici, onda je
�cetverokutBCB1C1 tetivni. Stoga je] CB1C1 = 180� � � pa je] AB1C1 = � iz �cega slijedi
da jeB1C1 antiparalela. �

Teorem 1.3.3.Polovi�sta svih antiparalela neke od stranica trokuta ABC le�ze na jednom
pravcu koji prolazi trećim vrhom danog trokuta.

Dokaz. Neka je dan trokutABC. Neka suB1C1 i B2C2 dvije antiparalele straniceBC (slika
1.12). Tada postoji homotetija s centrom u to�cki A koja preslikava trokutAB1C1 u trokut
AB2C2. Ta ista homotetija tada nu�zno preslikava polovi�ste straniceB1C1 trokutaAB1C1

u polovi�ste straniceB2C2 trokutaAB2C2. Stoga oba polovi�sta le�ze na zraci homotetije, a
znamo da svaka zraka homotetije prolazi centrom homotetije, u na�sem slu�caju je to to�cka
A. Istom homotetijom poka�zemo i za preostala polovi�sta antiparalela. Dakle, dobili smo
pravac koji prolazi polovi�stima antiparalela stranice trokuta i prolazi trećim vrhom tog
trokuta. �

Dolazimo do idúceg va�znog pojma prije de�niranja Lemoineove to�cke.

De�nicija 1.3.4. Pravac na kojemu le�ze polovi�sta svih antiparalela neke stranice danog
trokuta te koji prolazi trećim vrhom tog trokuta nazivamosimedijanomdanog trokuta.

Slika 1.12: Simedijana

Izrecimo kako jo�s dolazimo do simedijane.
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Teorem 1.3.5.Neka je dan trokut ABC i njemu opisana kru�znica k. Neka je to�cka D
sjeci�ste tangenti kru�znice k u vrhovima B i C. Tada je pravac AD simedijana trokuta ABC.

Ako dani postupak iskazan u teoremu ponovimo te odredimo sjeci�steE tangenti kru-
�znicek u vrhovimaA i C te sjeci�steF tangenti kru�znicek u vrhovimaA i B, onda zapravo
dobivamo tangencijalni trokutDEF, odnosno trokut�cije stranice pripadaju tangentama na
opisanu kru�znicu danog trokutaABCu njegovim vrhovima.

U idućem teoremu izréci ćemo i dokazati pro�sireni prethodni teorem 1.3.5 te ujedno
i pokazati kako se simedijane nekog trokuta sijeku u jednoj to�cki �sto će nas u kona�cnici
dovesti do potrebne Lemoineove to�cke.

Teorem 1.3.6.Neka su stranice trokuta DEF tangente opisane kru�znice k danog trokuta
ABC u njegovim vrhovima. Tada spojniceAD, BE i CF �cine simedijane trokuta ABC i
sijeku se u to�cki K.

Dokaz. Poka�zimo najprije da su pravciAP; BE i CF simedijane trokutaABC.
Dakle, promatrajmo prvo stranicuBC. Odredimo njenu antiparaleluB1C1 koja prolazi
to�ckomD (slika 1.13).

Slika 1.13: Simedijane trokuta sijeku se u jednoj to�cki

Na osnovu teorema 1.3.2 vrijedi kako je antiparalela straniceBC koja prolazi vrhom
A upravo tangenta kru�znice k opisane danom trokutuABC u vrhu A. Stoga, kako smo



POGLAVLJE 1. NEKE POSEBNE TO�CKE TROKUTA 17

odredili drugu antiparaleluB1C1 straniceBC, a sve antiparalele neke stranice danog trokuta
su medusobno paralelne, zaklju�cujemo kako vrijedi da je dakle

B1C1 k EF:

Prema tome, po svojstvu transverzale paralelnih pravaca imamo

] BC1D = ] FAB; ] DB1C = ] EAC:

Nadalje, kako jejFAj = jFBj te stoga vrijedi

] FAB = ] FBA;

a s druge strane imamo vr�sne kutove

] FBA = ] C1BD;

onda kona�cno imamo jednakost

] BC1D = ] C1BD;

pa slijedi da je

jDBj = jDC1j:

Analogno pokazujemo i jednakostjDCj = jDB1j. No, kako znamo da jejDBj = jDCj, onda
je ujedno i

jDC1j = jDB1j

s �cime to�cka D predstavlja polovi�ste antiparaleleB1C1. Dakle, pravacAD prolazi po-
lovi�stem jedne antiparalele straniceBC pa prolazi polovi�stima i svih ostalih antiparalela
straniceBC �sto ga�cini simedijanom danog trokutaABC. Analogno poka�zemo i da pravci
BE i CF �cine simedijane trokutaABC.

Na koncu, doka�zimo da se simedijane trokuta sijeku u jednoj to�cki, odnosno da su
pravci konkurentni.

Promotrimo trokutDEF (slika 1.13). Ako ponovno koristimo svojstvo koje ka�ze kako
je

jBDj = jCDj; jCEj = jAEj; jAFj = jBFj;

onda o�cito vrijedi iduća jednakost:

jDCj � jEAj � jFBj = jCEj � jAFj � jBDj
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koju takoder mo�zemo zapisati u obliku:

jDCj
jCEj

�
jEAj
jAFj

�
jFBj
jBDj

= 1:

Sada primjenom Cevinog teorema 1.0.1 zaklju�cujemo kako nam se pravciAD; BE i CF,
odnosno simedijane trokutaABCzaista sijeku u jednoj to�cki koju smo ozna�cili s K. �

Naposljetku mo�zemo de�nirati tra�zenu to�cku.

De�nicija 1.3.7. To�cka u kojoj se sijeku simedijane danog trokuta ABC nazivamoLemo-
ineovom to�ckom.

Lemoineova to�cka dobila je ime prema francuskom matemati�caru Emileu Michelu
Hyacintheu Lemoineou koji je dokazao njeno postojanje, dok je njema�cki matemati�car
Ernst Wilhelm Grebe objavio�clanak o toj to�cki 1847. godine pa je zbog toga u Njema�ckoj
nazivana i Grebeovom to�ckom. Kasnije dobiva i tréci, najvi�se prihvácen naziv, a to je
upravosimedijalna to�ckakao sjeci�ste simedijana trokuta. To ime za Lemoineovu to�cku je
�siroko prihváceno, a sam takav naziv joj je dao engleski matemati�car Robert Tucker.

Za sam kraj izrecimo teorem vezan uz simedijane i njihovo dijeljenje nasuprotne stra-
nice.

Teorem 1.3.8.[1] Neka je S to�cka na straniciBC trokuta ABC. Ako je pravac AS simedi-
jana vrha A trokuta ABC, tada on dijeli stranicuBC u omjeru kvadrata prile�zećih stranica,
odnosno

jBSj
jSCj

=
jABj2

jACj2
:

Dokaz. Neka jeAS simedijana, aAA0 te�zi�snica vrhaA.Neka jeB1C1 antiparalela stranice
BC, a sP1 ozna�cimo njeno polovi�ste kroz koje prolazi simedijanaAS(slika 1.14). Kako
su prema de�niciji antiparalele 1.3.1 trokutiABC i AC1B1 sli�cni prema K-K pou�cku o
sli�cnosti, onda vrijedi

jABj : jBCj = jAB1j : jB1C1j;

iz �cega slijedi

jABj : jBA0j = jAB1j : jB1P1j

�sto zna�ci kako su i trokutiABA0 i AB1P1 sli�cni pa vrijedi

] BAS = ] A0AC:
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Slika 1.14: Sjeci�ste simedijane vrha s nasuprotnom stranicom

Time smo pokazali kako su zapravo te�zi�snica i simedijana trokutaABCsimetri�cne s obzi-
rom na simetralu] BAC.

Dakle, promatrajmo trokuteABSi AA0C (slika 1.14). Njihove povr�sine jednake su

P(ABS) =
jBSj � jADj

2
; P(AA0C) =

jA0Cj � jADj
2

;

gdje jejADj o�cito njihova zajedni�cka visina. Stoga, omjer njihovih povr�sina mo�zemo izra-
ziti kao

P(ABS)
P(AA0C)

=
jBSj
jA0Cj

: (1.3)

Nadalje, zbog�cinjenice kako simedijana i te�zi�snica danog trokuta le�ze simetri�cno s obzi-
rom na simetralu odgovarajućeg kuta trokuta te kako je] BAS = ] A0AC, onda povr�sine
trokutaABS i AA0C mo�zemo jo�s primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta zapisati
kao

P(ABS) =
1
2

jABj � jASj � sin] BAS; P(AA0C) =
1
2

jAA0j � jACj � sin] AA0C;

iz �cega im je omjer jednak

P(ABS)
P(AA0C)

=
jABj � jASj
jAA0j � jACj

: (1.4)
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Izjedna�cavanjem (1.3) i (1.4) dobivamo jednakost

jBSj
jA0Cj

=
jABj � jASj
jAA0j � jACj

: (1.5)

Na isti na�cin promatrajúci trokuteASCi ABA0 imamo

P(ASC)
P(ABA0)

=
jSCj
jA0Bj

=
jASj � jACj
jABj � jAA0j

: (1.6)

Dijeljenjem jednakosti (1.5) s jednako�sću (1.6) dobivamo

jBSj
jA0Cj

�
jA0Bj
jSCj

=
jABj2

jACj2
:

Medutim, kako je to�cka A0 polovi�ste straniceBC, vrijedi jBA0j = jA0Cj, pa stoga iz pret-
hodne jednakosti dobivamo

jBSj
jSCj

=
jABj2

jACj2
:

�



Poglavlje 2

Ekstremi nekih geometrijskih izraza

U ovom poglavlju promatrat́cemo nekoliko zanimljivih geometrijskih izraza vezanih uz
trokut koji će svi ovisiti o varijabilnoj to�cki P, za koju dozvoljavamo da bude proizvoljna
to�cka ravnine u kojoj se nalazi dani trokutABC. Naime, zanimat́cemo se kada je dani ge-
ometrijski izraz minimalan, tj. najmanji mogući, odnosno maksimalan, tj. najveći mogúci.
U pojedinim situacijama imat́ce smisla promatranje samo minimuma ili promatranje samo
maksimuma. Medutim, u svakom od slu�cajeva tvrdnjúcemo potkrijepiti njenim detaljnim
dokazom.

2.1 Minimum zbroja kvadrata udaljenosti od vrhova

To�cka za kojúce se postizati minimum zbroja kvadrata udaljenosti od vrhova danog trokuta
je te�zi�ste. Stoga prije samog dokaza te tvrdnje, moramo iskazati svojstvo vezano uz pravac
koji prolazi te�zi�stem pa prvo izrecimo i doka�zimo idúci teorem.

Teorem 2.1.1.[1] Udaljenost te�zi�sta T danog trokuta ABC do nekog pravca p ravnine tro-
kuta jednaka je aritmeti�ckoj sredini udaljenosti vrhova danog trokuta do pravca p. Pritom
udaljenosti s jedne strane pravca p imaju pozitivan, a s druge strane negativan predznak.

Dokaz. Znamo prema teoremu 1.1.3 kako vrijedi

jATj = 2 � jT A0j:

Ozna�cimo ortogonalne projekcije to�caka trokuta na pravacp gdje jeT1 ortogonalna projek-
cija to�ckeT na pravac,A1 ortogonalna projekcija to�ckeA i tako dalje (slika 2.1). Ozna�cimo
s O sjeci�steAA0 s pravcemp. Sada iz sli�cnosti trokutaAA1O;TT1O i A0A0

1O prema K-K
pou�cku o sli�cnosti trokuta (svi imaju pravi kut i zajedni�cki kut ] AOA1) dobivamo

jAA1j
jTT1j

=
3jT A0j + jA0Oj
jT A0j + jA0Oj

21
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i
jTT1j
jA0A0

1j
=

jT A0j + jA0Oj
jA0Oj

:

Iz druge jednakosti imamo

jTT1j � jA0Oj = jA0A0
1j � jT A0j + jA0A0

1j � jA0Oj;

iz �cega slijedi

jA0Oj =
jA0A0

1j � jT A0j

jTT1j � j A0A0
1j

te uvr�stavanjem dobivenogjA0Oj u prvu jednakost dobivamo

jAA1j
jTT1j

=
3jT A0j +

jA0A0
1j�jT A0j

jTT1j�j A0A0
1j

jT A0j +
jA0A0

1j�jT A0j
jTT1j�j A0A0

1j

;

odnosno sredivanjem

jAA1j
jTT1j

=
3jTT1j � 2jA0A0

1j

jTT1j
;

to jest

jAA1j = 3jTT1j � 2jA0A0
1j:

Dakle, vrijedi

3jTT1j = jAA1j + 2jA0A0
1j: (2.1)

Promotrimo sada�cetverokutBB1C1C (slika 2.1). On je o�cito trapez jer mu je jedan
par nasuprotnih stranica paralelan (BB1 k CC1). Kako jeA0 polovi�ste straniceBC i A0A0

1 k
BB1 k CC1, zaklju�cujemo da jeA0A0

1 srednjica toga trapeza pa vrijedi

jA0A0
1j =

jBB1j � jCC1j
2

;

odnosno

2jAA0
1j = jBB1j + jCC1j: (2.2)

Uvr�stavanjem (2.2) u (2.1) dobivamo

3jTT1j = jAA1j + jBB1j + jCC1j;

�cime smo dokazali teorem. Valja napomenuti kako svakako moramo uva�ziti predznake
udaljenosti to�cakaA; B i C od pravcap jer ako se jedna od to�caka nalazi s druge strane
pravca od preostalih to�caka, onda se uzima udaljenost s negativnim predznakom. �
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Slika 2.1: Udaljenost te�zi�sta do pravca

Idući korolar nam dakle govori o spomenutom pravcu kroz te�zi�ste.

Korolar 2.1.2. [1] Ako pravac p prolazi te�zi�stem T trokuta ABC, onda je zbroj udaljenosti
onih dvaju vrhova trokuta koji stoje s jedne strane pravca p jednak udaljenosti trećeg vrha
do tog pravca.

Dokaz. Zaista, prema prethodnom teoremu 2.1.1 nam vrijedi 3jTT1j = jAA1j+ jBB1j+ jCC1j,
a kako pravac sada prolazi kroz te�zi�steT, onda je udaljenostjTT1j = 0, pa imamo

�j AA1j � j BB1j � �j CC1j = 0;

pri �cemu nas znakovi� podsjécaju da se udaljenosti ra�cunaju s predznakom.
Sada, bez smanjenja općenitosti mo�zemo pretpostaviti kako se to�cka C nalazi sa su-

protne strane pravcap od to�cakaA i B pa se udaljenostjCC1j uzima s minus predznakom,
odnosno imamo

jAA1j + jBB1j = jCC1j:

�

Iska�zimo i doka�zimo glavni teorem o zbroju kvadrata udaljenosti odredene to�cke od
vrhova trokuta.

Teorem 2.1.3.Zbroj kvadrata udaljenosti od vrhova trokuta minimum posti�ze u te�zi�stu i
samo u njemu.
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Dokaz. Neka je dan trokutABC i proizvoljna to�cka P. Neka je to�cka T te�zi�ste danog
trokuta. SA1; B1 i C1 ozna�cimo no�zi�sta okomica spu�stenih iz vrhovaA; B i C na pravacPT
(slika 2.2).

Ako primijenimo kosinusov pou�cak na trokuteAT P; BT Pi CT Pdobivamo

jAPj2 = jATj2 + jT Pj2 � 2 � jATj � jT Pj � cos (] AT P);

jBPj2 = jBTj2 + jT Pj2 � 2 � jBTj � jT Pj � cos (] BT P);

jCPj2 = jCTj2 + jT Pj2 � 2 � jCTj � jT Pj � cos (] CT P):

Uo�cimo kako su u drugoj i trécoj jednakosti zadani kutovi tupi, pa upotrebom svojstva
kosinusa suplementarnih kutova koji ka�ze kako je cos (180� � ' ) = � cos' imamo

jAPj2 = jATj2 + jT Pj2 � 2 � jATj � jT Pj � cos (] AT P);

jBPj2 = jBTj2 + jT Pj2 + 2 � jBTj � jT Pj � cos (] BT B1);

jCPj2 = jCTj2 + jT Pj2 + 2 � jCTj � jT Pj � cos (] CTC1):

Promotrimo nadalje te kosinuse kutova. Ako pak primijenimo trigonometriju pravokutnih
trokutaAA1T; BB1T i CC1T imamo

cos (] AT P) =
jA1Tj
jATj

;

cos (] BT B1) =
B1T
BT

;

cos (] CTC1) =
jC1Tj
CT

;

pa uvr�stavanjem u prethodne jednakosti i skraćivanjem dobivamo

jAPj2 = jATj2 + jT Pj2 � 2 � jT Pj � jA1Tj;

jBPj2 = jBTj2 + jT Pj2 + 2 � jT Pj � jB1Tj;

jCPj2 = jCTj2 + jT Pj2 + 2 � jT Pj � jC1Tj:

Kona�cno zbrajanjem dobivenih triju jednakosti dobijemo

jAPj2 + jBPj2 + jCPj2

= jATj2 + jBTj2 + jCTj2 + 3 � jT Pj2 � 2 � jT Pj(jA1Tj � j B1Tj � j C1Tj): (2.3)

Uzmimo sada pravacq koji takoder prolazi te�zi�stem i okomit je pravacp. Ozna�cimo
s A2; B2 i C2 no�zi�sta okomica spu�stenih izA; B i C na pravacq. Kako se to�cka A nalazi
sa suprotne strane pravcaq s obzirom na to�cke B i C (slika 2.2), onda prema prethodnom
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korolaru 2.1.2 znamo kako je zbroj udaljenosti onih dvaju vrhova s jedne strane pravca
jednak udaljenosti tréceg vrha do toga pravca, odnosno

jAA2j = jBB2j + jCC2j:

S druge strane, kako je pravacq okomit na pravacp, uo�cimo da je stoga

jAA2j = jA1Tj; jBB2j = jB1Tj; jCC2j = jC1Tj;

pa uvr�stavanjem u prethodnu jednakost dobivamo

jA1Tj � j B1Tj � j C1Tj = 0:

Ako se s dobivenim vratimo u (2.3), imamo kona�cno

jAPj2 + jBPj2 + jCPj2 = jATj2 + jBTj2 + jCTj2 + 3 � jT Pj2;

�sto je poznato kao Leibnitzov teorem koji to�cno ka�ze kako je zbroj kvadrata udaljenosti
vrhova trokutaABC od neke to�cke P jednak zbroju kvadrata udaljenosti tih vrhova od
te�zi�staT trokuta i trostrukog kvadrata udaljenosti to�ckeP od te�zi�staT.

Ako naposljetku zamislimo da je to�ckaP pala u te�zi�steT (to jestP = T), onda imamo
jT Pj = 0, odnosno u zadnjoj jednakosti dobivamo

jAPj2 + jBPj2 + jCPj2 = jATj2 + jBTj2 + jCTj2;

dok za bilo koju drugu to�cku P o�cito vrijedi

jAPj2 + jBPj2 + jCPj2 > jATj2 + jBTj2 + jCTj2:

Time zaklju�cujemo da zaista zbroj kvadrata udaljenosti vrhova trokuta minimum posti�ze u
te�zi�stu tog trokuta. �

Nadove�zimo se jo�s s jednim teoremom kao zanimljivo�sću vezanom uz zbroj kvadrata
udaljenosti vrhova trokuta od te�zi�sta.

Teorem 2.1.4.[1] Zbroj kvadrata udaljenosti te�zi�sta T danog trokuta ABC do vrhova tog
trokuta jednak je trećini zbroja kvadrata stranica a;b i c trokuta, odnosno

jATj2 + jBTj2 + jCTj2 =
1
3

(a2 + b2 + c2):

Dokaz. Prema teoremu 1.1.3 vrijedi kako te�zi�ste dijeli te�zi�snicu u omjerujATj : jT A0j =
2 : 1, pa zaklju�cujemo kako je udaljenost te�zi�staT do vrha danog trokutaABC jednaka
dvije trécine duljine odgovarajúce te�zi�snice. Dakle,

jATj =
2
3

ta; jBTj =
2
3

tb; jCTj =
2
3

tc;
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Slika 2.2: Za te�zi�ste zbroj kvadrata udaljenosti do vrhova trokuta je minimalan

gdje suta; tb i tc odgovarajúce te�zi�snice redom iz vrhovaA; B i C.
Stoga primjenom�cinjenice da su duljine te�zi�snica dane s

ta =
1
2

p
2(b2 + c2) � a2;

tb =
1
2

p
2(c2 + a2) � b2;

tc =
1
2

p
2(a2 + b2) � c2;

�ciji dokaz nalazimo u Palmanovoj knjizi [1], imamo

jATj =
2
3

ta =
1
3

p
2(b2 + c2) � a2;

jBTj =
2
3

tb =
1
3

p
2(c2 + a2) � b2;

jCTj =
2
3

ta =
1
3

p
2(a2 + b2) � c2:

Kvadriranjem i zbrajanjem ovih triju jednakosti zaista dobivamo

jATj2 + jBTj2 + jCTj2 =
1
9

[2(b2 + c2) � a2 + 2(c2 + a2) � b2 + 2(a2 + b2) � c2]

jATj2 + jBTj2 + jCTj2 =
1
9

(3a2 + 3b2 + 3c2)

jATj2 + jBTj2 + jCTj2 =
1
3

(a2 + b2 + c2):

�
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2.2 Maksimum produkta udaljenosti od stranica

Kako bismo mogli pokazati kada umno�zak neka tri realna pozitivna broja poprima najveću
vrijednost, odnosno maksimum, doka�zimo najprije jedan pomócni rezultat, odnosno iduću
lemu.

Lema 2.2.1. [1] Umno�zak abc tri pozitivna realna broja, a;b; c > 0, �cija je suma zadana,
a + b + c = k, poprima najveću vrijednost ako je a= b = c.

Dokaz. Uzmimo pozitivne realne brojevex; y; z. Promatrajúci tvrdnju (x � y)2 � 0 dobi-
vamo

x2 + y2 � 2xy: (2.4)

U dobivenom izrazu jednakost vrijedi ako i samo ako sux i y jednaki, odnosno ako sux i
y razli�citi, onda vrijedi nejednakostx2 + y2 > 2xy. Analogno vrijedi i da je

y2 + z2 � 2yz; (2.5)

x2 + z2 � 2xz: (2.6)

Zbrojimo li sada dobivene nejednakosti (2.4), (2.6) i (2.6) dobivamo sljedeću nejednakost:

2x2 + 2y2 + 2z2 � 2xy+ 2yz+ 2xz;

odnosno

x2 + y2 + z2 � xy+ yz+ xz: (2.7)

Nadalje promotrimo jednakost

x3 + y3 + z3 � 3xyz= (x + y + z)(x2 + y2 + z2 � xy � yz� xz):

Sada na temelju (2.7) slijedi da je drugi faktor desne strane gornje jednakosti nenegativan,
a s obzirom da je i prvi faktor te strane nenegativan, jer imamo zbroj pozitivnih realnih
brojeva, onda je cijela desna strana nenegativna pa stoga i cijeli izraz s lijeve strane dane
jednakosti mora biti pozitivan, odnosno mora vrijediti

x3 + y3 + z3 � 3xyz:

Uvrstimo li ovdje supstitucijux3 = a; y3 = b i z3 = c, kona�cno dobivamo

abc�
 
a + b + c

3

!3

;
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odnosno uvr�stavanjem tvrdnjea + b + c = k imamo

abc�
k3

27
: (2.8)

Ako ka�zemo da jea = b = c, onda uvr�stavanjem u kona�cnu nejednakost (2.8) dobivamo da
nam vrijedi jednakost. Medutim, ako su barem dva od brojevaa;b; c medusobno razli�cita,
tada su i barem dva njihova treća korijena, u ovom slu�caju realni brojevix; y; z, medusobno
razli�citi pa imamo strogu nejednakost. Dakle, jednakost se posti�ze ako i samo ako sua;b i
c jednaki i time dokazujemo provedenu tvrdnju. �

Sada na temelju dokazane leme i prethodnog poglavlja mo�zemo dokazati idúci glavni
teorem.

Teorem 2.2.2.Medu svim to�ckama unutar danog trokuta produkt udaljenosti od stranica
tog trokuta maksimum posti�ze za te�zi�ste i samo za njega.

Dokaz. Neka je to�cka P bilo koja to�cka unutra�snjosti trokutaABC i neka suma;mb i mc

udaljenosti to�cke P redom do stranicaBC;CA i AB danog trokuta. Ozna�cimo s a;b i
c redom duljine stranicaBC;CA i AB trokuta ABC. Ako promatramo taj trokutABC,
njegovu povr�sinu mo�zemo izraziti kao zbroj povr�sina trokutaABP; BCPi ACP(slika 2.3).
Dakle, s obzirom da smo sma;mb i mc nazna�cili duljine visina iz vrhaP navedenih trokuta,
njihove povr�sine glase:

P(ABP) =
c � mc

2
;

P(BCP) =
a � ma

2
;

P(ACP) =
b � mb

2
:

Stoga je povr�sina trokutaABCdana s

P(ABC) =
ama + bmb + cmc

2
;

tj. vrijedi

2P(ABC) = ama + bmb + cmc:

Osvrnimo se sada na produkt od tri pribrojnika gornje jednakosti koji stoje s njene desne
strane, odnosno

� = (ama)(bmb)(cmc): (2.9)
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Prema prethodno dokazanoj lemi 2.2.1, zadani produktće poprimati najvécu vrijednost ako
su mu faktori jednaki, odnosno ako jeama = bmb = cmc. Naime, to bi onda zna�cilo da su
povr�sine trokutaABP; BCPi ACPtakoder jednake.

Stoga, prema korolaru 1.1.6, koji ka�ze da to�cka koja dijeli trokut na tri manja trokuta
jednakih povr�sina upravo jest te�zi�ste, zaklju�cujemo kakoće nam upravo faktori iz (2.9)
biti jednaki ako i samo ako to�cka P bude te�zi�steT danog trokutaABC, to jest onda dani
umno�zak ima najvécu vrijednost.

S druge strane, prema teoremu 1.1.4 za udaljenosti te�zi�sta do stranica trokuta koristili
smo oznakeda; db i dc te je vrijediloada = bdb = cdc kao�sto ovdje i jest slu�caj.

Na koncu (2.9) mo�zemo napisati u obliku

� = (abc)(dadbdc);

a kako je jo�s i abc= const, slijedi tvrdnja teorema da je te�zi�ste to�cka unutra�snjosti trokuta
za koju produkt udaljenosti do stranica ima maksimalnu vrijednost. �

Slika 2.3: Za te�zi�ste produkt udaljenosti do stranica trokuta je maksimalan

2.3 Minimum zbroja udaljenosti od vrhova

Prisjetimo se kako smo u pro�slom poglavlju napomenuli da je Pierre de Fermat izazvao
Evangelista Torricellija s pitanjem da pronade to�cku za koju je zbroj njenih udaljenosti
do vrhova trokuta minimalan. Naime, kako smo tada rekli, radi se stoga o takozvanoj
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Fermatovojili Fermat-Torricellijevoj to�cki(de�nicija 1.2.2) koju takoder poznajemo kao
izogoni�cni centar trokuta te smo ju ozna�cili s V1.

Teorem 2.3.1.Ako su svi kutovi trokuta manji od120� , tada zbroj udaljenosti od vrhova
svoj minimum posti�ze u Fermatovoj to�cki i samo u njoj. Ako je neki kut trokuta veći ili
jednak120� , tada zbroj udaljenosti od vrhova svoj minimum posti�ze u pripadnom vrhu.

Prvi dokaz u slu�caju kada su svi kutovi trokuta manji od120� . Neka je dan trokutABCko-
jemu su svi kutovi manji od 120� . Neka jeV1 Fermatova to�cka. Konstruirajmo trokut
KLM kojemu stranice prolaze vrhovima trokutaABC i okomite su redom naAV1; BV1 i
CV1 (slika 2.4).

Promotrimo kutove konstruiranog trokuta. Prema teoremu 1.2.1 znamo da je] AV1B =
] BV1C = ] CV1A = 120� , a kako�cetverokutiAV1BL; BV1CM i AV1CK imaju po dva prava
kuta, vrijedi

] ALB = ] BMC = ] CKA = 60� ;

�cime je trokutKLM jednakostrani�can.
Nadalje, neka je dana to�cka P trokuta KLM razli�cita od to�cke V1 i neka suP1; P2 i

P3 no�zi�sta okomica spu�stenih iz to�ckeP redom na straniceKL; LM i MK trokuta. Prema
Vivianijevom teoremu[3] koji glasi: neka je dan jednakostrani�can trokutKLM, tada za
bilo koju to�cku P trokuta KLM zbroj udaljenosti to�cke P od stranica trokuta je jednak
visini tog trokuta, zaklju�cujemo kako je upravo zbroj udaljenosti neke to�cke do stranica
jednakostrani�cnog trokuta konstantan.

Naime, neka su dakleP1; P2 i P3 no�zi�sta okomica spu�stenih iz to�cke P na stranice,
neka jeh visina te neka jea duljina stranice jednakostrani�cnog trokutaKLM. Prika�zimo
njegovu povr�sinu kao zbroj povr�sina trokutaKLP; LMP i MKP. Imamo:

P(KLM) =
a � jPP1j

2
+

a � jPP2j
2

+
a � jPP3j

2
;

odnosno

2P(KLM) = a � jPP1j + a � jPP2j + a � jPP3j: (2.10)

Takoder, povr�sina trokutaKLM je jednaka

P(KLM) =
a � h

2
;

to jest

2P(KLM) = a � h (2.11)
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pa izjedna�cavanjem dviju jednakosti (2.10) i (2.11) zaista dobivamo

jPP1j + jPP2j + jPP3j = h:

Na temelju tog svojstva da je u jednakostrani�cnom trokutu zbroj udaljenosti neke to�cke
P do stranica trokutaKLM konstantan, onda to vrijedi i za to�cku V1 trokutaKLM, kojoj
su to�ckeA; B i C zapravo no�zi�sta okomica na stranice trokuta, odnosno vrijedi

jPP1j + jPP2j + jPP3j = jV1Aj + jV1Bj + jV1Cj: (2.12)

S druge strane je o�cito kako vrijedi

jPP1j + jPP2j + jPP3j � j APj + jBPj + jCPj; (2.13)

gdje imamo jednakost samo ako jeAP ? KL; BP ? LM i CP ? KM, to jest kada je
P = V1.

Dakle, da bi zbroj udaljenosti neke to�cke P do vrhova danog trokuta bio minimalan,
to�cka P se mora na temelju (2.12) i (2.13) poklopiti s to�ckom V1, odnosno Fermatovom
to�ckom. �

Slika 2.4: Za Fermatovu to�cku zbroj udaljenosti do vrhova trokuta je minimalan
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Kao zanimljivost poka�zimo jo�s jedan od mnogih dokaza teorema 2.3.1. U ovom dokazu
slu�zit ćemo se rotacijom.

Drugi dokaz u slu�caju kada su svi kutovi trokuta manji od120� . Neka je dan trokutABC
kojemu su svi kutovi manji od 120� i neka jeP proizvoljna to�cka danog trokuta. Spojimo
P s vrhovima trokutaA; B i C.

Zarotirajmo trokutABP oko to�cke B za 60� u pozitivnom smjeru, odnosno smjeru
suprotnom od kazaljke na satu. Neka je tada trokutABPpreslikan u trokutC1BP1 (slika
2.4). Promotrimo trokutBPP1. Naime, rotacijom vrijedi da jejBPj = jBP1j, odnosno trokut

Slika 2.5: Drugi dokaz zbroja udaljenosti od Fermatove to�cke do vrhova trokuta

BPP1 je jednakokra�can pa je] BPP1 = ] PP1B, a s druge strane kako je] PBP1 = 60� ,
zaklju�cujemo kako su i druga dva kuta jednake mjere pa je trokutBPP1 jednakostrani�can.

Osvrnimo se sada na zbroj udaljenosti to�cke P do vrhova danog trokutaABC. Na
temelju rotacije vrijedi

jPAj + jPBj + jPCj = jC1P1j + jP1Pj + jPCj:

Valja napomenuti kako to�ckaC1 ne ovisi o polo�zaju to�ckeP. Takoder, vrijedi da je

jPAj + jPBj + jPCj � j CC1j;

jer je o�cito jC1P1j + jP1Pj + jPCj � j CC1j. Stoga, zbrojjPAj + jPBj + jPCj će postíci svoj
minimum akoP le�zi naCC1. Zbog toga, za takvu to�cku P mora vrijediti

] BPC1 = 60� :

Isto bi vrijedilo da je] APC1 = 60� kad bismo rotirali trokutABPoko to�ckeA za 60� .
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Dakle, zaklju�cujemo kako je

] APB= 120� ;

pa su i] BPC = ] CPA = 120� analognim postupkom. Uo�cimo jo�s kako jeABC1 jedna-
kostrani�can trokut konstruiran izvana na stranicuAB jer je zbog rotacijejABj = jBC1j i
] ABC1 = 60� .

Onda prema teoremu 1.2.1 dobivamo kako se to�cka P mora poklopiti s Fermatovom
to�ckomV1 jer ona le�zi na spojniciCC1, a na isti na�cin bi pokazali da le�zi i na AA1 i BB1,
pa se poklapa s njihovim sjeci�stem. �

Za kraj doka�zimo jo�s teorem za slu�caj kada je neki od kutova u trokutu veći ili jednak
120� .

Dokaz u slu�caju kada je neki kut trokuta barem120� . Bez smanjenja oṕcenitosti pretpos-
tavimo da je kut pri vrhuA veći ili jednak 120� . Konstruirajmo nad stranicomAB danog
trokuta ABC izvana jednakostrani�can trokutABD. Neka jeP proizvoljna to�cka trokuta
ABC razli�cita od A. Neka je to�cka Q takva da je trokutAPQ takoder jednakostrani�can
(slika 2.6). Tada je trokutABProtacija za 60� u pozitivnom smjeru, odnosno u smjeru ka-
zaljke na satu, trokutaADQ oko to�ckeA. Stoga su trokutiABPi ADQ sukladni, odnosno
ABP � ADQ. Nadalje, iz toga slijedi kako je zbroj udaljenosti neke to�cke P od vrhova
trokutaABCjednaka

jAPj + jBPj + jCPj = jCPj + jPQj + jQDj:

Slika 2.6: Zbroj udaljenosti od vrhova trokuta s kutom većim ili jednakim 120�
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Primijetimo kako se cijeli trokutABC nalazi unutar izbo�cenog kuta] DAC, odnosno
kuta �cija mjera je véca od 180� . Kako je to�cka P ograni�cena da le�zi unutar trokutaABC,
o�cito je (slika 2.6) kako vrijedi

jCAj + jADj < jCPj + jPQj + jQDj;

za svaku to�cku P trokutaABCrazli�citu od to�ckeA.
S druge strane, neka je dozvoljeno da se to�ckaP nalazi izvan trokutaABC. Tada postoji

to�ckaP0 na rubu trokutaABCtakva da vrijedi

jAP0j + jBP0j + jCP0j < jAPj + jBPj + jCPj;

vidjeti sliku 2.7 za slu�cajeve kada du�zine PA; PB i PC ne sijeku stranice trokutaABC,
odnosno kada neka od tih du�zina sije�ce stranicu promatranog trokuta.

Slika 2.7: Slu�cajevi kada se to�ckaP nalazi izvan trokutaABC

Takoder, kako je

jCAj + jADj � j AP0j + jBP0j + jCP0j;

onda zaklju�cujemo kako je

jCAj + jADj < jAPj + jBPj + jCPj

za svaku to�cku P izvan trokutaABC, pa stoga dana nejednakost vrijedi za svaku to�cku P u
ravnini danog trokutaABC, bila izvan ili unutar njega.

Dakle, u vrhuA se nalazi minimum zbroja udaljenosti od vrhova trokuta. �



POGLAVLJE 2. EKSTREMI NEKIH GEOMETRIJSKIH IZRAZA 35

2.4 Minimum zbroja kvadrata udaljenosti do stranica

To�cka unutar nekog danog trokuta za koju zbroj kvadrata udaljenosti do stranica tog trokuta
poprima najmanju vrijednost jeLemoineova to�cka(de�nicija 1.3.7). Stoga prije samog
glavnog teorema, navedimo vezu izmedu to�cke na simedijani i njene udaljenosti od stranica
trokuta te naposljetku i vezu izmedu Lemoineove to�cke i njene udaljenosti od stranica
danog trokuta.

Teorem 2.4.1.[1] Ako to�cka P le�zi na simedijani vrha A trokuta ABC, tada su njezine uda-
ljenosti jPMj i jPNj redom do stranicaAB i AC proporcionalne tim stranicama, odnosno
vrijedi

jPMj
jPNj

=
jABj
jACj

:

Dokaz. Neka jeP to�cka na simedijani vrhaA danog trokutaABC i neka suM i N no�zi�sta
okomica spu�stenih izP na straniceABi AC. Neka je to�ckaS sjeci�ste simedijane vrhaA sa
stranicomBC. Ozna�cimo sU i V no�zi�sta okomica iz to�ckeS na straniceAB i AC.

Slika 2.8: Udaljenosti to�cke simedijane do stranica proporcionalne su tim stranicama

Promotrimo trokuteABSi ASC(slika 2.8) te im odredimo povr�sine kojećemo zapisati
kao omjer. Dakle, imamo

P(ABS)
P(ASC)

=
jABj � jS Uj
jACj � jS Vj

:

S obzirom da jeAD zajedni�cka visina tih trokuta, onda omjer njihovih povr�sina mo�zemo
zapisati i kao

P(ABS)
P(ASC)

=
jBSj � jADj
jSCj � jADj

=
jBSj
jSCj

:
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Stoga dobivamo kako vrijedi jednakost

jABj � jS Uj
jACj � jS Vj

=
jBSj
jSCj

: (2.14)

S druge strane, prema teoremu 1.3.8 ako je to�ckaS sjeci�ste simedijane vrhaA s nasu-
protnom stranicomBC, onda ona dijeli tu stranicu u omjeru

jBSj
jSCj

=
jABj2

jACj2
: (2.15)

Dakle, uvr�stavajúci (2.15) u (2.14) dobivamo jednakost

jABj � jS Uj
jACj � jS Vj

=
jABj2

jACj2

odakle slijedi

jS Uj
jS Vj

=
jABj
jACj

: (2.16)

Osvrnimo se sada na kutove] BAS i ] CAS trokuta ABS i ASC (slika 2.8). Prema
Talesovom teoremu o proporcionalnosti vrijedi

jPMj
jS Uj

=
jAPj
jASj

i

jPNj
jS Vj

=
jAPj
jASj

:

Izjedna�cavanjem dobivenih jednakosti imamo

jPMj
jS Uj

=
jPNj
jS Vj

;

odnosno

jPMj
jPNj

=
jS Uj
jS Vj

: (2.17)

Kona�cno, izjedna�cavanjem (2.16) i (2.17) dobivamo tvrdnju teorema da je

jPMj
jPNj

=
jABj
jACj

:

�
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Idući teorem smatramo izravnom posljedicom prethodnog teorema 2.4.1 i leme 1.1.5.

Teorem 2.4.2.Neka su a;b i c redom duljine stranicaBC; AC i AB, a neka su da; db i dc

udaljenosti to�cke K do redom do stranica a;b i c trokuta ABC. To�cka K unutar danog
trokuta ABC je Lemoineova to�cka ako i samo ako su joj udaljenosti do stranica proporci-
onalne pripadnim stranicama tog trokuta, odnosno ako vrijedi

da : db : dc = a : b : c:

Dokaz. Neka je to�ckaK Lemoineova to�cka, odnosno to�cka koja le�zi na sjeci�stu simedijana
trokutaABC. Tada prema teoremu 2.4.1, kojim smo pokazali kako su udaljenosti to�cke
koja le�zi na simedijani do stranica trokuta proporcionalne tim stranicama, vrijedi

da : db = a : b; db : dc = b : c;

odnosno zapisano kao produ�zeni omjer je

da : db : dc = a : b : c:

Obratno, pretpostavimo da postoje dvije to�ckeP i P0 unutar trokutaABC, s udaljenos-
tima do stranica jednakimda; db; dc i d0

a; d
0
b; d

0
c koje zadovoljavaju

da : db : dc = a : b : c = d0
a : d0

b : d0
c:

Odavde je odmah

d0
a

da
=

d0
b

db
=

d0
c

dc

pa iz leme 1.1.5 proizlazi da mora bitiP = P0. �

Sada mo�zemo izréci i dokazati glavni teorem koji odreduje ekstrem zbroja kvadrata
udaljenosti odredene to�cke trokuta od stranica tog trokuta.

Teorem 2.4.3.Zbroj kvadrata udaljenosti od stranica trokuta minimum posti�ze u Lemo-
ineovoj to�cki i samo u njoj.

Dokaz. Neka jeP to�cka unutar danog trokutaABC. Ozna�cimo s ka; kb i kc udaljenosti
to�ckeP redom do stranicaa;b i c danog trokutaABCgdje jea = BC;b = AC i c = AB.

Naime, za bilo koje realne brojevea;b; c; ka; kb i kc vrijedi

(k2
a + k2

b + k2
c)(a

2 + b2 + c2) � (aka + bkb + ckc)2

= (bkc � ckb)2 + (cka � akc)2 + (akb � bka)2: (2.18)
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Promotrimo lijevu stranu dane jednakosti. Za neki dani trokutABC je o�cito da vrijedi
kako je zbroj kvadrata duljina njegovih stranica konstantan, odnosno

a2 + b2 + c2 = const: (2.19)

Takoder, ako promotrimo povr�sinu trokutaABC, nju mo�zemo rastaviti na povr�sine trokuta
ABP; BCPi CAP(slika 2.9), to jest

P(ABC) = P(ABP) + P(BCP) + P(CAP) =
a � ka

2
+

b � kb

2
+

c � kc

2
:

Dakle, zaklju�cujemo kako je stoga zbroj umno�zaka duljina stranica i pripadnih udaljenosti
koji nalazimo isto s lijeve strane jednakosti opet konstantan. Zaista imamo

aka + bkb + ckc = 2P(ABC) = const: (2.20)

Slika 2.9: Za Lemoineovu to�cku zbroj kvadrata udaljenosti do stranica trokuta je minima-
lan

Obzirom da nas zanima kadaće zbroj kvadrata udaljenostik2
a + k2

b + k2
c biti minimalan,

zbog (2.19) i (2.20) mo�zemo zaklju�citi kakoće se to dogoditi to�cno onda kada desna strana
jednakosti (2.18) bude jednaka nuli, to jest ako vrijedi

bkc � ckb = 0;

cka � akc = 0;

akb � bka = 0:
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Odavde odmah slijedi:

kb

b
=

kc

c
;

ka

a
=

kc

c
;

ka

a
=

kb

b
;

�sto mo�zemo kráce zapisati kao

ka

a
=

kb

b
=

kc

c
:

Medutim, prema teoremu 2.4.2 zaklju�cujemo da, ako su udaljenosti to�cke P do stranica
trokutaABC proporcionalne pripadnim stranicama tog trokuta, onda je time odredena Le-
moineova to�cka, pa jeP = K Lemoineova to�cka. �



Poglavlje 3

Heuristi �cko istra�zivanje u programu
GeoGebra

Od tri to�cke navedene u ovome radu, prva je bila te�zi�ste, s kojom se u�cenici upoznaju jo�s
u osnovnoj�skoli kao jednom od�cetiri klasi�cne karakteristi�cne to�cke trokuta, uz sredi�ste
upisane kru�znice, sredi�ste opisane kru�znice i ortocentar. S druge strane, preostale dvije
to�cke, odnosno Fermatova to�cka i Lemoineova to�cka, su “posebne” to�cke trokuta s kojima
bi se mogli susresti samo natjecatelji u sustavu srednjo�skolskog obrazovanja. Kako bismo
u�cenicima pribli�zili razumijevanje i otkrivanje navedenih to�cki kao ekstrema geometrij-
skih izraza vezanih uz trokut, od kojih smo neke u ovome radu detaljno iskazali i dokazali,
poslu�zit ćemo se programom GeoGebra [4]. Dakle, prije samog po�cetka, u�cenici moraju
biti upoznati s de�nicijama i odredenim svojstvima te�zi�sta, Fermatove to�cke i Lemoineove
to�cke,�sto se u ovome radu nalazi u prvome poglavlju. To je nu�zno kako bi znali prepoznati
dane to�cke u programu GeoGebra, u kojemćemo provesti svojevrsno istra�zivanje geome-
trijskih izraza vezanih uz trokut i njihovih najmanjih, odnosno najvećih vrijednosti.

Promotrimo prvu tvrdnju o zbroju kvadrata udaljenosti od vrhova danog trokuta koji
minimum posti�ze u te�zi�stu. U�cenicima se mo�ze postaviti pitanje u obliku primjera ili za-
datka na sljedéci na�cin: “Koja to�ckaP u ravnini danog trokutaABCposti�ze najmanji zbroj
kvadrata udaljenosti od vrhova tog trokuta?” Dakle, nacrtajmo proizvoljni trokutABC, na
primjer u I. kvadrantu Kartezijevog koordinatnog sustava. Zatim postavljamo mjera�ce.
Naime, mi�zelimo to�cku P koja će se pomicati ulijevo ili udesno i gore ili dolje u ravnini
danog trokuta. Upravo to nam u programu GeoGebra radi alatKliza�c. Kao �sto vidimo
na slici 3.1, svaki kliza�c postavljamo s odredenim intervalom. Upravo radi jednostavnosti
odredivanja intervala kliza�ca, postavili smo dani trokutABCu I. kvadrant te stoga intervale
za pomicanje to�cke ulijevo i udesno te gore i dolje postavimo prema nacrtanom trokutu i
sa�sto manjim korakom povécanja. Takoder, na slici 3.1 jo�s vidimo i da bi kliza�c pomicao

40
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to�cku lijevo/desno i gore/dolje mora biti postavljen horizontalno, odnosno vertikalno. Na
taj na�cin napravimo dva kliza�ca te postavimo to�cku P s Kartezijevim koordinatama dvaju
odredenih kliza�ca. Pomicanjem vrijednosti kliza�ca, to�cka P se pomi�ce u �zeljeni polo�zaj
unutar i oko trokutaABC.

Slika 3.1: GeoGebrin alat “Kliza�c”

Naposljetku upotrebom GeoGebrinog alataUdaljenost ili duljina, kao na slici 3.2,
odredimo udaljenosti vrhova trokuta od to�ckeP.

Slika 3.2: GeoGebrin alat “Udaljenost ili duljina”

Istaknimo radi bolje preglednosti te udaljenosti kao i zbroj njihovih kvadrata. Sada po-
micanjem to�ckeP mi�sem dobivamo razli�cite vrijednosti za pojedine udaljenosti od vrhova
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trokuta, a time i razli�cite vrijednosti zbroja kvadrata tih udaljenosti. Na taj na�cin tra�zimo
gdje se mora nalaziti to�ckaP da bi vrijednost zbroja kvadrata njene udaljenosti od vrhova
trokutaABC bila najmanja. Kada pronademo to mjesto, ostaje nam se zapitati je li mo�zda
ta to�ckaP upala u neku od poznatih to�caka ravnine trokuta. Predlo�zimo u�cenicima da prvo
ispitaju njeno preklapanje sa svakom od�cetiri klasi�cne karakteristi�cne to�cke trokuta. Svaku
od njih nacrtajmo u GeoGebri te pogledajmo imamo li preklapanja (slika 3.3). Zaista, to�cka
P je upala u te�zi�ste trokuta�sto mo�zemo i�s�citati i iz njihovih Kartezijevih koordinata.

Slika 3.3: Zbroj kvadrata udaljenosti od vrhova trokuta ilustrirano u GeoGebri

Na isti na�cin promotrimo maksimalnu vrijednost produkta udaljenosti od stranica da-
nog trokutaABC. Ponovno postavljamo pitanje u obliku: “Koja to�ckaP u ravnini trokuta
ABCposti�ze najvéci produkt udaljenosti od stranica danog trokuta?”

Slika 3.4: Produkt udaljenosti od stranica trokuta ilustrirano u GeoGebri
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Postupak u GeoGebri vr�simo na isti na�cin kao i u prethodnom primjeru. Dakle, na-
crtajmo trokutABC i pomi�cnu to�cku P pomócu kliza�ca. Zatim odredivanjem udaljenosti
to�cke P od stranica danog trokuta odredimo i njihov produkt te sve nazna�cimo radi bolje
preglednosti (slika 3.4). Va�zno je naglasiti u�cenicima kako najvécu vrijednost produkta
udaljenosti to�ckeP od stranica trokuta tra�zimo samo unutar trokutaABC. Nadalje, pomi-
canjem to�ckeP tra�zimo gdje se nalazi ta maksimalna vrijednost. Njenim pronalaskom po-
novno se napominje da to�ckuP usporedimo s nekim poznatim to�ckama trokuta, za po�cetak
ponovno s�cetiri klasi�cne karakteristi�cne to�cke trokuta. To mo�zemo u�ciniti i promatranjem
da li se to�ckaP mo�zda nalazi na simetrali jedne stranice, simetrali jednoga kuta, jednoj od
te�zi�snica ili na jednoj od visina danog trokutaABC.

Slika 3.5: Odredivanje najvéce vrijednosti produkta udaljenosti od stranica trokuta u Ge-
oGebri

Vidimo kako se to�cka P u ovome slu�caju nalazi na jednoj od te�zi�snica trokutaABC
(slika 3.5). Kako bismo se uvjerili da je stoga to�cka P upala u te�zi�ste trokuta, nacrtajmo
i drugu te�zi�snicu (slika 3.6). Dakle, ako se to�cka nalazi na dvije te�zi�snice trokuta, ona je
njihovo sjeci�ste, a sjeci�ste te�zi�snica je upravo te�zi�ste trokuta. Ako se naime,�zelimo uvjeriti
da se to�cka P zaista nalazi na jednoj od te�zi�snica, u GeoGebri postoji alatVeza izmedu
objekta(slika 3.6) s kojim to mo�zemo provjeriti. Medutim, kako je u na�semu slu�caju
to�cka P pomi�cna to�cka, te�sko ju je postaviti to�cno na sam pravac kako bismo se poslu�zili
navedenim alatom, ali dovoljno je u ovome slu�caju iz nacrtanoga zaklju�citi kako je to zaista
istina, odnosno da se to�cka nalazi na te�zi�snicama te potkrijepiti samim dokazom koji se u
ovome radu nalazi u drugom poglavlju. Dakle, to�cka u kojoj se posti�ze najvéca vrijednost
produkta udaljenosti od stranica danog trokuta je te�zi�ste.
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Slika 3.6: GeoGebrin alat “Veza izmedu dva objekta”

Obzirom da Fermatovu to�cku i Lemoineovu to�cku oṕcenito ne susrécemo u nastavnom
programu za�skole, same ilustracije u GeoGebri vezane uz geometrijske izraze u trokutu i
njihove ekstremécemo najprije prikazati na obrnuti na�cin od prethodna dva.

Promotrimo prvo zbroj udaljenosti Fermatove to�cke od vrhova trokuta. U�cenicima
mo�zemo postaviti pitanje na sljedeći na�cin: “Da li ikakvu posebnu vrijednost u Fermatovoj
to�cki poprima zbroj udaljenosti od vrhova danog trokutaABC?” Za po�cetak nacrtajmo
proizvoljni trokut ABC u programu GeoGebra. De�nicija Fermatove to�cke 1.2.2 kao i
njena svojstva su dana u prvom poglavlju te obzirom na navedeno nacrtajmo Fermatovu
to�ckuV1 (slika 3.7).

Slika 3.7: Fermatova to�cka ilustrirana u GeoGebri
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Nadalje na isti na�cin kao i u prethodna dva primjera odredimo pomi�cnu to�ckuPpomócu
dvaju kliza�ca uz alatKliza�c. Zatim alatomUdaljenost ili duljinaodredujemo udaljenosti
to�ckeP od pojedinog vrha danog trokutaABC i nagla�savamo ih radi preglednosti. Na isti
na�cin nazna�cimo i zbroj tih udaljenosti. Pomicanjem to�ckeP dobivamo razli�cite vrijednosti
koje je potrebno promatrati i uo�cavati njihov rast i pad, odnosno promjene (slika 3.8).

Slika 3.8: Odredivanje vrijednosti zbroja udaljenosti Fermatove to�cke od vrhova trokuta
ilustrirano u GeoGebri

Ako dovedemo to�cku P u polo�zaj Fermatove to�ckeV1, uo�cimo kako u njoj vrijednost
zbroja udaljenosti od vrhova trokuta doima najmanjom (slika 3.9).

Slika 3.9: Minimalna vrijednost zbroja udaljenosti Fermatove to�cke od vrhova trokuta
ilustrirana u GeoGebri
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Ako se pak osvrnemo na teorem 2.3.1 iskazan i dokazan u drugom poglavlju, koji u
prvoj tvrdnji opisuje kako se minimalna vrijednost zbroja udaljenosti od vrhova trokuta
kojemu su svi kutovi manji od 120� posti�ze u Fermatovoj to�cki, onda samu ilustraciju u
GeoGebri mo�zemo takoder provesti na na�cin kao i za prve dvije tvrdnje vezane uz eks-
treme geometrijskih izraza u trokutu. Medutim, u tom slu�caju u�cenicima jasno moramo
naglasiti kako promatramo trokut kojemu su svi kutovi manji od 120� . Nadalje, bilo bi
korisno napomenuti u�cenicima koje to�cke bi mogle biti promatrane, ali obzirom da imamo
mnogo posebnih to�caka trokuta, a u ovome radu smo naveli i napravili samo dvije, onda
im nagla�savamo samo Fermatovu to�cku i Lemoineovu to�cku jer su s njima véc upoznati.
Dakle, ilustracijom tih dviju to�caka i tra�zenjem najmanje vrijednosti zbroja udaljenosti od
vrhova trokuta uz pomicanje to�ckeP i njenim dovodenjem u te dvije navedene to�cke, zaista
zaklju�cujemo kako se taj minimum, odnosno minimalna vrijednost posti�ze u Fermatovoj
to�cki.

S druge strane, ako promatramo drugu tvrdnju teorema 2.3.1, odnosno ako je neki
kut trokuta véci ili jednak 120� , tada zbroj udaljenosti od vrhova svoj minimum posti�ze
u pripadnom vrhu, taj slu�caj lako ilustriramo u GeoGebri. Napominjemo u�cenicima da
odmah nacrtaju trokut s jednim svojim unutra�snjim kutom vécim od 120� . Dakle, prvo
nacrtamo proizvoljan kut véci od 120� pomócu alataKut zadane veli�cine(slika 3.10) te
na njega nadove�zimo ostatak trokuta, odnosno njegove stranice. Na isti na�cin kao i u

Slika 3.10: GeoGebrin alat “Kut zadane veli�cine”

prethodnim slu�cajevima odredimo pomi�cnu to�cku P pomócu dva kliza�ca i odredimo joj
udaljenosti od vrhova trokuta te ih nazna�cimo kao i njihovu sumu (slika 3.11).
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Slika 3.11: Zbroj udaljenosti od vrhova trokuta s kutom većim ili jednakim 120� ilustrirano
u GeoGebri

Nadalje, pomicanjem to�cke P tra�zimo minimalnu vrijednost zbroja njenih udaljenosti
od vrhova trokuta. Ona se upravo nalazi u vrhuA, odnosno vrhu u kojemu se nalazi nave-
deni kut véci ili jednak 120� , kao�sto je u tvrdnji teorema i izre�ceno (slika 3.12).

Slika 3.12: Minimum zbroja udaljenosti od vrhova trokuta s kutom većim ili jednakim
120� ilustrirano u GeoGebri

Naposljetku, ilustrirajmo jo�s zbroj kvadrata udaljenosti Lemoineove to�cke od stranica
danog trokuta. Ponovnócemo najprije promatrati obrnutu tvrdnju od teorema 2.4.3. Dakle,
u�cenicima postavimo pitanje: “Da li ikakvu posebnu vrijednost u Lemoineovoj to�cki po-
prima zbroj kvadrata udaljenosti od stranica danog trokutaABC?” Dakle, nacrtajmo u Ge-
oGebri trokutABCte njegovu Lemoioneovu prateći njenu de�niciju 1.3.7. Kao i u svakom
od prethodnih slu�cajeva, u�cenici moraju biti upoznati s pojmovima i svojstvima vezanim
uz samu to�cku, koje pronalazimo u prvome poglavlju ovoga rada. Na temelju toga, kako
bismo nacrtali Lemoineovu to�cku, moramo prvo znati odrediti antiparalele svake od stra-
nica, njihove simedijane i potom Lemoineovu to�cku kao sjeci�ste simedijana. Medutim,
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radi jednostavnosti ilustracije poslu�zit ćemo se teoremom 1.3.6. Naime, neka su stranice
trokutaDEF tangente opisane kru�znicek trokutaABC u njegovim vrhovima. Tada spoj-
nice AD, BE i CF �cine simedijane trokutaABC i sijeku se u Lemoineovoj to�cki K (slika
3.13).

Slika 3.13: Lemoineova to�cka ilustrirana u GeoGebri

Odredimo pomi�cnu to�cku P pomócu dva kliza�ca alatomKliza�c, udaljenosti te to�cke od
stranica trokutaABC alatomUdaljenost ili duljinate nazna�cimo njihove vrijednosti. Na-
dalje, odredimo zbroj kvadrata udaljenosti to�cke P od stranica trokutaABC te ju takoder
nazna�cimo radi boljeg prácenja njenih promjena vrijednosti pomicanjem to�cke P. Nagla-

Slika 3.14: Minimalna vrijednost zbroja kvadrata udaljenosti Lemoineove to�cke od stranica
trokuta ilustrirano u GeoGebri

simo u�cenicima kako to�cku P pomi�cemo unutar i po rubu danog trokuta te pratimo vrijed-
nosti zbroja kvadrata udaljenosti od stranica trokuta. Ako naposljetku postavimo to�ckuP u
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polo�zaj Lemoineove to�ckeK, uo�cit ćemo kako je vrijednost zbroja kvadrata njene udalje-
nosti od stranica trokutaABCminimalna u odnosu na sve preostale polo�zaje unutar trokuta
i na njegovom rubu (slika 3.14).

Ako pak promatramo teorem 2.4.3, odnosno�cinjenicu da se minimum zbroja kvadrata
udaljenosti od stranica trokuta posti�ze u Lemoineovoj to�cki, onda ilustraciju mo�zemo na-
praviti kao�sto je bilo navedeno u svim prethodnim ilustracijama danih tvrdnji. Dakle, i za
Fermatovu to�cku i za Lemoineovu to�cku u�cenicima postavljamo sli�cna pitanja, odnosno u
ovom slu�caju je to pitanje: “Koja to�cka P ravnine trokutaABC posti�ze najmanju vrijed-
nost zbroja kvadrata njene udaljenosti od stranica danog trokuta?” Ilustracija u GeoGebri
zapo�cinje crtanjem proizvoljnog trokuta, odredivanjem pomi�cne to�ckeP, njene udaljenosti
od stranica trokuta te odredivanjem zbroja kvadrata udaljenosti te to�cke od stranica trokuta
i nazna�cavanjem istoga radi lak�seg prácenja promjena vrijednosti. Ponovno napominjemo
kako, obzirom da su u ovome radu od ne tako uobi�cajenih to�cki razradene jedino Fermatova
to�cka i Lemoineova to�cka, ondaćemo promatrati samo njima okolne to�cke kao mogúce
kandidate u kojima se posti�ze najmanja vrijednost zbroja kvadrata udaljenosti od stranica
trokuta ABC (slika 3.15). Promatrajúci vrijednosti u navedenim to�ckama, zaklju�cujemo
kako se najmanja nalazi upravo u Lemoineovoj to�cki.

Slika 3.15: Fermatova i Lemoineova to�cka kao “kandidati”, ilustrirane u GeoGebri

S druge strane, va�zno je jo�s naglasiti kako je, i kod odredivanja minimalne vrijednosti
zbroja udaljenosti od vrhova danog trokuta i kod odredivanja minimalne vrijednosti zbroja
kvadrata udaljenosti do stranica trokuta, moguće promatrati i�cetiri klasi�cne karakteristi�cne
to�cke trokuta, no kako bismo si smanjili i olak�sali samo istra�zivanje, u�cenicima odmah
napominjemo da kandidate promatraju u okolinama “posebnih” to�caka trokuta, odnosno
oko Fermatove to�cke i oko Lemoineove to�cke.
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Sa�zetak

U ovom diplomskom radu promatrali smo neke od najpoznatijih primjera geometrijskih
izraza vezanih uz trokut i njihove minimalne, odnosno maksimalne vrijednosti po svim
to�ckama trokuta. U prve dvije tvrdnje rada kao to�cke ekstrema smo nalazili te�zi�ste, kao
jednu od naju�cestalijih to�caka trokuta, dok su se u preostale dvije tvrdnje ekstremi postizali
u ne tako poznatim to�ckama trokuta�sto se ti�ce sustava osnovno�skolskog i srednjo�skolskog
obrazovanja. Najprije smo svaku od tih to�caka, odnosno te�zi�ste, Fermatovu to�cku te Lemo-
ineovu to�cku, de�nirali i opisali njihova svojstva, dok smo potom svaku od glavnih tvrdnji
ovoga rada, odnosno teoreme o ekstremima geometrijskih izraza vezanih uz trokut iskazali
i detaljno dokazali. Na kraju smo svaku od tvrdnji ilustrirali u programu GeoGebra i na taj
na�cin vizualno potkrijepili prethodne dokaze u svrhu jednostavnijeg razumijevanja i otkri-
vanja danih tvrdnji za same u�cenike.

Klju �cne rije�ci: trokut, te�zi�ste, Fermatova to�cka, Lemoineova to�cka, ekstremi, geome-
trijski izrazi vezani uz trokut.



Summary

In this thesis, we have observed some of the best known examples of geometric expressi-
ons related to the triangle and their minimum and maximum values over all points of the
triangle. In the �rst two statements of this work the extreme points are found to be the
centroid, which is one of the most frequent points of the triangle, while in the remaining
two statements the extremes were achieved in not so well known points of the triangle, as
far as the primary and secondary education systems are concerned. First, we de�ned and
described each of these points and their properties, i.e., the centroid, the Fermat point and
the Lemoine point, and then we stated and proved in detail each of the main statements of
this paper, that is the theorems on the extremes of geometric expressions related to a trian-
gle. Finally, we illustrated each of the claims in the GeoGebra program and thus visually
enhanced the previous proofs for the purpose of easier understanding and discovery of the
given claims by students on their own.

Keywords: triangle, the centroid, the Fermat point, the Lemoine point, extremes, ge-
ometric expressions related to the triangle.
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