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Uvod

Dobro je poznato da se matematika razvila i razvijala kroz rjeSavanje razlicitih zadataka.
Cilj ovog rada je predstaviti razli¢ite zanimljive zadatke iz povijesti matematike (formu-
laciju, osnovne crte rjeSavanja, utjecaj na daljnji razvoj) iz razli¢itih matematickih disci-
plina. Neki matematicki zadatci u povijesti isticu se bilo svojim formulacijama, nerijetko
zabavnim ili pak po posljedicama (Cinjenici da su potakli mnoga daljnja matematicka is-
trazivanja). Spomenut ¢emo i neke manje poznate zadatke, ali opet zanimljive za uvid ili
koriStenje u nastavi matematike. Zadaci su u poglavlja rasporedeni prema matematic¢koj
disciplini kojoj pripadaju. Za sve spomenute matematicare u fusnotama dajemo kratke
biografske biljeske, za koje smo koristili [25}133].



Poglavlje 1

Aritmetika i algebra

Cuvene su neke izreke o aritmetici: ,,Sto bi bio Zivot bez aritmetike, osim scene iz ho-
rora?” ili ,,U aritmetici ljubavi, jedan plus jedan jednako je sve, a dva minus jedan jednako
je nicemu” [33]]. U osnovnoj Skoli prvo u¢imo brojati do deset, onda do sto, a zatim poste-
peno povecavamo naSu sposobnost koriStenja racunskih operacija: zbrajanja, oduzimanja,
mnozenja, dijeljenja, korjenovanja, potenciranja. Aritmetika je najstarija matematicka dis-
ciplina koja se bavi navedenim racunskim operacijana. Ona je svuda oko nas. Bitna je za
rjeSavanje mnogih svakodnevnih zadataka, bili oni jednostavni ili sloZeni. Naziv discipline
potjeCe od grcke rijeCi arithmetike, koja se sastoji od rijeCi arithmos (broj) i tike (umijece).
No, aritmeti¢ke zadatke nalazimo jo§ puno prije anti¢ke Grcke, u starom Egiptu 1 Sume-
riji. Apstraktizacijom aritmetike na racun s nepoznatim veli¢inama nastala je pak algebra,
matematicka disciplina koja se bavi svojstvima racunskih operacija, a u svakodnevnom i
Skolskom govoru se pod algebrom uglavnom misli na rjeSavanje jednadzbi. Naziv algebra
potjeCe od arapske rijeci al-dZabr (skupljanje razlomljenih dijelova). U ovom poglavlju
prezentirat cemo neke od najzanimljivijih aritmetickih 1 algebarskih zadataka u povijesti,
pri ¢emu redoslijed nije kronoloski.

1.1 Fibonaccijev problem zeceva

Leonarno iz PiseE] poznat kao Fibonacci, napisao je najutjecajnije matematicko djelo sred-
njovjekovne Europe, Liber Abaci (Knjiga o raCunanju, prvo izdanje 1202.). U toj je knjizi
uveden i Fibonaccijev niz 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ..., tj. niz kojem su prva dva ¢lana
jednaka 1, a svaki sljedeci je zbroj prethodnih dvaju [18]]. Dobio ga je razmatrajuéi sljedeéi
zadatak:

Leonardo iz Pise (otprilike 1180.—1250.) bio je srednjovjekovni talijanski matematicar, poznat po tome
$to je popularizirao uporabu indoarapskih brojeva u Europi te Sto je uveo razlomacku crtu.

2
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,eljak je kupio par zeCeva. Ako zecevi postaju zreli nakon dva mjeseca, koliko ¢e pa-
rova zeceva biti nakon 12 mjeseci, ako pretpostavimo da svaki mjesec svaki par koti novi
musko-Zenski par (nema mijeSanja parova te uz pretpostavku da ne ugibaju)?”

RjeSenje Fibonaccijevog zadatka dano je na slici 1.1, na kojoj je za svaki mjesec (ho-
rizontalna crta) ukupni broj tocaka jednak broju tada Zivucih parova zecCeva. Plave toCke

oznacavaju parove koji se okote taj mjesec, a bijele one koji su preZivjeli iz prethodnih
mjeseci.

Mjeseci

. N N N < ~
Broj parova N =
-~ ~ ~ ~
zeéeva S N N N

Slika 1.1: Graficko rjeSenje Fibonnacijevog problema zeceva.

Kao §to vidimo, brojevi parova ze€eva Cine niz 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... Uo¢imo da je
svaki Clan tog niza dobiven kao zbroj prethodna dva ¢lana. Sljedeéi ¢lanovi niza su: 21,
34, 55, 89, 144, 233, ..., dakle nakon 12 mjeseci biti ¢e ukupno 233 para zeceva.

Fibonaccijevi su brojevi ime dobili u 19. st. (ime im je dao Eduard Lucaf[) 1 pokazali
su se vrlo zanimljivim i primjenjivim u matematici i izvan nje. Fibonaccijev niz (F,),

zadovoljava rekurzivnu relaciju:

F,=F,+F,,, n>3.

?Eduard Lucas (1842.—1891.) bio je francuski matematicar, koji se bavio teorijom brojeva.
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Eksplicitnu formulu za n-ti Fibonaccijev broj pronasao je Abraham de MoivreE] 1730.
godine. 1z te formule uocavamo povezanost Fibonaccijevih brojeva s omjerom zlatnog reza
(vidi odjeljak 1.2):

RN V5\" (1= V5)
"Il 2 2 '
Utjecaj Clana %(%g)n je zanemariv, jer je ‘I_T‘E‘ < 1, stoga je dovoljno izraunati

prvi ¢lan %(#)n i zaokruZiti rezultat na najblizi cijeli broj koji nije veéi od njega da bi

se dobila to¢na cjelobrojna vrijednost F,. Drugim rije¢ima:

el )

gdje |x] predstavlja najveci cijeli broj koji je manji ili jednak x. Primjerice, za n = 13:

%(12\/5)1:

1.2 Paradoksi 64 = 65?!1 169 = 168!

1
5= 233,4991416, stogaje F3 =233 [18, 33].

Promotrimo ,,Sahovsku” plocu dimenzije 8 X 8 podijeljenu na Cetiri dijela: dva sukladna
pravokutna trapeza s osnovicama 3 1 5 1 visinom 5 te dva sukladna pravokutna trokuta s
katetama 3 1 8, kao §to je prikazano na slici 1.2.

Povrsina cijele ploce je ocigledno 64 kvadratne jedinice. Ako opisana Cetiri dijela
zajedno spojimo u oblik pravokutnika, kao $to je prikazano na slici 1.3, dobivamo pravo-
kutnik dimenzije 5 X 13 koji sadrzi 65 malih kvadrata, tj. ¢ija je povrSina 65 kvadratnih
jedinica. Dakle, 64 = 657!

Sli¢no, ako podijelimo ,,Sahovsku” plo¢u dimenzije 13 X 13 (povrSine 169 kvadratnih
jedinica) na Cetiri dijela kao na slici 1.4 i slozimo dijelove kako je prikazano na slici 1.5,
dobivamo pravokutnik dimenzije 8 X 21 koji sadrzi 168 malih kvadrata (jedan kvadrat
manje). U ovom slucaju dobivamo 169 = 168?! Kako je to moguce?

3 Abraham de Moivre (1667.—1754.) bio je francuski matematicar, poznat po formuli koja povezuje
kompleksne brojeve i trigonometriju te po uvodenju normalne distribucije u vjerojatnosti
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Slika 1.2: Sahovska ploca 8 x 8.

[~

Slika 1.3: Pravokutnik dimenzije 5 X 13.

Postoje dva nacina da razjasnimo ove paradokse. Jedan je geometrijski, a jedan teme-
ljem Cinjenice da su brojevi 5, 8, 13, 21 uzastopni Fibonaccijevi brojevi koji zadovoljavaju
relaciju poznatu kao Cassinijevﬂ identitet za Fibonaccijeve brojeve:

FoFoy = F, = (-1)", neN.

U prvom slucaju imamo: Fs = 5,F¢ = 8, F; = 13, uvrstimo u relaciju, dobivamo:
13-5-8-8 =1 (jedan kvadrat viSe). U drugom slucaju imamo: Fg = 8, F; = 13, Fg = 21,
uvrsimo u jednakost i dobivamo: 21 -8 — 13 - 13 = —1, (jedan kvadrat manje). Opcenito,
uzimajuéi Fibonaccijeve brojeve F,_;, F,, 1 F,;; moZemo podijeliti bilo koji F, X F, kva-
drat na Cetiri dijela pomocu sli¢ne konstrukcije koja, nakon sastavljanja, tvori pravokutnik
dimenzija F,;; X F,_;. Prema Cassinijevom identitetu, razlika povrSina kvadrata stranice

*Giovanni Domenico Cassini (1625.—1712.) bio je francuski astronom, matematicar, inZinjer i astrolog
talijanskog podrijetla. U matematici su po njemu nazvani krivulja (Cassinijev oval) i identitet (Cassinijev
identitet za Fibonaccijeve brojeve).
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Slika 1.4: Sahovska ploga 13 x 13.

SN

Slika 1.5: Pravokutnik dimenzije 8 X 21.

F, 1 pravokutnika sa stranicama F,_; i F,;; je 1, jedan kvadrat bit ¢e prividno dodan ako
je n paran, a prividno izgubljen, ako je n neparan [33].

Pogledajmo kako prividni paradoks objasniti geometrijski. Promotrimo slucaj Sahovske
ploce 8 x8. Oznacimo s d duljinu hipotenuze pravokutnih trokuta, s b duljinu kraka trapeza
1 s m dijagonalu pravokutnika sa slike 1.3. Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni
trokut dobivamo: d = V82 +32 = V73 ~ 8,5440. Nadalje je b = V32 +22 = V29 »
5,3852im = V132 +52 = V194 ~ 13,9284. Ocito je V73 + V29 > V194. Zakljudujemo
da hipotenuza pravokutnog trokuta, krak trapeza i dijagonala pravokutnika Cine trokut. Od-
nosno, na slici 1.3 krije se paralelogramska rupa sa stranicama duljina V73 i V29 povrine
1. Analogno se dogada u drugom opisanom slucaju.
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Postavlja se pitanje, je li moguce da se prilikom preslagivanja kvadrata na opisani nain
u pravokutniku ipak ne pojavi paralelogram? Odgovor je potvrdan. Ako duZinu AB podi-
jelimo tockom C na dva dijela tako da je omjer duljina veceg dijela i cijele duzine jednak
omjeru duljina manjeg dijela i veceg dijela, kaZzemo da smo duZinu podijelili u omjeru
zlatnog reza.

x a—=x

A C B

Slika 1.6: Podjela duZine u omjeru zlatnog reza.

Ozna¢imo li duzinu AB s a i duljinu duZine AC s x, definicija omjera zlatnog reza moze
se zapisati kaoa : x = x : (a — x) , odakle je x = % Broj ¢ = %a naziva se omjerom
zlatnog reza ili zlatnim brojem. No, u kakvoj je on vezi s upravo opisanim problemom?
Promotrimo pitanje jednakosastavljivosti kvadrata i pravokutnika: Postoji li takva podjela
stranice kvadrata da se dijelovi P, Q, R i S, kao Sto su prikazani na slici 1.7, stvarno mogu
presloziti u pravokutnik? Neka je stranica kvadrata podijeljena na dijelove x i y, pri cemu

jeld<x<y.

Tty

y T
Slika 1.7: Podjela kvadrata na dijelove.
Prvi uvjet koji mora vrijediti da bi se ti dijelovi kvadrata mogli presloZiti u pravokutnik

kao na slici 1.8 jest jednakost povrsina kvadrata i pravokutnika: (x +y)? =y - (x + 2y). Iz
tog uvjeta dobivamo da je
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X = -y,
2 y
tj. brojevi x 1 y u omjeru su zlatnog reza.
Yy A r+y
P
R m

Y S

Q

Slika 1.8: Preslozeni dijelovi kvadrata u pravokutnik.

Ako su brojevi x i y u omjeru zlatnog reza, onda se pri preslagivanju u pravokutnik
ne pojavljuje paralelogram. Tocnije, dokazimo da je d + b = m, pri ¢emu je d duljina
hipotenuze trokuta P s katetama x i x + y, b je duljina kraka trapeza R, a m je duljina
dijagonale pravokutnika sa stranicama y i x + 2y. Pri dokazu ove tvrdnje koristimo se
¢injenicom da za omjer zlatnog reza vrijedi da je ¢* = 1 — ¢. Iz Pitagorinog poucka
dobivamo

d2 — 3y2’
b =3(1 - @)y’
m* = 3(¢ + 2)y*.

Pomocu ovih izraza lako se vidi da je d + b = m. Dakle, u slucaju kad je stranica
kvadrata razdijeljena na dijelove kojima su duljine u omjeru zlatnog reza, preslagivanjem
dijelova na opisani naCin dobiva se pravokutnik. To je jedini slucaj diobe stranice kvadrata
kad se pojavljuje takva situacija [24, 33]].

1.3 Problem kvadratnih brojeva

U Fibonaccijevoj knjizi Liber Quadratorum (Knjiga kvadrata, 1225.) filozof Ivan iz Pa-
lerm postavio je sljedeci problem:

SIvan iz Palerma bio je prevoditelj s arapskog na latinski, radio je na dvoru cara Friedricha II.
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,,Pronadi kvadratne brojeve, takve da kada im dodas ili oduzmes 5, opet dobijes kva-
dratni broj [33].”

Ovaj problem mozemo interpretirati kao pronalazenje cjelobrojnih rjeSenja sustava jed-
nadzbi x*> +5 = y%, x> -5 = z>. Fibonacci je bio uspjesan u rjeSavanju opcenitijeg problema
u kojem je uveo ono $to je nazivao kongruentnim brojevima, a to su brojevi n oblika:

ab(a + b)(a — b),kada je a + b paran,
4ab(a + b)(a — b),kada je a + b neparan.

Pokazao je da su kongruentni brojevi uvijek djeljivi sa 24, te da cjelobrojna rjesSenja
sustava
X +n= y2
P_n=7
mogu biti pronadena jedino ako je n kongruentan broj. Bududi da je Ivan iz Palerma
zahtijevao da je n = 5 1 kako 5 nije kongruentan, slijedi da problem nema cjelobrojnih
rjeSenja. Medutim, rjeSenje postoji u skuou racionalnih brojeva. Iz Cinjenie da je 720 =
122 - 5 kongruentni broj (a = 5i b = 4) te da je 412 + 720 = 49% i 41> — 720 = 312,
dijeljenjem obje jednadZbe sa 122 dobivamo da je
41 49 31

x:E’y:E’Z:E [33].

1.4 Linearne, kvadratne, kubne i jednadzbe 4. stupnja

Al-Hvarizmﬂ napisao je udzbenik algebre Hisab al-dZabr wa-lI-mukabala (830.) iz &ijeg
je naziva izvedena rijeC algebra (al-dZabr). Dao je klasifikaciju linearnih i kvadratnih
jednadzbi koja proizlazi iz Cinjenice da se veliCine u njima tretiraju geometrijski pa ne
mogu biti O niti negativne. Razlikuje Sest tipova jednadibiﬂ

ax’> = bx, ax* = ¢, bx =c, ax’> + bx = ¢, ax’> + ¢ = bx, ax> = bx + c,

gdje su a 1 b pozitivni brojevi. Buduéi da se razmatraju samo pozitivna rjeSenja, jedini
tip koji bi mogao imati dva rjeSenja jest peti tip, Cega je Al-Hvarizmi bio svijestan. Re-
dukcija proizvoljne linearne ili kvadratne jednadZbe na jedan od tih Sest tipova provodi se

% Al-Hvarizmi (otprilike 780.—850.) bio je prvi veliki arapski matemati¢ar koji je djelovao u Kuéi mu-
drosti. Poznat po tome §to s njime zapocinje razvoj prave algebre.

7Isti¢emo da ovakva notacija nije postojala prije 17. stoljeca, no radi lakse razumljivosti teksta u ovom
radu starije rezultate opisujemo u modernoj notaciji.
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operacijama al-dZabr (prebacivanje negativnih ¢lanova s jedne na drugu stranu jednakosti)
1 al-mukabala (oduzimanje pozitivnih ¢lanova od obiju strana kako si se skupili ¢lanovi
iste potencije). Dao je i pravila za rjeSavanje svakog od navedenih tipova i (geometrijski)
dokaz za svaki primjer [18].

Primjer 1.4.1. Jedan Al-Hvarizmijev zadatak glasi: ,Kvadrat i deset korijena c¢ine 39
jedinica.”, odnosno u modernoj notaciji

x> + 10x = 309.

Radi se o jednad?bi Cetvrtog tipa u njegovoj gore navedenoj klasifikaciji.

Postupak za rjeSenje, kod Al-Hvarizmija, je sljedeci:

1. Uzmi pola broja korijena: 10/2 = 5;

2. kvadriraj dobiveno: 5* = 25;

3. dobiveno pribroji broju jedinica: 39 + 25 = 64,

4. korjenuj: V64 = 8;

5. od toga oduzmi pola broja korijena: 8 —5 = 3. 3 je traZeno rjesenje.

Postupak je opravdao i geometrijski (slika 1.9) i lako je uociti da se ovdje radi o
svodenju na potpun kvadrat, odnosno o modernoj formuli za rjesenja kvadratne jednadZzbe,
uz izbjegavanje racuna s negativnim brojevima [11]).

Slika 1.9: Al-Hvarizmijevo rjeSenje jednadzbe x*> + 10x = 39.

Primjer 1.4.2. Al-Hvarizmi je rijesio i jednu jednadZbu petog tipa, u modernom zapisu
2
x~+21 =10x.

Al-Hvarizmijev postupak je i ovdje svodenje na potpun kvadrat:
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1. Prepolovi broj korijena: 10/2 = 5;

dobiveno pomnoZi sa sobom: 5 -5 = 25;

od toga oduzmi 21 koji je dodan kvadratu: 25 — 21 = 4;

uzmi njegov kvadratni korijen, 2, i oduzmi ga od pola broja korijena, od 5: 5-2 = 3;

3 je traZeni korijen, Ciji kvadrat je 9.

S

1li, moZemo dodati kvadratni korijen polovici broja korijena i zbroj je 7. To je onda
korijen kojeg traZimo i kvadrat je 9.

Al-Hvarizmijeva geometrijska interpretacija rjesenja vidi se na slikama 1.10i 1.11.

Slika 1.10: Zadatak x* + 21 = 10x.

2 25 — 21 = 22

Slika 1.11: Geometrijsko obja$njenje rjesenja zadatka x> + 21 = 10x [11]].

Omar Khayyanﬁ, u svome djelu poznatom kao Algebra, je proSirio Al-Hvarizmijevu kla-
sifikaciju i na kubne jednadzbe. Tako je dobio ukupno 19 tipova jednadzbi, od kojih su 5
bez konstantnog Clana pa se svode na kvadratne. Ostale su u modernoj notaciji sljedece:

X3:C

80mar Khayyam (1048.—1131.) bio je perzijski matemati¢ar, astronom, filozof i pjesnik. Dao je klasifi-
kaciju kubnih jednadzbi, s geometrijskim rjeSenjima pomocu sjecista konika.
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CH+bx=c
3 _
x’+c=bx

X =bx+c

X3+CIX2:C

x3+c:ax2

2 =ax+c¢
Crat+bx=c
X +ax’+c=bx

2 +bx+c=ax’

X=ax*+bx+c
X 4+ax®=bx+c
X 4+bx=ax*+c
X +c=ax’+cx.

Za svaki od navedenih tipova Khayyam daje rjeSenje presjekom konika [11].

Primjer 1.4.3. Khayyamovo rjesenje kubne jednadzbe tipa x> + bx = c, gdje su b i c
pozitivai brojevi, je kako slijedi. Oznacimo b = B>. Iz omjera ¢ : b = C slijedi da je
¢ = B*C. Promatramo kruznicu promjera C i parabolu s tjemenom S na toj kruznici. Os
parabole je tangenta na kruznicu, razmak fokusa i ravnalice je B/2 (slika 1.12).

Slika 1.12: Khayyamovo rjesenje zadatka x> + bx = c.

S X oznacimo sjeciste kruznice i parabole. Neka je Q projekcia tocke X na promjer
kruznice SS' te neka je P tocka na osi narabole sa svojstvom |S P| = B. Bududi da je X
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na paraboli, vrijedi: |SQP* = |SP|-|XQ), tj. & = g. Kako je X na kruZnici, to je ASS'X

Wo =
pravokutan pa je AS QX ~ AXQS'. Slijedi da je @ = lé(TQxl Stoga je
B x’/B
x C-x

odnosno x = |S Q| [L1].

Talijanski matematicari 16. stoljeca bavili su se problemom rjeSivosti kubnih jednadzbi
bez kvadratnog C€lana u radikalima, tj. trazili su postupak (formulu) kojom bi se kao i
kod kvadratne jednadzbe direktno iz koeficijenata, koriStenjem samo osnovnih racunskih
operacija (kona¢no mnogo puta) mogla izracunati rjeSenja. Uocili su da se supstitucijom
x =y * % (ako je s a oznaCen koeficijent uz kvadratni ¢lan) svaka normirana kubna jed-
nadzba svodi na takvu, dakle da je dovoljno naci rjeSenja kubnih jednadzbi drugog, treceg
1 Cetvrtog tipa iz Khayyamove klasifikacije.

Primjer 1.4.4. Jednadzba x* +3x* = x+4, se supstitucijom x = y—1 svodi na y* = 4y +1.

Koeficijenti u ta tri tipa reduciranih kubnih jednadzbi su b = A> > 0ic = B* > 0, uzi-
majuci u obzir princip homogenosti (duljine se mogu zbrajati samo s duljinama, povrSine s
povrSinama, volumeni s volumenima). Oko 1515. Scipione del Ferr(ﬂ nasao je algebarsku
metodu za rjeSavanje (rjeSenje u radikalima) kubnih jednadZbi tipa x> + bx = ¢. Njegovo
rjeSenje ponovno je otkrio Niccolo Tartagliﬂ a to je rjeSenje na ostala dva tipa proSirio
Girolamo Cardan(f';r] [[13]].

Koriste¢i modernu notaciju i raCun koji dozvoljava negativne brojeve, njihova rjeSenja
sva tri tipa reduciranih kubnih jednadzbi moZemo objediniti u sljedeci postupk. U jed-
nadzbi oblika x* — 3px —2¢g = 0 koristimo supstituciju x = u +v. Raspisivanjem dobivamo:
w +v2 +3(uv — p)u +v) —2g = 0. Ako uzmemo uv = p, onda preostaje u> + > = 2g.
Stoga se umjesto polazne jednadZbe rjeSava sustav:

w+ = 2q, Wy = p3.

Dobivamo:

9Scipione del Ferro (1463.—1526.) bio je profesor matematike u Bologni. Rijesio je prvi tip reducirane
kubne jednadzbe.

Niccolo Tartaglia (1500.—1557.) bio je samouki matemati¢ar iz Brescie. Osim po doprinosu rjesenju
kubne jednadZbe, poznat je po uvidu da projektil ima javeéi domet ako se ispali pod kutem od 45°.

"1Girolamo Cardano (1501.—1576.) bio je milanski lije¢nik, matemati¢ar, astrolog i kockar. Poznat je po
sukobu s Tartagliom oko rjeSenja kubne jednadzbe. Dva najpoznatija njegova djela su Ars Magna (1545.) i
Liber de Ludo Aleae.
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X=u+v= i/q+ V@ -pP+ i/q— Vg - pl.
Broj D = ¢* — p? zove se diskriminantom kubne jednadzbe. Ako je D = 0, sva rjeSenja
su realna (i jedno je bar dvostruko). Ako je D > 0, samo jedno rjeSenje je realno, a druga

dva su konjugirano kompleksna. Ako je D < 0, u 1 v su kompleksni, no kubna jednadzba
ima tri razlicita realna rjeSenja [[13].

Primjer 1.4.5. Tartaglia-Cardanovom metodom rijesimo jednadZbu iz Cardanove Ars Magne,
x* = 15x + 4. Vidimo da je tu p = 5 i g = 2. Stoga redom imamo:

u® —4uP +125=0,
-2 +121=0,
w-2=+vV-121.

Buduéi da je Cardano znao da x* = 15x + 4 ima rjesenje x = 4, iako je smatrao da drugi
korijen negativnog broja ne postoji, prihvatio je ovo kao medukorak te je ovo ujedno prva

pojava kompleksnih brojeva u povijesti matematike. Odabravsi varijantu s +, iz toga je
dalje izracunao v? = 4 — u® = 2 — V=121 i stoga je

3 3
x:u+v:\/2+ —121+\/2—V—121.
No, je li uistinu dobiveno rjesenje jednako 4? To je nesSto kasnije dokazao Rafael

3
Bombell Kako? Uocio je prvo da, ako to uopée jest smisleno, onda je 7|2 + V=121 =
a + bV—1. Promotrimo prvo izraz:

N2+ Vo121 = a+ bV=1,

12Rafael Bombelli (1526.—1572.) bio je inZinjer i matemati¢ar iz Bologne, prou¢avao je Cardanova djela.
Dokazao je da je problem trisekcije kuta ekvivalentan rjeSavanju kubne jednadzbe i opisao racun s komplek-
snim brojevima (drugim korijenima negativnih brojeva).
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Kubiranjem i sredivanjem, dobivamo
2+ V=121 =2+ 11 V=1 = a(@® = 30") + bG3a® — b)) V-1,

iz Cega slijedi da je

2 = a(a* - 3b%), 11 = b(3a* - b?).
Dobivamo a =2 i b = 1. Stoga je

V2+ -421+§E—~w42::2+VTI+2—VTT:4[Lq

Lodovico Ferrarﬁ je dopunio metodu za rjeSavanje kubne jednadzbe do metode za
rjeSavanje jednadzbe Cetvrtog stupnja. Njegovu metodu opisat ¢emo samo na primjeru.

Primjer 1.4.6. Ferrarijevom metodom rijesimo jednadZbu x* + 4x> — 17x*> — 24x +36 = 0.

Supstitucijom x =y — 1 (x je y minus % koeficijenta uz x*) eliminiramo kubni &lan, te
dobivamo jednadZbu kojoj clanove 2. i 4. stupnja pisemo na lijevoj strani, a ostatak na
desnoj (y* — 23y* = —18y — 40). Lijevu stranu svodimo na potpuni kvadrat, pribrojimo

(%)2 i dobijemo:

2
23\* 369
2_22) =22 sy,

Uvodimo dodatnu nepoznanicu t pribrajanjem t* + 2t(y* — 23/2). Sredivanjem izraza
dobivamo:

2
23 369
@%n5+a :yf—1@+ﬂ—2&+7r.

Odaberimo jedan t za koji je diskriminanta desne strane s obzirom na x jednaka 0, npr.

t= % Uvrstavanjem dobivamo:

O = 11> =y* — 18y + 81 = (y — 9)°.

Stoga je redom

Y =11==(-9),
)’1,2,3,4 = _57_1’274’
X1,234 = —6, —2, 1,3 []8, ]], ]3]

3Lodovico Ferrari(1522.-1565.) bio je talijanski matemati¢ar kojeg je Cardano poucavao.
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1.5 Newtonov zadatak sa zZivotinjama

Ovaj zadatak je zadatak zabavnog karaktera. Pojavljuje se u Newtonovoﬂ knjizi Univer-
sal Arithmetick (Univerzalna aritmetika, 1720.). Zadatak glasi:

,U 4 tjedna, 12 goveda pojede 3% jutara paSnjaka, a u 9 tjedana 21 govedo pojede 10
jutara pasSnjaka. Uzimajuci u obzir jednoliku brzinu rasta trave, koliko ¢e goveda trebati da
bi pojeli 24 jutra u razdoblju od 18 tjedana [33]]?”

Trazi se broj goveda. Uvedimo sljdece oznake:

Neka su ay, a,, a brojevi goveda u svakoj od recenica (a; i a, su zadani, a je nepozna-
nica), zatim neka su by, b,, b redom brojevi jutara koje ta goveda pojedu razdobljima od
c1, ¢ odnosno c¢ tjedana (to su sve zadani iznosi). U ovom problemu se kao (nepoznate)
konstante uzimaju pocetna koli¢ina trave x na pasnjaku, zatim koli¢ina trave y koju jedno
govedo pojede u jednom tjednu te koliCina trave z koja izraste na jednom jutru u jednom
tjednu.

Uzimajuci u obzir dane uvjete, dobivamo sustav:

bi(x + c12) = ajcry,
by(x + ¢22) = apcyy,
b(x + cz) = acy.

Uvrstimo numeric¢ke podatke iz izvornog problema:

1
3§(x+4z):12-4-y,
10(x+92)=21-9-y,

24(x+182) =a- 18 -y.

Podijelimo prvu s drugom jednadzbom, s ciljem eliminacije y:

35(x+42)  12-4.y
10(x+9z) 21-9-y’

630 (x +4z) = 480 (x + 92),

14Isaac Newton (1642.—1727.) bio je engleski fizicar, matematicar i astronom. Jedan je od najznacajnijih
znanstvenika u povijesti, poznat po sukobu oko prventstva o otkri¢u infinitezimalnog racuna.



POGLAVLIJE 1. ARITMETIKA I ALGEBRA 17

15x =182,

dakle je x = 1,2z. UvrStavanjem u bilo koju od prethodne dvije jednadzbe, recimo su
9

10(x+9z) = 21-9-y dobivamo § = 19—0. Dobivene vrijednosti, tj. x = 1,2z 1 § = g uvrstimo
u posljednju jednakost te izrazimo a:
_ 40z 9

=—=40.- — = .
a y 010 36

ZakljuCujemo da ¢e 36 goveda u 18 tjedana pojesti 24 jutra pasnjaka [33].



Poglavlje 2

Teorija brojeva

GauﬁE] je jednom rekao: ,,Matematika je kraljica znanosti, a teorija brojeva kraljica ma-
tematike [33].” Teorija brojeva je vrlo velika i atraktivna grana matematike koja proucava
svojstva cijelih brojeva. Prepuna je mnogih ,,dubokih” i lijepih teorema. Vise od bilo
koje druge grane matematike, postavila je ,,zamke” matematicarima i natjerala cak i neke
zadatak iz teorije brojeva u povijesti matematike jest veliki FermatovE] teorem, Cija je
povijest tema za sebe, te njega stoga ovdje neCemo opisivati veC Citatelje upucujemo na
literaturu, npr. [35] i [39]].

2.1 Pitagorejske trojke

Egipéani i Babilonci poznavali su specijalni slucaj Pitagorinoi]teorema, odnosno pitago-
rejsku trojku (3,4, 5). Pitagorejska uredena je trojka prirodnih brojeva (x, y, z) takva da je
zbroj kvadrata prvih dvaju od njih jednak kvadratu treceg: x*> +y* = z2. Ako su svi ¢lanovi
pitagorejske trojke relativno prosti, nazivamo ju primitivhom pitagorejskom trojkom.
Vec¢ su pitagorejci znali da pitagorejskih trojki ima beskonacno mnogo (za svaki broj n € N
brojevi 2n, n* — 1 n? + 1 &ine pitagorejsku trojku). Ako je (x, y, z) (primitivna) pitagorejska
trojka, onda je (kx, ky, kz) takoder pitagorejska trojka za bilo koji pozitivni cijeli broj & [[18].

!Carl Friedrich GauB (1777.-1855.) bio je njemacki matematicar i astronom. Svestrani matematicki
genij i jedan od najveéih matematicara u povijesti.

ZPierre de Fermat (1607.—1665.) bio je francuski matematicar i pravnik, poznat po svojim doprinosima
iz teorije brojeva, analitiCke geometrije te vjerojatnosti.

3Pitagora sa Samosa (otprilike 582.—496. pr. Kr.) bio je prvi ,,pravi” matematicar, vrlo vazna osoba koja
je doprinijela razvoju matematike. Osnovao Pitagorejsku Skolu u kojoj su se sva otkri¢a pripisivala njemu.

18
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Trokut ¢ije strane tvore pitagorejsku trojku nazivamo Pitagorinim trokutom, a on je
nuzno pravokutan. Obrat ne vrijedi, npr. trokut sa duljinama stranicax =y = liz = V2
jest pravokutan trokut, ali (1, 1, V2) nije Pitagorina trojka jer V2 nije cijeli broj.

Glinena plocica Plimpton 322 je starobabilonska tablica pitagorejskih trojki, nastala
oko 1800. pr. Kr. 1 najstariji je poznati zapis o pitagorejskim trojkama. Babilonci su
opcenito poznavali (iskaz) Pitagorinog poucka. Jedan od babilonskih zadataka je sljedeci:

4 je duljina i 5 dijagonala. Kolika je Sirina? Nije poznata. 4 puta 4 jest 16. 5 puta 5
je 25. Oduzmes 16 od 25 i ostaje 9. Sto da oduzmem da dobijem 9? 3 puta 3 jest 9. 3 je
Sirina [6].”

U staroindijskoj Baudhayaninoj Sulvasutri (oko 800. pr. Kr.) koristi se Pitagorin te-
orem, odnosno njegov specijali slucaj za jednakokracni pravokutni trokut: ,,Konop rasteg-
nut preko dijagonale kvadrata daje povrSinu dvostruku povrSini polaznog kvadrata [[18]].”
Kasnije se u Sulvasutmmaﬂ moZze naci 1 opc¢i oblik koji se koristi za razne konstrukcije:
,,Konop rastegnut preko dijagonle pravokutnika daje povrSinu koju ¢ine vodoravna i oko-
mita stranica [[18]].”

Pitanje odredivanja pitagorejskih trojki svodi se na sljedeci zadatak: Treba naci cjelo-
brojna rjeSenja jednadzbe x> +y? = z2? TraZenje cjelobrojnih rjeSenja Pitagorine jednadZbe
je u stvari traZenje rjeSenja nelinearne diofantskeE] jednadzbe, stoga su pitagorejske trojke
medu najstarijim poznatim rjeSenjima neke diofantske jednadzbe. Kroz povijest se oko
pronalaZenja pitagorejskih trojki razvio niz zanimljivih zadataka.

Jednadzba

¥ +y =2 (2.1)

diofantska je jednadZba drugog stupnja. Nas je zadatak pronaci prirodne brojeve x, y, z koji
su rjeSenje jednadzbe (2.1). U tu svrhu najprije nadimo u parovima relativno proste brojeve
x, y, z koji zadovoljavaju jednadzbu (2.1), tj. primitivne pitagorejske trojke. Jednadzbu
moZemo pisati u obliku z2 — x*> = y? tj. (z — x)(z — x) = y?, pa imamo

z—x=X (2.2)
r

4Sulvasutre (Pravila konopa) najstariji su poznati indijski matematicki tekstovi potkraj vedskog razdob-
lja, pisani su kao dodatci Vedama.

Diofant Aleksandrijski (..) bio je starogréki matemati¢ar poznat po svome doprinosu u teoriji brojeva i
rjeSavanju jednadZzbi.
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I+ X=7ry (2.3)

pri cemu je r € Q. Nadalje, nakon zbrajanja (2.2) i (2.3) dobivamo

1
27 = (r + —)y. (2.4)
r
Oduzmemo li od (2.3) jednadzbu (2.2) imamo
1
2x = (r - —)y. (2.5)
r
Podijelimo 1i (2.4) s (2.5) dobivamo
2
z r+1
-= . 2.6
x rr—1 2.6
Stavimo li r = ¢, pri Cemu su a i b relativno prosti, slijedi = = Zifzz Kako je

D(a,b) = 1, slijedi D(a*,b*) = 1 te su brojevi a®> + b* i a* — b?* relativno prosti ili je
njihova najveca zajednicka mjera jednaka 2. Brojevi a® + b? i a* — b* su relativno prosti
kad su a i b razli¢ite parnosti. Nadalje, brojevi a> + b* i a* — b* imaju najvecu zajedni¢ku
mjeru 2 u slucaju kada su a i b neparni.

U prvom slu¢aju jednadzba < = Zif'gz ima smisla ako je z = a® + b* te x = a* - b°.
Uvrstimo li tako odabrane z i x u jednadzbu (z — x)(z + x) = y* dobivamo y = 2ab. Brojevi
x =a*>-b*y=2ab, z = a* + b* su rjeSenja jednadzbe (2.1), pri ¢emu su a i b relativno
prosti brojevi razli¢ite parnostiia > b.

U drugom slucaju kada su a i b neparni brojevi, izraz < = Zifg; mozemo skratiti s 2.
Tada je x = ”2;”2, y=ab,z= ”ngz, a to je rjeSenje jednadZzbe (2.1). Po pretpostavci, a i b

su neparni brojevi, tj. brojevi oblika a = 2m + 1, 2n + 1, m,n € Z pa imamo

x=2m-n)(m+n+1),
y=(m+n+1)*—(m-n),
z=(m+n+ 1)2+(m—n)2.
Brojevi m + n + 1 1 m — n razliite su parnosti i relativno su prosti. Dakle, zakljucak za

prvi slucaj, vrijedi i za drugi. Trojku (x,y, z), gdje su

x:az—bz,y:2ab,z:a2+b2,
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zovemo temeljno rjeSenje jednadzbe ili primitivno rjesenje (2.1). Valja napomenuti da
se dobivena formula za pronalaZenje pitagorejskih trojki naziva Euklidoveﬂ formula te se
nalazi u Euklidovim Elementima. Sva ostala rjeSenja koja se generiraju kao viSekratnici
temeljnog zovemo opce rjesenje jednadzbe (2.1). Dakle, opée rjeSenje jednadzbe (2.1) je
oblika, tj.

((@® - bt 2abt, (@* + b*)1),

gdjesua, b,t € Z, zakoje je a > b i D(a,b) =1 [27].
Osim navedenog opceg postupka za nalaZzenje pitagorejskih trojki, navedimo jos$ jedan
zanimljivi nacin, povezan s Fibonaccijevim brojevima.

Pocevsi od 5, svaki drugi Fibonaccijev broj je duljina hipotenuze pravokutnog trokuta
s cjelobrojnim duljinama stranica, ili drugim rijecina, najveci broj u nekoj pitagorejskoj
trojci. Za bilo koji n € N takav da je n > 2 vrijedi

a= 2FnFn+l’
b= F;%H _Fﬁ’
¢ = Fys,

gdje je F, n-ti Fibonaccijev broj. Tada je a*> + b* = ¢* [18, 6], 26, 27].

2.2 Konji i bikovi

Ovaj zadatak je Eulero zadatak zabavnog karaktera, a svodi se na linearnu diofantsku
jednadzbu s dvije nepoznanice, tj. jednadzbu oblika ax + by = ¢, gdje su a, b, c cijeli
brojevi (ab # 0), a rjeSenja (x, y) se traZe u skupu Z>. Euler je razvio u¢inkovitu metodu
za rjeSavanje ovih vrsta jednadzbi koje se mogu Kkoristiti u raznim primjerima. Eulerov
zadatak je sljedeci:

»Irgovac kupuje nekoliko konja i bikova za iznos od 1770 talira. Platio je 31 talir za
svakog bika i 21 talir za svakog konja. Koliko bikova i konja kupuje trgovac [33]]?”

®Euklid Aleksandrijski (oko 330.—275.pr.Kr) starogréki je matematicar poznat po svojim Elementima. U
toj knjizi sadrZana su vecina saznanja i otkri¢a u geometriji i teoriji brojeva do kojih su dosli Euklid i njegovi
prethodnici i suvremenici.

"Leonhard Euler (1707.-1783.) bio je $vicarski matematicar, fizi¢ar i astronom. Jedan je od naj-
znacajnijih i najproduktivnijih matemati¢ara u povijesti, bavio se gotovo svim u njegovo doba postojecim
matematickim disciplinama, a postavio je i temelje nekih novih (teorija grafova, analiti¢ka teorija brojeva).



POGLAVLIJE 2. TEORIJA BROJEVA 22

Linearna diofantska jednadZba koja opisuje ovaj problem je

31x + 21y = 1770.

Nepoznanice su broj bikova x i broj konja y. Da bismo rijeSili ovu jednadzbu, primjenju-
jemo Eulerovu metodu polazeéi od nepoznanice Ciji je koeficijent manji, u ovom slucaju
y. Koristeci teorem o dijeljenju s ostatkom, zapisujemo veci od koeficijenata uz nepozna-
nice (a) preko kvocijenta i ostatka pri dijeljenju s manjim (b), te slobodni ¢lan (c¢) preko

kvocijenta i ostatka pri dijeljenju s b:

31=1-21+10 1 1770 = 84 - 21 + 6.

Uvrstimo li te zapise na mjesto a i ¢ u polaznu jednadZbu i izrazimo y, dobivamo

U3k 1770 o —10x+6
y= 21 - 21
—10x+6

Buduci da x i y moraju biti cijeli brojevi, slijedi da ==
Oznacimo taj broj sa . Dobivamo novu diofantsku jednadzbu

takoder mora biti cijeli broj.

21t = —10x + 6,

¢iji su koeficijenti manji u odnosu na polaznu jednadzbu. Izrazimo x (jer je koeficijent
ispored x manji) kao

21+ 6 —t+6
:—:—2 :—2
X 10 t+ 10 t+u,

gdje smo oznacili da je

-t+6
10
Zatim, ponovno dobivamo novu diofantsku jednadZbu

u =

t=-10u+6.

Uzimaju¢i u kao slobodni parametar, imamo rjeSenje

t=—-10u+6
x=-2t+u=21lu—-12

y=—-x+84+1t=-31u+102.

Pritom x i y ne smiju biti negativni, dakle % <u< %, odnosno u# moZe biti samo

jedan od brojeva 1, 2 ili 3 pa imamo tri rjeSenja Eulerovog zadatka:
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x=9, y=TI,
x =30, y=40,
x=51, y=9[33].

2.3 Zadatak 100 ptica

Najpozatiji i jedan od najstarijih kineskih matematickih tekstova zove se Devet poglavlja
umijeca racunanja (Jiuzhang Suanshu, nastalo izmedu 200. pr. Kr. i 300. n. e.). Sadrzi
246 geometrijskih, aritmetickih i algebarskih zadataka u 9 poglavlja s rjeSenjima namije-
njenith mjeracima, inZinjerima, ¢inovnicima 1 trgovcima. Jedan od najpoznatijih zadataka
Devet poglavlja jest zadatak 100 ptica:

,Jedan pijevac kosta 5 novcica, jedna kokos 3, a tri pili¢a zajedno 1. Ako je kupljeno
100 ptica za 100 novcica, koliko je kojih kupljeno [10]?”

Iako se u pocetku ¢ini da mozda nema dovoljno informacija da ga se rijesi, problem se
moZe svesti na sustav dviju linearnih diofantskih jednadzbi s tri nepoznanice, koje doista
posjeduju beskonacno rjeSenja. No, s obzirom na posebne uvjete zadatka (tj. da ima 100
ptica i 100 novc¢ica), moguca su samo tri rjeSenja. Pogledajmo koja.

S x, y i z ozna¢imo redom broj pijevaca, kokosi i pili¢a. 1z Cinjenice da 3 pilica zajedno
kostaju 1 nov¢i¢, dobivamo informaciju da jedan pili¢ koSta % novcica. Sustav je sljedeci:

1
5x+3y+§z: 100,
x+y+z=100.

1z posljednje jednakosti izrazimo x kao

x=100-y -z,

1 uvrstimo u prvu jednakost:

1
5(100 ~y —2) + 3y + 32 = 100,

Sredivanjem izraza dobivamo:

7
y= 200 — §Z.
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Uvrstimo li izraZeni y u x dobivamo:

4
x=—100+§z,
7
y:200—§z,
z=100—-x—y.

Uzevsi u obzir da su x, y 1 z sigurno prirodni brojevi, slijedi:

4
-100 + 3% > 0,
dakle je
z> 5.
Takoder je
7
200 - -z >0,
37
pa je
7 < 6;£ ~ 85.7.

Dakle je 75 < z < 85. Ispitivanjem 9 mogucih vrijednosti za z dobivamo da su rjeSenje
problema uredene trojke (4, 18,78), (8,11, 81), (12,4, 84).

Zadatak 100 ptica se u raznim varijantama pojavljuje u mnogim drugim kulturama i
vremenima. Alcuin iz Yorkﬂ u svojoj zbirci od 53 zabavna matematicka zadatka pod
imenom (Propositiones Alcuini Doctoris Caroli Magni Imeratoris Ad Acuendos Juvenes)
bavio se nekim varijacijama prethodnog problema, ali bez ptica:

1. Neki kupac je rekao: ,.Zelim kupiti 100 svinja sa 100 dinara na nadin da se nerast
kupi za 10 dinara, krmaca za pet i dvije male svinje za jedan dinar. Koliko nerasta,
krmaca i malih svinja trebam kupiti da nemam niti previse niti premalo svinja ili
dinara?”

2. ,Neki voda kucanstva imao je 20 slugu. Naredio je da im se daju 20 modiuseﬂ
kukuruza tako da muskarci prime tri, Zene dva, a djeca pola modiusa. Koliko mora
biti muskaraca, Zena i djece?”

8 Alcuin iz Yorka (735.-804.) bio je engleski ucenjak. Napisao je zbirku zadataka Propositiones ad
acuendos iuvenes. Poznat je po zadatcima zabavnog karaktera.
“Modius je drevna rimska jedinica za mjerenje.
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3. ,.Neki Eovjek htio je kupiti 100 Zivotinja za 100 dinara. Zelio je platiti tri dinara po
konju, jedan dinar po kravi i jedan dinar za 24 ovce. Koliko je konja, krava i ovaca
bilo?”

4. ,Neki covjek je zelio kupiti 100 Zivotinja. Naredio je svome sluzi da plati pet dinara
po devi, jedan dinar po magarcu i jedan dinar za 20 ovaca. Koliko je deva, magarca
i ovaca kupljeno za 100 dinara [[1]]?”

Samo nekoliko desetljeca nakon Alcuina, slican, ali zahtjevniji, problem ,,100 ptica”
pojavljuje se u Mahévirino Ganitasarasangrasa:

.3 golubova se prodaju za 5 novc¢ica, 5 saras ptica za 7 novc€ica, 7 labudova za 9 novcica
19 paunova za 3 novcica. Receno je da se doveze 100 ptica za 100 novcica za zabavu kra-
ljevskog sina. Koliko je pla¢eno za svaku vrstu ptice koja je kupljena [1]?”

U Mahavirinu tekstu nalazi se kratak opis algoritamski organiziranog pravila za gene-
riranje jednog rjeSenja problema, ovisno o odabiru odgovaraju¢ih mnozitelja. Njegov se
problem moZe svesti na sustav dviju diofantskih jednadzbi s Cetiri nepoznanice i on ima 16
smislenih rjeSenja.

Nekoliko desetljeca nakon toga, slini zadaci nalaze se i kod egipatskog matematicara
Abu Kamila}

1. ,Za 100 dirhama kupuje se 100 ptica tri vrste. Svaka patka je 5 dirhama, 20 vrabaca
1 dirham, a svaki pili¢ kosta 1 dirham. Koliko je kupljeno ptica svake vrste?”

2. ,,Za 100 dirhama kupuje se 100 ptica Cetiri vrste. Svaka guska kosta 4 dirhama, svaki
pili¢ 1 dirham, dva goluba za 1 dirham 1 10 ¢voraka za 1 dirham. Koliko je kupljeno
ptica svake vrste [1]?”

Drugi zadatak je zahtjevniji od prvoga i svodi se na sustav dviju diofantskih jednadzbi s
Cetiri nepoznanice te posjeduje 98 rjeSenja. Skoro Cetiri stoljeca nakon Alcuinova vremena,
isti se tip zadatka pojavljuje se u Fibonaccijevoj knjizi Liber Abaci, opet u formulaciji s pti-
cama:

,Neki covijek kupuje 30 ptica i to jarebice, golubove i vrapce za 30 dinara. Jarebica
kosta 3 dinara, golub 2 dinara i 2 vrapca za 1 dinar. Koliko je ptica svake vrste kupio [[1/]?”

10Mahavira (9. st.), indijski matematicar koji je prosirio mnoge Brahmaguptine rezultate.
"1 Abu Kamil (9.-10. st) bio je egipatski matematiCar, prvi arapski matematicar koji je znao rjeSavati neke
diofantske jednadZzbe.
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Otprilike dva stoljec¢a nakon Fibonaccija, u svome Miftah al-hisab (,,Key to Arithme-
tic”, 1427.) perzijski astronom i matematicar Dzamshid al-KaéfZ] raspravlja o sljede¢em
zadatku:

,Jedna patka kosta 4 nov&ica, 5 vrabaca 1 nov&ié i jedan pijetao 1 novéié. Covijek treba
kupiti 100 ptica za 100 novcica. Koliko ptica moze kupiti [1]?”

Pocetkom 16. stolje¢a Christoffer Rudolﬂﬁ napisao je prvi njemacki udzbenik o al-
gebri te se i u njemu pojavljuje jedna od Alcuinovih varijanti zadatka 100 ptica. Poprili¢no
neobiCna varijanta zadatka pojavljuje se u Arithmetica Oder Rechenbuch (,,Book of Arith-
metic”, 1587.), knjizi njemackog proizvodaca kalendara Caspera Thierfeldera:

47 ljudi; muskarci, Zene i djevojke, zajedno su potrosili 47 novcia. Svaki muskarac
dao je 5 novcica, svaka zena 3 i svaka djevojka pola novcica. Koliko je muskaraca, Zena i
djevojaka bilo prisutno” [1} [10].

2.4 MagicCni kvadrati

Stari Kinezi prvi su se bavili magi¢nim kvadratima, a kasnije i Japanci, Indijci, Egipéani i
drugi. Magicni kvadrat je n X n kvadratna tablica brojeva u koju su upisani prirodni brojevi
od 1 do n? tako da je zbroj brojeva u svakom stupcu, retku i na obje dijagonale jednak.
Taj zbroj zove se magi¢nom sumom ili magicnom konstantom i racuna se po sljedecoj
formuli:

2
1 1< 1 n2(1 2 1 5
S(n):—(1+2+...+n2):_Zk:_"( +n?) _n(+n’)
n n no 2 2

Ovako definirani kvadrati nazivanju se normalnim magi¢nim kvadratima. Normalni
magicni kvadrati postoje za svaki red n osim zan = 2.

Legenda o magi¢nom kvadratu kaZe da je kineski car Yu otkrio magic¢ni kvadrat Setajuci
uz Zutu rijeku (Huang Ho ili Lo) gdje je vidio misti¢nu kornjatu za koju se smatralo da
je spasila grad od silnih poplava. Misti¢na kornjaca je na svome oklopu imala zagonetno
rasporedene tocke unutar kvadrata (slika 2.1). Proucavajuéi kornjacu, car je otkrio da je

12D7amsid al-Kasi (1380.—1429.) bio je posljednji zna¢ajni matemati¢ar arapskog srednjevjekovnog svi-
jeta. Glavno djelo mu je Kljuc aritmetike, koje sadrzi binomnu formulu,racunanje n-tih korijena, numericko
rjeSavanje jednadzbi iterativnim postupcima i drugo.

13Christoff Rudolff (1499.-1545.) bio je njemacki matemati¢ar, poznat po tome §to je uveo oznaku za
kvadratni korijen.
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zbroj tocaka u bilo kojem retku, stupcu i dijagonali uvijek jednak i iznosi 15 (slika 2.2).
Broj 15 je oznaCavao broj dana u svakom od 24 perioda kineske suncane godine i tako
je pomogao ljudima kontrolirati rijeku. Detalj s leda Yuove kornjace prozvan je Lo Shu
(Lo—rijeka, Shu—knjiga). Kvadrat Lo Shu je jedinstven pravi magicni kvadrat treceg reda
1 svaki drugi magicni kvadrat tre¢eg reda mozemo dobiti iz ovoga rotacijom ili zrcaljenjem.

+

R

Slika 2.1: Magic¢ni kvadrat.

< f 15
D [ 7 15
~ ~ s

Q) g )

v L 15

Slika 2.2: Magi¢ni kvadrat Lo Shu.

Magic¢ni kvadrati 4. reda prvi puta se spominju u indijskoj literaturi. Arapski mate-
maticari prvi su, tako se Cini, osmislili metode konstrukcije magi¢nih kvadrata. Posebno je
poznata Abu'l- Waﬁnﬂ konstrukcija magi¢nih kvadrata razl¢itih redova. U mnogim su

14 Abu'l-Wafa al-Buzjani (940.-997/998.) bio je perzijski matemati¢ar i astronom srednjeg vijeka koji je
napisao nekoliko knjiga o matematici
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konstrukcijama arapskog svijeta kvadrati popunjavani izvana prema sredini. Abu'l-Wafa
al-Buzjani takoder zapocinje s vanjskim rubom koji se prema odredenoj shemi ispunjava s
prvim 2n — 2 brojevima. Recimo da promatramo slucaj reda n = 9. To znaci da e se na
vanjskim rubovima nalaziti prvih 2 - 9 — 2 = 16 brojeva [4]. Njegova metoda je sljedeca
(slika 2.3):

1. Prvih k — 1 neparnih brojeva nalaze se u lijevom stupcu. Pocinje se iznad donjeg
lijevog kuta i nastavlja se prema gore s neparnim brojevima. Buduéi da je n = 9, t;.
oblika n = 2k + 1, zaklju¢ujemo da je k = 4 te su brojevi 1, 3 1 5 smjeSteni u ovaj
stupac.

2. Sljede¢i neparni broj 7 nalazi se u srediSnjoj Celiji donjeg reda, a sljede¢i neparni
broj u srediSnjoj ¢eliji desnog stupca.

3. Preostalih k — 1 neparnih brojeva se postavljaju uzlaznim redoslijedom u slobodne
Celije iznad srediSta desnog stupca.

4. Sada se smjeStaju parni brojevi. Prvih k — 1 parnih brojeva, tj. 2, 4 1 6 se upisuju, tim
redoslijedom, u donji lijevi kut.

5. Sljedeca dva parna broja upisuju se jedna za drugom u lijevom ili desnom gornjem
kutu kvadrata.

6. Preostalih 2 - (k — 1) brojeva se smjestaju u gornji red. Zapocne se desno od srediSta
1 prazne se ¢elije popune uzlaznim redoslijedom do gornjeg desnog kuta.

Konac¢no, slobodne se ¢elije popunjavaju komplementima veé upisanih brojeva. Ti se
komplementi uvijek postavljaju na suprotni kraj svakog retka ili stupca. Jedina iznimka
su dva gornja kuta, njihov se komplement mora upisati u dijagonalno suprotni kut. Taj se
postupak sada nastavlja izvana prema sredini. Sami postupak popunjavanja mozete vidjeti
na [4].

Napomene:

1. Broj koji odgovara redu magicnog kvadrata uvijek je na sredini desnog stupca.

2. Srednjih devet brojeva niza brojeva od 1 do n* smjesteno je u sredi$njem unutarnjem
kvadratu 3 x 3.

3. Srednja vrijednost svih upisanih brojeva, tj. 41, nalazi se u sredi$njoj ¢eliji kvadrata.
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67 | 22 | 64 | B2 | B1 24

60 | 55 | 32 | 52 | 51 | 36 | 34

71 | 57 | 47 | 38 | 45 | 40 | 35

73| 59 (49 | 43 | 41 | 39 | 33 | 23 9

20 | 42 | 37 [ 44 | 53 | 63 | 77

43 | 30 | 31 ( 46 | 50 | 65 | 79

53 21 | 56 | 54 ( 60 | B1

72 7 70 [ 68 | 60 | 74

Slika 2.3: Abu'l- Wafina konstrukcija magi¢nog kvadrata redan = 9.

U arapskoj literaturi takoder se moZe naci malo izmijenjene kvadrate u kojima nizovi
brojeva koji dolaze u gornji desni kut nisu poredani uzlaznim redoslijedom kao u prethod-
nom primjeru, ve¢ prema silaznom redoslijedu [4].

U 11. st. spominje ih Zidovski pjesnik, filozof i astronom Abraham ibn Ezrﬂ U
Europi se magi¢ni kvadrat prvi put spominje u 13. stoljecu, a najpoznatiji je magicni kva-
drat 4. reda s magicnom sumom 34 (slika 2.4) koji se nalazi na bakrorezu Melancolia I
njemackog umjetnika Albrechta Diirera.

16| 3 | 2 |13

5/10|11 | 8

96 |7 |12

4 15|14 | 1

Slika 2.4: Diirerov magic¢ni kvadrat (1514.).

Njemacki fizicar i teolog iz 16. stolje¢a Heinrich Cornelius Agrippﬁ konstruirao je

15 Abraham ibn Ezra (1089.-1167.) bio je Zidovski rabin, filozof i astronom, Zivio je i djelovao u tada
arapskom (maorskom) Toledu
6Heinrich Cornelius Agrippa (1486.—1535.) bio je njemacki lije¢nik, filozof, diplomat, teolog, kabalist,
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9 magic¢nih kvadrata od 3. do 9. reda 1 svakom je pridruzio po jedan od 5 tada poznatih
planeta Suncevog sustava te Sunce i Mjesec.

Iako su do danas pomocu racunala konstruirani i veliki magi¢ni kvadrati, a tijekom
vremena su otkrivene razne metode konstrukcija magi¢nih kvadrata (za kvadrate neparnog
reda, za kvadrate parnog reda djeljivog s 4, za kvadrate parnog reda nedjeljivog s 4), i danas
postoji puno otvorenih pitanja oko magicnih kvadrata, primjerice nije poznata formula
za broj razli¢itih (dakle, simetrijski neekvivalentnih) magic¢nih kvadrata reda n niti opca
metoda konstrukcije [4, 34].

2.5 Rastav kvadrata

Diofant Aleksandrijski, bio je najveéi matematicar potklasi¢nog razdoblja i posljednji
veliki matematicar prije Fibonaccija. Njegovo poznato djelo jest Aritmetika, sadrzi razne
algebarske probleme, jednadZzbe i1 njihove sustave. Neke su od tih jednadZzbi i sustava
neodredene, tj. imaju nejedinstvena rjeSenja te Diofant traZi pozitivna racionalna rjeSenja,
no danas — ve¢ smo to rekli — pod diofantskim jednadZbama podrazumijevamo one ko-
jima trazimo cjelobrojna rjeSenja. Navodimo dva zadatka iz Aritmetike, u modernoj notaciji
[18].

Zadatak 1. Zadani kvadrat treba rastaviti na zbroj dvaju kvadrata. Drugim rije¢ima, treba
rijesiti jednadzbu x* + y* = b2,

RjeSenje: Neka je b dani racionalni broj, a x i y traZena racionalna rjeSenja jednadzbe
x*> +y? = b?. Da bi osigurao racionalno rjeSenje, Diofant koristi supstituciju y = ax — b,
gdje je a proizvoljan racionalan broj. Primjenom supstitucije i raspisivanjem dobivamo
jednakost:

b* — X2 = a®x* = 2abx + b,

koja se svodi na: 2abx = (a* + 1)x. Stoga je

_ 2ab
a?+1
Uzevsi b = 4 kao u Diofantonoj knjizi, za a = 2 slijedi da je x = iy = 2, 3to

zadovoljava zadanu jednadzbu:

okultist, astrolog i alkemicar. U svojim djelima Zestoko je kritizirao skolastiku i crkvene dogme, zbog Cega
je proglasen heretikom, a knjige su mu zabranjene.



POGLAVLIJE 2. TEORIJA BROJEVA 31

16)" (12)°_400 _
5 5) 25 7

Zadatak 2. Potrebno je odrediti par brojeva zadanog zbroja i zbroja kvadrata, odnosno
rijesiti sustav x +y = a, x> +y* = b°.

RjeSenje: Uocimo da je (x — y)? = x> +y? = 2xy = x> + y* — (x + y)* + x> + y* = 2b*> — a°.
Dakle, 2b? —a® mora biti kvadratni broj. Taj je uvjet dovoljan za rjeSivost zadatka. RjeSenja
mozemo dobiti supstitucijom y = a — x:

2+ (a—x)° =D,
pa je

2x% = 2ax +a* - b*> =0 [18].

2.6 Zakon kvadratnog reciprociteta

GauB, poznat kao ,,Princ matematike” je 1801. objavio svoje znamenito djelo Disquisiti-
ones Arithmeticae, u kojem je u uveo moderni pojam kongruencije i potpuno dokazo zakon
kvadratnog reciprociteta. Medutim, Gaul} nije prvi izrekao zakon kvadratnog reciprociteta,
veC je prvi pruzio strogi dokaz, a tijekom svog Zivota objavio je osam razli¢itih dokaza.
Povijest zakona kvadratnog reciprociteta ne prestaje s GauBBovim dokazom, brojni su drugi
matematicari kasnije pruzili drugacije dokaze. Do danas je objavljeno viSe od 200 dokaza
[22]. Zakon kvadratnog reciprociteta tvrdi:

Ako su p i g dva razlicita broja, onda su oni jedan drugom ili oba ili nijedan kvadratni
ostaci, osim ako i p i g pri dijeljenju s 4 daju ostatak 3 (u tom slucaju to¢no jedan od njih
je kvadratni ostatak drugog). Pritom kaZemo da je cijeli broj » kvadratni ostatak broja m
ako postoji x? takav da vrijedi:

2:

x“ =r (mod m).

Povijest ovog teorema zapocinje s Fermatom, koji je proucavio niz teorema o tome
kada se prost broj moze prikazati pomoc¢u kvadratnih brojeva. Dokazao je da za prost broj
p vrijedi:

p:x2+y2<=>p:2ilipzl(mod4).

Nakon toga, razmatrao je sli¢ne teoreme za proste brojeve oblika x*+ny?, n = +2, +3, -5.
Iako Fermat nikad nije izrekao zakon kvadratnog reciprociteta, neki specijalni slucajevi za-
kona kvadratnog reciprociteta mogu se lako dobiti iz njegovih rezultata. Zakon kvadratnog
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reciprociteta prvi je izrekao Euler. Njegov prvi dokaz koji se odnosi na zakon kvadratnog
reciprociteta danas je poznat kao Eulerov Kriterij [22]:

,Za cijeli broj a i neparni prost broj p takve da p ne dijeli a vrijedi:
”T_l _ J +1(mod p), ako je a kvadratni ostatak mod p,
L (mod p), ako a nije kvadratni ostatak mod p.

Ovo je prvi u nizu rezultata koje su Euler i1 drugi matematicari naveli 1 dokazali, Sto je
dovelo do prvog cjelovitog iskaza zakona kvadratnog reciprociteta. Iako je Euler izrekao
zakon potpunog zakona kvadratnog reciprociteta, nikad nije pronasSao dokaz za njega te
je dokaz ovog zakona postao najpopularniji problem teorije brojeva u drugoj polovici 18.
stoljeca.

Legendre[]z] jedan je od svojih najpoznatijih radova, skraceno Recherches d’analyse,
zapoceo dokazom jednog od Eulerovih rezultata. Oznacivsi s a i A pozitivne proste bro-
jeve koji su kongruentni s 1 mod4, a s b i B pozitivne proste brojeve koji su kongruentni
s 3 modulo 4, navodi osam teorema koji su ekvivalentni zakonu kvadratnog reciprociteta
(svih 7 kongruencija su modulo 4) [22]]:

a—1 b-1
1. Akojeb 2 = l,ondajea 2

= 1.
bl el
2. Akojea?2 = —1,ondajeb 2 = —1.
oAl o el
3. Akojea 2 = l,ondajeA 2 = 1.
A-1 a—1

4. Akojea 2 = —1,ondajeA 2 = —I.

5. Akojea 2 = 1,ondaje b7 = 1.

a1 b1
2

6. Akojeb2 = —l,ondajea2 = —1.

b-1
7. Akojeb 2 = l,ondaje B2 = —1.
Teoremi 1.1 2. su u biti isti, kao i teoremi 3. i 4., te 5. 1 6., stoga postoje samo pet

razlicitih slucajeva. Legendre napominje da nije u stanju u potpunosti dokazati teoreme 1.,
3,17., te da su njegovi ostali teoremi ovisni o drugom teoremu kojeg on ne zna dokazati, a

17 Adrien-Marie Legendre (1752.—1833.) bio je francuski matemati¢ar i astronom. Dao je zna¢ajne dopri-
nose geometriji, statistici, teoriji brojeva, apstraktnoj algebri i matematickoj analizi.
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koji jd danas poznat kao Dirichletov[g] teorem:

»Neka su a 1 b relativno prosti pozitivni cijeli brojevi. Tada postoji beskona¢no mnogo
prostih brojeva koji su kongruentni s @ modulo b [22].”

U svome drugome radu, Essai sur la Theorie des Nombres (1798.), uveo je danas poz-
nati Legendreov simbol:

={ —lakopdijeli a,

(a) 1 ako je a kvadratni ostatak modulo p,
0, inace.

P

Uveo je i izraz reciprocitet i preformulirao zakon kvadratnog reciprociteta u moderni
oblik:

»Neka su p 1 g dva razli€ita neparna prosta broja. Tada je:

(p=Dig-1
(-
q/\p

Kao $to smo rekli, prvi potpuni dokaz ovog zakona dao je Gaull. Njegov dokaz bio je
vrlo slican onome kako je Legendre pokusao dokazati, ali ga je otkrio neovisno o radu Le-
gendrea. Dokaz je vrlo dugacak te je, kao 1 kod Legendrea, zahtijevao koriStenje odredenih
lema. Medu njima je posebno poznata GauBova lema:

,»Ako je p = 1(mod 8) prost broj, onda postoji neparan prost broj g < 24/p + 1 takav

da je
g
q

GauB je zakon kvadratnog reciprociteta nazvao Theorema Aureum (Zlatni teorem) [22]].

2.7 Wilsonov teorem

Wilsonovff] teorem jedan je od poznatijih teorema iz teorije brojeva:

Teorem 2.7.1. Prirodan broj p > 2 je prost ako i samo ako je

(p—D!'+1=0 (mod p).

18Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805.—1859.) bio je njemacki matematicar poznat po gotovo
suvremenoj definiciji funkcije i po doprinosima teoriji brojeva.
19John Wilson (1741.-1793.) bio je engleski matematicar i u¢enik Edwarda Waringa.
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Prvi ga je iskazao al-Hajtan@ oko 1000. g. pr. Kr. U 18. stoljecu isto je ucinio engle-
ski matemati¢ar John Wilson, no ni on, kao ni al-Hajtam, ¢ini se, nije znao dokazati ovaj
teorem. Warinﬂ ga je objavio 1770. i pripisao ga Wilsonu, ali ni on nije dao dokaz te je
dokaz ovog teorema 1770. godine bio zanimljiv otvoreni problem teorije brojeva.

Prvi dokaz dao je LagrangeF_ZI 1771. Za razliku od malog Fermatovog teoremﬂ
Wilsonov teorem daje i nuzan i dovoljan uvijet da bi broj bio prost.

Postoje dokazi da je veé LeibnizF_Z] takoder bio svjestan rezultata stoljece ranije, ali
nikad ga nije objavio. Giovanni Vacc je 1899. prucavao neobjavljene Leibnizove ru-
kopise te je ondje naiSao na Leibnizov osvrt na Wilsonov teorem: ,,Ako se produkt svih
cijelih brojeva koji su prethodili danom cijelom broju podijeli sa danim cijelim brojem i
ostatak je 1 (ili komplement od 1), onda je dani cijeli broj prost broj. Ako je cijeli broj
sloZen, ostatak je broj koji ima zajednicki faktor sa danim cijelim brojem koji je ve¢iod 1.”
Medutim, ni Leibniz ga nije uspio dokazati [43]. Mi ovdje dajemo jedan od standardnijih
suvremenih dokaza ovog Wilsonovog teorema:

Dokaz. Za p = 2 tvrdnja ocito vrijedi. Ako je p prost broj veéi od 2, tada je p neparan, pa
se u produktu 1-2-3...- (p — 1) pojavljuje paran broj faktora. Neka je k € {2,3, ..., p — 2}.
Brojevi k, 2k, 3k, ..., (p — 1)k, pk tvore potpuni sustav ostataka po modulu p, pa u nekom
redoslijedu daju ostatke 0, 1,2, ..., p — 1 po modulu p. S obzirom da k # 1(mod p), slijedi
(p — Dk # 1(mod p) 1 pk # 1(mod p), pa je kIl = 1(mod p) za jedan (i samo jedan)
[ € {2,3,...,p — 2}). Pretpostavimo li da je [ = k, tada imamo k> = 1(mod p), odnosno
(k—1)(k + 1) = O(mod p) Sto povlaci k = 1(mod p) ili k = —1(mod p), suprotno tome da
jek €{2,3,..., p — 2}. Prema tome skup {2, 3, ..., p — 2} moZemo podijeliti na dva jednaka
dijela tako da za svaki k iz jednog dijela postoji jedinstven [ iz drugog dijela sa svojstvom
kl = 1(mod p). Slijedi

20Tbn al-Hajtam (otprilike 965.—1040.), poznat i pod latiniziranim imenom Alhazen, bio je arapski mate-
maticar i astronom, pridonio je razvoju optike, teorije brojeva, geometrije i prirodne filozofije.

2'Edward Waring (1736.-1798.) bio je britanski matemati¢ar, pozant po svojim doprinosima iz teorije
brojeva, ali bavio se i mnogim drugim matematickim temama.

22 Joseph-Louis Lagrange (1736.—1813.) bio je francuski matematicar i astronom. Dao je znatne doprinose
iz matematicke analize, teorije brojeva, klasicne mehanike i nebeske mehanike.

23 Ako cijeli broj a nije djeljiv sa prirodnim brojem p, onda je broj a”~! — 1 djeljiv s p.

2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646.—1716.) bio je njemacki filozof, matemati¢ar i fizi¢ar. Poznat po tome
$to je u isto vrijeme kao i [saac Newton otkrio diferencijalni i integralni racun.

% Giovanni Vacca (1872.-1953.) bio je talijanski matematicar i asistent Giuseppea Peana. Razvio je
sloZenu iteraciju za broj 7.
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2.3 (p=2)=1-1-...-1(mod p),

p=3

odnosno

(p—2)!=1 (mod p).
Zak=p-1jek=-1(mod p), paje konacno

(p—D!'=-1 (mod p).

Dokazimo daiz p | (p — 1)! + 1 slijedi da je p prost broj. Pretpostavimo da p nije prost
broj 1 da ima djelitelj d, d < p. Tada d | (p — 1)! odakle slijedi d 1 (p — 1)! + 1 1 stoga
p 1 (p—1)!+ 1. Ovime smo dosli u kontradikciju te p mora biti prost [23, 43].

O

2.8 Goldachova hipoteza

Goldbach™|je 1742. Euleru izrekao sljedeéu hipotezu :
»Svaki cijeli broj ve¢i od 2 moguce je napisati kao zbroj tri prosta broja [2].”

On je 1 smatrao prostim brojem, pa kad bismo tu tvrdnju modernizirali, dobijemo:
»ovaki cijeli broj ve¢i od 5 moguce je napisati kao zbroj tri prosta broja.”. Euler se zain-
teresirao za tu tvrdnju, te ju je formulirao u tvrdnju koju danas nazivamo Goldbachovom
hipotezom:

,»vaki se parni prirodni broj veéi od 2, moze prikazati kao zbroj dva prosta broja [2].”

Ova je hipoteza, unato¢ mnogim naporima uloZenim u njeno dokazivanje tijekom vise
od stoljeca i pol od njena postavljanja, ostala jedan od najpoznatijih do danas nedokazanih
matematickih problema. Za prvih nekoliko parnih prirodnih brojeva vecih od 2 lako vidimo
da ona vrijedi:

4=2+2,
6=3+23,

26Christian Goldbach(1690.—1764.) bio je njemacki matematicar najistaknutiji po svojoj korespondenciji
s Leibnizom, Eulerom i Bernoullijem. U pismu Euleru iz 1742. godine navodi svoju poznatu hipotezu.
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8§=3+35,
10=7+31ili 5+5,
12=T7+5,

14=3+111i7+7,
16 =11+51l 13 + 3.

Od znamenitijih matematicara, tom se tvrnjom bavio Cantoﬂ koji ju je 1894. provje-
rio do broja 1000 (zanimljivo je da je tvrdnja dokazana 40-ak godina ranije za brojeve do
10 000).

No, parnih brojeva ima beskonacno mnogo te je potrebno dati dokaz za svih njih. Iako
hipoteza jos nije dokazana, svakako joj ide u prilog da je svaki prost broj neparan te e tako
zbroj dva prosta broja uvijek biti paran.

Goldbachova hipoteza je ekvivalentna tvrdnji da je svaki prirodan broj n > 17 zbroj
tri razliCita prosta broja. Dokazano je da je svaki paran broj moguce prikazati kao zbroj
od ne viSe od Sest prostih brojeva. Takoder je dokazano, da je svaki dovoljno velik paran
broj moguce zapisati kao zbroj jednog prostog broja i jednog drugog prirodnog broja koji
ima najvisSe dva prosta faktora. Do danas je hipoteza provjerena kompjuterski za brojeve
do reda veli¢ine 10'8 [2].

2.9 Pellova jednadzba

Pellovﬂ jednadzba proucavana je stotinama godina prije nego li se Pell rodio. Postavlja
se pitanje, je li Pell uopce pridonio proucavanju Pellove jednadzbe? Pellova jednadzba
neodredena je kvadratna jednadzba

¥ -m?=1,
gdje je n dani nekvadratni prirodni broj, a traze se cjelobrojna rjesSenja (x, y).

Prvi doprinos vezan je uz Brahmaguptlf_q] oko 1000. godina prije Pellovog vremena.
Osim Brahmagupte, 1 drugi su matematicari takoder proucavali probleme vezane uz Pel-

?’Georg Cantor (1845.—1918.) bio je njemacki matematicar, utemeljitelj teorije skupova.

28John Pell (1611.—1685.) bio je engleski matemati¢ar i politi¢ki agent u inozemstvu.

2Brahmagupta (oko 598.-668) bio je indijski matemati¢ar i astronom koji je prvi opisao raunanje s
nulom.
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lovu jednadzbu, kao npr. Diofant. Posebno je poznat ArhimedovF_G] Problem goveda (Pro-
blema bovinium) koji se mozZe svesti na Pellovu jednadzbu, no kako algebra (specijalno,
jednadzbe) u starogréko doba nisu postojale, nije vjerojatno da je Arhimed to tako gledao.
U tom zadatku treba odrediti broj goveda koja su raspodijeljena u Cetiri stada raznih boja:
bijela, crna, Sarena i Zuta. U svakom stadu je mnogo bikova i krava:

1. Bijelih bikova je koliko % + % crnih 1 Zutih zajedno.
2. Crnih bikova je koliko }L + % Sarenih i Zutih zajedno.
3. Sarenih bikova je koliko % + % bijelih i Zutih zajedno.
4. Bijelih krava je koliko % + i cijelog crnog stada.

5. Crnih krava je koliko } + £ cijelog Sarenog stada.

6. Sarenih krava je koliko 1 + 1 cijelog Zutog stada.

7. Zutih krava je koliko % + % cijelog bijelog stada.

Dodatno se zahtijeva da ukupni broj bijelih 1 crnih bikova bude kvadratni broj te da
je ukupni broj Zutih i1 Sarenih bikova trokutni broj. Ovaj se problem svodi na Pellovu
jednadzbu

x? — 4729494y = 1,

s najmanjim rjeSenjem reda veli¢ine 10° [9].
Promotrimo sljedece jednakosti:

(b* — na®)(d* — nc?) = (bd + nac)* — n(bc + ad)?

b* = na®(d* - nc?) = (bd - nac)® — n(bc — ad)*.
Ako je

b*—na*=1id*-nc* =1,

onda je

30 Arhimed (287.-212.pr.Kr.) bio je gréki fizi¢ar, astronom i jedan od najveéih matematicara starog vijeka.
Bavio se aproksimacijom broja mr, izumio je Arhimedov valjak te je poznat po spirali koja se zove Arhimedova
spirala.



POGLAVLIJE 2. TEORIJA BROJEVA 38

(bd + nac)* — n(bc + ad)® = 1,

(bd — nac)* — n(bc — ad)® = 1.

Drugim rije¢ima, ako su (a, b) i (c, d) rjeSenja Pellove jednadzbe, onda su i (bc+ad, bd+
nac), (bc — ad, bd — nac) takoder njezina rjeSenja. Ova ¢injenica je vazna za Brahmagup-
tinu lemu koja u modernoj formulaciji glasi: ,,Ako su (a, b) i (¢, d) cjelobrojna rjeSenja ge-
neralizirane Pellove jednadZbe oblika na’+k = b* i nc®>+k' = d*, onda su (bc+ad, bd+nac)
i (bc — ad, bd — nac) cjelobrojna rjeSenja Pellove jednadzbe oblika nx* + kk' = y°.

Za dokaz te leme zasluzni su Europski europski matematicari 17. stoljeca, ali lemu je
Brahmagupta otkrio jo§ oko 628. godine. Indijski su matematicari metodu temeljenu na
ovoj lemi nazivali samasa, a moze se zvati i ,,metoda kompozicije”. Ona je Brahmagupti
omogucila napraviti niz temeljnih otkri¢a u vezi Pellove jednadzbe. Jedan od zakljucaka
koje je dobio bio je ako (a,b) zadovoljava Pellovu jednadzbu, da onda ju zadovoljava i
(2ab, b* + na®). To slijedi izravno primjenom ,,metode kompozicije” na (a, b) i (a, b). Sada
se metoda kompozicije opet moZze primjeniti na (a, b) i (2ab, b*> + na*) kako bi se dobilo
drugo rjeSenje, te je tako uvidio da se iz jednog rjeSenja Pellove jednadZbe moZe dobiti
mnostvo rjeSenja [30].

Ujedno je naglasio ako je (a, b) rjeSenje jednadZbe nx>+k = y?, tada primjenom metode
kompozicije na (a, b) i (a, b), dobivamo (2ab, b* +na*) kao rjesenje jednadzbe nx>+k> = y?.
Podijelimo li s k> dobivamo

2ab b* + na®

YT YT Tk

Ako je k = 2, buduéi da je (a, b) rjeSenje od nx* + k = y*, imamo da je na* = b> - 2.
Tada je

X = 7 = ab,
y= b* + na® _ 20> -2 o
2 2
cjelobrojno rjeSenje generalizirane Pellove jednadzbe. Ako je k = —2, onda je isti postu-
pak, no ako je k = 4 ili kK = —4, metoda je neSto kompliciranija, ali se i dalje temelji na

metodi kompozicije. Brahmagupta je pokazao, ako moZe pronaci (a, b) koja zadovoljavaju
generaliziranu Pellovu jednadZbu na® + k = b?, gdje je k = 1,-1,2,-2,4, -4 , tada moZe
naci jedno, a samim time i mnostvo cjelobrojnih rjesenja Pellove jednadzbe [30].
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Na primjer, pokusamo li rijesiti 23x*> + 2 = y?, vidimodaa = 1i b = 5 zadovoljava
23a* + 2 = b%. Koristeéi se navedenim argumentom, x = 51y = 24 takoder zadovoljava
Pellovu jednadzbu. Primjenimo li metodu kompozicije na par (5, 24) dobivamo

x=25-24, y=24>+23-5°=115,1

kao drugo rjesenje. Primjenimo li metodu kompozicije joS jednom, dobivamo

x = 11515, y = 55224.

Zatim opet,

x = 552480, y = 2649601,
1 tako dalje.

Sljedeci korak naprijed napravio je Bhaskara I]E] 1150. godine. On je otkrio ,,ciklicku
metodu”, zvanu chakravala, koja je predstavljala algoritam za pronalazenje rjeSenja Pel-
love jednadZbe nx* + 1 = y?, polaze¢i od bilo kojeg ,,blizeg” para (a, b) koji zadovoljava
generaliziranu jednadZbu na® + k = b>. MoZemo pretpostaviti da su a i k relativno prosti,
u protivnom moZzemo podijeliti oba sa njihovom zajednickom mjerom 1 dobiti ,,blize”
rjeSenje s manjim k. Jasno je da ¢e a i k biti takoder relativno prosti. Metoda se osla-
nja na to da za svaki m, (1, m) zadovoljava generaliziranu Pellovu jednadZbu

n- 12+ @m* - n) = m>.

Bhaskara II sada primjenjuje metodu kompozicije na (a, b) 1 (1, m) kako bi dobio

n(am + b*) + (m* — n)k = (bm + na).

Podijelimo li s k, dobivamo da je

am+b bm + na
X = s =
k0T Tk
rjeSenje jednadzbe
2
2, M —n 2
+ =y
nx k y

Bududi da su a i k relativno prosti, mozemo odabrati m tako da je am + b djeljivo s k,
ali onda je i m*> — n i bm + na takoder djeljivo s k. S takvim izborom broja m, cjelobrojno
rjeSenje

31Bhaskara I (1114.—1185.) bio je indijski matematicar i astronom.
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am+b bm + na

T YT Tk

je rjeSenje generalizirane Pellove jednadzbe nx* + @ =y?%, gdje je @ takoder cijeli broj.
Bhaskara II je znao da postoji beskonacno m-ova takvih da je am+ b djeljivo s k. On je oda-
birao one m-ove za koje je m> —n najmanje po apsolutnoj vrijednosti. Ako je # jedan od
brojeva 1, -1,2, -2,4, —4 onda moZemo primjeniti Brahmaguptinu metodu za pronalaZenje
rjeSenja Pellove jednadzbe nx> +1 = y*. Ako # nije jedna od tih vrijednosti, ponavljamo

v v . v . 2_
postupak pocevsi s x = @, y = b’"T“” za jednadzbu oblika nx* + = y? na potpuno

isti na¢in kako smo primjenili postupak na na® + k = b*. Bhaskara II je znao da ¢e proces
zavr§iti nakon odredenog broja koraka. To se dogada kada je jednadzba oblika nx> +¢ = y?,
abrojr=1,-1,2,-2,4,-4 [30].

Bhaskara Il daje primjere u Bijaganiti, a prvi je

61x* +1 =y~

Koristeéi se gornjom metodom odabiremo m takav da je (m + 8)/3 cijeli broj, a m* — 61
najmanji moguéi. Uzevs§i m = 7, dobivamo

x=35, y=39,

kao rjesenje Pellove jednadZbe nx> — 4 = y?, ali to je jednadzba koja primjenom Brahma-
guptine metode daje

x = 226153980, y = 1766319049,

kao najmanje rjeSenje 61x% + 1 = y%.

Sljedeci doprinos Pellovoj jednadzbi dao je NarayanaF_Z], koji je u 14. stoljecu napisao
komentar Bhaskarine Bijaganite. Nayarana je dao neke nove primjere ciklicke metode:
103x° + 1 = y°.
Odabirom a = 1, b = 10 dobiva se

10312 -3 = 10°

Odabirom broja m tako da je m + 10 djeljivo s =3 i m* — 103 najmanji mogudi, vodi do
m = 11 i dobivamo

3 Narayana Pandit (1325.-1400.) bio je indijski matemati¢ar, poznat po doprinosu iz teorije brojeva,
kombinatorike i algebre.
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103-72 -6 =717

Sljedeci korak je odabrati m tako da je 7m+71 djeljivo s —6 i m*— 103 najmanji mogudi.
Uzevsi m = 7 dobiva se jednakost

103 - 20° + 9 = 2032

Nadalje, odabirom broja m tako da 20m + 203 djeljivo s 9 i m? — 103 najmanji moguéi.
Uzevsi m = 11 dobivamo jednakost

103 - 477 +2 = 477%.

Sada Narayana primjenjuje Brahmaguptinu metodu u ve¢ navedeom obliku te za k = 2
dobiva

x =122419, y = 227528.

Sjajne Brahmaguptine, Bhaskarine i Narayanine ideje su u 17. stolje¢u europskim ma-
tematiCarima bile potpuno nepoznate. Europski interes zapoceo je 1657. kada je Fermat
u pismu izazvao sve matemati¢are Europe i Engleske da pronadu cjelobrojna rjeSenja jed-
nadzbe x* — Ay? = 1, gdje je A bilo koji cijeli broj, a da nije potpuni kvadrat [30].

Jedan od Fermatovih izazovnih problema bio je isti primjer Pellove jednazbe koju je
Bhaskara II proucavao 500 godina ranije, a to je pronaci rjeSenja jednadzbe

61x* +1 =y~

U Fermatovom izazovu sudjelovalo je nekoliko matemati¢ara, medu njima i de BessyEg],
Brounckelﬂi Walliﬁ Brouncker je otkrio metodu koja je u osnovi jednaka metodi nas-
tanka veriZnih razlomaka koju je kasnije razvio Lagrange. De Bessy tabelarno je prikazao
rjeSenja Pellove jednazbe za sve n do 150. Wallis je dao dvije metode dokaza Brahma-
guptine leme. 1658. godine Rahlﬁ je objavio knjigu koja je sadrzavala primjer Pellove
jednadzbe i koju je napisao uz Pellovu pomo¢. To je jedina poznata veza izmedu Pella
i jednadzbi koje su nazvane po njemu. Wallis je 1685. objavio knjigu u kojoj je jedno
poglavlje posveceno davanju metoda za rjeSavanje Pellove jednadzbe. Vazno je naglasiti

3Frenicle de Bessy (1604.—1674.) bio je francuski amaterski matematiar. Poznat je po svojim doprino-
sima u teoriji brojeva.

3*William Brouncker (1620.—1684.) bio je irski matematicar koji je osniva¢ i prvi predsjednik Royal
Society u Londonu.

33John Wallis (1616.—1703.) bio je engleski matematicar jedan od neposrednih prethodnika infinitezimal-
nog racuna. Uveo je oznaku oo za beskonacnost.

36Johann Rahn (1622.-1676.) bio je §vicarski matemati¢ar koji je prvi upotrijebio simbol + za dijeljenje.
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da je u tom trenutku nekoliko matemati¢ara tvrdilo da Pellova jednadzba nx* + 1 = y* ima
rjeSenje za bilo koji n. Wallis je, opisujuci Brounckerovu metodu iznio tu tvrdnju, a Fermat
komentirajuéi rjeSenja predloZena na svoj izazov. Zapravo je Fermat tvrdio da za bilo koji
n Pellova jednadZba ima beskonacno mnogo rjesenja [30].

Euler je takoder dokazao Brahmaguptinu lemu, a dao je osnove za rjeSavanje Pellove
jednadzbe veriznim razlomcima. Njegov doprinos je i naziv Pellove jednadZzbe. Opcenito
se vjeruje da je on dao to ime jer je mislio da su glavni doprinosi o kojima je Wallis iz-
vjestavao Brounckera zapravo djelo Pella.

Lagrange je 1771. objavio Additions to Euler's Elements of algebra koja sadrZi strogu
verziju Eulerove metode veriznih razlomaka. Tako je strogo dokazano tvrdnju da za svaki
n Pellova jednadZba ima beskonacno mnogo rjeSenja. RjeSenje ovisi o veriZznom razlomku
broja vn. U veriznom razlomku kvadratnog korijena cijelog broja isti nazivnici se peri-
oni¢no ponavljaju. Na primjer:

V19 =4 +

2+

1+

3+

1+

2+
8+
2+

1
1+...

Ciji je period duljine 6. Peta konvergent od V19, neposredno prije to¢ke iza koje se

ponavlja period, je % 1 Lagrangeova teorija kaze da je

x =39, y=170,

najmanje rjeSenje Pellove jednadze

1957 + 1 =y~

37Ako u beskonaénom veriznom razlomku x = [ag;ay,as,as,ds,...] uzmemo samo konacno mnogo
Clanova, [ag;ay, az,as, ..., ai], onda se takav izraz zove k-ta konvergenta beskonanog veriznog razlomka
X.
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Da bismo pronasli beskona¢ni niz rjeSenja potenciramo 170 + 39 V19. Na primjer, iz

(170 + 39 V19)? = 57799 + 13260 V19

dobivamo drugo rjesenje

x =13260, y =57799

1 tako dalje za ostale potencije iz skupa prirodnih brojeva [9} 30]].



Poglavlje 3

Analiza

Matematicka analiza, grana je matematike koja se bavi zasnivanjem i tehnikama diferen-
cijalnog 1 integralnog raCuna, te drugih nacina koriStenja limesa (grani¢nih vrijednosti)
kao Sto je teorija beskonacnih redova, beskonacnih produkta, ... Diferencijalni i integralni
racun zasnovali su Newton i Leibniz motivirani geometrijom (tangenta krivulje, povrsSina
ispod krivulje) 1 mehanikom (odnos brzine Cestice 1 prevaljenog puta).

3.1 Geometrijski redovi

Zenon iz Eleje[] bio je starogr¢ki matematicar, poznat po svojim paradoksima o nemogu¢-
nosti kretanja. Aristoteﬂ mu pripisuje Cetiri paradoksa kretanja, koje je opisao u svome
djelu Fizika, u kojima iz beskonacne djeljivosti prostora, odnosno vremena, dobiva pa-
radoksalni rezultat nemogucénosti kretanja. Zenonovi paradoksi su zbunjivali, izazivali,
inspirirali 1 zadivljivali filozofe, fiziCare, matematicare i1 Skolsku djecu viSe od dvije tisuée
godina. Prva dva od njih neposredno su vezani za teoriju redova. To su:

Dihotomija: ,Kretanje je nemoguce jer se svaku udaljenost prvo treba prijeci do pola, a
nakon toga pola ostatka itd. Ma koliko god prijedemo, uvijek Ce ostati razlika do cilja.”
Zamislimo stvar koja treba i¢i od tocke A do tocke B. Da bi dosla do tocke B, stvar
prvo treba do¢i do srednje tocke B; koja je izmedu toCaka A i B. Ali, prije nego li se to
dogodi, stvar mora do¢i do to¢ke B, koja je izmedu toCaka A 1 B;. Sli¢no, prije nego li se
to ucini, mora doci do toc¢ke Bj, koja je izmedu A i B,, 1 tako dalje. Prema tome, kretanje

1Zenon iz Eleje (490.— 430. pr. Kr.) bio je starogréki matematicar i filozof. Aristotel ga je prozvao
izumiteljem dijalektike, ali je on najpoznatiji po svojim paradoksima.

2Aristitel (384.-322. pr. Kr.) bio je starogrcki filozof i prirodoslovac. Naglasava vaZnost logike ili
rasudivanja u filozofiji. Njegov filozofski sustav aristotelizam uci da se ljudsko znanje postiZe najprije
pomocu osjetnog iskustva.

44
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Slika 3.1: Dihotomija.

nikada ne moze poceti [41]].

Ahil i kornjaca: ,,U utrci, Ahil nikad ne moZe presti¢i kornjacu, zato Sto Ahil prvo mora
do¢i do tocke odakle je kornjaca posla. Dok dode do te pozicije, kornjaca se opet malo
odmakla, itd. Prema tome kornjaca uvijek ima prednost, $to znaci da Ahil nece nikad stiéi
kornjacu.”

A K, K; K3

P
@

Slika 3.2: Ahil i kornjaca.

Zamislimo da Ahil tr¢i protiv kornjace. Neka Ahil tr¢i 10 puta brze od kornjace, ali
pocinje od tocke A, 100 metara iza kornjace koja je u tocki K; (kornjaci, koja je sporija,
data je prednost). Da bi prestigao kornjacu, Ahil mora prvo do¢i do tocke K;. Medutin,
kada je Ahil stigao do tocke K|, kornjaca je presla 10 metara i dosla do tocke K,. Ponovo,
Ahil dolazi do to¢ke K,. Kao i prije, kada je preSao 10 metara, kornjaca je metar ispred
njega, kod tocke K3, itd. Kornjaca e uvijek imati prednost nad Ahilom, nebitno koliko
ona mala bila. Prema tome, Ahil nikad ne moze prestiéi kornjacu [41]].

Oba paradoksa, Ahil i Dihotomija, zavise o podjeli udaljenosti na nizove udaljenosti
koji postaju sve manji, pa su podloZni istim protuargumentima. Aristotel je istakao, da kao
Sto se smanjuje udaljenost, takoder se i smanjuje vrijeme da se ta udaljenost prijede. Takav
pristup rjeSavanju paradoksa doveo bi do demantiranja tvrdnje da je potrebno beskonacno
mnogo vremena da se prijede beskonacna udaljenost. Iza 212. pr. Kr. Arhimed je razvio
metodu kako bi izveo konacni odgovor za beskonacno mnogo ¢lanova koji postaju sve
manji. Danas njegove rezultate zapisujemo formalnije, ali su u osnovi ekvivalentni. Ova
rjeSenja su u biti geometrijski redovi. Geometrijski red je red oblika

S
n=0
Sto iznosi %{ uz uvjet da je |g| < 1 (u suprotnom red je divergentan).

U slucaju Ahila i kornjace, treba zamisliti da kornjaca tr¢i s konstantnom brzinom v i
da dobija prednost od udaljenosti d, a da Ahil tr¢i konstantnom brzinom xv za x > 1. Ahilu



POGLAVLIJE 3. ANALIZA 46

je vrijeme ;—’v da dode do tocke iz koje je kornjaca otpocela trku, a za to vrijeme kornjaca
je presla put <. Poslije sljedeceg vremenskog intervala -%-, Ahil je preSao 4v, i tako dalje.
Prema tome, vrijeme potrebno Ahilu da sustigne kornjacu je

oo k
d 1 d
S -t
v X vix—1)
Bududi da je ova vrijednost konacna, Ahil ¢e sustiéi kornja¢u. Analogno se razrjeSava
i dihotomija [41].

Arhimed je medu ostalim pokazao da povrsina P segmenta parabole to¢no 4/3 povrsine
D trokuta AABC kojemu je osnovica AB tetiva koja odreduje segment, a treci vrh C je tocka
parabole u kojoj je tangenta paralelna s tom tetivom (slika 3.3).

Uklanjanjem trokuta AABC dobiju se dva nova odsjecka u koje se analogno mogu upi-
sati takvi trokuti AACE 1 ABCD i tako u beskonacnost.

Arhimed dokazuje da je D tocno Cetiri puta veca od zbroja povrS§ina AACE i ABCD.
Analogno vrijedi i za ostale tetive, dakle se u svakom koraku uklanjanjem trokuta povrSina
ostatka smanjuje 4 puta. Eudoksovﬂ princip ekshaustije daje

1 1 =1 4
P=D+-D+—D+..=D — ==D [9].
4 16 ;4" 3 2]

Slika 3.3: Arhimedovo odredivanje povrSine segmenta.

3Eudoks iz Knida (408.-355. pr. Kr.) bio je gréki matematicar i astronom. Poznat je po teoriji omjera i
razmjera, te metodi ekshaustije, koja je u biti bila anticka varijanta limesa.
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Za 'Oresmea ﬂ su sve mjerljive veli¢ine osim brojeva (koje dozivljava na starogrcki
nacin), kontinuirane te se mogu prikazati duljinama, povr§inama i volumenima. U svo-
jim djelima Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum i Questiones super ge-
ometriam Euclidis opisuje kako ilustrirati odnos protezanja (extensio) i iznosa (intensio)
kvalitete (razne fizikalne pojave, npr. brzina, koje mogu imati razli¢ite intenzitete 1 koje
se nalaze u odnosu s protezanjem, npr. vremenom). Intenzitete je nanosio vertikalno kao
duljine (latitudo) nad vodoravnom crtom, na kojoj su protezanja prikazana isto kao duljine
(longitudo) te je tako postao prethodnik pojma funkcije i koordinatnog sustava.

Slika 3.4: D’Oresmeova konvergencija geomterijskog reda [12].

D’Oresme je poznat i po prvom dokazu divergencije nekog reda, tocnije, harmonijskog
reda

Njegova ideja je u modernom zapisu ekvivalentna standardnom suvremenom dokazu di-
vergencije tog reda:

1+%+(%+%)+(%+é+%+é)+...>1+%+%+%+...

Oresme je takoder, geometrijski, pokazao i konvergenciju geometrijskogreda ), 22 (9, 12, 41].

*Nicole d' Oresme (1330. - 1382.) bio je francuski znanstvenik i katoli¢iki biskup koji je istraZivao
osnove gibanja.
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3.2 Leibniz i redovi

Leibnizu je 1672. Huygensﬁ] postavio zadatak sumacije reda recipro¢nih trokutnih brojeva:

1+1+1+1+1+ =7
36 10 15 7

Kako je Leibniz to rijesio? Znamo da je n-ti trokutni broj zbroj cijelih brojeva od 1 do
n, odnosno

- +1
Tn=1+2+...+n:Z:i:n(n2 ).
i=1

Stoga je zbroj recipro¢nih brojeva prvih N trokutnih bojeva jednak

C LN 2 Nl L
ZE_Zn(ml)‘ ;(Z_nﬂ)‘ ( _N+1)'

Iz ovog je zadatka Leibniz naslutio inverznost sumiranja i diferenciranja (oduzimanja
uzastopnih ¢lanova) te je tako naslutio medusobnu inverznost deriviranja i integriranja,
koju ¢e desetak godina kasnije jasno opisati. Godine 1673. otkrio je i Leibnizov red:

T _q 1 N I 1 N
4 35 7

Taj je red skupa s po njemu nazvanom kriteriju konvergencije reda objavio 1682. godine
[17].

3.3 Keplerov problem bacve
Keplerowﬁ zanimanje za raCunanje povrsina i volumena proizlazi iz incidenta koji se do-

godio drugi puta kada se Zenio 1613. godine u Linzu, Austrija. Naime, Kepler je kupio
bacvu vina za vjenCanje te ga je trgovCeva metoda kojom je mjerio volumen bacve, kako

SChristiaan Huygens (1629.-1695.) bio je nizozemski astronom, matematicar i fizi¢ar, najvise poznat po
doprinosima iz fizike.

%Johannes Kepler (1571. - 1630.) bio je njemacki astronom, matematicar i astrolog. Ustanovio je gibanje
planeta po elipsama, te time srusio teorije i vjerovanja da se plantei oko Sunca gibaju po kruZnicama.
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bi odredio cijenu, isprva naljutila. Naime, trgovac je cijenu vina uzimao razmjernu vo-
lumenu, Sto je naravno opravdano, ali je volumen mjerio tako da izmjeri duljinu mokrog
dijela Stapa kojeg bi utaknuo u rupu u sredini oplosja bacve i gurno do nasuprotnog ruba
jedne od osnovica bacve (slika 3.6). Kepler je uocio da duguljasta uska bacva i ,,zdepasta”
mogu dati iste cijene, iako su im ocigledno volumeni razliciti. To je Keplera nadahnulo da
prouci kako izraCunati povrSine 1 volumene i1 da napiSe knjigu o Nova stereometria doli-
orum vinariorum, $to je bio njegov glavni doprinos razvoju integralnog racuna [31].

Incident s ba¢vom i vinom doveo ga je do sljedeceg problema odredivanja maksimuma
funkcije::

,,K0ji je najbolji dizajn bacve kako bi njezin ,,volumen” bio maksimalan [31]?”

Danas se ovaj problem rjeSava koriStenjem derivacija, tako da trazimo stacionarnu
toCku funkcije duljine Stapa u ovisnosti o dimenzijama bacve. Deriviranje u Keplerovo
doba joS nije postojalo, ali je Kepler uspio (usporedivanjem volumena bacvi za razlicite
visine i promjere, uzevsi da su bacve priblizno valjkastog oblika) pokazati da ¢e najvise
vina za svoje novce dobiti blizu stacionarne toék funkcije volumena V za fiksni / (duljinu
umocenog dijela Stapa) u ovisnosti o dimenzijama r i & (valjkaste) bacve (slika 3.5), te da
se blizu stacionarne tocke iznosi volumena jako malo mijenjaju te je tako naslutio suvre-
meni pojam stacionarne tocke funkcije.

2r \\l

Slika 3.5: Keplerov problem bacve.

Rijesimo Keplerov zadatak na suvremeni nain. Zelimo maksimizirati

V = nr*h.

Koristeci se Pitagorinim pouckom, dobivamo

2

’Stacionarna tocka funkcije je nulto¢ka njezine derivacije.

2
h
P = (—) + (2r)%, §to mora biti konstantno.
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'S

— —

Slika 3.6: Odredivanje cijene vina.

Izrazimo r?:

B

4 16
Sada mozemo funkciju V za volumen zapisati kao funkciju jedne varijable A:

3,

= Tpp
V=3lh- 1o

Kepler je kao tocku maksimuma dobio

no taj je rezultat naslutio eksperimentalno. Mi bismo ga dobili deriviranjem:
/4 3n

Vi=-P-—

4 16

Dobiveno izjedna¢imo s nulom kako bi odredili stacionarnu to¢ku, odnosno rijeSimo
jednadzbu V' = 0.

h.

3 2
Voo lp_ R _godl =3 o h= .
4 " 16 V3

Funkcija raste na intervalu (—oo, %), a pada na intervalu (3/—%, +o0). Zakljudujemo da je

h = f—é tocka lokalnog maksimuma, a lokalni maksimum iznosi V(f/—%) = ”ﬂT‘B [31].
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3.4 Problem odredivanja tangente

Prethodnici deriviranju su Descarteﬂi Fermat. Obojica su razvili metode za odredivanje
tangenti na krivulje poznatih jednadzbi. Descartes se zanimao za odredivanje kutova medu
krivuljama. Budu¢i da je lako odrediti normalu na kruZnicu, Descartes je odredivao osku-
lacijske kruiniceﬂ krivulja i preko njih jednadzbe normala i tangenti za neke krivulje.

Descartesovo odredivanje tangente na cikloidu

Cikloida je ravninska krivulja koju opisuje tocka ravnine fiksirana na nekoj kruznici kada
se kruZnica kotrlja bez klizanja po zadanom pravcu. Ime joj je dao Galileﬂ Neka je P
tocka cikloide u kojoj trazimo tangentu, odnosno normalu (slika 3.7).

A R\ B

Slika 3.7: Descartesovo odredivanje normale na kruznicu.

Iz tocke P povuc¢emo okomicu na promjer kruZnice cikloide. Ta okomica sijece kruZnicu
cikloide u toc¢ki Q. Spojimo tocke Q i B kao Sto je prikazano na slici 3.7. Kroz to¢ku P
povucimo paralelu sa OB. SjeciSte paralele s QB i pravca AB je tocka R. TraZena normala
je pravac PR. Tangenta kroz to¢ku P okomita je na normalu [16].

Fermatova metoda odredivanja tangente

Neka je A = (x, f(x)) to¢ka u kojoj trazimo tangentu y = kx + [ na krivulju y = f(x). Za
mali prirast £ su AOXA i AOYB (A i B su tocke na krivulji y = f(x)) priblizno sli¢ni jer je
fx+E)=k(x+ E)+ 1L

8Rene Descartes (1596.-1650.) bio je francuski matematicar, fizi¢ar i utemeljitelj analiticke geometrije.

Oskulacijska kruZnica krivulje ili kruZnica zakrivljenosti je kruZnica koja se u okolini neke tocke
najtjesnje od svih kruZnica priljubljuje uz krivulju. Sto je krivulja zakrivljenija, polumjer je oskulacijske
kruZnice manji, tj. polumjer oskulacijske kruZnice r u nekoj tocki jednak je recipro¢noj vrijednosti zakrivlje-
nosti krivulje k u toj tocki, r = 1.

19Galileo Galilei (1564.—1642.) bio je talijanski matematicar, fizi¢ar, astronom. Zalagao se za heliocen-
tricki sustav.
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Slika 3.8: Fermatova metoda odredivanja tangente.

Slijedi
0X|_ __f®
OX|+ E f(x+E)
Ako odredimo |OX|, onda imamo: k = ljg—;)l te se gornja jednakost moze prevesti u oblik
f(x)

|0X]| =

(f(x+E) = f())/E

Fermat nakon izraCunavanja desne strane uzima E = 0 i tako dobiva |0X| [16].

Nakon Descartesa i Fermata jos su neki matematicari osmislili svoje metode odredivanja
tangenti na krivulje, no sve su one objedinjene u jedinstvenu metodu kad je utemeljen di-
ferencijalni 1 integralni raun. Newton i1 Leibniz su nezavisno jedan od drugog iz mnoStva
pojedinac¢nih metoda i rezultata dobili racunsku tehniku — infinitezimalni ra¢un. Prvi
jasno iskazuju medusobnu inverznost deriviranja i integriranja.

Newtonova metoda deriviranja i integriranja poznata je kao metoda fluksija. On naime
nom, a koeficijent smjera tangente kod njega je kvocijent dviju infinitezimalnih veli¢ina dy
1dx) [17]. Newton je promatrao veli¢ine ovisne o vremenu - fluense x,y, .. 1 njihove brzine
- fluksije. Oznacavaih s %, y, ..., a fluksije fluksija &, y, ... Kod Newtona je koeficijent smjera
tangente na krivulju kvocjent );‘ dviju konacnih veli¢ina. U racunima koristi male priraste
ox veliCine x, gdje s o oznaCava beskonacno mali prirast vremena te iskazuje temeljni za-
datak infinitezimalnog raCuna: ,,Iz odnosa fluenata treba odrediti odnos njihovih flukcija i
obrnuto [[17].”
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Odredimo tangentu na krivulju ax? — axy — y> = 0 na Newtonov nac¢in. Supstutiramo
X + ox za x 1 analogno za y:

a(x + 0x)* — a(x + 0x)(y + 0y) — (y + 0y)° = 0.

Raspisivanjem dobivamo:

ax’ + 2a0xx + ao’ x> — axy — axoy — aoxy — ao’xy — y* — 3y*oy — 3yo’y* — 0°y° = 0.
Zbog polazne jednadZbe preostaje:

2a0ix + ao*i* — axoy — aoxy — ao*xy — 3y*0y — 3yo*y* — 0’y = 0.
Podijelimo s o jer je razlicit od nule:
2axx + aox® — axy — axy — aoxy — 3y*y — 3yoy* — 0*y® = 0.
Zanemarimo o jer je blizu nule i dobijemo:
2axx — axy — ayx — 3yy* = 0.

Stoga je koeficijent smjera tangente na krivulju u bilo kojoj njezinoj tocki (x, y) jednak

' +3y?
BT 16, 7).
Yy 2ax-—ay

3.5 Baselski problem

Godine 1644. Mengolﬂ postavio je pitanje:,,Koliko iznosi

1+1+1+1+ +1+ ”
itote Tt

Problem je postao poznat kad ga je 1689. opisao Jacob Bernoullﬂ Oba brata Berno-
ulli su ga bezuspjesno pokusali rijesiti. Euler je 1735. pokazao

2 b 1

% :ZE (7).

n=1

Naime, Euler zapocinje polinomom p(x) stupnja n koji ima sljedeca svojstva:

Pietro Mengoli (1626.-1686.) bio je talijanski matematicar i svecenik iz Bologne. Prvi je postavio
poznati Baselski problem te je dokazao da je suma alternirajueg harmonijskog niza jednaka prirodnom
logaritmu broja 2. Takoder je dokazao da harmonijski niz nije konvergentan.

12Jacob Bernoulli (1655.—1705.) bio je $vicarski matematicar, brat Johanna Bernoullija. Dao je vaZne
doprinose matematickoj analizi i teoriji vjerojatnosti.
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1. p(x) ima korijene ay, a, ..., a, razliCite od nule.
2. p(0)=1.

Tada se p(x) moZe napisati u sljede¢em obliku:

oo 2fe-2)-40-3)

Euler je tvrdio da, ono sto vrijedi za konacni polinom vrijedi i za beskonacni polinom,
tj. red potencija. Tu je tvrdnju primijenio na red:

X a®

p(X):1_§+§_ﬁ+.”
Sto je red potencija sa svojstvom p(0) = 1. Euler je znao da se sin(x) moZe napisati u

sljede¢em obliku:

. 35 47 2kt
Sln(X):X—§+§—ﬁ+...(—1)km+...
Mnozeéi p(x) s x dobio je
30,5 7
xp(x):x—§+5—%+...:sin(x).

Nultocke dobivenog polinoma su x = +kr za k = 1,2, ... jer su to nulto¢ke od sin(x).
Sada moZemo upotrijebiti gornju tvrdnju i napisati p(x) kao beskonacni produkt te iz-
jednaciti

x oxr A

p(X):l—a‘l‘g—%'i'...

x? X2 x?
=[(1-=|l1-—||1-—]...
[ 71'2] 4772][ 97r2]

U drugom retku pojavljuju se pozitivni i negativni korijeni koji su u posljednjem retku
napisati kao razlika kvadrata. Eulerov trik je napisati p(x) na dva razlicita nacina.

—+—+—+
2 4x?  9x? 1672

X oxt a8 (1 1 1 1 )2
+ .= BRI P S

Sada Euler izjednacava koeficijente od x* da bi zakljuio sljedeée
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1_(1 I S

te dobiva

=+ —+ —+ —+
a2 4x? 9z 1672

)
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Geometrija

Poznati britanski fizicar Stephen Hawking (1942.-2018.), jednom je rekao: ,,JednadZbe su
samo dosadni dio matematike. PokuSavam vidjeti stvari geometrijski”’. Geometriju koja se
uci u osnovnoj i srednjoj Skoli nazivamo euklidskom geometrijom koja je aksiomatizirana
u utjecajnom Euklidovom djelu Elementi. Euklidovi Elementi prestavljaju pokuSaj sinteze
sve dotad poznate matematike u 13 knjiga. Znacajni su i1 zbog stila pisanja: teoremi su
logicki poredani tako da svaki slijedi iskljucivo iz ve¢ dokazanih ili osnovnih tvrdnji (5
aksioma i 5 postulata danih na pocetku te definicija na pocetku svake knjige), a zakljucci
se izvode strogo deduktivno. Sama rije¢ geometrija grékog je podrijetla ( ,,ge0” = Zemlja,
,metria” = mjerenje) [33]].

4.1 Triklasi¢cna problema

Tijekom 5. st. pr. Kr. starogr¢ki matematicari su poceli zahtijevati da se sve geometrijske
konstrukcije provode isklju¢ivo ravnalom i Sestarom. Posebno su bila popularna tri, za njih
nerjeSiva, problema:

1. problem udvostruc¢enja kocke
2. problem kvadrature kruga

3. problem trisekcije kuta

Ravnalo se koristi iskljucivo za spajanje dviju toCaka, a Sestar za crtanje kruZnice kojoj
je poznato srediSte i radijus. Jedine toCke koje su konstruktibilne jesu presjeci tako nastalih
pravaca i kruznica [18]].

56
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Problem udvostrucenja kocke

O prvoj pojavi problema udvostrucenja kocke ili delijskom problemu govore dva izvora.
Prema Teonu iz Smirneﬂ koji citira Eratosteneﬂ Atenjani su u doba epidemije kuge oko
130. pr. Kr. potrazili savjet prorociSta na Delosu te dobili odgovor da trebaju izraditi oltar
dvostruko veci od tadaSnjeg kockastog oltara. Drugi je izvor Eutociuﬂ koji u komentaru
Arhimedova djela O kugli i valjku govori da je kralj Minos Zelio udvostruciti kockasti grob
pjesnika Glaukusa [18].

Drugim rijeCima, za a > 0 ravnalom i Sestarom treba konstruirati x takav da je:

2 =2d°

Prvi bitan napredak oko problema udvostrucenja kocke postigao je Hipokrat s Hioseﬂ
On je pokazao da se kocka stranice a moze udvostruciti ukoliko se mogu konstruirati sred-
nje geometrijske proporcionale izmedu a i 2a. Srednje geometrijske porporcionale izmedu
duljina a i b su duljine x 1 y takve da je

a:x=x:y=y:b.

Uvrstimo li b = 2a vidimo da je x = aV/2, tj. x je traZena stranica dvostruko veée
kocke. Nakon Hipokrata svi pokusaji rjeSenja danog problema usmjereni su na konstruira-
nje srednjih geometrijskih proporcionala izmedu a i 2a [18]].

Arhita iz Tarentzf] najpoznatiji je po doprinosu duplikaciji kocke na temelju Hipokra-
tove ideje. Srednje geometrijske proporcionale izmedu a i 2a odredio je pomocu presjeka
cilinra, konusa i torusa. Bitno je naglasiti da nije imao koordinatni sustav, no u modernoj
notaciji njegovo rjesenje je presjek ploha opisanih jednadzbama

X+ y2 = 2ax,

X2 +y2 +72 = 4x2,

Teon iz Smirne (70.-135.) bio je gr&ki filozof, astronom i matematicar ¢ija su djela bila pod jakim
uticajem pitagorejske Skole. Napisao je djelo Tumacenje matematickih pojmova korisnih za Citanje Platona.

2Eratosten iz Kirene (276.-194. pr. Kr.) bio je gréki matematicar, kartograf i astronom. Poznat po
odredivanju zemljinog opsega.

3Eutocius (oko 480.—540.) bio je gréki matematicar koji je napisao komentare o nekoliko Arhimedovih
djela i o Apolonijevim konikama.

“Hipokrat s Hiosa (oko 470.-410. pr. Kr.) bio je gréki matematicar i astronom. Bavio se svim trima
klasi¢nim problemima.

> Arhita iz Tarenta (oko 428.—347. pr. Kr.) bio je gréki matematicar i fizicar. Istaknuo je ovisnost visine
tona o frekvenciji titraja. Razvio je pojmove aritmeti¢ke, geometrijske i harmonijske sredine.
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X4y 477 =2ax2 + 2
Kvadriranjem prve jednadZbe i uvrStavanjem druge u kvadriranu prvu dobivamo
(x2 +y2)2 — 4a2x2 — a2(x2 +y2 +Z2),
odnosno
Py =ayx+y2+ 22,

(promatramo samo pozitivne korijene). Dijeljenjem posljednje jednadzbe s +/x? + y? te
tree od polaznih jednadzbi s /x? + y? + z2 dobivamo

a: R+ = 2+ 242+ 2= 2+ + 221 ().

Kako tocka (x, y, z) koja zadovoljava sve tri jednadzbe leZi na presjeku tih ploha, slijedi
da za njene koordinate vrijedi da su y/x2 +y2 i /x2 + y2 + 72 traZene srednje geometrisjke
proporcionale. Primjetimo da je traZzena duljina stranica kocke dvostrukog volumena jed-
naka udaljenosti /x* + y? od ishodi$ta do projekcije tocke (x,y,z) na presjeku opisanog
valjka, stoSca i torusa na (x, y) ravninu [18]].

Menehmtﬁ se pripisuje otkri¢e konika kao presjeka stoSca ravninama neparalelnim
bazi, vezano za pokus$aj rjeSenja udvostru¢enja kocke. Njegovo rjeSenje je u modernoj
notaciji sljedece: Ako je

a:x=x:y=y:b,
znaci da je
x* = ay, y* = bx, xy = ab.
Prema tome, trazene x i y mozemo dobiti kao koordinate sjeciSta jedne od prvih dviju
parabola s hiperbolom kojoj odgovara treca jednadzba ili pak kao sjeciSte parabola. Kako

se problem duplikacije kocke svodi na konstrukciju V2, dovoljno je promatrati specijalan
sluc¢aj kada je @ = 1 1 b = 2. Tada niz jednakosti postaje

x2:y, y2:2x, xy =2,

Sto graficki moZemo prikazati kao na slici 4.1. Presjek danih krivulja je tocka s x apscisom
V2, §to je ujedno i rjeSenje problema [[18]].

Eratosten iz Kirene zasluzan je za najpoznatije mehanicko rjesenje duplikacije kocke,
Eratostenov mezolabij. Radi se o mehanizmu za odredivanje srednjih geometrijskih pro-
poriconala: ako su dane dvije paralelne fiksirane letve AB 1 CD 1 na njih pri¢vrSéena tri

®Menehmo (4. st. pr. Kr.) je bio gréki matematicar kojemu s epripisuje otkrice elipse, parabole i hiper-
bole.
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Slika 4.1: Sjeciste krivulja x*> = y, y* = 2x, xy = 2.

sukladna jednakokra¢na pravokutna trokuta tako da im po jedna kateta leZi na AB, ako
trokute dovedemo u polozaj kao na slici 4.2 (K je poloviste od BD, to¢ke A, N, L, K su ko-
linearne), onda je |DK]| : [ML| = [ML| : INO| = |NO| : (2|DK)), tj. ako je |DK| = a, stranica
kocke dvostrukog volumena je |ML|. Naravno, ni Arhitino ni Menehmovo ni Eratostenovo
rjeSenje, iako sva to¢no daju stranicu traZene kocke, nisu zadovoljavala uvjete problema
(konstruktibilnost ravnalom i Sestarom). Danas znamo da je problem duplikacije nerjesiv
[18].

A B
NAL

K

C (0 M D

Slika 4.2: Eratostenov mezolabij.

Problem kvadrature kruga

Problem je sljedeci:
Iz r > 0 treba ravnalom i Sestarom konstruirati x takav da je x> = rx [18]].”

Prvi poznati matematicar koji se bavio problemom kvadrature kruga bio je Anaksagora
iz Klazomeneﬂ Dospjevsi u zatvor jer je tvrdio da Sunce nije bog 1 da Mjesec reflektira

" Anaksagora iz Klazomene (500.—428. pr. Kr.) bio je gréki fizi¢ar, matematicar i filozof, prvi koji je
to¢no objasnio pomracinu Sunca, optuZen za bezbostvo jer je tvrdio da je Sunce uZarena masa i da Mjesec
odrazava Suncevu svjetlost
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Sunceve zrake, tijekom boravka u zatvoru poceo je rjeSavati problem kvadrature kruga.
Problem je ubrzo postao popularan. Antifontﬂ za rjeSenje predlaZe upisivanje pravilnih
mnogokuta u krug, pocevsi od kvadrata, preko osmerokuta, redom uz udvostru¢avanje
broja stranica. Ideja je da Ce ostatak, tj. razlika do stvarne povrSine kruga iscrpsti kad
dodemo do dovoljno velikog broja stranica. No, tu se pojavljuje greska. Iz toga Sto se
svaki ¢lan niza moZe konstruirati ravnalom i Sestarom ne slijedi da se i limes moZe kons-
truirati [[18]].

Hipokrat s Hiosa prvi je koji je to¢no odredio povrSinu nekog lika obrubljenog kri-
vuljama. TraZeci kvadraturu kruga otkrio je da se odredeni mjesecoliki likovi omedeni
dvjema kruznicama mogu kvadrirati ravnalom i Sestarom, odnosno naSao je povrSine tzv.
Hipokratovih mjeseca. Pri tom je koristio teorem da se povrSine krugova odnose kao
kvadrati njihovih promjera. Hipokrat je otkrio, do na sli¢nost, tri tipa mjeseca. Danas je
poznato da ih ima pet. Preostala dva su otkrivena u 18. st., a u 20. st. je dokazano da nema
drugih [18]].

Slika 4.3: Mjesec je geometrijski lik omeden lukovima dviju kruznica razlicitih redisSta 1
polumjera.

Pod mjesecom podrazumijevamo geometrijski lik omeden lukovima dviju kruZnica
razliCitih srediSta 1 polumjera (slika 4.3). Hipokratova tri mjeseca su:

1. Prvi Hipokratov mjesec (slika 4.4). Mjesec je omeden kruznicom k; opisanom jed-
nakokra¢nom pravokutnom trokutu i kruznicom k; ¢iji je promjer hipotenuza tog tro-

8 Antifont (5. st. pr. Kr.) bio je gréki matematicar i filozof, najstariji poznati Atenjanin koji se profesionalo
bavio govornis§tvom.
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kuta. Kvadrat nad hipotenuzom (tj. promjerom od k;) je prema Pitagorinom poucku
dvostruki kvadrat nad polumjerom od k;, dakle kvadrat nad promjerom od k; dvos-
truki je kvadrat nad promjerom od k,. Bududéi da se povrSine krugova odnose kao
kvadrati nad njihovim promjerima, polukrug nad hipotenuzom ima povrsinu kao 1/4
kruga opisanog trokutu. PovrS§ina mjeseca je zbroj povrSina trokuta i polukruga nad
hipotenuzom umanjen za Cetvrtinu povrSine trokutu opisanog kruga, dakle prvi Hi-
pokratov mjesec ima istu povrsinu kao trokut kojim je odreden [18]].

ko

Slika 4.4: Prvi Hipokratov mjesec.

2. Drugi Hipokratov mjesec (slika 4.5). Mjesec kojem jedan rub nastaje tako da se
jednakokracnom trapezu ABCD, kojemu su krakovi i jedna baza duljine 1, a druga
baza AB duljine V3, opise kruZnica sa srediStem S, a drugi je rub luk kruZnice koja
prolazi kroz A 1 B 11ima srediSte O na simetrali trapeza tako da su trokuti AOB1AS D
slicni. Sa slike je vidljivo da je povrsia tog mjeseca jednaka povrSini trapeza ako je
zbroj povrsina triju malih odsjecaka jednak povrsini velikog odsjecka (nad stranicom
AB), a to je istina zbog pretpostavke o sli¢nosti trokuta AOB i ASD i o duljinama
stranica trapeza [18].

3. Treéi Hipokratov mjesec (slika 4.6). Promatra se pet tetiva od kojih su dvije dulje
jednake, a tako i tri krace (i pritom je dvostruki kvadrat duljine dulje tetive jednak
trostrukom kraée). Hipokrat je pokazao da je povrSina mjeseca ADCBE jednaka
zbroju povrsina triju trokuta (ADE, DCE, BEC) [18].
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Slika 4.5: Drugi Hipokratov mjesec.

Slika 4.6: Tre¢i Hipokratov mjesec.

Hipokrat nije pokazao (Sto je 1 nemoguce) da se svaki mjesec moze kvadrirati. Vjero-
jatno je bio svijestan da njegove metode ne rjeSavaju problem kvadrature kruga iako mu
neki autori pripisuju sljedecu kvadarturu kruga: pogledamo li sliku 4.7.

Vidimo da je povrSina pravilnog Sesterokuta, uvecana za Sest povrsina polukrugova (tj.
tri povrSine krugova) nad njegovim stranicama, jednaka povrs$ini kruga opisanog Sesterokutu
uvecanoj za Sest sukladnih mjeseca. Kako je polumjer kruga opisanog Sesterokutu jednak
njegovoj stranici, slijedi da je omjer povrSina kruga opisanog Sesterokuta i kruga kojem je
promjer stranica tog Sesterokuta 4 : 1. Slijedi da je povrSina kruga kojem je promjer stra-
nica tog Sesterokuta jednaka razlici povrSina Sesterokuta i Sest mjeseca. Ostaje pitanje je li
Hipokrat bio svjestan da se ti mjeseci, za razliku od spomenuta tri, ne mogu kvadrirati [[18]].
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Slika 4.7: Navodna Hipokratova kvadratura kruga.

Najveci napredak u rjeSavanju problema kvadrature kruga, dokaz da je povrSina kruga
jednaka povrsini pravokutnog trokuta kojem je jedna kateta jednaka polumjeru, a druga
opsegu kruga (slika 4.8), dao je Arhimed.

Teorem 4.1.1. Arhimediv teorem o krugu: Svaki krug K ima istu povrsinu kao pravokutni
trokut T, Cija jedna kateta ima duljinu kao polumjer kruga, druga kao opseg.

% N 0/2

=T

o/2

o

Slika 4.8: Arhimedov teorem o krugu.

Arhimed je teorem dokazao tako da je prvo pokazao da povrSina P(K) nije veca od

P(T), zatim da P(T) nije veca od P(K), pa po principu iskljucenja treeg onda slijedi da je
P(T) = P(K).
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Obje tvrdnje (da P(K) nije ve¢a od P(T) i obrnuto) dokazao je pretpostavivsi su-
protno te usporedujuci povrSinu krugu upisanog, odnosno opisanog, pravilnog 2"-terokuta
s povrSinom trokuta P(7T'). ViSe detalja dokaza mogu se naci npr. u [[18}9].

Problem trisekcije kuta

Problem trisekcije kuta drugaciji je od prethodnih dvaju klasi¢nih problema jer je u nekim
slucajevima rjesiv konstrukcijom ravnalom i Sestarom. Buduci da se svaki tupi kut moze
rastaviti na jedan ili viSe pravih kutova i jedan Siljasti, problem se svodi na problem tri-
sekcije Siljastog kuta. Primjeri kutova koji se mogu ravnalom 1 Sestarom podijeliti na tri
jednaka dijela su pravi kut 1 kut od 27°. Opc¢enito, danas znamo da se kut moZe konstruirati
ako mu se moZe konstruirati kosinus (jer je to onda jedna kateta u pravokutnom trokutu
hipotenuze 1, pa se taj trokut i stoga kut mogu konstruirati). Stoga, ako je zadan «, iz
cos 3¢ = 4cos® ¢ —3cosp uz 3¢ = ai x = cos ¢ vidimo da je iz moderne perspektive ovaj
problem ekvivalentan konstrukciji rjeSenja kubne jednadzbe

4x* — 3x = cos a.

Hipokratu je bila poznata sljedeca mehanicka trisekcija: Ako je zadan kut Z/CAB,
nacrta se okomica CD na AB i dopuni do pravokutnika ADCF (slika 4.9). Stranica se F'C
dovoljno produlji te se na njoj nalazi toc¢ka E tako da sjeciSte H od AE s CD bude takvo da
je [HE| = 2|AC]| (to je u praksi lako izvedivo, 1ako nije izvedivo kao konstrukcija ravnalom
1 Sestarom). Tada je kut EAB trec¢ina kuta CAB. G je poloviste duzine |HE]|, lako se dokaze
da je lut EAB trecina kuta CAB [18]].

F C E

A D B

Slika 4.9: Trisekcija kuta Hipokratovom metodom.

Hipiji iz Elideﬂ pripisuje otkrie krivulje kvadratise oko 420. pr. Kr. Ta se krivulja
moze iskoristiti za kvadraturu kruga i trisekciju kuta. Kvadratisa spada u tzv. mehanicke

Hipija iz Elide (443.-399. pr. Kr.) bio je gréki matematicar, filozof i sofist. Poznat po otkriéu kvadratise.
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krivulje Cije tocke nije moguée konstruirati ravnalom i Sestarom te tako, i to rjeSenje ne
zadovoljava uvijet konstrukcije. Kvadratisa se definira kao geometrijsko mjesto toCaka F
koje su sjecista stranice CD kvadrata, koja se jednolikom brzinom spusta na stranicu AD
s drugom stranicom AB B istog kvadrata, a koja jednoliko rotira do poloZaja AD i to tako da
stranica BC padne na AD to¢no kad i AB. Za trisekciju kuta kvadratisa se moZe iskoristiti
ovako: Ako je dan kut /EAB odreden jednim poloZajem rotirajuée stranice AD i pripadna
tocka F kvadratise, odredi se tocka H na okomici FP na AB takvadaje |FH|: |HP| =
Paralela kroz H sa stranicom AB sijeCe kvadratisu u tocki /. Tada je kut ZIAB traZena
tre¢ina kuta EAB (slika 4.10) [18].

Slika 4.10: Trisekcija kuta pomocu kvadratise.

Arhimedova trisekcija jedna je od najpoznatijih mehanic¢kih metoda trisekcije kuta.
Zadan je kut @ = Z/ABC. Produlji AB i nacrtaj polukruznicu oko B. Na ravnalu oznacimo
njen polumjer kao DE i nademo poziciju ravnala u kome da tuZina jednim krajem leZi
na AB, drugim na polukruznici, a pritom pravac DE prolazi kroz C. Tada je ZAED = %
(18,19, 33].

4.2 Problem minimalne udaljenosti

Heron iz AleksandrijeEG] Jje promatrao sljedeci, vrlo poznati problem:

19Heron iz Aleksandrije (vierojatno 1. st.) bio je starogréki matematicar i izumitelj. Bavio se geometri-
jom, poznat je po svojoj formuli za povr§inu trokuta.
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Slika 4.11: Arhimedova trisekcija kuta.

»Neka su A 1 B tocke s iste strane pravca p. Treba pronadi tocku C na pravcu p tako da
je |AC| + |CB| minimalna [33]].”

Slika 4.12: Heronov problem.

Heron je zadatak rijeSio kako slijedi. To¢ku B preslikamo osnom simetrijom u tocku
B' te spojimo to¢ke A i B' duzinom. Sjeciste duZine AB' i pravca p oznalimo sa C. Totka
C je trazena tocka te za nju vrijedi da je |AC| + |BC| minimalno. Naime, promotrimo neku
drugu proizvoljnu to¢ku C' na pravcu p (slika 4.12). Trokut AC'B'B je jednakokraCan, stoga
vrijedi da je |AC'| + |C'B| = |AC'| + |C'B'|. Zatim vrijedi:

|AC'| + |C'B| = |AC'| + |C'B'| > |AB'| = |AC| + |CB],
pri ¢emu vrijedi jednakost ako se C i C' poklope. Dakle, tocka C je rjeSenje problema [33]].
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4.3 Podjela prostora ravninama

RjeSenje ovog problema dao je Jakob SteinelE] 1826. godine. Problem je sljedeci:
,Na koliko maksimalno podruc¢ja moZemo podijeliti prostor s n ravnina [33]]7”
Ovaj problem je viSe kombinatornog karaktera, ali smo ga odlucili smjestiti u poglav-

lje o geometriji prvenstveno radi Steinerovog doprinosa geometriji. Pri rjeSavanju ovog
problema koristit cemo poznate formule:

1
1+2+3+...+n=n(nJr ),
2
24224 +n2_n(n+1)(2n+1)
cee - 6 .

Promotrimo prvo planimetrijski analogon ovog problema: ,,Koliki je maksimalni broj
podrucja na koje n pravaca u opéem polozaju dijeli ravninu [33]]?”

Ovaj problem rjeSavamo matematickom indukcijom. S P, oznacimo broj podrucja na
koje n pravaca dijeli ravninu. Promotrimo sliku 4.13. Ociglednoje P, =2, P, =41 P; =T.

XX

n=1

n=3
— P,=4
P, =2 " P,=7

Slika 4.13: Podijela ravnine pravcima u opéem poloZaju.

Nasluéujemo da vrijedi sljedeca rekurzivna relacija:

P,=P,1+n, n>2
P1:2

Jakob Steiner (1796.—1863.) bio je $vicarski matematicar koji je poznat po svome radu na podrudju
geometrije.
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Dokaz. Bazu indukcije predstavlja Cinjenica da je P, =4 = Py + 2.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za nekin € N,n > 2.

Provedimo korak indukcije. Povucimo (n + 1)-vi pravac u opéem polozZaju (dakle,
neparalelan svim prethodnima). On prethodnih n pravaca sijece u n toCaka, recimo da su
to tocke T, T, ...,T,. No, tada je sa T, ..., T, taj (n + 1)-vi pravac podijeljen na (n + 1)
intervala i svaki od tih intervala dijeli ve¢ jedno postojece podrucje na dva dijela. Dakle,
za svaki interval se broj podrucja poveca za 1, pa kako ih ima (n + 1) slijedi

Poi=P,+1-n+1)=P,+(n+1).

Stoga prema aksiomu matematicke indukcije zakljucujemo da tvrdnja vrijedi za sve
n € N.

Mozemo li P, eksplicitno izraziti preko n? Pogledajmo sljedeci niz jednakosti:

P,=P +2
P3:P2+3
P4:P3+4

P, y=P,o+(m-1)
P,=P, | +n.

Sumiranjem ovih jednakosti neki se ¢lanovi dokidaju te ostaje:

1
P,=P1+2+3+4+..+n=2+24+3+4+...+n=1+14+2+3+..+n= 1+n(n2+ ).
Zakljucujemo:
Pn:1+n(n+1).
2
Ova jednakost takoder se formalno dokazuje matematickom indukcijom. O

Vratimo se sada prvobitnom problemu. Za postizanje maksimalnog broja podrucja na
koje n ravnina dijeli prostor, pretpostavljamo da nikoje Cetiri ne prolaze jednom tockom
niti ima paralelnih niti ima paralelnih njihovih presjecnica [33].
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Sa S, ozna¢imo maksimalan broj podrucja na koje n ravnina dijele prostor uz zadane
uvijete. Nova dodana ravnina tj. (n + 1)-va sijeCe prvih n ravnina u n pravaca koji za-
dovoljavaju uvjete zadatka. Stoga je nova (n + 1)-va ravnina podijeljena sa n pravaca na
P, podrucja. Za toliko se povecava broj dijelova prostora dodavanjem (n + 1)-ve ravnine.
Dakle, vrijedi rekurzivna relacija:

S}’H-I = Sl’l + PVl‘
Sumiramo sljedece:

n—1

Z(sk+1 —S)=S8,-S, =P, +Py+..+P, ..

k=1
Buduéidaje S| =S¢+ Po=1+1=2,slijedi:

S,=2+P1+Pr+..+P,q,
tj.

Raspisivanjem dobivamo:

k=1 k=1
1 n—1 n—1
_ 1 2
=n—1+z| )k +Zk]
k=1 k=1
I|lnn—-1)2n—-1) (m—-1)n
—n—1+~-
n—1+ 2[ g L
_n’+5n-6
B 6
Zakljucujemo:
3+5n-6
S = n’ + 5n 3]



Poglavlje 5

Kombinatorika

Kombinatorika je grana matematike koja proucava prebrojavanje konacnih skupova. Mnogi
kombinatorni zadaci spadaju u tzv. zabavnu matematiku, te ¢emo ovdje predstaviti neke od
njih koji su se istakli tijekom povijesti.

5.1 Kombinacije s okusima

Prva zabiljeZena kombinatorna pravila, ali bez dokaza, pojavila su se u Indiji. U deve-
tom stoljecu indijski matematicar Mahavira dao je (bez dokaza) eksplicitni algoritam
za izraCunavanje broja kombinacija. Njegovo pravilo, zapisano u modernom obliku jest
sljedece:

(n)_ nn-Dn-2)---n—k+1)
kl 1-2-3---k

gdje je (Z) broj razli¢itih odabira k objekata od danih n. Sljededi zadatak je iz Mahavirine
knjige Ganita Sara Samgraha:

,,Koliko postoji razlic¢itih kombinacija sljedecih okusa: gorko, kiselo, ljuto, slano, trpko
i slatko [33]?”

Odabir k okusa od n = 6 okusa koji ¢e biti u kombinaciji jednak je odabiru n — k okusa
od danih n koji nece biti u kombinaciji. To zapisujemo na sljedec¢i nacin:

="

Stoga postoji:

70



POGLAVLIJE 5. KOMBINATORIKA 71

1. (8) = 1 nacin za odabir niti jednog okusa,
2. ( ) = 6 nacina za odabir jednog okusa,

3. ( ) 15 nacina za odabir dva okusa,

4. ( ) 20 nacina za odabir tri okusa,

5. ( ) 15 nacina za odabir Cetiri okusa,

6. ( ) 6 nacina za odabir pet okusa,

7. (2) = 1 nacin za odabir Sest okusa.

Sumiramo dobivene vrijednosti 1 zakljucujemo da je ukupan broj svih razlicitih kom-
binacija upravo 64. To je naravno specijalni slu¢aj (za n = 6) danas dobro poznate kombi-
natorne formule

)+

k=0

Zadatak smo mogli rijeSiti i na neSto drugaciji nac¢in. Naime, oznacimo sa f f>...fs
Sesteroznamenkasti broj takav da je f; = 0 ako okus k nije odabran, za k € {1,...,6}, a
sa f = 1 ako je okus k odabran. Pitanje je, koliko takvih Sesteroznamenkastih brojeva
postoji? Odgovor se krije u varijacijama s ponavljanjem Sestog razreda od dva elementa,
odnosno broj varijacija s ponavljanjem Sestog razreda od dva elementa jednak je 2° = 64
[33].

5.2 Zadaci s prijelazima rijeke

Problem je sljedeci: ,,Tri Zene 1 njihovi muZevi dolaze do obale rijeke tijekom putova-
nja. Rijeku moraju prije¢i Camcem koji istovremeno ne moZze prevesti vise od dvije osobe.
MuzZevi su jako ljubomorni i svaki od njih postavio je uvjet da njegova Zena ne smije biti u
druStvu s nekim drugim muzem ako nije 1 sam prisutan. Mogu li ova tri para prijeci rijeku
uz dane uvjete [33]]7”

Alcuin je dao rjeSenje koje se sastoji od jedanaest prelazaka rijeke. Neka velika slova
A, B i C oznaCavaju muZeve, a mala slova a, b i ¢ njihove Zene. Ista slova odgovaraju
svakom bra¢nom paru. Alcuinovo rjesSenje je dano na slici 5.1.
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Aa
Aa Bb Ce — Aa
A
A Bb Ce be
abc
a
Aa B C BC Bb Cec
‘y
AB
Aa Bb A B CC
/
abe ab > AaBbC
%
Ce Cc > Aa Bb Cc

Slika 5.1: Alcuinovo rjeSenje problema.

Postoji 1 nesto krace rjeSenje za koje je potrebno devet prelazaka rijeke. Ipak, ovo
rjeSenje moZzemo prihvatiti samo pod posebnim uvjetima o kojima se u tekstu zadatka ne

spominje. Rjesenje sa devet prelazaka rijeke dano je na slici 5.2.

Aa
Aa Bb Ce —> Aa
A
be
ABbCC = abc
a
Aa B C Aa > Aabc
/
BC
ABC = a Bb Cec
/
A
Aa ° > Aa Bb Ce

Slika 5.2: RjeSenje sa devet prelazaka rijeke.
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U ¢emu je problem sa drugim rjeSenjem? Naime, u sedmom prelasku rijeke, muZevi B
1 C dolaze do obale rijeke na kojoj se nalaze Zene a, b i c. Oni prepustaju Camac Zeni a i
time se narusava uvjet zadatka koji zabranjuje susret svake Zene sa drugim muskarcima ako
njezin muskarac nije sam prisutan. Ako se taj susret zanemari, rjeSenje od devet prelazaka
moze biti prihvaéeno. Ako je u zadatku strogo viSe od tri vjenCana para, zadatak se moze
rijesiti samo uz pomo¢ otoka usred rijeke [33].

Sljedeci poznati zadatak matematicki je jako sli¢an prethodnom. Seze u osmo stoljece
Skoli kao zadatci zabavnog karaktera. Jedan od poznatijih problema je onaj koji ukljucuje
covjeka, vuka, kozu i kupus. Problem je sljedeci:

,Covijek Zeli prevesti preko rijeke vuka, kozu i kupus u Gamcu u koji istovremeno stane,
uz Covijeka, samo vuk ili koza ili samo zelje. Ne moze ostaviti kozu samu s vukom jer ¢e
je pojesti, niti moze ostaviti kozu samu s kupusom. Kako da preveze svo troje bez da itko
iSta pojede s najmanjim brojem prijelaza [33]]?”

Postoje dva rjeSenja koja zadovoljavaju uvjet minimalnosti: (slika 5.3 i slika 5.4).

covjek
vuk covjek,koza covjek
koza 2@ Lkoza
kupus
covjek covjek,vuk @02?
@ covjek
vuk u
kupus vu
covjek covjek, kupus vuk
koza covjek
kupus kupus
covjek,koza covjek
koza hd =0 vuk
koza
kupus

Slika 5.3: Prvo prebacivanje koje zadovoljava uvjet minimalnosti.

Uoc¢imo da je za oba rjesenja koja zadovoljavaju uvijet minimalnosti potrebno sedam
prijelaza rijeke [33]].
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covjek .
vuk covjek,koza covjek
koza ® koza
kupus
eovjek covjek, kupus koza
covjek
vuk A
kupus upus
covjek,koza
covjek covjek,vuk vuk
koza covjek
vuk kupus
covjek,koza R covjek
koza 4 @ wvuk
koza
kupus

Slika 5.4: Drugo prebacivanje koje zadovoljava uvjet minimalnosti.

5.3 Josipov problem

Jedan od najpoznatijih kombinatornih problema u povijesti pripisuje se Zidovskom po-
vjesnicaru Josipu Flavijlﬂiz 1. stoljeca. Problem je sljedeci:

,Pobunjenik Josip Flavije zarobljen je zajedno sa svojih 40 suboraca u jednoj Spilji,
pokraj grada Jotapata od strane rimskih vojnika. Umjesto da se predaju, odlucili su se
medusobno ubiti. Josip i njegov prijatelj nisu bili za takvo rjeSenje pa je on dao sljedeci
prijedlog. Njih 41 postavit Ce se u krug 1 svaka tre€a osoba bit ¢e ubijena (nekoliko puta
uokrug sa sve manjim brojem ljudi) dok ne preostanu na Zivotu dvije osobe. Zahvaljujuéi
svom matematickom talentu Josip je ubrzo shvatio da ¢e on i njegov prijatelj preZivjeti ako
stanu na 16. 1 31. mjesto. Tako se i dogodilo [33].”

Zanimljivo je, da je ovaj problem potaknuo paznju mnogih matematicara, tako da pos-
toje razne varijante Josipovog problema, najcesce s parnim brojem osoba od kojih su pola
po nekom kriteriju loSe i trebaju biti eliminirane analognim postupkom kao u izvornom
Josipovom zadatku. Navest ¢emo jednu od varijanti Josipovog problema. Bachetoveﬂ va-
rijanta je sljedeca:

!Josip Flavije (37.-100.) bio je Zidovski povjesnicar i vojskovoda.
2Claude Gaspar Bachet de Meziriac (1581.-1638.) bio je francuski matemati¢ar poznat po doprinosu
teoriji brojeva i metodi konstrukcije magic¢nih kvadrata.
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,Petnaest mornara i petnaest krijumcara plovilo je brodom koji je naiSao na oluju. Ka-
petan bi mogao spasiti brod ako polovica putnika napusti brod. SloZio je trideset muskaraca
u krug, a svaki je deveti, racunajuci iz odredene tocke na krugu, spusten u Camac za
spaSavanje. Kako kapetan treba rasporediti muskarce tako da svih petnaest mornara bude
spaSeno [33]]7”

Opca varijanta Josipovog problema je sljedeca: ,, n ljudi oznaceni brojevima od 1 no n
smjesteni su u krug. Krenimo od osobe s brojem 1 i eliminiramo svaku k-tu osobu (k > 2),
sve dok ne preostane samo jedna osoba. Odredimo polaznu poziciju preZivjele osobe [33]].”

RjeSenje za slucaj k = 2: Dobiveni broj ocito ovisi o broju n. Radi jednostavnosti
definirat ¢emo funkciju J : N — N, gdje je J(n) broj koji preostane od brojeva {1, ..., n},
koristeci navedeni postupak. Razlikujemo parni i neparni slucaj za n.

Ako je n = 2m, tj. imamo paran broj ljudi, nakon prve eliminacije preostaju samo ne-
parni brojevi. Primjera radi, pogledajmo slucaj za n = 6.

A

Slika 5.5: Primjer prvog kruga eliminacije za n = 6.

Nakon prvog kruga eliminacije, postupak opet ponavljamo, tako da je sljedeéi broj za
eliminaciju broj 3. Novi krug sastoji se bez m prethodno eliminiranih osoba i svaka osoba
koja je ostala je s pozicije oblika 2/ — 1. Stoga, J(2m) = 2J(m) — 1,zan > 1.

Ako je n = 2m + 1, u prvom krugu eliminacije osobe oznacene sa brojevima 2,4, 6, ...
i 1 su eliminirane. Ostale su osobe sa neparnim brojevima, izuzev broja 1. Primjera radi,

pogledajmo slucaj kada je n = 7.

U ovom slucaju ostaju osobe Cije pozicije su oblika 2m+1. Stoga, J(2m+1) = 2J(m)+1.
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7

! 3
5 A

Slika 5.6: Primjer prvog kruga eliminacije zan = 7.

Za funkciju J(n) stoga imamo sljedece rekurzivne relacije, drugim rijeCima za svaki
prirodan broj n vrijedi:
J(1)=1
J(2n) =2J(n) + 1
J2n+1)=2J(n)+1

Prvih nekoliko vrijednosti za J(n) prikazano je u sljedecoj tablici.

n | 1234567891011 1213 14 15|16
Jm) |1 1313571357911 1315 ]| 1

Tablica 5.1: Prvih nekoliko vrijednosti za J(n).

Gornja toblica sugerira da funkcija J(n) ,,prebrojava” sve neparne brojeve tako da svaki
put kada joj je argument potencija broja 2 krene ispocetka. J(n) je uvijek 1 na pocetku
grupe za n = 2m 1 povecava se za 2 unutar grupe.

Ako stavimo n = 2™ + [, gdje je 2™ najveca potencija broja 2 koja nije veca od n, tada
imamo:

JR"+D=2l+1, 0<I<2™.

Dokaz se provodi indukcijom [33]].

Primjer 5.3.1. Kako je 100 = 2% + 36 slijedi J(100) = J(2% + 36) =2-36 + 1 = 73 [33].



POGLAVLIJE 5. KOMBINATORIKA 77

5.4 Hanojski tornjevi

Zagonetku Hanojskih tornjeva izmislio je francuski matemati¢ar Edouard Lucas 1883.
godine. Prema legendi, vrhovni hinduisti¢ki bog dao je svojim svecCenicima sljedeci zada-
tak: Dana su tri dijamantna Stapa, na prvom Stapu naslagana su 64 zlatna diska razlicitih
veli€ina, od najveceg na dnu do najmanjeg na vrhu. Sva 64 diska treba premjestiti sa prvog
na treci Stap, tako da svi diskovi budu u istom poloZaju i niti u jednom trenutku veéi disk
ne smije biti stavljen na manji. Kada i zadnji disk bude premjesten, svijet e doéi svom
kraju. Ostaje nejasno je li Lucas izmislio ovu legendu, ili je bio inspiriran njome. Inace,
za izvrSenje ovog zadatka sveCenicima bi trebalo 18 446 744 073 709 551 615 poteza da
izvrse zadatak [3]].

Pretpostavimo da imamo n diskova. Trazimo najmanji broj premjeStanja za prebaciva-
nje n diskova po zadanim pravilima. Oznacimo taj broj sa 7 ,.

Slucaj kada je n = 1 prikazan je na slici 5.7.

n=1 /—\

[ T 1 I

Slika 5.7: Prebacivanje jednog diska.

Slucaj za n = 2 prikazan je na slici 5.8.

Ako trebamo premjestiti n diskova, prvo premjestimo (n—1) manjih diskova na pomoc¢ni
Stap, a za to nam je potrebno 7,_; premjeStaja koristeci 3. Stap kao pomo¢ni. Onda preba-
cimo najveci disk na treci Stap. To je joS jedno premjeStanje. Kona¢no (n— 1) sa pomoénog
Stapa prebacimo na treéi Stap koristeéi 1. Stap sada kao pomoéni. Za to je potrebno 7,_;
premjesStanja. Zakljucujemo da 7, zadovoljava

T,<2-T,1+1.

S druge strane, u nekom trenutku moramo prebaciti najveci disk, a kada to radimo ovih
n — 1 manjih diskova moraju biti na jednom Stapu i treba nam barem 7,,_; premjeStanja da
to napravimo. Sada najveéi disk moZemo koliko god puta premjestati, ali ga barem jednom
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1. prebacivanje

/_\ 3. prebacivanje

2. prebacivanje

Slika 5.8: Prebacivanje dva diska.

moramo smjestiti na zadnji Stap. Da bi na njemu dobili onih » — 1 manjih diskova treba
nam 7,_; premjeStanja, tj.

TnZZ'Tn_1+1.

Zaklju¢ujemo da T, zadovoljava sljedecu rekurzivnu relaciju:

T,=2-T,1+1.

Trazimo eksplicitni izraz za T ,:

T,=2-T,1+1
=2-2-Tho+D+1=2>T,r,+2+1
=222 Tys+D+2+1=2>T, 3+22+2+1=..

=20 To+2" 42724 L 42+1=2"-1[3]

5.5 Eulerov zadatak s grcko-latinskim kvadratima

Latinski kvadrat je n X n tablica s n razliCitih simbola tako da se svaki simbol pojavljuje
tocno jednom u svakom retku i svakom stupcu. Prvi se njima sustavno bavio Euler. On
ih je smatrao novom vrstom ,;magi¢nih kvadrata” popularnih u to vrijeme. Kao simbole
koristio je latini¢na slova pa odatle i potjeCe njihov naziv [28]. Ako umjesto slova koristimo
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boje ili uzorke, dobit ¢emo vizualno atraktivnije latinske kvadrate [5]. Zamijene li se dva
retka, stupca ili simbola dobije se novi, izotopni latinski kvadrat. Izotopija je relacija
ekvivalencije i dijeli latinske kvadrate na klase ekvivalencije. Od uobicajenih latinskih
kvadrata, zanimljivi su, a i korisniji, oni koji se nazivaju grcko-latinskim kvadratima [28]].
Eulerov kvadrat ili gréko-latinski kvadrat je kvadrat u kome se svako latini¢no slovo
kombinira jednom i samo jednom sa svakim gr¢kim slovom. Dakle, u grcko-latinskim
kvadratima kao da imamo preklopljena dva latinska kvadrata. Naziv gréko-latinski kvadrat
takoder potjece od Eulera jer je on koristio kombinacije od po jednog latinskog i jednog
grékog slova (slika 5.9) [5].

b la|d|c Yy 6 |a|B| |by|lad |da|cf
dic|b|a Bla|d |y | |dB|ca|bd|ay
c/d|la|b S|y B|la||cd|dy|af|ba
a/b|c|d a p|ly| 6| |aa|bB|cy | dé

Slika 5.9: Lijevo: latinski kvadrat Cetvrtog stupnja s latinicnim slovima (a, b, c1d). U
sredini: latinski kvadrat s grékim slovima «, 8,y 1 6. Desno: grcko-latinski kvadrat.

Dok latinski kvadrati postoje u svim veli¢inama, gréko-latinski ne postoje u veli¢inama
2 x 216 x6. U Eulerovo vrijeme bili su opée poznati grcko-latinski kvadrati reda 3, 4
i 5, no Euler se pitao §to je s gréko-latinskim kvadratom reda 6? Godine 1782. Euler je
formulirao problem poznat kao Eulerov problem casnika [33]]:

»Moze li se rasporediti 36 Casnika, od kojih svaki ima 6 razliCitih ¢inova, koji pripadaju
6 zasebnim pukovnijama, kako bi se formirao kvadrat 6 X 6 tako da svaki redak i stupac
sadrzi to¢no jednog Casnika svakog Cina i iz svake pukovnije [33]]?”

Euler je pokazao da se problem n” asnika, koji se kao i problem konstrukcije gréko-
latinskog kvadrata reda n, uvijek moze rijesiti ako je n neparan ili ako je n djeljiv s 4.
Nadalje, izjavio je da se grcko-latinski kvadrati reda 6, 10 i1 14 te opéenito svi kvadrati reda
n = 4k + 2 ne mogu konstruirati. Ta tvrdnja postala je poznata kao Eulerova pretpostavka
[33]. Eulerova pretpostavka opovrgnuta je 1959. godine kada je konstruiran gréko-latinski
kvadrat reda 22 i reda 10. Eulerova pretpostavka pogresna je za sve vrijednosti n = 4k + 2,
gdje je n > 6 [33].

Grcko-latinski kvadrati koriste se u planiranju nekih eksperimenata ili rasporeda [3]].
Primjerice, Zelimo li da dvije skupine ljudi (skupina 1: Tin, Iva, Fran; skupina 2: Ana,
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Jan, Eva) u tri dana (petak, subota 1 nedjelja) odlaze na kavu tako da se svatko iz jedne
skupine sastane sa svakim iz druge po jedan put i da nitko nema dva dogovora za kavu
u istom danu, te da pritom raspravljaju o trima matematickim disciplinama (geometriji,
kombinatorici, vjerojatnosti) opet prema istom principu (svatko po jednom raspravlja o
svakoj matematickoj disciplini i nitko ne raspravlja o istoj dvaput), mozZemo raspored dobiti
iz gréko- latinskog kvadrata veli¢ine 3 X 3. Promotrimo sljede¢i grcko-latinski kvadrat
sastavljen iz kombinacija latinskih slova P, S, N i grckih slova @, 81 y (slika 5.10) [S].

R 2R T T™w

<= nw®m™=2|8 ™®
™o niw =2

Slika 5.10: Grc¢ko-latinski kvadrat.

Gledamo 1i samo slova P, S, N, ona Cine latinski kvadrat, a isto vrijedi i ako gledamo
samo slova @, 1. Uz to, svaka kombinacija latinskog 1 grékog slova pojavljuje se tocno
po jednom u tablici - uo¢imo da imamo grcko-latinski kvadrat. Ako sada uzmemo da slova
P, S, N znace ,,petak, subota, nedjelja”, a slova a, 8 1 y znace ,,geometrija, kombinatorika,
vjerojatnost” te dodatno zamislimo da retci predstavljaju osobe prvog tima (prvi red Tin,
drugi Iva, tre¢i Fran), a stupci osobe drugog tima (prvi Ana, drugi Jan, tre¢i Eva), lako
oc¢itamo raspored. Primjerice, u nedjelju (N) ¢e o kombinatorici (5) raspravljati Iva (drugi
red) 1 Ana (prvi stupac) [5, 28, 33].



Poglavlje 6

Vjerojatnost

Pierre-Simon de LaplaceE] jednom davno rekao je: ,,Najvaznija Zivotna pitanja su, u vecini
sluCajeva, vezana uz vjerojatnosne probleme [33].” Takoder je napisao: ,Znakovito je
vazno, da znanost koja je zapocela razmatranjem igara na srecu, postane vazan dio ljudskog
znanja [33]].” Vjerojatnost je puna iznenadujucih rezultata i paradoksa, viSe nego bilo koja
druga grana matematike. Zanimljiva je i sljedeca izjava: ,,Vjerojatnost je jedina grana ma-
tematike u kojoj dobri matematicari esto dobivaju rezultate koji su u potpunosti pogresni
[33].” Rezultati plodonosnih rasprava dvaju poznatih francuskih matematicara, Blaise Pas-
cala i Pierre de Fermata, doveli su do temelja teorije vjerojatnosti. U ovom poglavlju bavit
¢emo se poznatim vjerojatnosnim problemima, ali bit ¢e i onih manje poznatih.

6.1 Problem bodova

Godine 1654. Antonie Gombaud (1607.—1684.), zvan Chevalier de Méré, ujedno i profe-
sionalni kockar, zamolio je Pascalzﬂ da rijesi kockarski problem koji se ti¢e podjele uloga.
Pascal 1 Fermat intenzivno su (kroz pisma) raspravljali o ovom problemu, koji se esto na-
ziva problemom bodova. Kroz svoja dopisivanja dosli su do temelja teorije vjerojatnosti.
Problem bodova ponekad zvan i kao problem podjele, glasi:

,Dva jednako uspjesna kockara igraju pravednu igru u krugovima. Pobjednik je onaj
koji prvi ostvari unaprijed fiksirani broj bodova. Medutim, igra se prekida radi nekog raz-
loga. Pitanje je kako podijeliti uloge znaju¢i bodove kockara u trenutku prekida igre i broj

'Pierre-Simon de Laplace (1749.—1827.) bio je poznati francuski matemati¢ar i astronom ¢&iji su radovi
znatno doprinijeli razvoju matematike, astronomije, vjerojatnosti i statistike.

?Blaise Pascal (1623.—1662.) bio je francuski matematicar i fizi¢ar koji je zasnovao teoriju vjerojatnosti
proucavajudi igre na srecu.

81
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bodova potrebnih za pobijedu [33]7”

Fermat je proucavao slucaj u kojem kockaru A trebaju 2, a kockaru B 3 boda do po-
bjede. OCcito je da ne treba viSe od 2 + 3 — 1 = 4 ispitivanja za utvrdivanje rezultata. S a
oznacimo krug kada igra¢ A pobjeduje, a s b kada to €ini igra¢ B. U tih 2 + 3 — 1 krugova

moZe nastupiti 223! = 16 jednako vjerojatnih nizova pobjeda (slika 6.1).
1 a a a a
2 a a a b
3 a a b a
4 a b a a
5 b a a a
6 a a b b
7 a b a b
8 b a a b
9 a b b a
10 b a b a
11 b b a a
12 b b b a
13 b b a b
14 b a b b
15 a b b b
16 b b b b

Slika 6.1: Mogu¢i nizovi pobjeda.

Medu 16 mogucih slucajeva, 11 je povoljnih za A (to su prvih 11 gdje se a pojavljuje
2 ili viSe puta), a 5 ih je povoljno za B (preostali slucajevi gdje se b pojavljuje tri ili
viSe puta). Stoga je vjerojatnost pobjede % za kockara A i ]5—6 za kockara B. Fermat je
zakljucio da ulog treba podijeliti proporcionalno vjerojatnostima pobjede, dakle, u omjeru
11 : 5. Pascal je do istog zakljucka doSao koristeci tablicu binomnih koeficijenata, koju
danas nazivamo Pascalovim trokutom. S n oznacimo unaprijed fiksirani broj bodova koji
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igraci moraju postiéi u igri kako bi pobijedili. Zatim, s e(k, m) ozna¢imo udio kockara A
u ukupnom ulogu, tj. ocekivanje igraca A ako je igra prekinuta kada igracu A nedostaje k,
a igracu B m krugova do pobjede. Tada ¢e igra biti gotova u najvise k + m — 1 sljedecih
krugova. Pascalov postupak mozemo zapisati na sljedeci nacin [18]:

1
e(0,n) =1, e(n,n) = R n=1,2,..,

1
e(k5m): E[e(k_ 17m)+e(k’m_ 1)]9 k’m: 1’25-"

Da bi izracunao e(k, m), Pascal je koristio svoje rezultate iz aritmetickog trokuta (Pas-
calovog trokuta). Ova rekurzivna metoda postala je vrlo popularna kasnije u 18. stoljecu.
Opéeniti izraz za e(k, m) koji je izveo jest

1 Slk+m-1
e(k’m):WZ( i )

i=0
Fermatov pristup rjeSavanju problema bodova bio je nesto drugaciji. lako nije izraunao
opéeniti izraz za e(k, m), njegovi zakljucci izneseni na nekim posebnim slucajevima dovodi

do izraza
m—1 K k+i
k—1+1i\/1
=S

i=0

Bitno je napomenuti da prethodna dva izraza daju isti rezultat. Za slucaj kojeg je Fermat
proucavao imamo k = 2 i m = 3. UvrStavanje u Pascalov izraz (koji je, kako je receno,
ekvivalentan Fermatovom) daje

(004§

Sto predstavlja vjerojatnost pobjede igraca A [18, 33]].

6.2 Problem kockareve propasti

Problem kockareve propasti privukao je pozornost zacetnika teorije vjerojatnosti: Pascala,
Fermata i Huygensa. Problem glasi:

»Dva igraCa, igraC A i igraC B, bacaju nov¢i¢. Vjerojatnost pobjede za oba igraca je
u svakom krugu % Svaki od njih ima konacan iznos novaca, oznac¢imo ih m i n. Nakon
svakog bacanja, gubitnik daje jedan nov¢ié pobjedniku. Igra je gotova kada jedan od igraca
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posjeduje sve novce koji su bili u igri (ukupno: m + n). Koja je vjerojatnost da Ce to biti

igra¢ A, odnosno B [33]]?

Problem kockarove propasti i dan danas privlaci pozornost mnogih matematicara. Ni-
zozemski matematiCar Nicolaas Struyck (1686.—1769.) prvi je dao potpuno rjeSenje pro-
blema 1716. godine, koristeci rekurzivnu formulu Jacoba Bernoullija. Struyckovo rjeSenje
moze se opisati na sljedeci naCin: Neka e(x) oznaCava oCekivanje igraca A kada posjeduje
xzetona, x = 1,2,....,m+n—1, e(0) =0, e(m+n) = 1. S p oznaCimo vjerojatnost pobjede
igraca A u pojedinom krugu; tada je ¢ = 1 — p vjerojatnost pobjede igraca B u pojedinom

krugu. Rekurzivna relacija Jacoba Bernoullija jest sljedeca:

e(x)=pe(x+1)+qge(x—-1), x=1,2,....m+n-1,

koja se moZe zapisati kao

pe(x +1) = (p + @e(x) — ge(x = 1),
odakle slijedi da je

e+ )= e() = Lle(n) - e(x- 1)
p
Uzastopnom primjenom posljednje relacije jednakost (6.3) svodimo na oblik
(4}
e(x+1)—e(x) = (—) e(1).
p

Primjenom sume ") na jednakost (6.4) dobivamo:

m—1
[1 - (g/p)"le(])
e(m) = ;[e(x+ D=e(l = ===
Na analogan nacin dobivamo da je
m+n—1 m+n
e(m+n) = ; [e(x+1)—e(x)] = - fQ_/IZ;/p)]e(l).
Uvrstimo li e(m + n) = 1 u jednakost (6.6), dobivamo da je
1-(q/p)
)= ———M—.
‘=1 (q/pym"

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

UvrStavanjem e(1) u (6.5), Struyck je dobio sljedecu vjerojatnost pobjede igraca A

(propasti igraca B)
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1-(q/p)"
1= (g/p)m"
Istom argumentacijom dobiva se sli¢an izraz za Ppg

1-(p/9)"
1-(p/qymm

Py =e(m) =

Pp=en) =

Omjer dobivenih vjerojatnosti je

ﬂ _ pnqm _ pm+n
PB qm+n - pg™ ’
U posebnom slucaju, kada je m = n, supstitucijom ¢ = g/p i dobivamo

Py _p* @/p"-1 1

m # n.

t-DE" "+ +t+1)
Py q" (q/py—=1 tm (=D "'+ +t+1)

l_pm
m \gq|

Primjerice, Huygens je razmatrao varijantu zadatka kad igraci zapoCinjusam = n = 12
Zetona, a prema navedenim pravilima igre, broj Sansi za osvajanje pojedinog kruga je 15
zaigraca A 127 za igraa B od 42 moguca ishoda, dakle p = g = 15—4 1q = i—; = %. Stoga
za taj slu¢aj imamo

Py (5/14)2  (5\ 244140625
Py (9/1H12 (9) 282429536481
Definirajuc¢i nominalne vrijednosti svakog igraca, de Moivre je 1711. godine na vrlo
jednostavan nacin rijeSio op¢i problem kockareve propasiti. Pretopostavio je da igraci
imaju novce sloZene u tornjeve pri ¢emu jedan novci¢ predstavlja jedan ulog. Dokaz je
sljedeci: Igra¢ A posjeduje m, a igra¢ B n novciéa sloZenih u tornjeve. Nominalne vrijed-
nosti rasporedene su na sljedeci nacin:

najdonji (tj. zadnji) nov¢i€ igraca A nominalne je vrijednosti ﬁ,

2
predzadnji nov¢ic€ igraca A nominalne je vrijednosti (ﬁ) ,
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najgornji (tj. ,,najvislji”’) nov¢i¢ nominalne je vrijednosti (2) ,

m+1
najgornji (tj. najvislji) nov¢ic igraca B nominalne je vrijednosti (ﬁ) ,
p

m+2
es s e evqe ves - o . . .. . | 4q
novceic ISpOd naJV1leeg novcica igraca B nominalne J€ VrljeanStl (— ,
p

m+n
najdonji nov¢i¢ igraca B nominalne je vrijednosti (ﬁ) [33].
p

Nakon svake odigrane igre gubitnik daje najgornji novc¢i¢ pobjedniku koji ga stavlja na
vrh svoje hrpe, tj. tornja. Nominalni ulog igraca B je stoga u svakom krugu % veéi nego

x+1
onaj od igraca A, pa je ocekivana vrijednost svakog kruga igre jednaka 0. Dakle, p(%) -
q(%)x = 0, za sve x od 0 do m + n. Budu¢i da je nominalno ocekivanje u svakom krugu
0, nominalno ocekivanje igraca A u cijeloj igri jednako je nominalnom ocekivanju igraca
B, dakle vjerojatnost pobjede igraca A u svakom krugu igre pomnoZena sa nominalnim
dobitkom igraca A mora biti jednaka vjerojatnosti pobjede igraca B u svakom krugu igre

pomnoZena sa nominalnim dobitkom igraca B [33]:

n m+j m i
q q
i) =)

Uzevsi u obzir da je P4 + Pp = 1, slijedi da je vjerojatnost pobjede igraca A (propasti
igraca B) u cijeloj igri:

6.3 Buffonov problem

Georges Buﬂ‘orﬂ poznat je po sljedecem problemu:

3Georges Buffon (1707.-1788.) bio je francuski matematicar koji se bavio vjerojatno$¢u, binomnom
formulom, geometrijom, teorijom brojeva i mehanikom.
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»Ravnina je podijeljena paralelnim pravcima koji su udaljeni jedan od drugoga 2a. Na
tu se ravninu nasumice baca igla duljine 2/, (/ < a). IzraCunajte vjerojatnost da igla presi-
jeca neki od pravaca [29]?”

Buffon je taj zadatak, s greSkom, rijesio 1777., a prvi ga je to¢no rijeSio Laplace 1812.
Standardno rjeSenje ovog zadatka koristi geometrijsku vjerojatnost. Stoga trebamo odre-
diti: mjeru skupa dogadaja s pozitivnim ishodom (igla je pala na pravac) i mjeru skupa
svih moguéih dogadaja (igla je pala). Povoljan dogadaj moZemo interpretirati i ovako:
odredimo poloviste igle i njenu udaljenost od najbliZzeg pravca oznacimo sa x (slika 6.2
lijevo). Projekcija polovine igle na dobivenu okimicu bit ¢e duljine / - singp, gdje je ¢
kut izmedu bliZeg paralelnog pravca i1 pravca kojeg odreduje polozaj igle (uvijek uzimamo
manji kut). Ako je x udaljenost polovista igle do pravca manja od ove vrijednosti, dakle
x < [-sing, igla sijece, tj. pala je na taj pravac. Stogaje 0 < x <ai0< ¢ <.

Skup svih dogadaja s povoljnim ishodom ozna¢imo s G 1 to je skup G = {(p, x) : x <
[sin ¢}, a skup moguéih dogadajas Q, Q = {(¢,x) : 0<p <7t A0 < x < al.

xr

a
x = lsing
2a 2l

Slika 6.2: Buffonov problem

Skup G predstavlja prvi ,brijeg” sinusoide (slika 6.2 desno), a skup Q je pravokutnik
sa stranicama a i 7 [29]].

Povrsinu skupa G oznacimo P(G) 1 to je povrsina jednog vala sinusoide:

P(G) = f Isinpdp =1-[-cos¢ly] =—L-(cosm—cos0) =—[-(-1—-1) =2
0
PovrSinu skupa Q ozna¢imo P(L), a to je pravokutnik sa stranicama a 1 7:

P(Q)=a-n.

Stoga je traZena vjerojatnost kvocijent izraCunatih povrSina:
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_PG) 2

P=PQ) " an
Promotrimo gornju jednakost s drugog glediSta. Pretpostavimo da ne znamo vrijednost
broja mr, ali da moZemo pokusom utvrtidi vjerojatnost p. Vjerojatnost p moZemo procijeniti
pomocu relativne frekvencije dogadaja s povoljnim ishodom m u odnosu na ukupan broj

svih dogadaja, tj. bacanja n, ako je n dovoljno velik [29]:

p~—.
n

Sredivanjem izraza izrazimo 7:
2In
TR —.
am
Kako smo na pocetku pretpostavili da je / < a, uzmimo da je / = a. Tada je prethodni
izraz jednostavniji za raCunanje, ali 1 pokus za izvodenje:

2n
-~

T =

Izraz n = %" je traZzeni obrazac za stohastiCku aproksimaciju broja 7. Medu takvim
pokusima posebno se isti¢e onaj iz 1850. godine, prilikom cega je Rudolf Wolf (1816.—
1893.), Svicarski astronom i matemati¢ar bacio iglu 5000 puta i dobio 7 ~ 3,1596 te
Lazzarini, talijanski matematicar koji je iz 3408 bacanja 1901. godine dobio rezultat 7 =
3,1415929 [29].

6.4 St. Petersburski paradoks

Mnogi su matematicari 18. i 19. stoljeca bili fascinirani problemom koji poznatim pod na-
zivom St. Petersburski paradoks. Problem je sljededi:

»Dva igraca, igra¢ A 1 igra€ B, igraju igru u kojoj bacaju nov¢i¢ sve dok prvi put ne
padne glava. Ako se to dogodi u prvom bacanju, igra¢ A daje igracu B 1 krunu, u protiv-
nom igrac¢ A opet baca. Ako glava prvi puta padne u drugom bacanju, igra¢ A daje igracu
B 2 krune. Padne li glava u treCem bacanju, daje Cetiri krune i tako dalje udvostrucujuéi
vrijednost svakog puta. Dakle, ako se do n-tog bacanja ne pojavi glava, igra¢ B tada dobiva
2"~ krunu. Koliko bi trebao igra¢ B platiti igracu A za privilegiju igranja ove igre [33]?”

Vjerojatnost da ¢e igra¢ B dobiti jednu krunu jest %, da ée dobiti dvije je 1, da ée dobiti
Cetiri je % itd. Ukupan broj kruna koje moze ocekivati da ¢e dobiti je:
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1 1 1 . 111
5-1+Z'2+...+(§) 2"+ =4+ -+ 4. = 00!

Ovaj neocekivani rezultat (djeluje kao da bi igra¢ B trebao uplatiti beskonacno mnogo
novaca) privukao je paznju mnogih matematicara ukljuCujuci i bracu Daniel:ﬂi Nicola-
usa IIL. Bernoullija’] Francuski matemati¢ari Nicolas Condorcef’| i Siméon Poisson/|
smatrali su da je igra¢ A stupio u angazman kojeg nije mogao odrZati te da je igra kon-
tradiktorna. Jos jedan francuski matematicar, Joseph Bertran(ﬂ tvrdio je da su teorija i
navedeni rezultat bili sasvim ispravni te da su uvjeti igre pogodovali igracu B §to je i dovelo
do neocekivanog rezultata. Prema njegovim rije€ima, ako je broj bacanja ogranicen, onda
su Sanse razlic¢ite. Na primjer, na stoninu igara ulog igraca B je oko 15 kruna i on sada
riskira veci gubitak. Uvjeti igre 1 dalje mu idu u korist zbog mogucnosti velikog profita,
iako su vjerojatnosti male. Ulog igraca B ovisi o broju igara koje je igra¢ A duzan odigrati.
Ako je taj broj n, Bertrand je izracunao da je tada ulog igraca B jednak

log n
2log 2

Neki su matematicari ponudili rjeSenje temeljeno na prakticnom zakljucku, buduci da
je igracevo bogatstvo nuzno konacno, zbroj prema tome ne moze biti beskonacan. Daniel
Bernoulli nastojao je rijeSiti problem pomocdu njegovog nacela moralnog ocekivanja, u
skladu s kojim je zamijenio iznose:

[33].

1,2, 2% 23 ... sall/2 pl/4 418 gl/6 -

Zapravo je smatrao da vrijednost bogatstva ne ovisi samo o broju kruna koje igrac
prikuplja, ve¢ i o zadovoljstvu koje ono moze dati. Prema njegovom pristupu, dobitak
100 kruna puno viSe znaci onome koji ih trenutno ima malo, nego onome tko ih vec
ima mnogo. Primjenjujuci vlastiti princip moralnog ocekivanja, Daniel Bernoulli je iz-
nio sljedeci izraCun: Ako se dano bogatstvo x poveca za iznos dx, vrijednost povecanja je

4Daniel Bernoulli (1700.—-1782.), bio je Svicarski matematicCar, fizi¢ar, botanicar, oceanograf i anatom.
Sin Johanna II. Bernoullija. Izveo osnovnu jednadzbu za gibanje fluida (Bernoullijeva jednadzba).

>Nicolaus III. Bernoulli (1695.—1726.), bio je §vicarski matemati¢ar i sin Johanna II. Bernoullija. Njegov
rad temelji se na promatranju krivulja, diferencijalnih jednadZbi, mehanike i vjerojatnosti.

®Nicolas Condorcet (1743.-1794.) bio je francuski matemati¢ar poznat po sastavljanju matematic¢kih
metoda vezanih uz Zivotne i drustvene pojave.

7Siméon Poisson(1781.—1840.) bio je francuski matematicar i fizi¢ar, autor mnogih znanstvenih radova
s podru¢ja matematicke fizike i racionalne mehanike. Bavio se Fourierovim integralima, raCunom varijacija
i vjerojatnosti, problemima iz elektrostatike i magnetizma.

8Joseph Bertand (1822.—1900.) bio je francuski matemati¢ar koji je radio u podru¢jima teorije brojeva,
diferencijalne geometrije, teorije vjerojatnosti, ekonomije i termodinamike.
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df. Dakle, ako se moje bogatstvo povecéa s iznosa a na iznos b, stekao sam prednost koja
se moZze mjeriti s

dx

=Inb- lna:lné[BB].
a X a

Oznacimo funkciju koristi s U(b) = In g Njena varijabla je trenutni kapital b igraca.
Pocetna korist neka je U, = 0, te neka je s a oznaCen pocetni kapital. Ocekivana korist je,
prema Daniellu Bernoulliju jednaka

U= ipU(b)—anln— Z a_“znl,
n=1

bududi da kapital u slu¢aju uloga u i dobitka u n-tom bacanju raste s a—una b, = a—u+2"".
Stoga Daniel Bernoulli predlaZe rjeSenje problema rjeSavanjem jednadzbe

— wIn(@-u+2+!
UZZ Il(a ;tn ):lna,

n=1

s obzirom na u [[14]].

Medu raznim modifikacijama St. PetersburSkog paradoksa, kako bi se dobilo konacano
rjeSenje, istice se ona Svicarskog matemati¢ara Gabriela Cramereﬂ iz 1730. godine. Cra-
mer je pretpostavio da je bogatstvo igraca A ograni¢eno na 2°* = 16777216 kruna. Koliko
treba igrac B platiti igracu A za privilegiju igranja ve¢ opisane igre?

Cramer predlaZe sljedeCe rjeSenje. Vjerojatnost je 5; L da ¢e igra¢ B dobiti 2"~! kruna na
n-tom bacanju sve dok je n < 25; nakon toga dobit ¢e 224 krune. Bududi da je

24 ln 00 11’1
n—1 24 _ _
Z(E) 2 +Z(5) 221241 =13,

n=1 n=25
ocekivanje igraca, odnosno pravedni ulog, je 13 kruna [14), 33]].

6.5 Problem pogresnog pisma

Problem je sljedeci: ,,Djevojka pise k pisama za k prijatelja i raspolaze sa k razliCitno adre-
siranih kuverti. Sa zatvorenim ofima nasumicno stavlja po jedno pismo u svaku kuvertu.

9Gabriel Cramer (1704.—1752.) bio je $vicarski matematicar poznat po svom doprinosu determinantama
i njihovoj upotrebi u rjeSavanju susatava linearnih jednadzbi.
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Kolika je vjerojatnost da samo jedna kuverta sadrZi to¢no, tj. odgovarajuée pismo, a ostale
k—1 kuverte sadrze kriva pisma [33]]?”” RjeSenje ovog problema sli¢no je rjeSenju problema
kojeg su proucavali Nicolaus II. Bernoullﬂi Euler: ,,Pretpostavimo da je k razlicitih pred-
meta rasporedeno na k razlicita mjesta. Na koliko razli¢itih nacina ti predmeti mogu biti
prerasporedeni tako da niti jedan predmet ne zauzme svoje prvobitno mjesto [33]]?”

Promotrimo rjeSenje Nicolausa II. Bernoullijevog i Eulerovog problema koje ¢e nam
posluziti prilikom rjeSavanja prvobitnog problema. Neka ay, ..., a; oznacuju predmete, a
Py, ..., P, njihove odgovarajuce pozicije. Ako se predmet a; nalazi na poziciji P; pisat
¢emo a; || P;j, u protivnom pisat ¢emo a; §f P;. Sa M(k) oznaCimo broj svih mogucih
razmjeStaja predmeta tako da je svaki predmet stavljen na krivu poziciju. Razlikujemo dva
slucaja: (1) a; || P> 1 ay || Py, dok su predmeti as, ..., a; rasporedeni na mjesta tj. pozicije
P3,...,Pk tako daa,- ,H' Pl' (l = 3,,]()1(2)611 || P2, ali ar ,H' Pl.

U slucaju (1), predmeti as, aq, ..., a; su rasporedeni na pozicije Py, Py, ..., P; tako da
a; f P;zasvakii € {3,4,...,k}. Broj svih mogucih rasporeda tih predmeta na krive pozi-
cije je M(k - 2).

Sludaj (2) odgovara sljedecoj situaciji: Zelimo rasporediti a,, as, ... ,,a; na pozicije
Py, P3, Py, ... P, tako da ay }f Py,as K P51 tako dalje. Dakle, broj svih mogucih rasporeda
je M(k —1).

Broj mogudih rasporeda u kojima a; zavrsi na P, poziciji jednak je M(k—2)+ M(k—1).
MoZemo ponoviti analogno postupak kako bismo utvrdili broj premjestanja u kojima a, ||
Ps, ay || Py, ... ,a; || Pr. Taj broj takoder e biti jednak: M(k — 2) + M(k — 1). Dakle,
ukupan broj M (k) svih mogucih slucajeva jednak je:

M) =(k— D[M(k—-2)+ M(k—1)], (6.8)

Sto moZemo zapisati ovako

Mk)—k-Mk—-1)=-[M(k-1)—-(k—-1) - M(k - 2)]. (6.9)

Oznacimo li:

Ni=M@G) —i-M(@Gi—-1), (6.10)

dobivamo

10Nicolaus II. Bernoulli (1695.—1726.) bio je §vicarski matemati¢ar. Jedan je od mnogih uglednih mate-
maticara u oblitelji Bernoulli.
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N;=-Ni.
Jednakost (6.12) gledamo za i = 3,4, ..., k:

N3 = =Nj, Ny =—N3, Ns = =Ny, ... ,Niy=—=Ny_y.

Supstituiramo svaki prethodni ¢lan na sljedeci nacin:

Ny = =Nioi = (-1)’Niso = (-1’ Nis = oo = (DN,

te uvrStavanjem u (6.11) dobivamo:

Mk)—k-Mk—-1)=(=D2[MQ2)-2-M(1)].

Uvrstimo 1i M(1) =0, M(2) = 1i (-=1)*%2 = (=1)* u (6.15), dobivamo:

M) — k- Mk —1) = (=1)*,
Podijelimo (6.16) s k! i skratimo Sto se da skratiti:

M(k) ME=1) (=1
k! k—=1! k!

Na (6.17) primijenimo Y*_,:

(M) M@r-D) o (<D
Z r! (r—l)!)_; k!

r=2

Raspisivanjem i dokidanjem dobivamo:

M 12 (1Y (1) 1)
B _ MDD D D
k! 1! 2! 3! 4! k!
te primijenimo da je M(1) = O:
Mk _ (=D (=1 (D (=D
I T TR TR TR
Konacno, krajnji rezultat je:

111 (=)t
0Tt T )

M(k):k!-(———+ +

92

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

Vratimo se sad na naSe jedno to¢no umetnuto pismo u kuvertu i k£ — 1 krivo umetnutih
pisama. Broj nacina na koje mozemo jedno pismo staviti u odgovarajucu kuvertu i ostala
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k — 1 pisma u krive kuverte je k - M(k — 1). Broj svih moguénosti jednak je broju razli¢itih
rasporeda k objekata, tj.

kl=1-2-3-...-k.

Stoga je traZena vjerojatnost

k-Mk-1) 1 1 1 (=Dt
Pp=———=———+—+ ..+ :
k! 20 3141 (k—=1)!
Koristeci TaylorovE] razvoj funkcije e*:
* X X
A TR TR VIMPTIE
za x = —1 dobivamo:
1 I 1 1 1 1 1 1
e =l-—+———-—+——==—-—+——.
o2t 3t 4 20 31 41

Usporedimo li posljednji izraz sa P , zaklju¢ujemo da za relativno veliki broj k& dobi-
vamo da je P, ~ e! = 0,36787944... [33].

6.6 Problem sa Sibicama

Stefan Banach (1892.—1945.) bio je poljski matematicar kojeg se smatra jednim od najvaz-
nijih svjetskih matematicCara 20. stoljeca, ujedno i utemeljitelj moderne funkcionalne ana-
lize, postavio je i rijesSio sljedeci problem:

,Coviek u dzepu nosi dvije kutije ibica. Svakog puta kada Zeli zapaliti §ibicu, on na-
sumi¢no odabire jednu ili drugu kutiju. Nakon nekog vremena, Covijek uoci da je jedna
kutija prazna. Koja je vjerojatnost da ¢e u tom trenutku u drugoj kutiji biti tocno k Sibica,
ako svaka kutija Sibica originalno sadrZi n Sibica (n > k) [33]]? ”

Sa M, oznaCimo sljede¢i dogadaj: ,,U trenutku kada je Covjek ustanovio da je jedna
od kutija prazna, u drugoj kutiji je tocno k Sibica”. Problem je ekvivalentan problemu
odredivanja vjerojatnosti, da u trenutku kada Covijek ukloni (n + 1)-vu Sibicu iz kutije
A, tocno n — k Sibica je uklonjeno iz kutije B. Promatrajuci problem u ovome obliku,
vidimo da moZemo povecati broj Sibica u kutijama. Pretpostavit ¢emo da svaka kutija

"1 Brook Taylor (1685. - 1731.) bio je engleski matematicar, poznat po Taylorovom teoremu i Taylorovom
redu.
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sadrzi beskona¢no mnogo Sibica. Sada promatramo odabir n + (n — k) = 2n — k Sibica,
pri ¢emu je kutija odabrana nasumicno. Postoji 2% jednako vjerojatnih ishoda ovog
eksperimenta. Povoljni ishodi su oni u kojima se bira n Sibica iz kutije A i n — k Sibica iz

.. v v e,e 2n— v . v . .
kutije B. To se moZe uciniti na ( "n k) nacina, stoga je trazena vjerojatnost:

1 (2n-k
p(Mk>=W( " )[331.



Poglavlje 7

Teorija grafova

Razvoj ove matematicke discipline poCinje Eulerovim rjeSenjem problema Konigsberskih
sedam mostoveﬂ iz 1736. godine. Pojam ,,graf” uveo je Sylvestelﬂ 1878. godine, puno go-
dina nakon Eulerovog rada. Taj pojam ne treba mijeSati sa pojmom grafa funkcije. Graf
je skup tocaka (vrhovi grafa) i linija (bridovi grafa) koji opisuju veze izmedu vrhova. Da-
nas je teorija grafova izuzetno korisna, ne samo u podru¢ju matematike, ve¢ i u drugim
znanstvenim disciplinama. Grafovi mogu biti korisni za modeliranje i rjeSavanje mnogih
zabavnih matematickih zadataka, poput problema prijelaza rijeke, zagonetki za mjerenje
tekucine 1 sli¢no.

7.1 Problem Konigsberskih mostova

Pruski grad Konigsberg, danas$nji ruski grad Kalinjingrad, smjeSten je na objema obalama
rijeke Pregel. U rijeci su u Eulerovo doba postojala dva otoka i sedam mostova koji spa-
jaju otoke i obale rijeke, kao Sto je prikazano sa slici 7.1. Stanovnici Konigsberga su se
zabavljali ovim pitanjem: ,,MozZe li se proSetati gradom tako da se svaki most prijede to¢no
jedan put i na kraju Setnje se vratimo na pocetak [33]]?”

Euler je prva osoba koja je rijeSila ovaj problem 1736. godine, dokazavsi nemogucénost
traZzene Setnje. Njegov se dokaz smatra pocetkom nove matematicke discipline, teorije
grafova. Problem KoningsberSkih mostova sli¢an je sljede¢em problemu: ,,Treba nacrtati
odredeni linijski crtez (graf). MoZe li se to u€initi ne podiZuéi olovku s papira prolazeci
svakom linijom (bridom) to¢no jedanput?” Eulerovo rjeSenje ovog problema temelji se na
sljedecem teoremu:

!Godine 1930. broj mostova povecao se sa sedam na deset te su razmatranja tada pokazala da postoji
traZeno rjeSenje problema.

2James Joseph Sylvester (1814.—~1897.) bio je engleski matemati¢ar, dao je temeljne doprinose teoriji
matrica, teoriji invarijanta, teoriji brojeva, teoriji particija i kombinatorici.
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Slika 7.1: Konigsberski mostovi.

Teorem 7.1.1. Povezani grad se moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira tako da se
svakim bridom prode tocno jedanput ako i samo ako ima najvise 0 ili 2 vrha neparnog
stupnja (stupanj vrha je broj s njime incidentnih bridova).

Ako u grafu nema vrhova neparnog stupnja, zadatak je rjeSiv tako da je konacni vrh
jednak polaznom (kao u izvornoj formulaciji problema Konigsberskih mostova), a ako u
grafu imamo to¢no dva vrha neparnog stupnja, zadatak je rjesiv tako da krenemo od jed-
nog, a zavr§Simo u drugom. Pojednostavljeno receno, teorem vrijedi jer u traZzenim uvjetima
u svaki vrh u koji udemo moramo i izaci iz njega, i to po drugom bridu negoli smo usli.

Problem KonigsberSkih mostova moZze se prikazati grafom (slika 7.2.). Pritom vrhovi
grafa predstavljaju kopnene dijelove grada, a bridovi predstavljaju mostove. Euler je uocio
istinitost gornjeg teorema (1ako ga nije u potpunosti dokazao). Buduci da u ovom grafu svi
vrhovi imaju neparan stupanj, izvorni problem nije rjesiv [19].

C
f

B

Slika 7.2: Eulerovo rjeSenje problema Koenigsbergskih mostova.
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TaitovEI Clanak iz 1884. godine, sadrzi zadatak u opisanoj drugoj formulaciji: ,Je li
moguce pro¢i svakim bridom figure sa slike 7.3 to¢no jedan put bez dizanja olovke s papira
[33]]?” U ovom slucaju zadatak je rjesiv, a rjeSenje je dano slikom 7.4 (oznake ¢vorova su
redni brojevi u redoslijedu obilaska) [33} [19].

Slika 7.3: Taitova mreza.

8, 2 7 20 19
3 4422 21

1 6[16 18

12 11 15
13 s

9 10 17 14

Slika 7.4: Eulerova staza Taitove mreze.

3Peter Tait (1831. - 1901.) bio je poznati $kotski fiziGar 19. stoljea. Najpoznatiji je po udzbeniku

matematicke fizike Traktat o prirodnoj filozofiji.
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7.2 Hamiltonov dodekaedar

Godine 1856. irski matematicar, fiziar i astronom koji je dao znacajan doprinos razvoju
optike, dinamike i algebre, William Rowan Hamilton (1805.—1865) postavio je problem
trgovackog putnika zvanom Icosian game na dodekaedru. Naime, trgovacki putnik treba
obiéi neke gradove te se vratiti na polazno mjesto, a da tijekom putovanja prode samo
jednom kroz svaki grad, odnosno svakom cestom najviSe jednom. Pretpostavio je da su
gradovi vrhovi dodekaedra, a bridovi dodekaedra ceste izmedu gradova. U rjeSavanju Ha-
miltonovog problema, radi jasnoce 1 prakticnosti, promatrat ¢emo njegovu projekciju na
ravninu kao Sto je 1 prikazano na slici 7.5, na kojoj je istaknuto jedno od dva rjeSenja [33]].

Slika 7.5: Hamiltonov ciklus. (slika: licenca CC BY-SA 3.0, autor Christoph Sommer,
izvornik preuzet sa stranice ChristophSommer)

Dok se Setnje kakve se traze u problemu Koningsberskih mostova nazivaju Eulerovim
turama (svaki brid se prijede to¢no jednom), ove koje ovdje traZimo (svaki vrh se posjeti
to¢no jednom) nazivaju se Hamiltonovim ciklusima. Za razliku od jednostavnog kriterija
za odluku postoji li u grafu Eulerova tura (teorem 7.1.1), ne postoji jednostavan kritierij za
utvrdivanje postoji li Hamiltonov ciklus u grafu [33}40].

7.3 Zadatak s prelijevanjem

Kada je veliki francuski matematicar Poisson bio djecak, naiSao je na sljedeci problem:
»Mljekar ima spremink sa mlijekom kapaciteta od 12 litara. Treba isporuciti 6 litara mli-
jeka kupcu koji posjeduje spreminke od 8 i 5 litara. Mlijeko treba razdijeliti na dva jednaka


Christoph Sommer
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dijela i to tako da 6 litara mlijeka prelije u kupéev veci spremnik, a 6 litara zadrZi u svome.
Kako to moZze u€initi? Dok vrsi prelijevanje moZe koristiti sva tri spremnika [33]].”

Ovaj se problem prvi puta pojavio joS u Triparty en la science des nomvres, djelu Ni-
colasa Chuquet:ﬂ Prica kaze da je mladi Poisson bio toliko oduSevljen ovim zagonetkom
da je odlucio matematiku uciniti svojim Zivotnim zvanjem. U tablici 7.1 dano je rjeSenje
problema uzimajuci u obzir uvijet minimalnog broja prelijevanja.

121 | 81 | 51
12

— = \O\O| |
Q| 0| O W W|oo| O
N R WO WO O

6 |60

Tablica 7.1: Minimalan broj prelijevanja.

Ovaj zadatak rijeSen je tablicno, no mogao se rijesiti 1 graficki. Sa a ozna¢imo koli¢inu
mlijeka sadrzanu u posudi od 8 litara, a sa b koli¢inu mlijeka sadrZanu u posudi od 5 litara.
Na ovaj nacin moZemo svakom prelijevanju mlijeka pridruziti jedan uredeni par cijelih
brojeva (a, b), pri ¢emu je a € {0, 1,...,8}, b € {0, 1, ...,5}. Na pocetku imamoa = b =0
Sto znaci da su posude prazne. Krajnje stanje je uredeni par (6, 0), Sto znaci da je 6 litara
mlijeka u vecoj posudi, a manja posuda od 5 litara je prazna, a to se u zadatku 1 trazi.
Uocimo da postoji 9 - 6 = 54 pozicije koje mogu predstavljati vrhove grafa. Graficko
rjeSenje je dano na slici 7.6 [33].

“Nicolas Chuquet (1445.-1487.) bio je veliki francuski matemati¢ar onoga doba. Izmislio je vlastitu
notaciju za algebarse pojmove i eksponente. Bio je prvi matematiCar koji je dozvolio nulu i negativne brojeve
kao ekspoennte.
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(0,0) (3,0) (6,0) (8,0)

Slika 7.6: Graficki prikaz rjesenja.



Zakljucak

Ovaj diplomski rad pruza uvid u raznolike i zanimljive matematicke zadatke koji su bili
predmet, a neki su i dan danas, mnogih istraZivanja poznatih matematicara. Zadaci su
birani tako da veci dio rada opiSe probleme povezane sa standardnim Skolskim mate-
matiCkim sadrZajima. Poznati matemati¢ki problemi kao Sto su Veliki i Mali Fermatov
teorem, Riemannova hipoteza, Cantorov paradoks, metode rjeSavanja sudokua, Mersenovi
prosti brojevi izostavljeni su jer su oni opSirne teme za sebe, a kako bi opseg rada ostao
ograni¢en morali smo izostaviti i mnoge zabavne zadatke. Sve one koje viSe zanima ova
tema upucujemo na literaturu, posebice [33]].
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavani su razni matematicki zadatci koji su utjecali na ra-
zvoj matematike. Rasporedeni su prema granama matematike: aritmeitka i algebra, teorija
brojeva, analiza, geometrija, kombinatorika, vjerojatnost i teorija grafova. U svakom je po-
glavlju opisano viSe poznatih matematickih zadataka, uz odgovarajuce povijesne biljeske.






Summary

In this thesis, we describe various mathematical problems that influenced the development
of mathematics. The problems are organised according to the corresponding branch of
mathematics: arithmetic and algebra, number theory, analysis, geometry, combinatorics,
probability and graph theory. In each chapter several corresponding problems are descri-
bed, alongside historical notes on each.
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