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Uvod

Kompleksni brojevi su se pojavili jo§ u doba renesanse, no tek u 18. stolje¢u oznaku i za
broj V-1 (imaginarnu jedinicu) prvi je uveo Leonard Euler. U 19. stoljecu je uslijedilo
proSirenje teorije 0 kompleksnim brojevima. Robert Argand uveo je kompleksnu ravninu
1 interpretaciju mnoZenja s i kao rotacije za pravi kut. Takoder, uveo je pojam modula
kompleksnog broja, iako se ta ideja ponekad pripisuje 1 Cauchyju. U spomenutim su poj-
movima temelji ovog rada. U pet poglavlja napisan je kratki pregled analiticke geometrije
u kompleksnoj ravnini. Mnogi rezultati dobiveni u ovom radu olakSavaju rjeSavanje inace
Cisto geometrijskih zadataka. U prvom poglavlju prisjetit cemo se preciznih matematickih
definicija, operacija 1 svojstva kompleksnih brojeva te geometrijske interpretacije kom-
pleksnog broja. U drugom poglavlju uvest cemo osnovne elemente euklidske geometrije u
kompleksnu ravninu, poput segmenta i polupravca, te prikazati rjeSenje zadataka vezanih
uz spomenute elemente. Trece poglavlje je u potpunosti posveéeno pravcu u kompleksnoj
ravnini. U Cetvrtom poglavlju ¢emo prikazati rezultate o sli¢nim i jednakostrani¢nim troku-
tima u kompleksnoj ravnini. U petom poglavlju ¢emo zavrSiti pregled analiticke geometrije
u kompleksnoj ravnini s jednadZbom kruZnice u kompleksnoj ravnini.



Poglavlje 1

O kompleksnim brojevima

Ucenici srednjih Skola se prvi put susrecu s kompleksnim brojevima u drugom razredu
srednje Skole. Nastavni sadrzaj o kompleksnim brojevima najcesée prethodi cjelini s foku-
som na rjeSavanju kvadratne jednadzZbe, stoga ucenik treba biti u stanju razlikovati drugi
korijen pozitivnog od drugog korijena negativnog broja u svrhu rjeSavanja kvadratne jed-
nadzbe te definirati kompleksan broj. Stoga, u ovom poglavlju, prisjetit cemo se osnovnih
definicija i svojstava kompleksnih brojeva, te geometrijske interpretacije istih.

1.1 Osnovno o kompleksnim brojevima

Definicija 1.1.1. Svaki broj z oblika z = x + yi, pri Cemu su x,y € R, naziva se kompleksan
broj. Broj x nazivamo realni, a y imaginarni dio kompleksnog broja z. Pisemo:

x = Re(z), y = Im(z).
Broj i nazivamo imaginarna jedinica, te vrijedi:
ir=-1.
Skup kompleksnih brojeva oznacavamo s:
C={x+yi: x,y€eR}.
Svaki kompleksni broj z = x + yi se moZe zapisati u obliku uredenog para brojeva (x, ).

Definicija 1.1.2. Dva kompleksna broja z, = (x1,y1) i 2o = (x2,y2) su jednaka ako su im
Jednaki realni i imaginarni dijelovi:

X1 =X2, Y1 =Y.
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Definicija 1.1.3. Operacije zbrajanja i mnoZenja kompleksnih brojeva nad R* definirane
su jednakostima:

2+ 22 = (x1,51) + (X2, y2) = (X1 + X2,y + ) € R?,

2122 = (x1,y1) - (X2, ¥2) = (X1x2 — y1y2, X1¥2 + X)) € RZ.

Operacija zbrajanja u R? ima svojstva komutativnosti i asocijativnosti. Takoder, u
skupu R? postoji neutralan element s obzirom na zbrajanje, te za svaki element iz R? postoji
njemu suprotan element. Svojstva su preciznije iskazana sljedeCcom propozicijom:

Propozicija 1.1.4. Za sve kompleksne brojeve z, 71, 7, i 23 vrijedi:

1) 21 + 2o = 2 + z1 (komutativnost zbrajanja),

2) (z1 + 22) + 73 = 71 + (22 + z3) (asocijativnost zbrajanja),

3) Postoji jedinstveni kompleksni broj 0 = (0,0) takav da vrijedi z + 0 = 0 + 7 (neutralni
element za zbrajanje),

4) Za svaki kompleksni broj z = (x,y) postoji jedinstveni kompleksni broj —z = (—x, —y)
takav da je 7 + (—z) = (=2) + z = 0 (suprotni element).

Operacija mnoZenja u R? ima svojstva komutativnosti i asocijativnosti. Takoder, u
skupu R? postoji neutralan element s obzirom na mnoZenje, te za svaki element iz R?
postoji njemu inverzan element. Operacije zbrajanja i mnoZenja povezana su svojstvom
distributivnosti mnoZenja prema zbrajaju. Svojstva su preciznije iskazana sljedecom pro-
pozicijom:

Propozicija 1.1.5. Za sve kompleksne brojeve z, 71, z, i 23 vrijedi:

1) 21 - 2o = 7o - 71 (komutativnost mnoZenja),

2)(z1 - 22) - 23 = 21 - (20 - z3) (asocijativnost mnoZenja),

3) Postoji jedinstveni kompleksni broj 1 = (1,0) takav da vrijedi z- 1 = 1 - z = z (neutralni
element za mnoZenje),

4) Za svaki kompleksni broj z = (x,y) # 0 postoji jedinstveni broj 77' = (x',y’) takav da
vrijedi z-77' = z7' - z = 1 (inverzni element),

5)z1 (22 +23) = 21 - 22 + 21 - 23 (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju ).

Tvrdnje iz prethodnih propozicija se mogu lako dokazati koriste¢i poznata svojstva
realnih brojeva.

Napomena 1.1.6. Prema Propoziciji 1.1.5., za svaki z postoji jedinstveni 77! kojeg nazi-
vamo elementom inverznim elementu z. Broj 7' se odreduje iz jednakosti:

2.7 =1.
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1

Zapisemo li 717~ u obliku uredenog para brojeva, dobivamo:

(x,y) - (x,y) = (1,0),

sto je ekvivalentno sustavu jednadZbi:

xx' —yy' =1
yxX' +xy' =0

1

Rjesavanjem sustava jednadZbi po x' i y’, dobiva se izraz za inverz 7= = (x',y"), pri Cemu

sux'iy':

Definicija 1.1.7. Ako je z = x + yi kompleksan broj, broj 7 = x — yi je konjugirano
kompleksan broj broju z.

Propozicija 1.1.8. Za sve kompleksne brojeve z, 7, 7 i z; vrijedi:
1) z = Z ako i samo ako je 7 € R,

2) z = —z ako i samo ako je z € iR,

3)z=13

HDu+n=2u+2

Sz 2=2"2

6)z7'=@7"z#0,

7)(2)=2.2%0

8) Re(2) = . Im(z) = 52.

Tvrdnje iz prethodne propozicije lako se mogu dokazati koristeci definicije konjugirano
kompleksnog broja, kompleksnog broja i svojstva operacija s kompleksnim brojevima.

Definicija 1.1.9. Broj |z| = +/x% + y? zove se modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog
broja z.

Propozicija 1.1.10. Za sve kompleksne brojeve z, 7, z; i 2, vrijedi:
1) —lz] < Re(z) < [z, —|z] < Im <[z,

2) |z| = 0. Vrijedi |z| = 0 ako i samo ako je z = 0,

3) Izl =1-zl =1z,

4)z-z2=1zl

5) |z - 22l = lzil - lzal,

6) lzil = lz2l < |21 + 22| < Mzl + |22),

7) |zl = lz2l < lz1 = 2ol < |zl + |22l
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8| =1z %0,
9) |2 =,z #0.

T2

2
22

Tvrdnje iz prethodne propozicije lako se mogu dokazati koristeci definicije konjugirano
kompleksnog broja, kompleksnog broja, modula kompleksnog broja te svojstva operacija
s kompleksnim brojevima.

1.2 Geometrijska interpretacija kompleksnog broja

S obzirom da se svaki kompleksni broj z = x + yi moZe zapisati kao ureden par realnih
brojeva (x, y), svakom kompleksnom broju se moZze pridruziti tocka 7'(x, y) u ravnini R X R.

Definicija 1.2.1. Tocka T (x,y) naziva se geometrijska slika kompleksnog broja z = x + yi.
Kompleksan broj z naziva se kompleksna koordinata tocke T, Sto oznacavamo s T (2).

T(z,y)

Slika 1.1: Geometrijska slika 7'(x, y) kompleksnog broja z = x + yi

Definicija 1.2.2. Koordinatna ravnina u kojoj su smjestene tocke cije su koordinate kom-
pleksni brojevi naziva se kompleksna ravnina. Os x naziva se realna os, a os yimaginarna
0s.

Napomena 1.2.3. Geometrijska slika broja 7, kompleksnog konjugata broja z = x + yi,

osnosimetricna je tocki T (x,y) s obzirom na os x.

Napomena 1.2.4. Geometrijska slika T" (—x, —y) inverza za zbrajanje —z, centralnosime-
tricna je tocki T (x,y), geometrijskoj slici broja z.
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Slika 1.2: Geometrijska slika 7'(x,y) kompleksnog broja z = x + yi 1 geometrijska slika
T’(x, —y) kompleksnog konjugata z = x — yi

Slika 1.3: Geometrijska slika 7'(x,y) kompleksnog broja z = x + yi 1 geometrijska slika
T" (—x,—y) pripadnog inverza za zbrajanje —z = —x — yi

Osim tocke, kompleksnom broju z = x + yi se moze pridruziti i vektor v ﬁ
pr1 demu Je T geometrijska slika kompleksnog broja z. Vektor V zapisujemo u obliku
H

V=xi+ y J>pricemusu i 1 j redom jediniéni vektori na x-0si i y-o0si.

Definicija 1.2.5. Neka je z = x + yi kompleksan broj i neka je T (x,y) njegova geometrijska
slika. Euklidska udaljenost |OT| dana je formulom:

10T| = \(xr — x0)? + (yr — y0)%,

iz ¢ega zakljucujemo da je |OT| = \/x2 +y2 = |z = [V]. Drugim rije¢ima, apsolutna
vrijednost broja 7 je duljina duZine OT, odnosno duljina vektora V
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T(z,y)

(N

Slika 1.4: Geometrijska slika 7'(x, y) kompleksnog broja z = x+yi i njemu pridruzen vektor
- 4
V=xi+y]

Napomena 1.2.6. 1) Za pozitivan realan broj r, skup kompleksnih brojeva kojima je modul
r predstavljaju kruZnicu K sa sredistem u ishodistu i radijusom r.

2) Kompleksni brojevi z, ¢iji je modul |z| < r, su tocke unutar kruZnice K sa sredistem u
ishodistu i radijusom r.

3) Kompleksni brojevi z, Ciji je modul |z| > r, su tocke izvan kruZnice K sa sredistem u

ishodistu i radijusom r.

U Poglavlju 5 ovog rada su dostupne dodatne informacije o kruznici u kompleksnoj
ravnini.

Definicija 1.2.7. Neka su zy = x; + y1i i 25 = X2 + y,i kompleksni brojevi te neka su im
pridruZeni vektori vi = x1i +y1J ivy = X2 1 + Yy, J. Tada je suma kompleksnih brojeva
dana s:

z2it+ 2= +x)+ Q1+ )i

Suma njima pridruZenih vektora je dana s:
- - - -
vitva=(+x) i+ +y) .

Iz toga moZemo zakljuciti da je geometrijska slika sume z, + z> odredena vektorom v; + .

Definicija 1.2.8. Neka je z = x + yi kompleksan broj te neka mu je pridruZen vektor V =
Xi+ y7. Neka je A realan broj. Tada je umnosku Az = Ax + idy pridruZen vektor definiran
s:

AP =i + 4y .
Nadalje, ako je A > 0, vektori AV iV imaju istu orijentaciju i vrijedi |1V | = A[V|. Ako je
A < 0, vektori AV iV imaju suprotnu orijentaciju i vrijedi |AV| = —=A[V|. Ako je A = 0,
onda je A = —0>
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T(x1 4 2,1 + y2)

% G+

o Ty(w1,91)

O k7

Slika 1.5: Geometrijska slika 7'(x; + x,y; + y») sume kompleksnih brojeva z; i 2,

T(A\z, \y)

A>0

T(z,y)

Slika 1.6: Vektor v pridruzen kompleksnom broj z = x + yi i vektor AV, pri Cemu je 1 > 0

T(z,y)
A<0

T(Az, Ay)

Slika 1.7: Vektor ¥ pridruzen kompleksnom broj z = x + yi i vektor AV, pri ¢emu je 1 < 0

Definicija 1.2.9. Argument kompleksnog broja z +# 0 definiramo kao realni broj ¢ €
(=m, rt] koji predstavlja mjeru kuta izmedu pozitivnog dijela osi x i polupravca iz ishodista
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koji prolazi kroz z. Pisemo:
@ =argz.

Napomena 1.2.10. Uz danu definiciju argumenta kompleksnog broja z te koriste¢i Napo-
menu 1.2.6, lako se moZe pokazati da se za svaki kompleksni broj z # 0 realni i imaginarni
dio mogu zapisati u obliku:

x =Re(z) =rcosp, y=Im(z)=rsine.
Sredivanjem izraza, dobivamo trigonometrijski zapis kompleksnog broja z = x + yi:
z=r(cosg +isingy),

pri cemu je ¢ argument, a r modul kompleksnog broja z.

Slika 1.8: Parametri r i ¢ odreduju trigonometrijski zapis kompleksnog broja z kojemu je
geometrijska slika 7'(x, y)



Poglavlje 2

Osnovni elementi euklidske geometrije u
kompleksnim koordinatama

Neki od osnovnih pojmova u euklidskoj geometriji su udaljenost dviju toCaka, segment
(duZina), pravac i kut. U ovom poglavlju ¢emo spomenute pojmove definirati pomocu
kompleksnih koordinata.

2.1 Udaljenost dviju tocaka

Definicija 2.1.1. Neka su geometrijske slike kompleksnih brojeva z, i z, tocke Ty i T»,
redom. Tada je udaljenost dvije tocke T, i T, dana s:

T'T, = |z; — z2l,

1. vrijedi:
d(z1,22) = |21 — 2al.

Propozicija 2.1.2. Za sve kompleksne brojeve 71, 7, z3 vrijede svojstva:
1) d(z1,22) > O (pozitivnost),

2) d(z1,22) = 0 ako i samo ako z) = 25,

3) d(z1,22) = d(z2,21) (simetricnost),

4) d(z1,20) < d(z1,23) + d(z3, 22) (nejednakost trokuta).

Propoziciju lako mozemo dokazati, koriste¢i definiciju udaljenosti dviju tocaka te jed-
nostavne algebarske manipulacije.

10
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2.2 Segmenti, polupravci i pravci

Definicija 2.2.1. Neka su A i B dvije razlic¢ite tocke s kompleksnim koordinatama a i b.
KaZemo da se tocka T s kompleksnom koordinatom z nalazi izmedu tocaka A i B ako je
Z# a, 2 # b, te vrijedi:

la—z| +|z— bl =|a— b

Za takav skup tocaka T izmedu A i B koristimo oznaku A — T — B.

Definicija 2.2.2. Skup tocaka (AB) = {T : A —T — B} nazivamo otvoreni segment odreden
tockama A i B.

Definicija 2.2.3. Skup tocaka [AB] = (AB) U {A, B} nazivamo zatvoreni segment odreden
tockama A i B.

Teorem 2.2.4. Neka su A i B dvije razliCite tocke s kompleksnim koordinatama a i b.
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1) T € (AB),

2) postoji realan broj k > 0 takav da je z — a = k(b — 2),

3) postoji realan broj t € {0,1) takav da je z = (1 — t)a + tb, pri cemu je z kompleksna
koordinata tocke T.

Dokaz. Dokazimo prvo da su tvrdnje 1) 1 2) ekvivalentne. Znamo da je T € (AB) ako i

samo ako je |a — z| + |z — b| = |a — b|. To se moZe zapisati kao d(a, z) + d(z,b) = d(a,b),

tj. postoji realan broj k > 0 takav da je z — a = k(b — z). Da bismo dokazali ekvivalentnost
k t

tvrdnji 2) i 3) uzmimo ¢ takav da je t = 47 € (0,1), tj. k = ;= > 0. Sada imamo

z—a = k(b — z) ako 1 samo ako je z = ﬁa+ﬁb,tj.z:(l—ta)+tb. O

Definicija 2.2.5. Skup tocaka (AB = {T : A—-T — Bili A — B — T} nazivamo otvoreni
polupravac s pocetnom tockom A koji sadrzi tocku B.

Y

o/

A

o x

Slika 2.1: Otvoreni polupravac (AB
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Teorem 2.2.6. Neka su A i B dvije razliCite tocke s kompleksnim koordinatama a i b.
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1)T € (AB,

2) postoji realan broj t > 0 takav da je 7 = (1—t)a+tb, pri Cemu je 7 kompleksna koordinata
tocke T,

3) arg(z — a) = arg(b — a),

4) =% e R™.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da 1) = 2) = 3) = 4) = 1). Pokazimo 1) = 2). S obzirom
dajeT € (ABimamo A — T — Bili A — B—T. Postoje brojevi ¢,/ € {0, 1) takvi da:

z={0-Ha+tbilib=1-Da+1z
U prvom slucaju smo dobili tvrdnju 2). Za drugi slucaj uzmimo da je ¢ = % 1z Cega slijedi
z=th—(t—1a=({-1ta+bt,
Sto je 1 trebalo pokazati. Nadalje, pokazimo 2) = 3). Iz z = (1 — f)a + tb,t > 0 imamo:
z—a=tb-a)t>0.

Iz toga slijedi:
arg(z — a) = arg(b — a).

PokaZimo 3) = 4). 1z relacije:
Z—a

arg b arg(z —a) — arg(b — a) + 2kn, k € Z.
-a

slijedi da je arg -=% = 2km, k € Z. S obzirom da vrijedi arg ;=2 € [0, 27), slijedidaje k = 0
iarg =% = 0. Dakle, =2 € R", $to je i trebalo pokazati. Nadalje, pokazimo 4) = 1). Neka
jet == €R\{0}. Slijedi da je:

z=a+tb—a)=(0-0ta+tb,t>0.
Akojetre(0,1),tadaje T € (AB) C (AB. Akojetr=1,tadajez=b1T = B € (AB. Ako
je t > 1, tada uzmimo / = % € (0, 1). Imamo:

b=Ilz+({ -1ta.

Slijedidaje A—B—-T 1T € (AB, ¢ime je dokaz gotov. O
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Teorem 2.2.7. Neka su A i B dvije razliCite tocke s kompleksnim koordinatama a i b.
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1) T(z) pripada pravcu AB,

2) 72 €eR,

3) Postoji realan broj t takav da je z = (1 — t)a + tb.

Z—a z7—a
4)b—a E—ﬁ‘_o’
z z 1
5)la a 1|=0.
b b 1

Dokaz. Kako bismo pokazali ekvivalencije 1) & 2) & 3), promatrajmo tocku C takvu da
je C — A — B. Uz tako definiranu tocku C vrijedi da je pravac AB unija (AB U {A} U (AC.
Tada primjenimo Teorem 2.2.6. Nadalje, pokazemo ekvivalencije 2) & 4) & 5). Sada

imamo da je ;== € R ako i samo ako vrijedi =% = (ﬂ

N—"

. Koriste¢i svojstva konjugiranja

b-a
kompleksnih imamo &2 = %, $to je ekvivalentno Z:Z %:Z =0.
z z 1 z—a z—a 0
Nadalje, imamo daje|a a 1| =0akoisamoako| a a 11=0
b b1 b—a b-a 0

z—a z—a

b—a b-a
5), a time je dokaz gotov. O

Prethodna relacija ekvivalentna je = 0, ¢ime smo dobili da je 4) ekvivalentno

Slijedi primjer zadatka s matemati¢kog natjecanja u kojem mozemo primjeniti dobi-
vene rezultate.

Problem 2.2.8 (Rumunjska matematicka olimpijada 1984.). Neka su z;, z i z3 kompleksni
brojevi takvi da vrijedi |z1| = |z2| = |z3| = R i 2, # z3. DokaZimo da vrijedi:

minaz; + (1 - a)z; — 21 = % |21 — 22l - lz1 — 23]
Dokaz. Neka je z = azp + (1 —a)z3, a € R. Promotrimo to¢ke A, Ay, A, 1 A3 s kompleksnim
koordinatama z, z;, z» 1 z3 redom. Iz pretpostavke slijedi da je ishodiSte kompleksne ravnine
O sredisSte trokutu AA;A,A5 opisane kruZnice. Primjetimo da to¢ka A pripada pravcu A,Aj3,
stoga je |A|A| = |z — z1| vecCe ili jednake duljine od visine A B trokuta AA;A,A5.
Dovoljno je pokazati da vrijedi:

1 1
AB|l= —|z1 — - = —|A A, -|AA
|AB| R 121 — 22llz1 — 23] 2R| 1As] - 1A1As5]
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Ay

A2 AS

Slika 2.2: Trokut AA;A,Aj5 s pripadnim elementima

Neka je P a4 4,4, povrSina trokuta AA;AzA3. S obzirom da je R radijus trokutu AA;A>A3
opisane kruznice, imamo:

ALB| = 2Psiras _ L S _ A4 - 1AsA|
T IAA |AsAs| 2R
Sto je 1 trebalo pokazati. O

Promotrimo dvije medusobno razliCite tocke A(a) i B(b). Tocka T(z) koja pripada
pravcu AB dijeli segment AB u omjeru k € R\{1} ako vrijedi relacija:

— —
TA=k-TB

$to moZemo zapisati:

a—z=kb—-27)ili (1 —k)z=a— kb.
Nadalje dobivamo:
a—kb
1-k°
Primijetimo da za k < 0 tocka T pripada segmentu koji spaja tocke A i B. Za k € (0, 1),
vrijedi da je T € (AB\[AB]. Nadalje, za k > 1 vrijedi da je T € (BA\[AB]. Kao posljedicu,
za k = —1 dobivamo da je poloviSte P segmenta [AB] zadano kompleksnom koordinatom
zp za koju vrijedi:

=

_a+b

p = > .
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Primjer 2.2.9. Neka su A(a), B(b) i C(c) nekolinearne tocke u kompleksnoj ravnini. Tada
poloviste P segmenta [AB] ima kompleksnu koordinatu zp = %. TeZiste O trokuta AABC
dijeli teZisnicu [CP) u omjeru 2 : 1 s unutarnje strane, stoga je koordinata tocke O zadana
k = =2, stoga vrijedi:

c+2zp a+b+c

=i T 3

2.3 Kut i mjera kuta

Prisjetimo se da je trokut orijentiran ukoliko je poznat to¢an poredak njegovih vrhova.
Kazemo da je pozitivno orijentiran ako je orijentacija njegovih vrhova u smjeru suprot-
nom od kazaljki na satu. Inace, kazemo da je negativno orijentiran. Promotrimo dvije
medusobno razlicite tocke T'1(z;), T>(z;) te ishodiSte kompleksne ravnine O.

Kut 7707, je orijentiran ako su to¢ke T i T, poredane u smjeru suprotnom od kazaljki na
satu.

15

T

x

Slika 2.3: Negativno orijentiran kut 7707,

Propozicija 2.3.1. Mjera orijentiranog kuta T{0T; je arg ;—T

Dokaz. Promatramo sljedeca dva slucaja:
1) Ako je trokut AT;OT, negativno orijentiran, tada vrijedi:

T10T, = xOT, — xOT), = argz, — argz; = argz—z.
<1
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2) Ako je trokut AT, OT, pozitivno orijentiran (Slika 2.4.), tada vrijedi:
Tl/O\Tz =2 — TZ/O\TI =2r — arg Z—z.
<1

To znaci da je trokut AT,OT negativno orijentiran, pa slijedi:

7,07, = 27r—argz—1 = 27r—(27r—argz—2) = argz—z,
é) <1 <1

kao S$to smo i tvrdili.

T

T

4 -
\9/ :

Slika 2.4: Pozitivno orijentiran trokut AT;0T),

Napomena 2.3.2. Prethodna tvrdnja vrijedi takoder ako su tocke O, T, i T, kolinearne.

Primjer 2.3.3. Nekajezy =1 +iiz, = —1+i(vidi Sliku 2.5). Tada vrijedi:

z —1+i (1+0D-9 .
—_— = = = l'
21 1+1i 2

Iz toga slijedi:

T 3
T,0T, = argi = g i T,0T, = arg(~i) = 7”

16

Teorem 2.3.4. Neka su T(z1), T»(22) i T3(z3) medusobno razlicite tocke. Mjera orijentira-

nog kuta T5T, T je arg 2=

2-21"
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To(—1+1) Ti(1 +1)

o/ -

Slika 2.5: Kutovi 7107, i T,OT;

Dokaz. Translacija za vektor —z; preslikava tocke T, T» 1 T5 u toCke O, T} 1 T} s komplek-
snim koordinatama O, z, — z; 1 z3 — z; redom. Nadalje, vrijedi Tz/Tl\T3 = T£/0\7"§ Prema
prethodno dokazanom, imamo:

33— 2

70T} = arg ,
2~ 2

Sto je i trebalo pokazati. O

Primjer 2.3.5. Neka su zadani kompleksni brojevi z; = 4 +3i, 20 =4+ Tiizz = 8 + 7i.
Tada vrijedi:
-z 4 i(l-i)  T+i

z-u 4+4 2 2
iz ¢ega slijedi:
o 1+i =« e 2 n
Th/Ty=ag—=—- i To,I'T;=ag— =arg(l —i) = —.
3lidz g > 4 1 12013 g 1+ gl —1) 4
Napomena 2.3.6. Koristeci trigonometrijski zapis kompleksnog broja, prethodno navedeni
izraz jednak je:
B-u |B-1 ( ( Z3—Zl) . ( Z3—Z1))
= cos |arg + isin|arg
2 — 11 22— 21 2 —2 22— 21
33 — <1

(cos T,T,T; + isin TZ/T1\T3) :

22—



POGLAVLIJE 2. OSNOVNI ELEMENTI EUKLIDSKE GEOMETRIJE U
KOMPLEKSNIM KOORDINATAMA 18

Napomena 2.3.7. Promotrimo cetiri medusobno razlicite tocke T; (z;),i € {1,2,3,4}.

Mjera kuta izmedu pravaca T \T; i T,T, jednaka je arg % ili arg 2=2. Tvrdnju moZemo

pokazati koristeci istu ideju kao u prethodno dokazanom teoremu.

2.4 Rotacija tocke

Promotrimo kut « i kompleksni broj zadan s:
g=cosa+isina.

Neka je z = r(cost + isint) kompleksni broj i T njegova geometrijska slika. UmnoZak
kompleksnih brojeva €1 z je

ze = r(cos(t + @) + i sin(z + @)).

Promotrimo modul umnoska |ze] = r 1 argument umnoska arg(ze) = argz + a. Slijedi
da je geometrijska slika 7’ kompleksnog broja ze rotacija tocke T za kut @ s obzirom na
ishodiste.

T (z¢) T(2)

Slika 2.6: Geometrijska slika 7'(z) kompleksnog broja z 1 njena rotacija za kut o

Propozicija 2.4.1. Pretpostavimo da je tocka C rotacija tocke B za kut a. Ako su a,b i c
redom koordinate tocaka A, B i C, tada vrijedi:

c=a+((b-a)e, zae=cosa+isina.
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Dokaz. Translacija za vektor —a preslikava tocke A, B1 C u to¢ke O, B’ 1 C’ (vidi Sliku
2.7), s kompleksnim koordinatama O, b — a i ¢ — a, redom. Primjetimo da je to¢ka C’ slika
tocke B’ prilikom rotacije za kut « s obzirom na ishodiste, stoga slijedi:

c—a=(b-a),
tj.
c=a+ b -a)e.

Sto smo 1 htjeli pokazati. O

Slika 2.7: Translacija tocaka A, B i C za vektor —au O, B’, C’

Koristeci prethodne rezultate vezane uz rotaciju, mozemo lako rijeSiti neke geometrij-
ske probleme.

Problem 2.4.2. Neka su ABCD i BNMK dva kvadrata koja se ne preklapaju i neka je E
poloviste duZine AN. Ako je tocka F noZiste okomice iz B na pravac CK, dokaZimo da su
tocke E, F i B kolinearne.

Rjesenje. Smjestimo zadane objekte u kompleksnu ravninu tako da tocka F bude ishodiste,
a F'B imaginarna os. Neka su c, k i bi kompleksne koordinate to¢aka C, K i B, pri ¢emu su
¢, k,b € R. Rotacija za kut @ = 7 oko tocke B preslikava tocku C u A, pa A ima kompleksnu
koordinatu a = b(1—1i)+ci. Analogno, tocka N je slika tocke K prilikom rotacije za 6 = —3
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oko tocke B, pa je njena kompleksna koordinata n = b(1 + i) — ki. PoloviSte E segmenta
AN ima kompleksnu koordinatu:

+
2 2

pa moZemo zakljuciti da E pripada pravcu F B, §to smo i htjeli pokazati. O



Poglavlje 3

Pravac u kompleksnoj ravnini

Pravac kao osnovni geometrijski pojam ne definiramo, a intuitivho ga zamiSljamo kao
beskonacno dugacku napetu nit, ili zraku svjetlosti. Uz njega su usko vezani pojmovi

kolinearnosti i ortogonalnosti.

3.1 Kolinearnost, ortogonalnost i koncikli¢nost

Promotrimo Cetiri medusobno razlicite tocke 71(z1), T2(z2), T5(z3) 1 T4(z4).

Propozicija 3.1.1. Tocke T, T, i T5 su kolinearne ako i samo ako:

73 — <11
2 —2

€ R\{0}.

Dokaz. Kolinearnost to¢aka 7'y, T i T5 je ekvivalentna tvrdnji da je 15T, T € {0, ). Slijedi

da je arg 2%2 € {0, r} ekvivalentno % € R\{0}, $to smo i trebali pokazati.
Propozicija 3.1.2. Pravci T\ T, i T3T4 su ortogonalni ako i samo ako:

21 — 22
i3 — 24

€ iR\{0}.

O

Dokaz. Vrijedi T1T> L T3T, ako i samo ako je kut izmedu pravaca 7 ili 37” Tj. prema

Napomeni 2.3.7., slijedi:

gZ3—Z4 2’2 '

Dobivamo da je % € R\{0}.

O

Napomena 3.1.3. Pretpostavimo da je T, = T4. Onda je T\T, L T3T4 ako i samo ako

a2 ¢ R\{0),

33—

21
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Primjer 3.1.4. Promotrimo tocke T1(2—1), To(—1+2i), T5(—=2—1i) i T4(1+2i). Izracunajmo
vrijednost izraza:

-2 2—-i—-(-1+2) .

-z —2-i-(l+2)
S obzirom na to da je i € iR\{0}, vrijedi da je T\T, L T5T,.

Slika 3.1: Pravci Tl T2 i T3T4

Propozicija 3.1.5. Medusobno razlicite tocke Ty (z1) , T2 (22) , T5 (z3) , T4 (24) su konciklicne
ili kolinearne ako i samo ako:

k= 3 — 22 : 3 — 14

Z1 — 22 21— <14
Dokaz. Pretpostavimo da su toCke kolinearne. MoZemo ih rasporeditina (4 —1)! =3! =6
razli¢itih nac¢ina. Uzmimo u obzir slucaj kad su tocke dane u poretku 74, T,, T3, T4. Tada

su T4, T, T5, T4 koncikli¢ne ako i samo ako:

€ R\{0}.

T1ﬁ3 + Tl/T4\T3 € {3rm, m},

Sto je jednako izrazu:

33— 22 21 — 14
+ arg
21 — 22 23 — 14

arg

€ {3n, n}.

Nadalje, dobivamo:

3~ r 33— 24
i1 —22 {1 — <24
odnosno, k < 0. Za bilo koji drugi raspored tocaka, dokaz je analogan. Primjetimo da je u

tri slucaja k > 0, a u tri slucaja k < 0. O

arg

€ {3n,n},
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Napomena 3.1.6. 1) Tocke T, T, T3, T4 su kolinearne ako i samo ako:

3 — 22 23 — 24
e R\{0}
21 — 22 21 — %4

€ R\{0}

2) Tocke T1,T», Tz, T4 su konciklicne ako i samo ako:

33— 22 : 3 — 14 ER\{O},ZS_ZZ ¢R,Z3_Z4

21 —22 11— 24 21 — 22 21 — 24

k = ¢ R.

Primjer 3.1.7. 1) Geometrijske slike kompleksnih brojeva 1,i,—1, —i su konciklicne. Za-
ista, imamo:

-1-i —-1+i
k = : = -1 e R\{0}.
1-i 1+ \O}
Ocito vrijedi:
1 14
l¢R i —¢R
1—i I+

2) Tocke T1(2 — 1), To(3 — 2i), T3(—1 + 2i) i T4(=2 + 3i) su kolinearne. Zaista, imamo:

-4+4i 1-i -4+ 4i
= : =1 ]
K=y amg S ERO T s

=4 € R\{0}.

3.2 JednadZzba pravca

Propozicija 3.2.1. JednadZba pravca u kompleksnoj ravnini je:
a-7z+az+p=0,

pricemu je « € C\{0},feRiz=x+iyeC.

Dokaz. JednadZzba pravca u Kartezijevoj koordinatnoj ravnini je:
Ax+By+C =0,

pri Cemu su A, B,C € R, a A> + B> # 0. Za kompleksan broj z = x + iy vrijedi x = &2 i
y = 52, Stoga:

Z+2 -z
A— -Bi— +C =0
y BT re=0
Sto je ekvivalentno:
_(A+Bi)+ A—Bi+c_0
I\ — =0.

Neka su a = *% € C\{0}iB = C € R. Tada vrijedi:
a-z+az+pB =0,

Sto smo 1 trebali pokazati. m|
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Ako a = @, tada B = 0 1 imamo vertikalni pravac. Ako je @ # @, tada koeficijent smjera

pravca definiramo:

Primjer 3.2.2. Provjerimo pripada li tocka s koordinatom 2 + i pravcu p s jednadzbom
(—% + %i)2+ (—% - %i)z +1=0:

(—%+%i)(2_+i)+(—%—%i)(2+i)+1:(—%+%i)(2—i)—%—%i+l

Slika 3.2: Pravac p i tocka T'(2 + i)

Propozicija 3.2.3. Neka su zadana dva pravca d, i d, jednadZbama:
a - z+a;-z+B1 =0

@ zt+ay-z+p=0.

Pravci dy i dp su:
1) paralelni ako i samo ako Z—: =&

a’

2) okomiti ako i samo ako T+ + 32 =0,

3) podudarni ako i samo ako % * %
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Dokaz. 1) Imamo d, || d, ako 1 samo ako m; = m;,. Slijedi:

a +a . a +a; .
1= l

b

a) —a; a —

paje:
a’zal = (1’152.

Dobivamo da je:

a; @
aq B (1’2'
2) Imamo d; L d, ako i samo ako mym, = —1. Slijedi:
_ _ L @
aa +aa, =0 i —+—=0.

a (0%)

3) Pravci d; i1 d, se podudaraju ako i samo ako m; # m;,. 1z ovog uvjeta slijedi:

@

a (0]

Koeficijent smjera pravca odgovara nagibu pravca.

Omjer my = —% zovemo kompleksni koeficijent smjera pravca d:

a-z+a-z+p=0.

3.3 Jednadzba pravca odredenog s dvije tocke

Propozicija 3.3.1. JednadZba pravca odredenog tockama T, (z1) i T, (z7) je:

1 21 1
22 Z_z 1
z z 1

=0.

Dokaz. JednadZba praca odredenog toCkama 7T (x1,y;) 1 T» (x3,y,) u Kartezijevoj koordi-
natnoj ravnini je:

xroyr 1
X2 Y2 1[=0.
x y 1
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Koristimo li kompleksne brojeve, dobivamo:

74

+

2

21-21
20

1 1
2 ah ||z,
1

)

N
] I S
2l
i
i Y

ako i samo ako: . .
1|3 +z -z 1
— |22+ 22—-22 1|=0.
z+z z—z 1
Stoga slijedi:
271 z1 1
2 2 1|=0,
1

Sto smo 1 htjeli pokazati.

Napomena 3.3.2. 1) Tocke T, (z1),T>(z2) , T5 (z3) su kolinearne ako i samo ako:

2oz 1
2 2 1]=0.
3 o3 1

2) Kompleksni koeficijent smjera pravca odreden tockama s kooridnatam z, i z; je:

_Zz—Z1
-7
Zaista, jednadzba je:
21 Z 1
2 2 l|=0zn+ni+zmi - -—u72—-20 =0
3 oz3 1

©z2(-z)-z2@ - +un -2z =0
Koristeci definiciju kompleksnog koeficijenta smjera pravca, dobivamo:

22—
-7

Zadatak 3.3.3. DokaZite da se teZisnice trokuta sijeku u jednoj tocki (teZistu) te da teZiste
dijeli teZisSnicu u omjeru 2 : 1 racunajuci od vrha trokuta.
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T,

Slika 3.3: Elementi iz Zadatka 3.3.3.

Dokaz. Nekasu T, T,, T; vrhovi trokuta s pripadnim kompleksnim koordinatama z1, 2, 23,
redom. Tada su polovista stranica 7,75, 73T 1 T, T, dana koordinatama:

Zz+Z3) (Z1+Z3) (Z1+Zz)
P , P , P .
1( 2 2 2

Odredimo jednadzbe teziSnica TPy 1 T, Ps:

{1 Z 1 -
— btz Z+ 73\ - 7+ 27 (D +Z

% % 1=O:>(Zl—223)2—(21— 223)Z+(Z1(223)—Zl(223))=0
z z 1

Z n 1 -

Z1+223 Zl+213 =0 — 4t 21+ 23\ = 21 +23 _ (21 +Z3 -0
= T }— =22 — ) Z— |2 — D) 2+ ) —22 2 -
Z Z

RjeSavanjem sustava jednadzbi, dobivamo koordinatu tezista T trokuta AT, T,T75:

Lttt
3 .

Prema Propoziciji 3.1.1, tocke T3, T 1 P3 su kolinearne zato Sto vrijedi:

21122

2 23 _ 3
Z1+z32+z3 — 2 = E € R\{O}.
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PokaZimo da teziSte T dijeli teZiSnicu u omjeru 2 : 1, odnosno da vrijedi 2|T Py| = 2|TT|:

21tttz L+ 23
2ITPy| =2 -
T P| 3 >

2Z1t22+ 23
3

=1

=|T\T).

3.4 Jednadzba pravca odredenog tockom i smjerom

Propozicija 3.4.1. Neka je d : az + a - z + B = 0 zadani pravac i T (zy) zadana tocka.
JednadZba pravca paralelnog pravcu d koji prolazi tockom Ty je:

a _
z2—20=——(2-720).
a

Dokaz. Koristimo li Kartezijeve koordinate, pravac paralelan pravcu d koji prolazi tockom

Ty (xo,yo) ima jednadzbu:
a+a
y—Yo =i——(x—xo0).
a—a

Koristimo li kompleksne brojeve, jednadZba poprima oblik:

-2 zo—%_l,a+5(z+2 zo+z_o)

2 2i a—al\ 2 2

Sto je ekvivalentno:
(@-a)(z—z20—-2+2) =(@+@)(z+Z—-20—720)>
odnosno:
a(z—z0) = —a(z—-20).

Nadalje dobivamo:

a _
z2—20=——2-720).
a

O

Propozicija 3.4.2. Neka je d : az + a - 7z + 8 = 0 zadani pravac i T (z9) zadana tocka.
Pravac koji prolazi tockom T, i okomit je na d ima jednadZbu:

o _ —
z2—20=—(2—-720).
(04
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Dokaz. Koristimo li Kartezijeve koordinate, pravac koji prolazi tockom 7|, i okomit je na
pravac d ima jednadzbu:

1l a—-a
Y—Yo=—=" — (x — xp) .
1 a+t«a
Nadalje, dobivamo:
T-Z =% _ . @-afz+z +2
2i 2i  a+al\ 2 2
Slijedi:
(@+a)(z—z20—-z+720)=—(@—-@)(z2—20+Z—20),
odnosno:

(z-z)(@+a+a-a)=Z-2) (-a+a+a+a).

Nadalje, dobivamo:
a(z—20) =a(Z—70),
te konacno:

a _ —
z—20=—(2—-720).
o

3.5 Noziste okomice

Propozicija 3.5.1. Neka je Ty (zo) zadana tocka i neka je d : az+az+ = 0 zadani pravac.
NoZiste okomice iz Ty na pravac d ima koordinatu:
azo —azo — B

2 '

Dokaz. Tocka z je rjeSenje sustava jednadzbi zadanog pravca i njemu okomitog pravca
kroz Ty:
a-Z+a-z+pB=0
{ a@(z—20) = @(Z—720)

Prva jednadzba daje:
- —az—-p
7= ——
a

UvrStavanjem u drugu jednadzbu, dobivamo:

az—azp=—-az—B—-a-7
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a iz toga slijedi:
azo —azo — B
B 2a

Sto je i trebalo dokazati.

Slika 3.4: Pravac d, okomica na d kroz tocku T 1 noziSte okomice N

Zadatak 3.5.2. DokaZite da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki.

Dokaz. Neka su A, B, C vrhovi trokuta s pripadnim kompleksnim koordinatama a, b, c,
redom. Jednadzbe pravaca BC, AC i AB kojima pripadaju stranice trokuta su:

2b-0)—(b-c)7+bc—bc=0,
zZla-c)—(a—c)z+ac—ac =0,
@a-b)—(a-bz+ab-ab =0,

pa su visine na stranice BC i AB, prema Propoziciji 3.4.2., dane jednadZbama:

tma= =9 _a
b-c
t—b= 997

a-c
RjeSavanjem sustava dobivamo koordinatu tocke H koja je sjeciSte visina trokuta
(@-b)a—-c)b-c)+ala—c)b—-7¢)—ba—-7e)b-rc)
IH = =
" (b-2)a—c)—(a-2c)b-o)
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Odredimo koordinatu noziSta N na stranicu AB:
_ (@-b)c—(a-b)c+ab—ab
2(a - b)

Provjerimo jesu li tocke C, H 1 N kolinearne:

IN

(a=b)(a—c)(b—c)+a(a—c)(b-0)-b@a-e)(b—c)

H—C _ (h—0)(a—c)—(@=2)b—0) c
N —C B (@-b)c—(a—b)c+ab—ab c
2(a-b)

Algebarskim operacijama i svojstvima konjugacije kompleksnih brojeva dobivamo EZ—: €

R\{0}, stoga moZemo zakljuciti da su C, H i N kolinearne toCke. Dakle, visine trokuta
sijeku se u jednoj tocki - ortocentru trokuta. O

Slika 3.5: Elementi iz Zadatka 3.5.2.

3.6 Udaljenost tocke od pravca

Propozicija 3.6.1. Udaljenost tocke T (z9) od pravcad : @ -7+ a-z+ S = 0,a € C\{0},
Jjednaka je:
oz +a -z + Bl

D
2Va - a
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Dokaz. Udaljenost tocke T\ od pravca svodi se na traZzenje udaljenosti tocke T od noZziSta
N okomice kroz T na pravac d:

D

azo—a-Z2o—f

‘ 2a —
—azo—azo — f

‘ 2a

_a-zo + @zo + B

- 2|a]

_lazp + azp + B

2Vaa

O
Primjer 3.6.2. Provjerimo pripada li T s kompleksnom koordinatom 2 + i pravcu cija je

JjednadZba —% + %i zZ+ —% — %i z+ 1 = 0 tako da pokaZemo da je udaljenost tocke Ty od
pravca jednaka 0:

(-i-t)e+p+(-s+t)@-p+1| |-4-3i+ (-4
D= _

3+ %i)+ 1'
2\~ - 1)+ 4) 2 )

0

=
=
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Trokut

4.1 Slicni trokuti

Promotrimo Sest tocaka A (a), A, (az),As (a3) , By (by), B> (by) , B3 (b3) u kompleksnoj rav-
nini. Kazemo da su trokuti AA;A,A3 1 AB; B, Bj sliéni ako kut pri vrhu A; ima istu mjeru
kao kut pri vrhu By, k € {1,2, 3}.

AIVAS

Ay

Bs

Slika 4.1: Sli¢ni trokuti AA;A>A5 1 ABB,B;

Propozicija 4.1.1. Trokuti AA|AA3 | ABB,Bs su slicni s istom orijentacijom ako i samo

ako:
a —a; _ b2 — bl

as —a b3—b1.

Dokaz. Imamo AA1A>A; ~ AB1B,B; ako i samo ako ﬁ:g; = g:gz iAmz = B3/B\132. To

33
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je ekvivalentno 2=l = B2=bil g d2mdi — pg b2obi Kopagno, dobivamo:
las—ail ~ |b3=b1l az—aj b3-b

ay — a by — b,

as — a b3—b1'

O
Napomena 4.1.2. 1) Uvjet iz prethodne propozicije Z;_Z‘ = Z z‘ je ekvivalentan:
I 1 1
a a, az|=0.
by by bs

2) Trokuti AA1AA3 § AB1 By B3, pri cemu su vrhovi dani sa svojim komleksnim koordina-
tama A1(0), A,(1), A3(2i), B1(0), Bo(—i), B3(=2) su slicni, no suprotne orijentacije. U ovom
slucaju prethodni uvjet nije zadovoljen:

az—al_l—O 1 bz—bl_—i—o_i

= = — # = = _,
as —da; 2i—0 2i b3—b1 -2-0 2

Propozicija 4.1.3. Trokuti AA|AAs i ABB,Bs su slicni, no suprotne orijentacije, ako i
samo ako: o
a —dp by — b

as—ay by —b

Dokaz. Zrcaljenje preko x-osi preslikava tocke By, B,, B3 u tocke T (51) , 1> (Ez) , T3 (53).
Trokuti AB1B, B3 1 AT T, T su sli¢ni i imaju suprotnu orijentaciju, stoga su trokuti AA;A>A3
1 AT T,T; sli¢ni s istom orijentacijom. Kona¢ni zaklju€ak slijedi iz prethodne propozicije.

O

Slijedi nekoliko zadataka u kojima je do rjeSenja puno lakse doci uvodenjem komplek-
snih koordinata.

Problem 4.1.4. Nad stranicama AB, BC, CA trokuta AABC nacrtani su sli¢ni trokuti AADB,
ABEC, ACFA, iste orijentacije. DokaZite da trokuti AABC i ADEF imaju isto teZiste.

Rjesenje. Ozna¢imo malim slovom koordinatu to¢ke oznacenu velikim slovom. Trokuti
AADB, ABEC, ACFA su sli¢ni trokuti iste orijentacije, stoga slijedi:

d-a e-b f-c

b—a c¢c-b a-c

=3,
iz Cega slijedi:

d=a+Wb-a)z, e=b+(c—-b)z, f=c+(@—-o)z
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Dobivamo:
d+c+f a+b+c

3 37
pa trokuti AABC i ADEF imaju isto teZiSte.

Slika 4.2: Zadani elementi iz Problema 4.1.4

Problem 4.1.5. Neka su M, N, P polovista stranica AB, BC, CA trokuta ABC. Na simetrali
segmenata [AB], [BC], [CA] istaknute su tocke C’,A’, B unutar trokuta tako da vrijedi:
MC'" NA" PP
AB  BC CA’

Dokaite da trokuti AABC i AA’B'C’ imaju isto teZiste.
Rjesenje. 1z jednakosti:
MC" NA" PB
AB ~ BC CA
slijedi da je tan (m) = tan (m) = tan (B/’C\A) Stoga su trokuti AAC’'B, ABA'C,
ACB’A sli¢ni te analogno kao u prethodnom problemu dolazimo do rjeSenja.

O
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Problem 4.1.6 (30. Medunarodna matematicka olimpijada). Zadani su trokut AABO, jed-
nakostranican trokut sa sredistem S, i trokut AA’ B’ O, jednakostranic¢an trokut iste orijen-
tacije i vrijedi S +# A’,S # B’. Promotrite tocke M i N, polovista segmenata A'B i AB’.
Dokaite da su trokuti AS B'M i AS A’N slicni.

Rjesenje. Neka je R polumjer trokutu AABO opisane kruznice 1 neka je:

2 s 2
£ =C0S — +isin —.
3 3
Promotrimo kompleksnu ravninu s ishodiStem u tocki S takvu da tocka O pripada pozitiv-
nom dijelu realne osi. Tada su koordinate to¢aka O, A, B redom R, Re, R&%.
Neka su R + z koordinate to¢ke B’, pa je R — ze koordinate tocke A’. Slijedi da poloviSta

M, N imaju koordinate:

_ZB+ZA’_R32+R—ZS_R(82+1)_Z‘9 —Re-ze —e(R+2z)
wMET T T T T 2 -T2 T2 ¢

_Zaty  Re+R+z REe+1)+z —R82+Z_Z—§ R —z¢e

v 2 2 2 2 2 26

M

B/

B

Slika 4.3: Zadani elementi iz Problema 4.1.6
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4.2 Jednakostranicni trokuti

Propozicija 4.2.1. Neka su z,, 25, 23 koordinate vrhova trokuta AA1A,As. Sljedece tvrdnje
su ekvivalentne:

a) AA1ALA5 je jednakostranican trokut,

b)lz1 — 20| = 2o —z3| = lz3 — zil,

¢) 3+ 25 +75 = 2122 + 2223 + 320,

d) 22—21 —_ 23—22
zls—zz 111—z2’ |
— . v . — Z1+22+23
e)z—_ZI + -t 0, pri Cemu je z =,

f)(z1 +ep + 82Z3) (Z] + 822, + 8Z3) = 0, pri Cemu je € = cos %’T +isinZ

3)
1 1 1
gla 22 z|=0.
L 23 2

Dokaz. Trokut AA;A,Aj; je jednakostranican ako i samo ako je trokut AA;A,Aj3 slican tro-
kutu AA,;A3A, te ima istu orijentaciju, tj. ako vrijedi:

1 1 1
21 2 73| =0,
22 23 21

pa su tvrdnje a) 1 g) ekvivalentne.RaCunanjem determinante, dobivamo:

1 1 1
O=|z1 22 z3
22 3 2

2,2, 2
2122 t 2223 + 2321 — (Z1 +5+ Z3)

(21 + &0+ £33 (21 + &2 + 833)

stoga g) © ¢) & f). Algebarskim operacijama pokaze se da d) & c). S obzirom da to da
a) & b) ocito vrijedi, trebamo joS pokazati a) & e).
O

Propozicija 4.2.2. Neka su zy, 23, 23 koordinate vrhova Ay, A,, Az pozitivno orijentiranog
trokuta. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) AA1ALAj je jednakostranican trokut,

b)z3—z1 = €(z2 — 1), pri Cemu je € = cos 5 + isin 3,
¢) 22—z = &(z3 —21), pri emu je £ = cos 2 + isin %,
d) 21 + &25 + £°23 = 0, pri Cemu je £ = cos Z + isin Z,
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Dokaz. Trokut AA1A,A; je jednakostraniCan 1 pozitivno orijentiran trokut ako i samo ako
je vrh A3 dobiven rotacijom A, oko vrha A; za kut 3. Dakle:

T .. T
3=21+ cos§+lsm§ (2 —21),

paslijedi a) & D).
y

As

Ay

A

Slika 4.4: Jednakostranican trokut AA;A,A3

Rotacija oko tocke A; za kut 5?” preslikava tocku A3 u A,. Sli¢no, pokazujemo a) & c¢).
Kako bismo pokazali b) < d), primjetimo da je b) ekvivalentno:

(1 .\/5) [1 .\/§] (1 ,\/3)
= F+|<z+t1i— (ZQ_ZI): ——1l— |1+ |z +1—|2>.

2 2 2 2 2 2
Stoga slijedi:
HtEn+ELn =+ —1+i£ Z2+(—l—i£)z3

2 2 2 2
1. .V3 L V3)[(1_.V3 1 V3

S O [N N I
1 V3 1 V3

=71+ —§+l7 Z2—21+(§—17)22

=0

Time smo pokazali b) & d).
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Propozicija 4.2.3. Neka su 7y, 25, 23 koordinate vrhova Ay, A,, As negativno orijentiranog
trokuta. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) AAAyAj je jednakostranican trokut,
b)z3 —z1 = &(22—21), pri Cemu je € = cos%’r + isin%”,
¢)z2— 21 = &(z3 — 21), pri Cemu je € = cos § +isin %,
d) 2y + &2 + €23 = 0, pri Cemu je £ = cos Z + isin Z.
Dokaz. Jednakostranian trokut AA;A,Aj je negativno orijentiran ako i samo ako je AA;A3A,
pozitivno orijentiran jednakostranian trokut. Ostali zakljucci proizlaze is prethodno do-
kazane propozicije.

O

Propozicija 4.2.4. Neka su 71, 25, 73 koordinate vrhova jednakostranicnog trokuta AA A, As.
Promotrimo sljedece tvrdnje.

1) AA AL A5 je jednakostranican trokut,

2)21°72=22"3 =2 "2

3B =n-nin=2"2

Vrijedi 2) = 1),3) = 1),2) © 3).

Dokaz. Pokazimo 2) = 1). Izraunajmo module kompleksnih brojeva u relaciji:
|z1] - [z2] = lzal - [z3] = |z - [zal,

Sto je ekvivalentno:
|z1] - [z2] = 22| - lz3] = |zl - |21l -
1z toga slijedi:
r=lzal =lzl = lzl,

te

_ r r _ r
iQ=— D2=— 3=—.
11 22 <3

UvrStavanjem vrijednosti u zadanu relaciju, dobivamo:

AR &]
22 3 21

b

Sto je ekvivalentno:
2 2 2
Z] = 22433, 2 =131, 13 =121k

Zbrajanjem jednakosti dobivamo:

2, 2,2
21t 3+ 23 = 2122 + 2223 + 2321
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Stoga zakljucujemo da je trokut AA;A,A; jednakostranican.

Primjetimo da smo takoder dokazali 2) = 3). S obzirom da obrnutim postupkom
mozemo do¢i do tvrdnje 2), oCito vrijedi ekvivalencija 2) < 3). Takoder ocito vrijedi
3)=1).

O

Problem 4.2.5. Neka su z;, 25, z3 nenul kompleksne koordinate vrhova trokuta AA1A,As.
Ako vrijedi 73 = zp73 i 7, = 2123, pokaZite da je trokutaA AyAs jednakostranican.

RjeSenje. MnoZenjem jednakosti z} = 2523 1 25 = 2123 dobivamo:
T = 212225
Dijeljenjem jednakosti s z;z, dobivamo:
2122 = 23

Stoga slijedi:
D45 +3 =0 + 23 + 532,

pa je, prema Propoziciji 4.2.1., trokut AA;A,Aj3 jednakostranican.
O

Problem 4.2.6. Neka su z1, 25,23 koordinate vrkova trokuta AA1AAs. Ako vrijedi |zi| =
|22l = |z3] i 71 + 22 + 73 = 0, dokaZite da je trokut AAA,A5 jednakostranican.

Rjesenje. Prisjetimo se identiteta koji vrijedi za sve kompleksne brojeve z; 1 z:
21 = 2P + 121 + 2P = 2(jaf + |zaF).

Iz 7z + 20 + z3 = 0 dobivamo z; + 2o = —z3, pa je |z1 + 22| = |z3]. Koristeci relaciju
|z1] = |z2| = |z3| 1 prethodno spomenuti identitet, dobivamo: |z; — ol =31z Analogno,
dobivamo relacije |z — z3|* = 31z1* i |z3 — 21 = 3 |z1*. Stoga slijedi |21 — zo| = |22 — 23] =
|z3 — z1], odnosno mozemo zakljuditi da je trokut AA;A,A; jednakostranican.

O
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Kruznica

KruzZnica je geometrijsko mjesto tocaka koje su jednako udaljene od jedne tocke koju na-
zivamo srediSte. U Poglavlju 1, spomenuli smo da je skup geometrijskih slika svih kom-
pleksnih brojeva kojima je modul jednak pozitivhom realnom broju r kruZnica promjera r
oko ishodista. U ovom poglavlju ¢emo izvesti jednadzbu kruZnice u kompleksnim koordi-
natama.

5.1 Jednadzba Kruznice

Propozicija 5.1.1. JednadZba kruzZnice u kompleksnoj ravnini je:
- Z2+a-z+a-z2+B=0,

pricemu je a € C,B € R.

Dokaz. JednadZba kruznice u Kartezijevoj koordinatnoj ravnini je:

m? + n?

4

Yy +mx+ny+p=0;mnpeR,p<

Uzmimo x = &% iy = &*. Tada dobivamo:

||2+mZ+Z+nZ_Z+ 0
Z — —_— =
2 2 PTY

ili _ )
m-—ni _m+ni
7:72+72 5 +7 > +p=0.

UvrStavanjem a = % € CipB = p € R u gornju jednadzbu, tvrdnja je dokazana.

41
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Oznacimo radijus kruZnice s:

’ 2 2
r = %+%—p: a’&_ﬁ

Z+a)z+a) =r

Tada jednadZba ima oblik:

Uzmimo:
m n.

Y= —a = —EZ - El.

Tada je jednadzba kruZnice sa srediStem u 7y i radijusom r:
E-Ne-y)=r.

Problem 5.1.2. Neka su zy, 7,23 koordinate vrhova trokuta AA,A>As. Koordinata zp
sredista trokutu AA1A,A5 opisane kruZnice je:

1 1 1
<1 22 13
Pl lzsf
1 1 1
<1 22 23

21 22 23

0 —

Rjesenje. Jednazbu pravca koji prolazi kroz tocku 7T (zp) 1 koji je okomit na pravac A;A;
mozemo zapisati kao:

2@ -2+ —22) =20@ —22) + 20 (21 — 22)

Primjenom formula za polovista stranica A,A3, AA; 1 pomocu jednadzbi pravaca A,Asz, A A3,
dobivamo:

2@ -3 +2( - 23) = |f — Izl

@G- +2@m-2) = sl -l
Eliminacijom 7 iz jednadzbi, slijedi:

2[@-2) + @ - ) (G2 - 29)] = @1 = 23) (122 = leal) + (2 = 23) (sl = |z )

Stoga vrijedi:
1 1 1 1 1 1
|21 22 23 |= 21 22 23
-z = 2 2 2
U L 2 [zi]7 lz2l” 23l

Sto je 1 trebalo pokazati.



A4

Slika 5.1: Trokut AA;A,A3 i njemu opisana kruznica iz Problema 5.1.2.



Bibliografija

[1] T. Andreescu, D. Andrica, Complex Numbers from A to ... Z, Birkhduser, Boston, 2006.

[2] Lj. Arambasi¢, Kompleksna analiza, dostupno na
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/kompa/files/predavanja/
luvodLjA.pdf (srpanj 2020.)

[3] EM. Briickler, Povijest matematike II, Odjel za matematiku SveuciliSta u Osijeku,
2010.

[4] B. Dakié¢, N.Elezovi¢, Matematika 2, 1.dio: udZbenik i zbirka zadataka za 2. razred
prirodoslovno-matematicke gimnazije , Element, 2014.

[5] B. Pavkovié, D. Veljan, Elementarna matematika I, Skolska knjiga, Zagreb, 2004.

44



Sazetak

U ovom radu dostupan je kratki pregled analiticke geometrije u kompleksnoj ravinini i tvrd-
nji vezanih uz osnovne elemente geometrije, poput segmenata, pravaca, trokuta i kruznica.
Dobivene rezultate najcesce koristimo pri dokazima tvrdnji koje na prvi pogled imaju vise
povezanosti s elementarnom (euklidskom) geometrijom, no smjeStanje zadanih objekata u
kompleksnu ravninu znatno olakSava dokaz.



Summary

In this thesis, a brief summary of analytic geometry in complex geometry is provided, along
with statements regarding basic figures of geometry, such as segments, lines, triangles and
circles. Most often, we use the obtained results in proving statements that we would usually
relate to elementary (euclidean) geometry, but placing the given objects in complex plane
makes the proof itself a whole lot easier.
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