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Uvod

U ovom radu upoznat éemo se s problemom dvorazinske optimizacije, posebnim oblikom
optimizacijskih problema. Prva formulacija problema dvorazinske optimizacije datira iz
1934. godine kada ih je formulirao Stackelberg u monografiji o trziSnoj ekonomiji [7] dok
su prvi matematicki model razvili Bracken 1 McGill 1972. godine [2]. Nakon toga biljezi
se stalni rast u istraZzivanju i primjenama dvorazinske optimizacije, u ¢emu su doprinjeli
matematicari, ekonomisti i inZinjeri.

Problemi dvorazinskog programiranja hijerarhijskog su tipa, optimizacijski problemi
koji imaju drugi (parametarski) problem optimizacije kao dio ogranicenja. U problemu
sudjeluju dva donositelja odluka, tzv. vodeci (donositelj odluka na gornjoj razini) koji
minimizira svoju funkciju cilja pod uvjetima koji se (dijelom) sastoje od optimalnih odluka
tzv. sljedbenika (donositelj odluka na donjoj razini). Odabir vodeceg utjeCe na dopustivi
skup 1 funkciju cilja problema sljedbenika, ¢ija reakcija ima snazan utjecaj na “isplatu”
vodeceg (i dopustivost pocetnog odabira vodeceg). Nijedan igra¢ (donositelj odluke) ne
moze u potpunosti dominirati nad drugim. Problem dvorazinske optimizacije je problem
vodeceg, matematicki formuliran pomocu grafa skupa rjeSenja problema sljedbenika.

Na pocetku prvog poglavlja opisujemo model dvorazinske optimizacije, zatim pretpos-
tavkom da su funkcije cilja na obje razine afine, dobivamo model linearne dvorazinske
optimizacije kojom se bavimo u prvom poglavlju. Geometrijskom interpretacijom pro-
blema linearne dvorazinske optimizacije dobivamo svojstva i optimalna rjeSenja problema.
Izu¢avamo egzistenciju optimalnih rjesenja te primjenom Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta
optimalnosti problema donje razine, dobivamo Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete optimal-
nosti za optimizacijski problem. Na kraju dajemo nekoliko algoritama za rjeSavanje danog
problema.

Drugo poglavlje posvecujemo opcenitijem modelu dvorazinske optimizacije, odnosno
modelu bez pretpostavke afinosti funkcija cilja na obje razine. Dajemo nuzne i optimalne
uvjete problema, te predstavljamo algoritam za izracunavanje Clarkeove stacionarne tocke
kao optimalnog rjeSenja problema.
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U treCem poglavlju dajemo primjene dvorazinske optimizacije u raznim podrucjima
znanosti odnosno u stvarnom svijetu. Velik broj primjena, velikim je dijelom motivirao
istrazivanje dvorazinske optimizacije.



Poglavlje 1

Linearna dvorazinska optimizacija

1.1 Uvod u dvorazinsku optimizaciju

Problem dvorazinske optimizacije je matematicki problem optimizacije gdje je skup svih
varijabli podijeljen na dva vektora x i y, gdje je x optimalno rjeSenje drugog matematickog
problema optimizacije koji je parametriziran s y. Dakle, problem dvorazinske optimizacije
je hijerarhijski u smislu da su ograni¢enja problema dijelom definirana drugim optimiza-
cijskim problemom, koji je dan sa:

f(x,y) — min
gx,y) <0 (L.1)
h(x,y) =0

gdieje f : R"XR" - R, g : R"XR" - R, h : R" XR" — R, g(x,y) =
&1(x,¥), .., (X, YT, h(x,y) = (hi(x,Y), ..., hy(x,¥))T. Ovaj problem zvat ¢emo problem
donje razine ili tzv. problem sljedbenika. Neka W(y) oznaCava skup rjeSenja problema (1.1)
za fiksni y € R™, odnosno ¥ : R" — 2%,

Oznacimo elemente skupa W(y) s x(y) i pretpostavimo za pocetak da je taj odabir jedins-
tven za svaki y. Cilj dvorazinske optimizacije je odabrati parametar, vektor y, koji zadaje
dopustivi skup za donje razine problema i optimalan je u odredenom smislu. Preciznije,
biramo y* medu svim y za koje su zadovoljena ogranicenja

G(x(y),y) <0, H(x(y),y) =0 (1.2)

1 ciljna funkcija F(x(y),y) poprima minimum zay = y*, gdjeje F : R" XR" - R, G :
R" x R™ — R¥, H : R" x R" — R’. U ovom radu, pretpostavit ¢emo da su sve funkcije
F,G,H, f, g, h dovoljno glatke, tj postoje njihovi diferencijali prvog i drugog reda te su ne-
prekidni. Problem odredivanja najboljeg rjeSenja y* moZemo opisati kao nalazenje vektora
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y* parametriziranog problema (1.1) i koji zajedno sa odazivom x(y) € ¥(y) zadovoljavaju
ogranicenja (1.2) i daju najbolju vrijednost funkcije F(x(y),y):

F(x(y),y) — min
)

G(x(y),y) <0 (1.3)
H(x(y),y) =0
x(y) € ¥(y)

Taj problem nazivamo problemom dvorazinske optimizacije ili tzv. problem vodeceg.
Funkciju F zovemo ciljnom funkcijom gornje razine, a funkcije G i H funkcijama ogranicenja
gornje razine.

1.2 Model linearne dvorazinske optimizacije

U potpoglavlju 1.1 uveli smo model dvorazinske optimizacije, a sada ¢emo pretpostaviti
da su sve funkcije na obje razine (1.1) 1 (1.3) afine, kako bismo dobili model linearne
dvorazinske optimizacije.

Neka je problem donje razine dan sa:

¢"x — min
Ax+By<a (1.4)

x>0

gdjesuxeR", yeR", aeR’,AeM,,(R),Be M,,,(R),c eR".
Neka

Y. (y) = argmin{c'x : Ax + By < a,x > 0}

X

oznacava skup optimalnih rjeSenja problema (1.4). Tada se problem dvorazinskog progra-
miranja zapisuje kao
dix+dyy — myin
Cy=b (1.5)
y=>0
x€W¥i(y)
Primjer 1.2.1. Neka je funkcija cilja gornje razine dana sa

3x+y — min

gdje je 1 <y <6, ax je rjesenje problema donje razine
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—Xx — min
x+y<8
4x+y=>8
2x+y <13
.T/'“
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Slika 1.1: Linearna dvorazinska optimizacija

Neka M oznacava skup svih toCaka (x, y) koje zadovoljavaju ograni¢enja obiju razina.
Dopustivi skup problema donje razine za fiksnu vrijednost y je presjek skupa M sa skupom
svih tocaka Cija je ordinata jednaka y. Ako je funkcija f(x,y) = —x minimizirana na
tom skupu, dolazimo do tocke na podebljanom dijelu pravaca Sto je optimalno rjeSenje
problema donje razine:

65-05y : 1<y<3)

T“”:{ 8-y :3<y<6)

Dakle, skup ¥, je jednocClan za svaki dopustivi y, pa ¢emo prema uvedenoj notaciji
oznacavati s x(y) jedinstveno rjeSenje problema donje razine za dani y. Dakle, podebljane
linije daju dopustivi skup rjeSenja problema gornje razine. Na tom skupu, funkcija cilja
gornje razine mora biti minimizirana:

_{195-05y,1<y<3
Fu@kW—{24_%, ,35y<6

Globalno optimalno rjeSenje je tocka D (y, x) = (6, 2) sa optimalnom funkcijskom vri-
jednoséu jednakom 12.
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Iz slike 1.1 vidimo da cak i u najjednostavnijim oblicima linearnih funkcija, problem
linearne dvorazinske optimizacije je nekonveksan, odnosno problem gornje razine moze
biti negladak (u terminima varijable y, ako je skup ¥, jednoclan). Stoga, moguca je po-
java lokalnih to¢aka minimuma te nuZni uvjeti optimalnosti ne moraju biti i dovoljni, i/ili
stacionarnih rjeSenja.

1.3 Geometrijska interpretacija linearne dvorazinske
optimizacije
Definicija 1.3.1. Preslikavanje I': R? — 2% je poliedarsko ako je njegov graf
gphl': ={(x,y) e R"xXR”: x e I'(y)} (1.6)
Jednak uniji konacnog broja konveksnih poliedarskih skupova.
Teorem 1.3.2. Preslikavanje ¥, je poliedarsko.

Dokaz. 1z dualnosti linearnog programiranja, x € ¥, (y) ako i samo postoji 4 € R” takav

da
Ax+By<a, x>0

120, ATA+c¢c>0
ATAx+By—a)=0
xXT(A"TA+¢)=0
Za bilo koje skupove I C {1, ...,n}, J C {1, ..., p} promatramo skup rjeSenja M(I, J) sustava
ne(jednadzbi).

(1.7)

(Ax+By—a);=0,ieJ, (Ax+By—-a);<0,i¢J,
Xj:(),j¢l,x]'20,j€1,
A,=0,i¢J, 4,>0,i€l,

(ATA4+0);=0, jel, ATA+¢c) >0, j¢ 1

Tada su uvjeti (1.7) zadovoljeni. Skup M(1, J) je poliedar, kao 1 njegova projekcija na R" x
R™. Bududi da je graf preslikavanja ¥, jednak uniji skupova M(1, J), slijedi tvrdnja. O

KoriStenjem Teorema 1.3.2 moZemo rijesiti linearno dvorazinsko programiranje mini-
mizirajuci funkciju cilja na svakom poliedarskom skupu koji ¢ine gph'¥'/(-) u skladu sa
ograni¢enjima problema gornje razine (1.5). Svaki od tih ”podproblema” je problem line-
arne optimizacije. Stoga, kao posljedicu Teorema 1.3.2 dobivamo

Korolar 1.3.3. Ako je optimalno rjesenje problema donje razine (1.4) jedinstveno odredeno
za svaki y, tada postoji optimalno rjesenje problema (1.5) koje je vrh skupa {(x,y) :
Ax+By<a,Cy=b,x>0,y>0}.
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Koristeci dokaz teorema (1.3.2) lako vidimo da je graf preslikavanja ¥, povezan. To
implicira da je dopustivi skup problema gornje razine iz Primjera 1.2.1 takoder povezan.
Sljedeci primjer pokazuje da to viSe ne vrijedi ukoliko se gornjoj razini dodaju ogranicenja
koja ovise o optimalnom rjesenju donje razine.

Primjer 1.3.4. Neka je funkcija cilja gornje razine dana sa
3x +y — min

gdje je 0 <y < 8,x <5ixjerjeSenje problema donje razine

—x — min
x+y<8
4x+y>8
2x+y <13
2x-T7y <0
xh
5 r <5
0 3 v

Slika 1.2: Linearno dvorazinsko programiranje s nepovezanim dopustivim skupom

Optimalno rjeSenje problema donje razine je jedinistveno, za svaki y:

3.5y ,E<y< g
x(y)=1{ 65-05y, 2 <y<3
88—y ,35y<8

no x < 5 vrijedi samo za y € [%, %)] U3, 8].
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Ukoliko ogranicenje x < 5 iz gornje razine maknemo i stavimo u donju razinu, tada ¢e
dopustivi skup gornje razine biti povezan i jednak skupu tocaka (x(y), y), gdje je

3.5y ,%gs%
x(y)=45 ,%Sys3
8—-y,3<y<8

Trebamo imati na umu da poloZaj ograni¢enja nije proizvoljan s prakti¢nog stajalista.
OgraniCenje u donjoj razini problema ogranicava dopustive odluke sljedbenika, dok isto
ogranicenje u gornjoj razini ograni¢ava odluke vodeceg u smislu da se dopustivost njego-
vih odabira istraZzuje nakon odluke sljedbenika, tj. to je implicitno ograni¢enje zadatka
vodeceg.

Ovaj problem je joS tezi ako odabir sljedbenika nije jedinstveno odreden za neke vri-
jednosti parametra, jer u ovom slu¢aju neki odabiri sljedbenika x € W(y) mogu znaciti da je
odabir vodeceg y dopustiv, ali drugi mogu odbiti istu vrijednost y. U [6] pokazano je da se
ogranicenje gornje razine koje ukljucuje sljedbenikov odgovor moZe premjestiti u problem
donje razine pod uvjetom da postoji barem jedno optimalno rjeSenje problema donje razine
na koje ovaj potez ne utjece za svaku vrijednost parametra.

1.4 Egzistencija optimalnih rjesenja

Razmotrimo sada linearno dvorazinsko programiranje u nesto opcenitijem okruzenju gdje
je problem programiranja na donjoj razini zamijenjen sa

W (y) = argmin{y x : Ax + By, < a,x > 0} (1.8)
X

zay = (y,y2)' € R™". Tada je opet ¥, poliedarsko. Ako je optimalno rjeSenje donje
razine jedinstveno odredeno, za sve vrijednosti parametra, mozemo iskoristiti Weierstra-
sseov teorem kako bismo dokazali postojanje optimalnih rjeSenja za problem dvorazinske
optimizacije.

KoriStenjem parametarskog linearnog programiranja [5] lako se vidi da ako problem 1.8
ima jedinstveno optimalno rjeSenje za sve vrijednosti parametra, tada ta rjeSenja definiraju
neprekidnu funkciju x: R"™" — R” tako da x(y) = W¥.(y) za svaki y za koji problem
(1.8) ima optimalno rjeSenje. Zatim, ako ovo rjeSenje stavimo u problem dvorazinskog
programiranja (1.5), dobivamo problem

d] x(y) + djy — min
y
Cy=bh (1.9)
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gdje je minimum dobro definiran u odnosu na y. Ovo je neprekidni i ne-diferencijabilni
optimizacijski problem. Upotrebljavajuc¢i Weierstrasseov teorem dobivamo

Teorem 1.4.1. Ako je skup M := {y > 0 : Cy = b} neprazan i kompaktan, problem donje
razine (1.8) ima barem jedno optimalno rjeSenje za svaki y € M i dopustivi skup problema
(1.5) je neprazan, tada problem (1.9) ima barem jedno optimalno rjeSenje.

Takvo (globalno) optimalno rjeSenje, kao i sva lokalna optimalna rjeSenja, mogu se naci
u vrhovima nekih poliedarskih skupova. Ovi skupovi su projekcija skupa rjesenja jednog
od sljededih sustava linearnih (ne)jednadzbi na R” X R™. Svaki od ovih sustava odgovaraju
dva skupa indeksa I C {1, ...,n}1J C {1, ..., p} te su odredeni sa

(Ax+ By, —a);=0, 4, >20,zaieJ
(Ax+By2—a)i§0, /l,-:O,Zai¢J

ATA+y);=0,x;>0 ,zajel (1.10)
A"A+y); 20, x;=0 ,zaj¢l
Cy=by=>0 ,

Ako funkcija cilja problema donje razine ne ovisi o izboru vodeceg, onda to implicira
da se optimalna rjeSenja za problem (1.1) 1 (1.3) mogu pronaci u vrhovima skupa {(x,y) >
0:Ax+ By < a,Cy = b} §to je slicno rezultatu Korolara 1.3.3.

Pretpostavka jedinstvenosti u Teoremu 1.3.2 ne moZe biti zadovoljena barem u slucaju
linearnih problema s optimizacijom donje razine koji imaju parametar u funkciji cilja, ali
nemaju parametrizaciju dopustivog skupa, osim ako je optimalno rjeSenje konstantno preko
skupa M. Zatim, buduéi da vode¢i (ili donositelj odluka na gornjoj razini) nema kontrolu
nad stvarnim izborom sljedbenika, bit ¢e mu teSko procijeniti vrijednost njegove funkcije
cilja prije nego Sto bude svjestan stvarnog izbora sljedbenika. U literaturi se moZe pronaci
viSe primjera ove situacije, a svaka zahtijeva odredene pretpostavke o razini suradnje medu
igrac¢ima. Mi ¢emo promotriti dva slucaja.

U prvom slucaju vodeci pretpostavlja da moZe utjecati na sljedbenika da za svaki slucaj
odabere rjesSenje iz skupa ¥, (y) koje je najbolje za vodeceg. To rezultira tzv. optimisticnim
ili slabim problemom dvorazinske optimizacije:

d]x+djy — min
Xy

Cy=b (1.11)
y=>0
xe¥.(y)

gdje je funkcija cilja minimizirana u odnosu na varijable obje razine. Optimalno rjeSenje
problema (1.11) zovemo optimisticnim optimalnim rjesenjem problema dvorazinske opti-
mizacije (1.5) 1 (1.8).
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Pokazano je da je takav pristup moguc, npr. u slucaju ako sljedbenik moze sudjelovati
u dobiti koju ostvaruje vodeci. Ako ovaj problem ima optimalno rjeSenje, ekvivalentno ga
mozemo postaviti kao:
@o(y) +djy — min
Cy=> (1.12)
y=>0

gdje je
0, (y) = mxin{dfy: xe ¥ ()}

Ako takav izlaz nije mogu¢, vodeci je prisiljen odabrati svoj pristup ograni¢avanju Stete
koja je posljedica nepovoljnog odabira sljedbenika. To se oCituje u tzv. pesimisticnom ili
Jjakom problemu dvorazinske optimizacije:

¢p(y) +d;y = min
y
Cy=b (1.13)
y=>0

gdje je
0, (y) = m;lx{dfy: xe¥Y ()

Pesimisticno optimalno rjeSenje problema dvorazinske optimizacije (1.5) 1 (1.8) defi-
nira se kao optimalno rjeSenje problema (1.13).

Za optimistican problem dvorazinske optimizacije moZemo iskoristiti poliedralnost
preslikavanja W, kako bismo istrazili postojanje optimalnih rjeSenja. Podsjetimo se, to
povlaci da se optimisti¢no dvorazinsko programiranje moze razgraditi u konacan broj line-
arnih problema optimizacije, Cije ¢e najbolje optimalno rjesenje, rijesiti izvorni problem.

Teorem 1.4.2. Promatramo optimisticni problem dvorazinske optimizacije (1.11), te neka
je skup M := {(x,y) > 0 : Ax + By, < a,Cy = b} neprazan i ogranicen. Tada je dopustivi
skup problema (1.11) neprazan i problem ima barem jedno optimalno rjeSenje.

Ovdje se opet moZzemo ograniciti u potrazi za rjeSenjima u vrhovima konveksnih poli-
edarskih skupova (1.10).

U pesimisti¢nom problemu dvorazinske optimizacije, openito ne moZzemo garantirati
postojanje optimalnih rjeSenja Sto ¢emo pokazati u idu¢em primjeru.

Primjer 1.4.3. Promotrimo problem

-x; — 10y; — 10y, — mym
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gdjeje0 <y, <1,i=1,2

xeVY (y):=argmin{—-(y'x): x; +x, <3, -x;+x < L,x; —x, < 1,x > 0}.

X

2,,

0<y1 <y2<1
.%‘2“\<

0

\<0§y2<y1§1
o

Slika 1.3: Dopustivi skup 1 smjerovi minimizacije donje razine

Y.o(y) =

{ ? } ,0<y<y <1

{_2_} 0y <»m<l
2 1

{13 PFon-ne

M(()’O) ,0:)’1:)’2

p—

gdje M(0,0) oznacava dopustivi skup gornje razine. Stoga za y,* > y¥, ]}imyl" =

limy,* = 1 imamo

k—o0

/}1_{2,901’ (yl k9

»h) = ]}im(—lohk = 10y," — (1%, 1)) = =22

Kako je x, < 2, optimalna vrijednost funkcije cilja dvorazinskog problema ne moze
poprimiti vrijednosti manje od -22. Medutim za y; = y, = 1 imamo ¢,(1,1) = —1 1 vrijed-
nost funkcije cilja gornje razine jednaka je -21. Prema tome, najmanja vrijednost funkcije

¢, je -22 1 nije postignuta,

odnosno dani primjer nema optimalno rjeSenje problema.
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1.5 Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti

U ovom potpoglavlju navest ¢emo nuzne i dovoljne uvjete optimalnosti za problem linearne
dvorazinske optimizacije koji uzima probleme (1.8), (1.11) kao polaznu to¢ku. Moramo
imati na umu da je ovaj pristup valjan samo u optimisti¢nom slucaju.

Neka je donji linearni problem dan sa:

y{x — min
X
Ax+ By, <a

x>0

te radi lakSeg razumijevanja oznacimo funkciju cilja y{ x s f(x,y), f: R"XR" — R te funk-
cije ograniCenja Ax+ By, < a, x > 0s g1(x,y), g2(x,y), g1: R*"XR" - R, g,: R"XR" —
R" redom. Podsjetimo se da je u donjem linearnom problemu y parametar. Funkci-
jama ograni¢enja pridruZzujemo Lagrangeove multiplikatore 4 = (/11, ...,/1,,) e R, u =
(U1, ..., ) € R". Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti za donji linearni problem:

1.1>0, u>0
2. Vof(x) + AV,g1(x) +uV,ga(x) =0 = y + ATA-pu =0

3 { A1) =0 _ { AT(Ax+ By, —a) =0
" u(ga(x) =0 1'(=x) = 0.

Uvjete pod tockom 3. zovemo uvjetima komplementarnosti. Primjetimo da vrijedi
(y1+AT2) e R"iu € R"paiz 2. slijedi y; + A2 = u, stoga uvjeti komplementarnosti
glase

AT(Ax+ By, —a)=0
()’1 + ATA)TX =0.

Neka su F(x,y, ), G(x,y,1): R" X R" X R? — RP*" vektorske funkcije dane sa:

a-Ax-B A
F(x,y, ) =( AT ); G(x,y,) =( . )

Tada prema Karush-Kuhn-Tuckerovim uvjetima vrijedi F > 0, G > 0, F;G; = 0, Vi gdje
treca jednakost, koju ekvivalentno mozemo zapisati kao F'G = 0, vrijedi zbog prve dvije:

F,'Gl':O (=4 ZF,-G,-:O,

i >0>0

Prema tome Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti donje razine glase
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G(x,y,4) >0

F(x,y,4) >0
F(x,y,)"G(x,y,2) =0

te ukoliko u problemu (1.11), problem donje razine zamijenimo Karush-Kuhn-Tuckerovim
uvjetima dobivamo problem:

dx + djy — min
X,y
Cy=b (1.14)

F(x,y,)"G(x,y,2) =0
y=>0, F(x,y,4) >0, G(x,y,4) >0

Za problem (1.14) raspisujemo F. Johnove uvjete optimalnosti. Oznacimo funkciju ci-
jad/x+djys fu(x,y,): R" x R" x R — R, funkcije ogranienja tipa jednakosti s
H%,(x, y,A)=Cy—b, HzU(x, v, ) = F(x,y, )TG(x,y, A), te funkcije ograni¢enja tipa nejed-
nakosti s g;,(x,y, ) = =y, g, (x,, 1) = —=F(x,y, ), g;,(x,y,4) = —=G(x,y, A). Funkcijama
ograni¢enja pridruzujemo multiplikatore:

Ju(x,y, ) ...k € R kg >0
Hj(x,y,d) ...k e R

Hg(x,y,/l)...a/ER

g}](x,y,/l) LLEER™ME >0,Vie!], ..., m)
g%](x,y,/l) .neR™P p; >0,Vie{l,...n+ p}
(6 y, ) ...y eR" y; >0,Vie(l,...,n+ p}

Dobivamo sljededi sustav:

1. koVify + kY H}, + oV Hf — £V, — V.87, —YVagy, =0
2. koVyfu + KVyHll] + a/VyHU2 - nyg}] - nVyg%] - yVyg%, =0
3. koVfu + KVAHb +aV,HU? - fVAgb - nVﬂg%] - yV/lg%] =0
4. £(gh(x.y. ) =0

5.1 (g%](x, y, /l)) =0

6. ¥ (g} (x.y.0) =0

Ovdje 1 u nastavku simbol Vz(x) oznacava Jacobijevu matricu (vektor redak) funkcije z.
Uvjeti pod tockama 4, 5 1 6 zovu se uvjeti komplentarnosti, a njih ne zapisujemo za funk-
cije ograni€enja tipa jednakosti jer imamo jaci uvjet da su H},, H, jednake nuli. Uvjete
komplementarnosti mozemo ekvivalentno zapisati:
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£(gh(xy. D) =&(-y) =0= &0 =0, Vie(l,..m)
n(83(x., ) = =niFi(x,y, ) = 0= qFx,y, ) =0, Vie{l,...n+p)
¥ (803, D) = =¥iGi(x,7, ) = 0= 7Gxy, ) =0, Vie{l,...,n+p)

Neka sun = (n,m) € RP XR", y = (y1,y2) € RP X R™.

B . (a—Ax—-By,));n =0,Yie{l,..,p}
anl(x’y7/1)_O7 VZE{1’~--’n+p}:>{ (yl_'_AT/l)in?:O ,Vie{l,...,n}
Ay =0,Viell,.., p)

viGi(x,y,) =0, Vie{l,..,n+p}= { xi%? =0,vie{l,.., n}

Prije nego li po¢nemo raspisivati tocke 1, 2 1 3 iz gornjeg sustava primjetimo da ogra-
ni¢enje tipa jednakosti F'G = 0 mozemo zapisati kao {F'G >0, —F'G < 0}. No kako
su vektorske funkcije F 1 G vece ili jednako nula, dovoljno je promatrati samo funkciju
ograni¢enja F'G < 0. Ako zapiSemo uvjete komplementarnosti za dano ogranicenje i
multiplikator @, dobivamo a(F'G) = 0. Ako je @ = 0, taj izraz izostaje iz uvjeta pod
tockama 1, 21 3. Ako je F'G = 0 tada su i parcijalne derivacije V(F'G) po varijablama
x, y 1 A jednake nuli pa opet isti izraz izostaje iz uvjeta pod tocakama 1, 2 i1 3, odnosno
moZemo ga u potpunosti ukloniti iz uvjeta.

Deriviranjem funkcija pa varijablama x, y i 4 dobivamo sustav

1. kod, +AT7]1 -2 =0
]
2. K0d2+CTK—§+( B m ):o

3. AT+, =0
Spremni smo za iduci teorem koji daje F. Johnove nuZne uvjete optimalnosti.

Teorem 1.5.1. Ako je (xg,yo) lokalni minimum problema (1.11) tada postoji 1y € R? i
netrivijalan vektor (ko, K, 11,12, Y1, Y2, &) € RXRIXR? x R" X R? x R" X R™ koji zadovoljava
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kodi + ATy =y, =0

_RT
K0d2+CTK—§—( Bm):O

Upl
AT +y1 =0
(a— Byz) 77, 0, /l?yil =0,Vi=1,..,p
(AT’ + y)m? = =0, Vi=1,.

n>0,y>0,«xk>0
Vi : (a—AxO—Byz) /lo
Vi : (AT/lO+yl), =
>0, y?fi:OVi: 1,...m, 1 >0, kg > 0.
Uvjeti tipa
Vi:(a—Ax" — By))A? =
Vi:(ATAY +y1)lx =0

slijede iz uvjeta komplementarnosti donje razine problema. Teorem 1.5.1 daje Fritz John
nuzne uvjete optimalnosti, da bi dobili Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete, potrebna je regu-
larnost koja je dana u nastavku. Neka je (xo, yo, 1g) dopustiva tocka za (1.14).

dix+dyy — m1n

Cy=b,y> O

FZ(X, y, /7.) = , ako je F,'(X(),y(), /7.()) = 0, (115)
Fi(x,y,1) >0, ako je Fi(xo,yo, o) > 0,

G,‘()C, y, /1) = 0, akoje Gl'(.X(),y(), /10) =0

Gi(x,y,41) >0, ako je Gi(xo,yo,40) > 0.

Za dani problem, potrebni su nam generalizirani Slaterovi uvjeti:

Definicija 1.5.2. Generalizirani Slaterovi uvjeti su zadovoljeni za problem (1.15) ako su
gradijenti, svih jednakosti ogranicenja obzirom na (x,y, A), linearno nezavisni i ako postoji
dopustiva toc¢ka (x,y, 1) koja zadovoljava sve nejednakosti ogranicenja.
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Bilo koje dopustivo rjesenje problema (1.15) takoder je dopustivo i za problem (1.14).
Stoga, lokalno optimalno rjeSenje problema (1.15) takoder je lokalno optimalno rjeSenje
problema (1.14). Obrnuta tvrdnja opéenito ne vrijedi. MoZemo pretpostaviti da je gene-
ralizirani Slaterov uvjet zadovoljen za problem (1.14), ali ne za problem (1.15) sve dok
strogi uvjeti komplementarnosti nisu zadovoljeni. Za vrijednost k) = 1 > 0 dobivamo
Karuch-Kuhn-Tuckerove uvjete optimalnosti.

Teorem 1.5.3. Ako je (xy,yo) lokalni minimum problema (1.11) i generalizirani Slaterov
uvjet je zadovoljen za problem (1.15) tada postoji Ay € R? i vektor (k,n1,12,Y1,Y2,€) €
R/ x R? x R" x R? x R" x R™ koji zadovoljava

di+A"nm-y=0

_RT
d2+CTK—§—( Bm ):0
m

AT +y =0
(a—Ax" - Byg)ﬁ]i1 =0, /l?yil =0,Vi=1,..,p,
AT +y)m; =0, x)y? =0, Vi=1,...,n
n>0,vy>0,«>0
Vi . (a—AxO—Byg),- = /l? =0
Vi: (AT2%+y)),=x)=0

>0, y?fi:OVi: 1,....m, 1>0.

1.6 Metode za numericko rjeSenje

U ovom potpoglavlju dat ¢emo razlicite algoritme za rjeSavanje linearne dvorazinske op-
timizacije. Problemi dvorazinske optimizacije su nekonveksni i nediferencijabilni optimi-
zacijski problemi. To postavlja pitanje traZzenja globalnog optimalnog rjeSenja, Sto cemo
raspraviti u zadnjem odjeljku ovog potpoglavlja. Globalna optimizacija je ¢esto povezana
sa algoritmima nabrajanja koje navodimo odmah na pocetku, dok ostale klase algoritama
nemaju intenciju racunanja globalnog optimalnog rjesenja ve¢ lokalnog kao Sto je metoda
kaznene funkcije koju takoder navodimo. Necemo i¢i u detalje algoritama ve¢ ¢emo izni-
jeti osnovne ideje.
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Algoritmi prebrojavanja

Prvi algoritam koji ¢emo razmotriti je algoritam koji traZi rjeSenje u vrhovima dopusti-
vog skupa. Promatramo optimistican oblik problema linearnog dvorazinskog programi-
ranja (1.8) 1 (1.11). Kao rezultat teorema 1.3.2, traZzenje (globalnog) optimalnog rjeSenja
mozZemo ograniciti na vrhove konveksnih poliedarskih komponenata grafa '¥';. Kao Sto smo
opisali u Potpoglavlju 1.4, svaki takav vrh je odreden sa dva skupa indeksa I, J aktivnih
ogranicenja:

(Ax+ By, —a); =0, 4,20, zaielJ
(Ax+ By, —a); <0, 4, =0, zai¢J
ATA+y);=0,x;>20, zajel
(ATA+y);20,x;=0, zaj¢l
Cy=b,y>0.

Stoga, moZemo preformulirati problem linearnog dvorazinskog programiranja kao problem
pronalazenja takva dva skupa indeksa / 1 J za koje sljedeci optimizacijski problem ima
najmanju optimalnu vrijednost funkcije:

dix + djy — min
Xy
Ax+By;—a);=0, 4,20, zaielJ
(Ax+By2—a),~§O, A, =0, zai¢J (116)
ATA+y);=0,x;>20, zajel
(AT/l'i‘y])jZO, xj:O, Zaj¢[
Cy=b,y>0.

Ova potraga se moZe ostvariti nabrajanjem svih mogucih skupova I, J §to moze rezultirati
velikom koli¢inom nepotrebnog racunanja. U literaturi je pokazano da ovaj pristup moze
dovesti do polinomijalnog algoritma za problem linearnog dvorazinskog programiranja ako
sljedbenik kontrolira samo fiksan broj varijabli. Razlog tome je taj, Sto tada postoji samo
polinomijalni broj razlicitih bazi¢nih matrica za donju razinu problema i problemi (1.16)
se mogu rijesiti u polinomijalnom vremenu. RjeSavajuéi problem (1.4), (1.11) sa K-tim
najboljim algoritmom iz [1], nabrajanje vrhova je realizirano na iduci nacin.
Zapocinjemo s optimalnim rjeSenjem problema:

dix + dyy — min
X,y
Ax+By<a

Cy=>
x,y=>0
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Skup M je konstruiran tako da sadrZzi sve susjedne vrhove skupa
{(x,y) : Ax+ By <a,Cy=b,x,y >0}

vec istraZzenih vrhova. U svakom koraku provjerava se da li je najbolja tocka, obzirom na
gornju razinu funkcije cilja skupa M, dopustiva tocka za problem dvorazinskog programi-
ranja. Ako je dopustiva onda je ta tocka globalno optimalno rjeSenje od (1.4) 1 (1.11). U
suprotnom, tocku iskljucujemo iz skupa M, a sve njezine susjedne vrhove uklju¢ujemo u
skup M.

Metoda kaznene funkcije

Promatramo optimisti¢an problem dvorazinske optimizacije (1.4), (1.11). Dopustivo rjeSenje
x(y*) problema (1.4) je optimalno za y = y* ako i samo ako postoji vektor 4* tako da
(x*,y*, ") zadovoljava

Ax+ By <a, x>0,
ATA+c>0,12>0, (1.17)
c'x=(a—-By)'A

Dani sustav moZemo iskoristiti kako bismo formulirali metodu kaznene funkcije za rjeSavanje
problema (1.4), (1.11):

dix + djy + K[c"x — (a-By)"1] — mial
XY,

Ax+ By <a,
ATA+c¢ >0, (1.18)
Cy=a,
x>0,y>0,120

gdje je K dovoljno velik. Za fiksni K rjeSavamo problem:

Dr(l) — m/lin

(1.19)
ATA+c¢c>0,1>0,

gdje je Ok (A1) optimalno rjeSenje sljedeCeg parametriziranog problema
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dix + djy + K[c"x = (a-By)"1] — miﬂl
x’}’?

A.X+By <a, (120)
Cy=a,
x>0,y>0

za fiksni A. Tada je funkcija @k konkavna i minimum iz (1.19) se poprima u vrhovima
dopustivog skupa

{120 : ATA+c >0}
problema (1.19) pod uvjetom da problem (1.18) ima rjeSenje.
Teorem 1.6.1. Neka je skup
{(x,y,1) : Ax+By<a, ATA+c>0, Cy=a, x,y,4 >0}

neprazan i ogranicen. Tada, postoji konacan K* takav da za svaki K > K* globalno
optimalno rjesenje 1™ problema (1.19) zajedno sa optimalnim rjesenjem (x*,y*) problema
(1.20), daju globalno optimalno rjesenje problema (1.4), (1.11).

Mana ovog pristupa je u tome Sto se za svaku vrijednost parametara kazne, vanjski
nekonveksni problem (1.19) mora se rijeSiti globalno. Ali teorem 1.6.1 proSirujemo i na
sluc¢aj kada se problem gornje razine (1.19) rjeSava lokalno, ali linearni problem donje
razine (1.20) globalno:

Teorem 1.6.2. Neka je skup
{(x,y,) : Ax+By<a, ATA+¢ >0, Cy=a, x,y,1>0}

neprazan i ogranicen. Tada, postoji konacan K* takav da za svaki K > K* lokalno op-
timalno rjesenje A1* problema (1.19) zajedno sa optimalnim rjesenjem (x*,y") problema
(1.20), daju lokalno optimalno rjesenje problema (1.4), (1.11).

Globalna optimizacija

Neka je dan optimisti¢an problem linearnog dvorazinskog programiranja:

T T .
d'x + dzy—>rrxuyn

Cy<bh (1.21)
y=0
xe¥L(y)



POGLAVLIJE 1. LINEARNA DVORAZINSKA OPTIMIZACIJA 20

gdje je ¥, (y) skup optimalnih rjeSenja donje razine problema (1.4) te neka je
¢r(y) =min{c'x : Ax+ By <a, x> 0}
optimalna funkcija cilja istog problema.

Teorem 1.6.3. Optimalna vrijednost funkcije ¢, je konveksna i afina na skupu ¢ = {y :
@1 < o0). Stovise, i na skupu gdje je ¢, = —oo ili ¢ > —co za svaki y.

Funkciju ¢, moZemo iskoristiti za formulaciju problema ekvivalentnom problemu (1.21):

dix + dyy — rrxuyn
Ax+ By <a, x>0, (1.22)
Cy<b, y>0,
c'x < ()

Ovo je problem optimizacije s obrnuto konveksnim ogranic¢enjem. Prvo se problem tran-
sformira u kvazikonkavno optimizacijski problem na sljede¢i nacin.
Neka je (x,y) optimalno rjeSenje linearnog problema

dlx + dyy — min
x’y
Ax+ By <a, x>0, (1.23)
Cy<b,y>0.

Ako je dano rjeSenje dopustivo za (1.22) tada je optimalno i za problem (1.21). Stoga,
sljedece pretpostavimo ¢'x > ¢;(y). Neka su

D ={(x,y) : Ax+By<a, Cy<b, x,y >0} —{(x,y)}

C={(xy : c'xz o} —{x N}
Opcenito, razliku skupova A — B radimo pomocu definicije Minkowskog:
A-B={z:dacA, IbeB, z=a-b}.

Skupovi C i D konstruirani su tako da 0 € (intC) N D i D je konveksi poliedar. Za oba
skupa pretpostavljamo da su neprazni inace problem (1.22) nema rjeSenje. C je koveksan
skup imajuéi polarni skup
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C°={Av) : I'x + v'y <0, Y(x,y) € C}.
Promotrimo tocku
(r,s) e K:={(r,s) : Bs<0, ¢c"r>0}.

Tada, AXx + By + £5) < a, ¢c"(x +£5) > c'x zasve t > 0. Stoga, koveksni konus K je

podskup skupa C, K C C. Doista, X je dopustivi za problem (1.4), say =y + £s povlaci:
c'x+1s)y=c'x > (y+1ts), Ve >0.

Tako,

C° C K° = conelay, ay, ..., ap}, (1.24)

gdjejeap = (—c0)7, a, = (0 By)", By oznacava k-ti redak matrice B. Upotrebom skupova
C, D problem (1.22) moZemo ekvivalentno zapisati kao

xy (1.25)

dix + djy — min
(x,y) € D\ intC

Neka vrijedi (x,y) ¢ C. Tada postoji (4,v) € C° takavda A'x + v'y > 0. Kako je C°
konveksan konus, mozemo regularizirati tu nejednakost tako da lijeva strana nije manja od
1 za odgovarajuéi (4,v) € C°. Tako problem (1.25) stavlja dekompoziciju u hijerarhijski
problem

rr/llin{f(/l, v): (4,v) € C°}, (1.26)
gdje je
fA,v)=inf{c"x : (x,y) €D, "x + v'y> 1}
Xy

Teorem 1.6.4. Funkcija f je kvazikonkavna i poluneprekidna odozdo. Problemi (1.21) i
(1.26) su ekvivalenmi u sljedecem smislu: Globalna optimalna rjeSenja oba problema su
Jjednaka i ako je (A,V) rjesenje od (1.26), tada bilo koji

(x,y) € argmin{c"x : (x,y) €D, "'x + v'y> 1}
x’y
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rjesava (1.21).

Stoga, za rjeSavanje problema (1.21) dovoljno je rijesiti problem (1.26) $to se moZe uciniti
primjenom pristupa grananja i ograni¢avanja koje zapocinje minimiziranjem funkcije f(4, v)
na nekom simpleksu 7' s C° C T. RjeSenje od (1.26) dobit cemo podjelom skupa T na sve
manje i manje, jednostavnije simplekse. Pocetni simpleks sastavljen je od vektora a/, j =
0, ..., p 1 grananje se u osnovi vrsi particioniranjem konusa K°. Za ogranicavanje, rijeSen
je linearni program cija se optimalna vrijednost funkcije moZe upotrijebiti za rjeSavanje
donjih ograniCenja za f(A,v). Detaljan opis algoritma moZe se naci u [9], dok je sli¢na
ideja za globalno rjeSenje linearnog dvorazinskog problema dana u [8].



Poglavlje 2

Dvorazinska optimizacija

U ovom poglavlju istrazit ¢emo dvorazinsku optimizaciju u neSto op¢enitijem smislu, od-
nosno bez pretpostavke linearnosti funkcija na obje razine. U prvom potpoglavlju iznijet
¢emo nuZne i dovoljne uvjete optimalnosti dok u drugom jedan od mnogih algoritama za
rjeSavanje problema dvorazinskog programiranja.

2.1 Upyvjeti optimalnosti
Neka je
¥(y) = argmin{f(x,y) : g(x,y) <0, h(x,y) = 0}

skup rjeSenja donje razine problema dvorazinske optimizacije:

f(x,y) —» min
glx,y) <0 (2.1)
h(x,y) =0

Promatramo problem dvorazinske optimizacije

F(x,y) — min
y

yeyY (2.2)
x e ¥(y)

23
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gdjeje F : R"XR™ — R, Y € R™ zatvoren skup. Ovaj problem zovemo problemom gornje
razine. Skup Y je dan sa eksplicitnim nejednakostima ogranicenja, Y := {y : G(y) < 0},
gdjeje G : R™ — R

Pretpostavimo da je optimalno rjeSenje donje razine problema jedinstveno odredeno za
svakiy e Y.

Definicija 2.1.1. Tocka (x*,y*) € R" X R™ je lokalno optimalno rjesenje za problem (2.2)
ako je y* € Y, x* € W(y*) i ako postoji otvorena okolina Us(y*),6 > 0 tako da F(x,y) >
F(x*,y%) za sve (x,y) koji zadovoljavajuy € Y N Us(y*), x € Y(y). Ako je & = oo, tocka
(x*,y") je globalno optimalno rjesenje.

Definicija (2.1.1) opisuje slucaj kada donositelj odluka na gornjoj razini (tzv. vodeci)
moZe predvidjeti optimalno rjeSenje x(y) donositelja odluka na donjoj razini problema (tzv.
sljedbenik). Stoga, on mora rijeSiti problem

myin{F (x(»),y) :y e Y},

Sto je neprekidni problem optimizacije pod uvjetom da je funkcija optimalnog rjeSenja
donje razine neprekidna za svakiy € Y.
Ozna¢imo s M : R" — 2% preslikavanje

M(y) :={xeR": g(x,y) <0,h(x,y) = 0}.

Za lakSe razumijevanje i1 sagledavanje sljedeCeg rezulata, dat éemo dvije definicije,
odnosno pretpostavke.

Definicija 2.1.2. (C - pretpostavka kompaktnosti)
Kazemo da vrijedi pretpostavka (C) ako je skup

{(x,y) e R" X R™ : g(x,y) <0, h(x,y) =0}
neprazan i kompaktan.

Definicija 2.1.3. (MFCQ - Mangasarian-Fromowitzov uvjet)
KaZemo da vrijedi pretpostavka (MFCQ) za (x°,Y°) ako postoji smjer d € R" tako da vrijedi

V.gi(x°,y0)d < 0, Vi € I(x°,)°) := {j : g;(x°,)") = 0}
Vxhj(xo,yo)d =0,Vj=1,..,¢q

gdje su {V,h;(x°,)°) : j=1,..,q} linearno nezavisni.

Teorem 2.1.4. Promotrimo problem dvorazinske optimizacije (2.1), (2.2) i neka vrijede
pretpostavke (C) i (MCFQ) za sve tocke (x,y) € R" X Y te neka vrijedi x € M(y). Nadalje,
neka problem (2.1) ima jedinstveno optimalno rjeSenje za svaki'y € Y. Tada, problem dvo-
razinske optimizacije ima globalno optimalno rjesSenje uz uvjet da ima dopustivo rjesenje.
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Za dokaz teorema 2.1.4 bit ¢e nam potrebni sljedeca definicija i teorem, koje navodimo
redom bez dokaza teorema.

Definicija 2.1.5. Preslikavanje T : RK — 2% je poluneprekidno odozgo u tocki z € R* ako
za svaki otvoreni skup Z tako da I'(z) C Z, postoji otvorena okolina Us(z) tocke 7 tako da
I'(z') C Z, za svaki 7 € Us(z). T je poluneprekidno odozdo u tocki z € R¥ ako za svaki
otvoreni skup Z tako da I'(z) N Z # 0, postoji otvorena okolina Us(z) tako daU'(Z)NZ # 0,
za svaki 7 € Ug().

Teorem 2.1.6. Ako za problem (2.1) vrijede pretpostavke (C) i (MFCQ), preslikavanje
globalnog rjesenja ¥ je poluneprekidna odozgo u y°.

Dokaz. (Teorem 2.1.4)
Iz jedinstvenosti optimalnog rjeSenja problema (2.1), problem (2.1), (2.2) je ekivivalentan
problemu

min{F(x(y),y) : y € Y}.

Zbog pretpostavki (C), (MFCQ) u vezi teorema 2.1.6, funkcija cilja ovog problema je
neprekidna. Stoga, tvrdnja teorema slijedi iz Weierstrassovog teorema. O

Pretpostavimo sada da optimalno rjeSenje donje razine problema nije jedinstveno odredeno.
Ako je vodeéi u moguénosti uvjeriti sljedbenika da odabere globalno optimalno rjeSenje
koje je najbolje za vodeceg, tada on mora rijesiti problem

myin{%(Y) tyerl, (2.3)

gdje je

¢o(y) = min{F(x,y) : x € ¥(y)}. (2.4)

Definicija 2.1.7. Tocka (x*,y*) € R* X R™ je lokalno optimisti¢no rjesenje problema (2.2)
ako zay* €Y, x* € Y(y*) vrijedi

F(x*,y) < F(x,y") Vx € Y(y")
i postoji otvorena okolina Us(y*), 6 > 0 tako da

0o (V") <o (y), YyeYNnUs(y).

Tocka (x*,y") je globalno optimisticno rjesenje ako je 6 = oo.
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Problem (2.1), (2.3), (2.4) zovemo optimisticnim dvorazinskim problemom.
Ako su pretpostavke teorema 2.1.6 zadovoljene, tada je skup

{(x,y) - x e Y(y)}

zatvoren 1 presjek sa skupom R” X Y je kompaktan ako je Y zatvoren prema pretpostavci
(C). To povlaci da se postize tocka minimuma sljedeceg problema

min{F(x,y) : x € ¥(y), ye Y}. (2.5)
Xy
Tako se globalne optimalne vrijednosti problema (2.3) i (2.5) podudaraju. Op¢enito, ovo
ne vrijedi za lokalna optimalna rjesSenja.

Teorem 2.1.8. Neka vrijede pretpostavke (C) i (MFCQ) za sve tocke (x,y) € RX Y za koje
vrijedi x € M(y). Tada globalno optimisticno rjeSenje problema dvorazinskog programira-
nja (2.1), (2.3), (2.4) postoji uz uvjet da postoji dopustivo rjesenje.

Kada vode¢i nije u moguénosti utjecati na odabir sljedbenika, tada je izlaz iz neugodne
situacije ogranicavanje Stete koju je uzrokovao nezeljeni odabir sljedbenika. Ovo vodi
problemu

myin{sop(y) 1y €EeY) (2.6)

gdje je

¢p() = max{F(x,y) : x € ¥(y)}. 2.7)

Definicija 2.1.9. Tocka (x*,y*) € R" X R™ je lokalno pesimisticno rjesenje problema (2.2)
ako za y* € Y, x* € Y(y*) vrijedi

F(x*,y") > F(x,y") Vx € Y(y")
i postoji otvorena okolina Us(y*), 6 > 0 tako da
0 (V) <@p(y), Yy e Y NnUs(y).

Tocka (x*,y*) je globalno pesimisticno rjesenje ako je 6 = oo.
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Problem (2.1), (2.6), (2.7) zovemo pesimisticnim dvorazinskim problemom.

Teorem 2.1.10. Razmotrimo problem (2.1), (2.6), (2.7). Neka je preslikavanje ¥ polune-
prekidno odozdo u svakoj tocki y € Y i pretpostavimo da vrijedi pretpostavka (C). Tada
globalno pesimisticno rjesenje postoji uz uvjet da problem (2.6) ima dopustivo rjeSenje.

Dokaz. Buduci da je preslikavanje ¥ poluneprekidno odozdo, optimalna vrijednost funk-
cije ¢, je poluneprekidna odozdo. Stoga, funkcija poprima minimum na kompaktnom
skupu Y uz uvjet da taj skup nije prazan. O

2.2 Algoritmi rjeSenja

Promatramo problem dvorazinskog programiranja sa eksplicitnom funkcijom ogranicenja
na gornjoj razini:

F(x,y) — min
y
G <0 28)
x€¥(y)

gdje je 'P(y) definiran sa (2.1) i pretpostavljamo da je optimalno rjeSenje jedinstveno za sve
vrijednosti parametra y. Tada, problem se reducira u problem jedne razine

{ F () = Fx(y).) - min 00

Gy =<0

Prije algoritma, definirat ¢emo nekoliko pretpostavaka te iskaze teorema koji su nam po-
trebni.

Definicija 2.2.1. (CRCQ - klasifikacija stalnog ranga ogranicenja)
KaZemo da vrijedi pretpostavka (CRCQ) za problem (2.1) u tocki (x,y) = (x°,y°) ako
postoji otvorena okolina Wy(x°,y%), & > 0 tako da za svaki podskup

1CI(x°,y%) :={i: gi(x° ")}, J C{1,....ql,

familija vektora gradijenata {V.gi(x,y) : i € I} U{V.h;(x,y) : j € J} ima isti rang za sve
(x,y) € We(x%,)")
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Definicija 2.2.2. (SSOC - strogo dovoljan optimalan uvjet drugog reda)
KazZemo da vrijedi pretpostavka (SSOC) u tocki (x°,y°) ako za svaki (A, u) € A(x°,y°) i
za svaki d # 0 vrijedi

V.8i(x°,y)d =0, za svakii € J(A) :={j : 4; > 0},

V.hi(x°,y)d =0, za svaki j =1, ...,q. (2.10)

imamo
d™V2 L(x°,y°, A, uw)d > 0
Funkcija L je Lagrangeova funkcija, a skup A je skup Lagrangeovih multiplikatora
Ax,y) ={(A,u) ERP XRY:21>0, A7g(x,y) =0, V,L(x,y,4,u) = 0}.

Lokalno optimalno rjeSenje x° € ¥;,.(3°) je snaZno stabilno ako postoje otvorene oko-
line Us(y°), 6 > 0 tocke y° te V,(x°), & > 0 tocke x°, i jedinstveno odredena neprekidna
funkcija x : Us(y?) — V.(x°) tako da je x(y) jedinstveno lokalno optimalno rjeSenje pro-
blema (2.1) u V,(x°) za sve y € Us(y°).

Skup W¥,,.(y) je skup svih lokalnih minimuma problem (2.1):

W) :={xe M(y): e >0, f(x,y) < f(z,y), Yz € M(y) N Va(x)},
gdje je
Vox):={zeR" || x—z|I< &}
Teorem 2.2.3. Neka je y° € R™ i neka vrijede pretpostavke (MFCQ) i (SSOC) za problem

(2.1) u tocki (x,y) = (x°,°), x° € ¥,,.(0°). Tada je lokalno optimalno rjesenje x° snazno
stabilno.

Teorem 2.2.4. Promotrimo problem (2.1) u toc¢ki y = y° i neka vrijede pretpostavke
(MFCQ), (SSOC) i (CRCQ) za stacionarnu tocku x° € SPO°). Tada, prema teoremu

2.2.3, jedinstveno odredena funkcija x(y), {x(y)} = Wie(y) N Vo(x) je PC! funkcija.
Teorem 2.2.5. PC! funkcije su lokalno Lipschitz neprekidne.

Definicija 2.2.6. Funkcija z : R” — R je diferencijabilna u smjeru r u tocki x° ako za svaki
smjer r € R? postoji limes:

7(x%r) = tlir& T z(x° + tr) — z2(x9)].

Vrijednost 7/ (xX°; r je derivacija funkcija z u tocki x = x° u smjeru r.



POGLAVLIJE 2. DVORAZINSKA OPTIMIZACIJA 29

Teorem 2.2.7. Promotrimo problem (2.1) u toc¢ki y = y°, neka je x° € ¥,,.(y°) lokalno
optimalno rjesenje te neka vrijede pretpostavke (MFCQ), (SSOC) i (CRCQ). Tada je de-
rivacija funkcije x u tocki y = y° u smjeru r istovjetna jedinstvenom optimalnom rjeSenju
problema konveksnog kvadraticnog programiranja QP(A°, u°, r)

0.5d" V7 L(x%,y°, %, u®)d + d"V; L(x°, y°, 1%, u®)r — nbin

=0, ako je i € J(A°) (2.11)

0 .0 (0 4,0
V.8i(x",y")d + V,yg:i(x7, y )r{ <0, ako je i€ I1(x°,y%)\ J(1°)

Vihi(x%,y0)d + Vyh(x%,y)r =0, Vj=1,...q

za proizvoljne vektore (1°, u°) € T(x°,y°) koji rjesavaju problem

V,L(x°,y°, L, w)r »  max (2.12)
(A (x0,y0)

Definicija 2.2.8. (ULR - regularnost gornje razine problema)
Neka je dano dopustivo rjesenje (x°,y°). KaZemo da je zadovoljena pretpostavka (ULR)
ako vrijedi

{r:VG;,0"%r<0, je{i:G(O*) =0} #0

Teorem 2.2.9. Neka je (x°,y°) lokalno optimalno rjesenje problema dvorazinskog progra-
miranja (2.1), (2.2) i pretpostavimo da je problem donje razine (2.1) konveksan parame-
tarski problem koji zadovoljava uvjete (MFCQ), (SSOC) i (CRCQ) u tocki (x°,y°). Tada
sljedeci optimizacijski problem ima nenegativnu optimalnu vrijednost funkcije cilja:

@ — min

a,r

Vo F(,yx' (505 r) + VF(x0,)0)r < a
(2.13)
VG, < a, Yi: G =0

Irif< 1

Nadalje, ako je zadovoljena pretpostavka (URL), problem (2.13) se moZe zamijeniti sa
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V. EF&2, %% r) + VyF(xo, y")r — min
VG,(")r < 0, Vi:G(*) =0 (2.14)

Iri<1

Pretpostavimo da je donja razina problema (2.1) konveksan parametarski optimizacijski
problem i da vrijede pretpostavke (MFCQ), (CRCQ) 1 (SSOC) za sve tocke (x,y) tako da
x € ¥(y), G(y) < 0. Tada je jedinstveno optimalno rjeSenje snazno stabilno prema teoremu
2.2.3, to je PC! funkcija prema teoremu 2.2.4 i stoga lokalno Lipschitz neprekidna (teorem
2.2.5). Prema tome, funkcija cilja problema (2.9) je diferencijabilna po smjeru (teorem
2.2.7). Ovo motivira za prototip silaznog algoritma:

Ulaz: Problem dvorazinske optimizacije (2.1), (2.8)
Izlaz: Clarkeovo stacionarno rjeSenje

1. Odaberi y° koji zadovoljava G(y°) < 0, postavi k := 0, odaberi &, ¢, € (0, 1).

2. IzraCunaj smjer 7%, || 7 ||< 1, tako da
For ) <s, VGO < -GoM + s i=1,..,1is <.

3. Odaberi korak #* takav da F (y* + £*7%) < F(*) + etfsk,  GOF + %) < 0.
4. Postavi y¥*! := y* + t57*, izradunaj x* € W(yX), postavi k := k + 1
5. Ako je kriterij zaustavljanja zadovoljen STOP, inace odi na korak 2.

Za izraCunavanje smjera silaska, moZemo iskoristiti nuZne uvjete optimalnosti iz teorema
2.2.9 i formulu za izraCunavanje derivacije smjera funkcije rjeSenja donje razine problema
danu u teoremu 2.2.7. Ovo vodi sljedeéem problemu, rjesiv za neki skup indeksa K* €
T(A%) i vektor v* := (A%, 1%) € EA(XK,¥5), gdje je EA(x,y%) vrh skupa A(XF, yK) te ¥ :=
(X, 5):
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s — min
d,ry.n,s

F' (5 %) := VF(Z)d + V,F(Z)r < s
V,GioMr < -Gy + 5, i=1,...,1
V3 L&V + V3 LV + Vg )y + VIEHn =0 (2.15)

=0 i€ Kk
(K (7* ’
ngz(z )d + Vygl(z )r{ < _gl.(xk’yk) +5,0¢ K*

Vihi(Zd +Vyhi(Zr =0, j=1,...q
Ai+yi+s>0,iekKk, vy=0,i¢ K~ || r|< 1.

Definiramo linearni problem S (r) za racunanje derivacije u smjeru, optimalne funkcije
rjeSenja s

S (r) == argmax{V,L(x%,y°, 4, p)r : (4, ) € T(x%, y")}.
Au

Neka je (d*, r*, v*, n*, s*) dopustivo rjeSenje (2.15), s* < 0. Tada, nije potrebna provjera
da li je izracunati smjera r* takav da (2%, u*) € S (%) obzirom da problem QP(A*, i*, )
ima dopustivo rjeSenje ako i samo ako (A%, %) € S(*). NuZni i optimalni uvjeti op-
timalnosti problema QP(A*, u*, r*) sadrzani su u ograni¢enjima problema (2.15) za od-
govarajuéi skup indeksa K* € 7(A%). Pomocdu teorema (2.2.9) moZemo vidjeti da pro-
blem (2.15) ima negativno optimalno rjeSenje za neki skup indeksa K* € 7(A*) i vektor
vE = (A%, 1%y € EA(X, yY), tada tocka (xF, y¥) nije lokalno optimalna.

U nastavku bit ¢e nam potrebna joS$ jedna pretpostavka te ju navodimo kao i definiciju
Clarkeove stacionarne tocke.

Definicija 2.2.10. (FRR - puni rang po retcima)
KaZemo da vrijedi pretpostavka (FRR) ako za svaki vektor v° € T'(z°) matrica:
VE L) Vigge@) VIkGE) VL)
M = nglo(zo) 0 0 Vyglo(zo)
V.h(z°) 0 0 V,h(2%)

ima rang n+ | Iy | +q.
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Definicija 2.2.11. (Clarkeova stacionarna tocka)
Neka suu : RP — R iz e RP. Ako je u lokalno Lipschitz neprekidna, uz uvjet 0 € ou(z),
7 je Clarkeova stacionarna tocka.

Primjenjujuéi rezultirajuéi algoritam na problem dvorazinskog programiranja, dobi-
vamo konvergenciju prema Clarkeovoj stacionarnoj tocki:

Teorem 2.2.12. Promatramo problem (2.1), (2.8) s konveksnim parametarskim problemom
donje razine, te neka vrijede pretpostavke (C),(ULR), (FRR), (MFCQ),(CRCQ) i (§50C)
za sve (x,y), x € ¥(y), G(y) < 0. Tada, niz izracunat algoritmom {x(y*), y*, r*, d*, A%, ui*, y*,

77", sk, Kk},‘:;], niz {s"‘},‘f’:1 ima nulu kao jedino gomiliste.

Korolar 2.2.13. Promatramo problem (2.1), (2.8) te neke vrijede pretpostavke Teorema
2.2.12. Tada, svako gomiliste (x°,y°) niza iteracija je Clarkeova stacionarna tocka.



Poglavlje 3

Primjene dvorazinske optimizacije

Istrazivanje problema dvorazinskog programiranja je snazno motivirano primjenama u
stvarnom svijetu. U literaturi se mogu naci zanimljivi primjeri, a neke od njih navest ¢emo
u ovom poglavlju.

3.1 Stackelbergove igre
Ekonomija trziSta

U svojoj knjizi o ekonomiji trziSta, H.V. Stackelberg po prvi puta koristi hijerarhijsku struk-
turu kako bi opisao stvarnu situaciju na trziStu. Ovaj model se posebno reflektira na slucaj
kada razliciti donositelji odluka pokuSavaju realizirati najbolje odluke na trziStu obzirom
na njihove vlastite, opéenito razlicitim ciljevima i ¢esto nisu u moguénosti samostalno re-
alizirati svoje odluke ve¢ su prisiljeni djelovati prema odredenoj hijerarhiji.

Promotrit ¢emo najjednostavniji slucaj gdje postoje samo dva donositelja odluka. Tada
prema hijerarhiji, jedan donositelj odluka djeluje samostalno na trzistu tzv. voda, dok drugi
ne djeluje samostalno tzv. sljedbenik. Voda moze diktirati prodajne cijene ili da preoptereti
trziSte sa svojim proizvodima ali u svom odabiru mora predvidjeti moguce reakcije sljed-
benika budu¢i da njegov profit ovisi i o odgovoru (odazivu) sljedbenika. S druge strane,
odabir vode utjece na skup mogucih odluka kao i na ciljeve sljedbenika koji tako mora
reagirati na izbor vodeceg. OCito je da ¢e vodedi, koji djeluje neovisno na trzistu, pokusati
iskoristiti prednost 1 ostvariti veci profit.

Problem koji moramo rijesiti zove se tzv. Stackelbergova igra, koji ¢emo formulirati
na sljedeci nacin.

Neka su X i Y skupovi dopustivih strategija x i y sljedbenika i vode. Pretpostavimo
da su vrijednosti izbora mjerene aritmetickom sredinom funkcija f;(x,y) i fr(x,y), koje
oznacavaju funckije korisnosti vode odnosno sljedbenika. Znajuéi izbor y sljedbenik mora

33
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odabrati svoju najbolju strategiju x(y) tako da njegova funkcija korisnosti poprima maksi-
mum na skupu X:

x(y) € ¥(y) = argmax{fr(x,y) : x € X}.
Pazeci na taj izbor, voda rjeSava Stackelbergovu igru kako bi dobio svoj najbolji odabir:
myax{fL(x, Y :yeY, xe¥y)

Problemi dvorazinskog programiranja su opCenitiji od Stackelbergovih igra u smislu da
oba dopustiva skupa mogu ovisiti o odlukama donositelja odluka.

Cournot-Nashova ravnoteza

Promotrimo primjer gdje n donositelja odluka (poduzeéa) proizvode jedan homogen pro-
izvod u koli¢inama x;, i = 1,...,n. Pretpostavimo da su sve troSkovne funkcije f;(x;) di-
ferencijabilne, konveksne i nenegativne, te poduzeca ostvaruju dobit x;p(3)_; x;) na za-
jednic¢kom trziStu prodavajuci svoje proizvode. Ovdje je p : R — R tzv. funkcija obrnute
potraznje koja opisuje ovisnost trziSne cijene o ponudenoj kolicini tog proizvoda. Pret-
postavimo da je funkcija p kontinuirano diferencijabilna, strogo konveksna i padajuca na
skupu R,,, ali funkcija g(x) = xp(x) je tamo konkavna. Neka je Y; = [a;,b;]] C Ry,
ograniCen interval gdje poduzece i vjeruje da ima profitabilnu proizvodnju. Za raCunanje
optimalne koli¢ine koja donosi maksimalan profit, poduzece i mora rijeSiti problem:
n
mxax{ xip(_lej) - filx) 1 xi€Y; } (3.1
i Jj=
Cije je optimalno rjesenje x;(x_;), gdje j& X_; = (X1, ooy Xio 1, Xit1s -oer X)) |
Promotrimo sada situaciju kada npr poduzece 1 ima prednost nad ostalim poduze¢ima
u smislu da moze popraviti proizvedenu koli¢inu x; 1 da e sva ostala poduzeéa reagirati
na tu koli¢inu. Tada, poduzeca 2, ..., n raCunaju Nashovu ravnotezu izmedu njih rjeSavajuci

n — 1 problema (3.1) za i = 2, ..., n istovremeno.
Neka je

p(ébi)—ﬁ«)) > 0.

To povlaci da poduzece 1 proizvodi pozitivnu koli¢inu. Pretpostavimo da je Nashova rav-
noteza (x(x), ..., X,(x1))" izmedu poduzeéa 2, ...,n jedinstveno odredena za svaki fiksni
x1. Tada poduzece 1 mora rijesiti iduéi problem kako bi realizirala maksimalan profit:

max{ le(lej)—fl(xl) cxi €Y, xi=x(x), i=1,..,n },
J:

X1
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koji se moZe zapisati u sljedecoj formi:

xlp(lej) - fi(x1) — max
j= xi
X1 € Yl

X; € argmax{ xipzlxj - filx) : xi€Y; }, i=2,..,0.
. ]:

Xi

3.2 Optimalne kemijske ravnoteze

U proizvodnji tvari kemijskim reakcijama ¢esto moramo odgovoriti na pitanje kako sasta-
viti takvu smjesu kemijskih tvari tako da:

e tvar koju Zelimo proizvoditi stvarno nastaje kao rezultat kemijskih reakcija u reaktoru

e koli¢ina ove tvari trebala bi biti Sto veca ili bi neka druga (otrovna ili nagrizajuca)
tvar trebala biti prazna ili barem u maloj koli€ini.

Ovaj problem moZemo modelirati kao problem dvorazinske optimizacije tako da je
gore naveden prvi cilj problem donje razine dok je drugi motivacija za funkciju cilja gornje
razine.

Krenimo sa problemom donje razine. lako kemicari tehnicki nisu u moguénosti pro-
matrati pojedinacne kemijske reakcije na visokim temperaturama, konacnu to¢ku sustava
modeliraju problemom konveksnog programiranja. U tom problemu, f(x, p, T) je minimi-
zirana pod uvjetom da je zadovoljen princip o€uvanja mase i mase su nenegativne. Dakle,
dobiveno ravnotezno stanje ovisi o tlaku p, temperaturi 7' i o masama Yy, tvari koje su stav-
ljene u reaktor:

N G
Z]lci(p, T)x; + lei In X; - mxin
i= i=

G
z= XX
_‘]:l
Ax=Ay, x>0,

gdje G < N oznacava broj plinovitih tvari, a N ukupan broj tvari koje reagiraju. Svaki redak
matrice A odgovara kemijskom elementu, svaki stupac tvari. Dakle, stupac daje koli¢inu
razliitih elemenata u tvarima, x je vektor masa tvari u rezultirajucoj kemijskoj ravnotezi,
dok y ozna¢ava pocetne mase tvari stavljene u reaktor. A je podmatrica matrice A koja se
sastoji od stupaca koji odgovaraju pocetnim tvarima. Vrijednost od c;(p, T') daje kemijski
potencijal tvari koja ovisi o tlaku p i temperaturi 7. Neka x(p, T, y) oznacava jedinstveno
optimalno rjeSenje ovog problema. Varijable p, T,y mogu smatrati parametrima kemijske
reakcije. U kemijskim reakcijama Zelimo postignuti Sto bolji rezultat, npr. cilj nam je da
masa jedne tvari bude Sto veca ili Sto manja u rezultiraju¢oj ravnotezi. Da bi se postigao taj
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cilj, parametri p, T,y trebaju se odabrati tako da rezultirajuca kemijska ravnoteZa Sto bolje
zadovoljava ukupan cilj:

(¢, x) — min
p.T.y

(p’ T’y) €Y, x= x(p, T’y)

3.3 Ekonomija okoliSa

Proizvodnja biogoriva

Vodena visokim subvencijama za poljoprivredni sektor i potrebom za smanjenjem za-
gadenja okoliSa povezanog s automobilskim emisijama, francuska vlada odlucila je is-
traziti moguénosti poticanja petrokemijske industrije da koristi poljoprivredne usjeve za
proizvodnju biogoriva. U tu svrhu mogu se koristiti razli€iti neprehrambeni usjevi poput
pSenice, kukuruza, repice i sunokreta. Nazalost, industrijski tro§kvi za proizvodnju biogo-
riva iz neprehrambenih usjeva znantno su veéi nego kad se sirovine na bazi ugljikovodika
koriste za proizvodnju goriva. Da bi se industrija potaknula da koristi poljoprivrednu pro-
izvodnju, neophodni su vladini poticaji u obliku poreznih olakSica.

Zarazvoj jednog moguéeg modela pretpostavlja se da je industrija neutralna i proizvodi
bilo koje isplativo biogorivo. Poljoprivredni sektor predstavljen je podskupom gospodar-
stava u nekoj regiji Francuske. Opisat cemo model samo za jedno gospodarstvo, koji se
lako moZe povecati dodavanjem dodatnih gospodarstava. Svako gospodarstvo moZe os-
taviti neki dio svog zemljiSta neiskoriStenog ili ga koristiti za neprehrambene usjeve. U
svakom slucaju imat ¢e odredeni prihod bilo u obliku drZavnih izdvojenih plaanja za os-
tavljanje dijela zemlje neobradenim ili u obliku subvencija Europske unije plus prihodi od
prodaje neprehrambenih usjeva industriji.

Maksimizirajuci ukupnu dobit, gospodarstvo samostalno odlucuje koliko ¢e se zem-
ljiSta koristiti za proizvodnju neprehrambenih usjeva, a koliko ¢e ostati neobradeno. Neka
xy € R, x, € R, x. € RY oznaCavaju redom koli¢inu neobradenog zemljiSta, zemljiSte
koje se koristi za razliCite neprehrambene usjeve i zemljiSte koje se koristi za razne vrste
prehrambenih usjeva. Neka je e, vektor dansae, = (1,...,1)T € R?.

Problem gospodarstva sastoji se od maksimiziranje dohotka gospodarstva

(PesXe) + {Pn+S—Cp,Xy) + yXy — max (3.2)

Xf>XesXn

(€', x,) + (e, xc) + xp <t (3.3)

(el x;) + xp =0t (3.4)
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€, x,) + {4, x.y + <oyt 3.5)
x. <t x, >0, x, >0, xp20 (3.6)

ovisno o ograni¢enjima koja opisuju ukupnu koli¢inu obradive zemlje gospodarstva (3.3),
ograni¢enjima postavljenim od Europske unije (3.4) na postotak zemljiSta koji je ostao
neobraden ili se koristi za neprehrambene usjeve, a koja odrazavaju agronomska razmatra-
nja (3.5).

Prva nejednakost u (3.6) posebna je veza za proizvodnju Seferne repe. p., p, oznaavaju
dohodak i vektor cijena za prehrambene odnosno neprehrambene usjeve, s je vektor su-
bvencija za neprehrambene usjeve koje placa Europska unija, ¢, je troSak gospodarstva za
proizvodnju neprehrambenih usjeva 1 vy je jedini¢na izdvojena naknada za neiskoriSteno
zemljiSte.

Vlada ima ulogu vode¢eg u ovom problemu. Cilj je minimizirati ukupan iznos da-
nih poreznih kredita petrokemijskim industrijama umanjene za usStede od naknada za ne-
iskoriSteno zemljiste. Neka k, oznacava vektor jedini¢nih koli¢ina biogoriva r, r = 1, ..., w,
proizvedeno od jedne jedinice razli€itih neprehrambenih usjeva, te neka je 7, vladin kredit
odobren industriji za biogorivo r. Vlada mora rijeSiti sljedeci problem

w

ZT, (kyy x,) — y{e’,x,) — min (3.7)
r=1
e’ x) =2 t” (3.8)
D kexiy < H (3.9)
r=1
Pn=pa(t) <0, 7 <0 (3.10)

Xn, X, XrrjeSavaju (3.2) — (3.6)

ovisno o ograni¢enjima na raspoloZzivoj zemlji (3.8), koli¢ini proizvodenog biogoriva (3.9)
i cijena koju placa industrija za neprehrambene usjeve (3.10).

3.4 Optimalne cestarine

U sve viSe regija svijeta promet na ulicama ovisi o cestarinama. Kako bismo modelirali
takav problem, koristit ¢emo usmjereni graf G = (V, E) gdje ¢voroviv € V := {1,2,...,n}
predstavljaju raskriZja u nekoj regiji, a usmjereni rubovi (lukovi) (i, j) € E C V x V ulice
koje vode od raskrizja i do raskriZja j. Zatim, graf se koristi za modeliranje karte ulica u
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odredenoj regiji. Ulice su modelirane kao jednosmjerne, no ako se ulicom moZze proci u
oba smjera, na grafu su to suprotno usmjereni lukovi.

Pretpostavimo da ulice imaju odredene kapacitete koji su modelirani kao funkcija u :
E — R i trosak (ili vrijeme) da vozac¢ prode jednom ulicom zadana je funkcijom ¢ :
E — R. Ovdje zbog jednostavnosti pretpostavljamo da su troSkovi neovisni o protoku
prometa. Dalje pretpostavimo da postoji skup 7" parova ¢vorova (g, s) € V X V za koje
postoji odredena potraZnja d,,, prometa koji se odvija od ishodiSta g do odrediSnih ¢vorova
s,(q,s) € T. Zatim, ako sa x,, ozna¢imo dio prometa obzirom na par ishodiSte-odrediSte
(O-D par) (g, s) € T koristeci ulicu e = (i, j) € E, problem racunanja optimalne vrijednosti
sustava prometa moze se modelirati kao problem protoka vise sredstava:

> > cext” - min (3.11)

(q,5)€T ecE
X, + Z X =u, VeeE (3.12)
(g,5)eT
dos s =4
S - Y =0 jeVigsvgser (3.13)
e€0()) e€l()) ~dys,j=5
Xey X >0, Y(g,5) €T, Ve e E. (3.14)

Ovdje O(j) 1 I(j) oznaCavaju skupove lukova e koji imaju ¢vor j kao rep, odnosno glavu,
1 x, ja slaba varijabla za luk e, x koristimo kako bismo skratili sve varijable donje razine
(ukljucujuéi i slabe varijable).
Pretpostavimo sada da troSak prolaska ulicom ovisi i o troSkovima cestarine koji se
dodaju troskovima prolaska ulicom. Tada je funkcija cilja (3.11) dana sa:
> (e, + cg)xZ‘v — min. (3.15)

(q,8)eT ecE

Neka W(c¢") oznaCava skup optimalnih rjeSenja problema (3.15) obzirom na (3.12) — (3.14),
tada je problem racunanja najboljeg troska cestarina dan sa:

f(c',x) — min
x € Y(c) (3.16)
cecC.

Skup C je skup prihvatljivih troskova cestarine, a ciljna funkcija f(c¢’, x) moZe se Koristiti
za izrazavanje razlicitih ciljeva, npr:

e Maksimiziranje prihoda. U tom sluaju ima smisla pretpostaviti da za svaki par
ishodiSte-odrediste (g, s) € T postoji barem jedan (usmjereni) put od g do s na grafu bez
cestarine.

e Smanjivanje prometa u ekoloski izloZzenim podrucjima.

e Prisiljavanje vozaca kamiona da koriste vlakove od jedne do druge utovarne stanice.
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3.5 Trziste elektricne energije s prijenosnim gubicima

U literaturi moZemo naci istrazivanje o dereguliranim mjestima trziSta elektri¢ne energije.
Ovaj se problem modelira kao generalizirani Nashov problem ravnoteze, gdje svaki igra¢
rjeSava problem dvorazinske optimizacije.

Za formuliranje problema pretpostavimo da je dan graf G = G(V, E) gdje se svaki agent
(ili igrac) nalazi u jednom od ¢vorova i € V. Lukovi E su vodovi elektricne energije. Po-
traznja D; na svakom Cvoru trebala bi biti poznata kao i da je stvarni troSak za proizvodnju
g; jedinica elektri¢ne energije na &voru i jednak A;q; + Big>.

Pretpostavimo sada da u elektroeenergetskoj mreZi postoji neovisan operater sustava
(engl. 1SO) koji je odgovoran za trgovinu elektriGnom energijom. StoviSe, svaki agent
nadoknaduje svoj troSak b;q? + a;q; proizvodnje g; jedinica elektri¢ne energije i svoj zah-
tjev ISO-u, koji distribuira elektricnu energiju izmedu agenata. Cilj ISO-a je minimizirati
ukupne troSkove ponude pod uvjetom da zadovolje potraznju agenata. Pretpostavimo da
su L,-.,-tl.zj toplinski gubici duZz (i, j) € E koji su podjednako pokriveni izmedu sredstava na
¢vorovima i i j, ako je f;; koliCina isporuCene elektriCne energije duz (i, j) € E. Tada
problem ISO-a glasi

v

2(big} +aig;) — min

i= :
qi >0, iceV

qgi — Z (ty + O.SLiktl.zk) + Z (tw — O.SLl'kl%( > D;, eV
k:(i,k)eE k:(i,k)eE
t;>0, (,j)eE.

Neka Q(a, b) oznaCava skup optimalnih rjeSenja ovog problema ovisno o vektorima
ponuda koje su najavili proizvodaci. Tada agenti namjeravaju maksimizirati svoju dobit
koja je jednaka razlici izmedu stvarne i ponudene funkcije za proizvodnju ovise o odluci
[SO-a. To dovodi do sljedeceg problema:

(big? + aiq;)) — (Big} +Aiq;) — max

o ai,bi,q.t
Iﬁ <a; < Ai
B <b<B
(q,1) € Q(a, b).

Ovo je problem dvorazinske optimizacije sa viSe voda gdje vode djeluju prema Nashovoj
ravnotezi.
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Sazetak

U ovom radu opisuje se problem dvorazinske optimizacije, s posebnim naglaskom na pro-
blem linearne dvorazinske optimizacije gdje pretpostavljamo da su funkcije na obje razine
afine. Problemi dvorazinske optimizacije imaju drugi (parametarski) problem optimizacije
kao dio ograniCenja.

Za problem linearne dvorazinske optimizacije navode se svojstva 1 optimalna rjeSenja
na temelju geometrijske interpretacije. IzuCava se egzistencija optimalnih rjeSenja, te
pomocu Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta optimalnosti za donju razinu problema dobivaju
se Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti za problem linearne dvorazinske optimiza-
cije. Navode se algoritmi za rjeSavanje danog problema te se postavlja pitanje trazenja
globalnog optimalnog rjeSenja.

Bez pretpostavki afinosti funkcija na obje razine, dolazi se do opcenitijeg modela dvo-
razinske optimizacije. Navode se nuzZni i dovoljni uvjeti optimalnosti kao i algoritam za
izraCunavanje Clarkeove stacionarne tocke kao optimalnog rjeSenja problema. Na kraju
ovog rada, navode se razne primjene dvorazinske optimizacije u stvarnom svijetu, koje su
imale snaZan utjecaj na porast istrazivanja ovog optimizacijskog problema.



Summary

In this paper we study the bilevel optimization problem, with special emphasis on the linear
bilevel optimization problem where we assume that the functions on both levels are affine.
Bilevel optimization problems have another (parametric) optimization problem as part of
the constraints.

For the linear bilevel optimization problems, properties and optimal solutions based
on geometric interpretation are given. The existence of optimal solutions is studied, and
using Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions for the lower level problem, Karush-
Kuhn-Tucker optimality conditions for the linear bilevel optimization problem are obta-
ined. Algorithms for solving a given problem are given and the question of searching for a
global optimal solution is raised.

Without the assumptions of the affinity of the functions at both levels, a more general
model of bilevel optimization is arrived at. Necessary and sufficient optimality conditions
are given as well as an algorithm for calculating the Clarke stationary point as the optimal
solution to the problem. At the end of this paper, various applications of bilevel optimiza-
tion in the real world are listed, which have had a strong impact on the growth of research
on this optimization problem.
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