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SAZETAK

Tijekom stani¢ne diobe, diobeno vreteno dijeli genetski materijal u dvije identi¢ne stanice kéeri.
Kinetohorni mikrotubuli u diobenom vretenu povezuju kromosome s polovima vretena i
generiraju  sile na kromosome putem proteinskih kompleksa zvanih kinetohore.
Eksperimentalnim mjerenjima uoceni su premosni mikrotubuli koji su stabilno vezani za
kinetohorne mikrotubule te su u ovom radu razvijeni fizikalni modeli koji razjasnjavaju njihovu
ulogu tijekom stani¢ne diobe. Uz kinetohorne i premosne mikrotubule i kinetohore, pri izradi
modela ukljucena je interakcija mikrotubula s polovima diobenog vretena te pasivni i aktivni
molekularni motori koji lateralno povezuju kinetohorne i premosne mikrotubule i omogucuju
njihovo klizanje te aktivni motori koji reguliraju dinamiku mikrotubula. Za slucaj stani¢nog
sustava koji se nalazi u metafazi, rjeSenja modela pokazuju da aktivni motori na plus krajevima
mikrotubula, reguliraju prijelaz mikrotubula iz faze rasta u fazu skracivanja te time ogranicavaju
kretanje kinetohora na sredi$nju tre¢inu diobenog vretena. Model predvida da stohastic¢ki ¢lan u
modelu osigurava robustnost pri kretanju kinetohora za veliki raspon parametara. Takoder, za
slu¢aj metafaznog diobeog vretena koje sadrzi premosne mikrotubule, predvidanje je modela da
¢e kinetohore izmaknute od sredista diobenog vretena posti¢i novi stabilni polozaj koji korelira s
pozicijom sveznja premosnih mikrotubula. Za slu€aj sustava koji opisuje diobeno vreteno u
anafazi pokazali smo da lateralno klizanje izmedu premosnih i kinetohornih mikrotubula
generirano aktivnim motorima koji se nalaze u antiparalelnim preklopima sveZnjeva mikrotubula
omogucuje robusnu separaciju kromosoma koja je neovisna od sila generiranih na polovu
diobenog vretena.

Kljucne rijeci: diobeno vreteno, premosni mikrotubuli, metafaza, anafaza, pozicioniranje,

oscilacije, Langevinova jednadzba
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ABSTRACT

During mitosis, mitotic spindle segregates genetic material into two identical daughter cells.
Kinetochore microtubules in the mitotic spindle connect the chromosomes to the spindle poles
and generate forces on the chromosomes via protein complexes called kinetochores.
Measurements have shown that bridging microtubules are stably bound to kinetochore
microtubules and in this thesis we developed physical models that clarify their role during cell
division. In addition to kinetochore microtubules, bridging microtubules and kinetochores, the
model includes the interaction of microtubules with the poles of the mitotic spindle and passive
and active molecular motors that laterally connect kinetochore and bridging microtubules and
enable their sliding and active motors that regulate dynamics of the microtubule plus ends. For
the case of a system that is in metaphase, the model solutions show that active motors at the plus
ends of microtubules regulate the transition of microtubules from the growing phase to the
shrinking phase and thus limit the movement of kinetochores to the central third of the mitotic
spindle. The model predicts that the stochastic contribution in the model provides robustness in
the motion of the kinetochore for a wide range of parameters. Also, for the case of a metaphase
spindle, that contains bridging microtubules, the model predicts that the kinetochores away from
the center of the spindle will achieve a new stable position that correlates with the position of the
bridging microtubules overlap. For the case of a system describing the mitotic spindle in
anaphase, we have shown that lateral sliding between bridging and kinetochore microtubules
generated by active motors located in the antiparallel microtubule bundles allows robust
chromosome separation independent of forces generated at the spindle pole.

Keywords: mitotic spindle, bridging microtubules, metaphase, anaphase, positioning,

oscillations, Langevin equation
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EXTENDED ABSTRACT

Introduction

Cell division is a fundamental process in the living world guided by a mitotic spindle, a complex
cellular structure composed of microtubules and associated motor and passive proteins.
Microtubules in the mitotic spindle are connected to chromosomes via kinetochores, protein
complexes assembled on the centromeres of each chromosome. Mitotic spindles differ in
geometry, so simple species such as yeasts have rod-shaped, elongated spindles with a small
number of microtubules and chromosomes, making them suitable for experimental research and
simple enough to test theoretical models, while human cells have larger spindles with a large
number of chromosomes. Experimental measurements have shown that there are microtubules
between the kinetochores, whose role in cell division has not yet been investigated.
Measurements have shown that these microtubules do not belong to the bundle of kinetochore
microtubules, but they are stably bound to them, so we call them bridging microtubules, and in
this thesis we developed physical models that clarify their role during stages of cell division.

In addition to kinetochore microtubules, bridging microtubules and kinetochores, the models
include the interaction of microtubules with the poles of the mitotic spindle and passive and
active molecular motors that laterally connect kinetochore and bridging microtubules and enable

their sliding and active motors that regulate dynamics of the microtubule plus ends.

Dynamics of the kinetochores in the metaphase

In the first part of this thesis, we considered stochastic motions of kinetochores in yeast cells in
metaphase. The model defined here together with experiments shows that kinesin-8 motors are
required to center the kinetochore in the metaphase plate, while the dependence of the rescue rate
on force is necessary to generate oscillations. Kinetochore centering is due to motor accumulation
at the plus end of microtubules as a function of microtubule length, resulting in a more frequent
catastrophe of longer microtubules and thus less frequent kinetochore movements outside the
central third of mitotic spindle. In contrast to the simulations used so far that investigate
kinetochore movements in the metaphase spindle of yeast and in human cells, in defining our
model, Langevin's approach was used to describe the stochastic nature of the dynamic instability

of microtubules. Previous models use Monte Carlo simulations to describe stochastic dynamics of



the plus ends of microtubules. Using the Langevin approach described here, we showed that
kinetochores will move near the center of the metaphase plate for a wide range of parameters
only if we describe the dynamics of the plus ends of microtubules using stochastic terms. In our
system the observed robustness of the kinetochore movements suggests that our model provides a
plausible explanation for how a biological system with large variability generates typical

kinetochore movements around the metaphase plate.

Expansion of the model for kinetochore positioning in the metaphase for human
spindles

As it has been found that positioning of the chromosomes in the equatorial plane of the mitotic
spindle is necessary to prevent the existence of misaligned chromosomes which lead to abnormal
nuclear envelope reformation, our minimal model for kinetochore movements in the metaphase
spindle of a yeast cell is in this chapter extended. Here we include mechanisms generated by
bridging microtubules, which are linked along lateral overlaps to kinetochore bundles by passive
proteins, to theoretically investigate potential chromosome positioning mechanisms in more
complicated, human spindles. In this case, the kinetochore fibers consist of 10 microtubules and
now the Langevin noise effect is smaller and the shape of the oscillations is more regular, thus
reproducing the metaphase movements of the kinetochores in human cells and positioning of the
chromosome in the center of the mitotic spindle. The model presented here predicts that stable
antiparallel overlaps of bridging microtubules guide the positioning of the kinetochores to the
center of the metaphase plate and thus characterize an additional mechanism that, in addition to
the currently known mechanism of kinesin-8 motors, ensures robust positioning of chromosomes
within the mitotic spindle. The model also predicts that the kinetochores away from the center of
the spindle will achieve a new stable position that correlates with the position of the bridging

microtubules overlap.

Theoretical model for kinetochore separation in the anaphase

Theoretical work presented in this chapter focuses on chromosome separation during anaphase.
We have shown that the pushing forces generated within the overlap of the bridging microtubules
separate the chromosomes, independent of the connection with the poles of the mitotic spindle.

This result is unexpected according to previous chromosome separation models, in which all

vi



processes contributing to chromosome separation must be directly or indirectly related to the
poles of the mitotic spindle. The experiments briefly presented in this paper show just the
opposite, i.e. suggest that the forces necessary for the separation of genetic material must arise
within the mitotic spindle itself, confirming the necessity of the bridging microtubule bundle and
their adjacent molecular motors that will drive chromosome separation in anaphase. In addition to
motor proteins, our theory includes passive protein bonds between bridging and kinetochore
bundles; as potential candidates for this mechanism there are mesh proteins and as a passive link
in the antiparallel part of the bundle there are PRC1 proteins as well as numerous active
molecular motors in dynamic processes within the spindle. We have shown by theoretical
modeling that lateral sliding between bridging and kinetochore microtubules generated by active
motors located in the antiparallel microtubule bundles allows robust chromosome separation

independent of forces generated at the spindle pole.

Conclusion

The work presented here shows how the forces generated by the links between kinetochore and
hitherto unexplored bridging microtubules in combination with the forces at the dynamic plus
ends of microtubules navigate the oscillatory movements of chromosomes during metaphase in

yeast and human cells and the positioning and separation of chromosomes in human cells.
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1 Uvod

U ovom radu opisana je funkcija sveznjeva mikrotubula i njima pripadajucih aktivnih i pasivnih
motora tijekom stani¢ne diobe. Sveznjevi mikrotubula vazan su strukturni element diobenog
vretena. Sile generirane unutar njih odgovorne su za dinamiku kromosoma tijekom centriranja u
ekvatorijalnu ravninu diobenog vretena te za separaciju kromosoma u posljednjim fazama diobe.
U uvodnom dijelu opisana je struktura diobenog vretena, njegovi glavni sastavni elementi —
kinetohore, mikrotubuli i vezivni proteini. Takoder, uvodimo matematic¢ki formalizam potreban
za razumijevanje teorijskih rezultata opisanih u kasnijim poglavljima $to ukljucuje teoriju
stohastickih diferencijalnih jednadzbi te linearnu analizu stabilnosti i bifurkacije. Veza sa
statistickom fizikom i biofizikom dana je po uzoru na (Van Kampen, 1992), dok opis linearne
analize stabilnosti i bifurkacija prati (Strogatz, 1994). Dodatna biofizic¢ka literatura od interesa
(Howard, 2001). U daljnjim poglavljima opisana su eksperimentalna mjerenja koja motiviraju
nasu teoriju i koje kasnije usporedujemo s predvidanjima teorijskih modela. Dani su modeli za
dinamiku kinetohora i mikrotubula u metafazi i anafazi te njihovi rezultati. Ovdje opisani
eksperimenti objavljeni su u (Vukusi¢ et al., 2017; Klemm et al., 2018; Jagri¢ et al., 2019).
Konacno, u posljednjem poglavlju ukratko su sazeti najvazniji rezultati koji proizlaze iz
predstavljenih modela te su smjesteni u kontekst dosadasnjih istrazivanja u podrucju biofizike

diobenog vretena.



1.1 Stani¢na dioba i elementi diobenog vretena

Stanicna dioba fundametalan je proces u zivom svijetu kojeg vodi diobeno vreteno,
kompleksna stani¢na struktura sastavljena od mikrotubula i pripadaju¢ih motornih i pasivnih
proteina (Mclntosh et al., 2012; Toli¢ and Pavin, 2016). Mikrotubuli u diobenom vretenu su
povezani s kromosomima putem kinetohora, proteinskih kompleksa sastavljenih na
centromerama svakog kromosoma. Diobena vretena razlikuju se u geometriji, tako jednostavne
vrste poput kvasaca imaju Stapiasta, izduZena vretena s malim brojem mikrotubula i
kromosoma, $to ih ¢ini prikladnima za eksperimentalna istrazivanja i dovoljno jednostavnima za
testiranje teorijskih modela. Ljudske stanice imaju veca vretena s velikim brojem kromosoma te
nekoliko tipova snopova mikrotubula koji sudjeluju u mehanizmima koji pokre¢u kromosome u

vretenu (Slika 1.1.1).

Slika 1.1.1: Primjeri diobenih vretena u kojima su zeleno oznaceni mikrotubuli, a magenta
kinetohore. Lijevo, diobeno vreteno u stanici kvasca S. pombe. Skala duljine 1 ym. Desno,

ljudska HeLa stanica. Skala duljine 2 ym. Snimljeno u Toli¢ labu, IRB.

Tijekom stani¢ne diobe, vreteno stanice proé¢i ¢e kroz ciklus od pet faza prije samog trenutka
formiranja dviju identi¢nih stanica kéeri. Neposredno prije pocetka diobe stanica se nalazi u
interfazi te se tada genetski materijal u jezgri stanice duplicira. Takoder, u interfazi se dupliciraju
i polovi diobenog vretena. U ranoj profazi (Slika 1.1.2) stanica se priprema za diobu te sastavlja

strukture potrebne u kasnijim fazama diobe, poput mikrotubula, te se tada genetski materijal



kondenzira u kromosome, kompaktniji format efikasniji prilikom same diobe. Takoder, jezgrina
ovojnica koja je okupljala nekondenzirani genetski materijal se sada rastvara te se definiraju
polovi diobenog vretena oko centrosoma. U prometafazi, vreteno zapocinje s prostornom
organizacijom kromosoma, koji su sada veoma kompaktni i u potpunosti oslobodeni jezgrine
ovojnice. Kako vreteno raste, formirani snopovi mikrotubula se vezu na kromosome putem
kinetohora te takve snopove nazivamo kinetohornim snopovima mikrotubula (Musacchio and
Desai, 2017). Snopovi mikrotubula koji se ne veZzu na kromosome mogu se vezati na stanicni
korteks ili sacinjavaju snopove koji se ispreplicu u sredisStu diobenog vretena, ¢ime stabiliziraju
diobeno vreteno tijekom diobe. Tijekom metafaze, svi kromosomi su povezani s pripadajuc¢im
snopom kinetohornih mikrotubula na suprotne polove vretena te pozicionirani u srediStu
diobenog vretena. Prije samog ulaska u anafazu, stanica ¢e kemijskim signalnim putevima
provjeriti jesu li svi kromosomi ispravno vezani za nasuprotne polove putem snopova
mikrotubula. U slucaju da neki par kromosoma nije ispravno povezan ili orijentiran, ulazak u
anafazu ¢e biti odgoden. Kada stanica ude u anafazu, proteinsko ljepilo izmedu sestrinskih
kromatida, kohezin ¢e se razgraditi te ¢e kromatide biti povucene prema nasuprotnim polovima
putem mehanizama koje vodi dinamika mikrotubula i njima pripadaju¢i motorni i pasivni
proteini. U ovoj fazi polovi ¢e se takoder razmaknuti zbog sila guranja generiranih pomocu
snopova mikrotubula koji se isprepli¢u u sredistu vretena. U posljednjoj fazi, telofazi, stanica je
gotovo u potpunosti podijeljena (citokineza). Diobeno vreteno raspada se na osnovne proteinske
dijelove te se formira nova jezgra u svakoj stanici kéeri. Kromosomi ponovno prelaze u
dekondenziranu formu. Vise o samoj stani¢noj diobi moze se pronaci u (Alberts et al., 1994), dok
¢emo se u ovom radu baviti mehanizmima koji su odgovorni za gibanje kromosoma tijekom

metafaze 1 anafaze.

Profaza Prometafaza Metafaza Anafaza Telofaza

N

Slika 1.1.2: Mitoza u ljudskim U20S stanicama. Mikrotubuli su prikazani u zelenoj, a kinetohore
u magenta boji. Bijela linija oznacava granice stanice. Skala duljine je 5 um, vrijeme je dano u

minutama. Preuzeto iz (Toli¢, 2017).



Mikrotubuli i njihovi snopovi. Mikrotubuli zajedno s aktinskim filamentima i
intermedijalnim vlakanima se nazivaju stani¢ni kostur, no glavnu ulogu u diobenom vretenu
imaju mikrotubuli. Mikrotubuli su polimeri heterodimera tubulina, ¢ije su podjedinice a i -
tubulini snazno medusobno vezani nekovalentnim vezama. (Slika 1.1.3) prikazuje cilindricnu
geometriju mikrotubula, sastavljenih od 13 paralelnih protofilamenata koji ¢ine Suplju cjevcicu.
Svaka podjedinica protofilamenta je usmjerena u istom smjeru pa tako i kona¢ni mikrotubul ima
strukturnu 1 dinamicku polarnost. Kraj mikrotubula na kojem je B-tubulin zovemo minus krajem,
dok kraj s a-tubulinom zovemo plus krajem. Mikrotubuli mogu rasti i skracivati se na oba kraja,
ali plus kraj mikrotubula ima jace izrazena dinamicka svojstva, tj. brze raste i skracuje se te ima

cesce prijelaze izmedu faza rasta i skrac¢ivanja i obrnuto.

Polimerizacija
=~ Ve
® @

A

Katastrofa Spas cDP GTP

Depolimerizacija

@ GTP-tubulin - @ GDP-tubulin O0-0 00=0

Slika 1.1.3: Mikrotubuli i njihova dinamika. Preuzeto i prilagodeno s:

https.:.//www.nordicbiosite.com/news/microtubules-post-translational-modifications-of-tubulins-

and-neurodegeneration. Hidroliza GTP-a se odvija samo na podjedinici p-tubulina.

Nehidrolizirani dimer tubulina prikazan je crvenim krugom, a hidrolizirani zelenim krugom.



Dinamicka svojstva mikrotubula omogucuje kemijska energija koja proizlazi iz hidrolize
molekule GTP-a, koja se odvija samo na podjedinici B-tubulina. Tako se rast, tj. polimerizacija
mikrotubula, odvija ako podjedinice tubulina dodu na plus kraj prije nego zapocne hidroliza
GTP-a. Do skra¢ivanja mikrotubula, tj. depolimerizacije, dolazi kada se ucestalost spajanja
podjedinica na plus kraj smanji te se u postoje¢im podjedinicama na plus kraju ve¢ dogodi
hidroliza GTP-a u GDP. Skok iz faze rasta u fazu skra¢ivanja nazivamo katastrofom (engl.
catastrophe), dok se obrnuti proces naziva spasom (engl. rescue). Vise o dinamici mikrotubula
moze se pronaci u (Howard, 2001).

Tipi¢no se mikrotubuli organiziraju u vecée strukture, tj. snopove mikrotubula te se vezu
za druge elemente diobenog vretena. Vecina je mikrotubula vezana za polove diobenog vretena
(McDonald et al., 1992). Mikrotubule koji iz polova rastu prema stani¢nom korteksu zovemo
astralni mikrotubuli, one koji se vezu za sestrinske kinetohore i formiraju snopove nazivamo
kinetohorni mikrotubuli, a one koji se se isprepli¢u u srediStu diobenog vretena s nasuprotnim
snopom 1 tvore antiparalelni snop, nazivamo interpolarni mikrotubuli (Ding et al., 1993).
Mikrotubuli koji rastu iz istog pola u istom smjeru mogu tvoriti paralelne snopove te ih tada
takoder mogu povezivati motorni i pasivni proteini. Kako je pokazano da su interpolarni i
kinetohorni snopovi mikrotubula u ljudskim stanicama povezani duz svojih paralelnih i
antiparalelnih preklopa te da takav spoj pomaZe uravnoteZziti tenziju na kromosomima tijekom
metafaze (Kajtez et al., 2016; Polak et al., 2017), u ovoj tezi fokusirat ¢emo se na mehanizme
gibanja kromosoma koje uzrokuju sile generirane putem kinetohornih snopova mikrotubula i na

njih vezanih, premosnih snopova mikrotubula (Slika 1.1.4).



Slika 1.1.4: Shema diobenog vretena. Kinetohorni mikrotubuli oznaceni su ljubicasto, a premosni
zeleno. Astralni mikrotubuli rastu iz polova vretena prema korteksu stanice. Preuzeto iz (Tolic,
2017).

Motorni i pasivni proteini. Mikrotubule unutar snopa povezuju motorni i pasivni proteini,
koji se razlikuju u nacinu kretanja duz mikrotubula. Pasivni proteini se duz mikrotubula kre¢u
difuzno. Primjer pasivnih proteina koji ¢e se sresti u naSem sustavu je PRCI u ljudskim
stanicama i njegov analog u stanicama kvasaca, Asel (Hagen and Yanagida, 1990). Motorni
proteini krecu se usmjereno uz potrosnju energije dobivene hidrolizom ATP-a (Howard, 2001),
prema plus kraju mikrotubula (kinezin-5, Eg5) ili prema minus kraju mikrotubula (kinezin-14,
Ncd). Motorni proteini mogu prenositi druge stani¢ne strukture ili hodanjem izmedu mikrotubula
koje povezuju uzrokovati lateralno klizanje mikrotubula u vretenu. Takoder, postoje motori koji
svojom akumulacijom na plus (kinezin-8, Kifl8A), ili minus kraju (kinezin-13, KIF2A) mogu
povecati ucestalost katastrofe mikrotubula.

(Slika 1.1.5) shematski prikazuje pretvorbu energije u mehanic¢ki rad za kinezine i
dineine. U jednostavnoj shemi, vazna je kemijska reakcija hidrolize ATP molekule na ADP i
fosfatnu skupinu oznacenu s P: ATP — ADP + P. Prednja glava motora ¢vrsto je vezana za
mikrotubul, dok straznja slobodno difundira jer sadrzi ADP koji smanjuje afinitet prema

mikrotubulu. Iako je gibanje straznje glave nasumicno, vjerojatnost vezanja ispred i iza u¢vr§éene



glave nije ista, jer se energija sadrzana u molekuli ATP-a koristi za promjenu konformacije
cijelog motora, tako da se centar mase cijelog motora pomice unaprijed. IspusStanjem ADP
molekule povecava se afinitet vezanja straznje glave za mikrotubul pa ona ostaje vezana.
Hidrolizom se ATP pretvara u ADP uz oslobadanje fosfatne skupine te se konformacija motora
vraca na pocetnu. lako su koraci mali, ovakav mehanizam koracanja, pri kojem se samo jedna
glava motora odvaja s mikrotubula te omogucava motorima da produ nekoliko stotina
nanometara bez da se obje glave odvoje od mikrotubula ¢ak i kada teret vrsi veliku silu na motor,
nazivamo procesivnoséu. U slucaju da je motor pod optereéenjem, treba viSe energije za
koracanje te je gibanje tada sporije. Ovisnost sile optereenja i prosjecne brzine gibanja motora je

linearna (Svoboda and Block, 1994) te modelirana teorijski (Kolomeisky and Fischer, 2007).
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Slika 1.1.5: Motorni proteini prilikom koracanja duz mikrotubula. (1-2) ATP molekula veze se za
glavu motora koja je vezana za mikrotubul te se time mijenja konformacija motora, tj. koraca
unaprijed. (2-3) Slobodna glava veze se na mikrotubul. (3-1) Hidrolizom ATP u ADP straznja
glava gubi afinitet za mikrotubul te se odvezuje. Preuzeto i prilagodeno s:

https.//en.wikipedia.org/wiki/Kinesin.

Pasivni proteini takoder se mogu gibati po mikrotubulima. Njihovo pomicanje je, kao 1
kod motora, uzrokovano nasumi¢nim odvezivanjem glava proteina.
Medutim, u tom procesu ne dolazi do hidrolize ATP-a i ne mijenja se konformacija proteina pa je
njima vjerojatnost pomaka u jednu i drugu stranu jednaka, a njihovo gibanje opisujemo kao 1D
Brownovo gibanje. lako difuzno gibanje nema preferirani smjer, u sluc¢aju kad oni povezuju dva
mikrotubula, koji su konacnih duljina, pasivni proteini mogu stvoriti entropijske sile na sli¢an

nacin kao idealni plin u zatvorenoj posudi (Lansky et al., 2015).



1.2 Stohasti¢ki procesi u biofizici

Teorijski pregled stohastoCkih procesa u biofizici preuzet je iz (Sunko, 2011; Kittel, 1958; Van
Kampen, 1992). Pri izucavanju bioloskih sustava znanstvenicima je ¢esto potrebno poznavanje
parametara koji opisuju svojstva odredenih plinova ili tekucina te ponasanje Cestica koje mogu
biti u njima rasprSene. Promatranjem cestica rasprSenih u plinovima ili teku¢inama uoceno je da
one dozivljavaju niz uzastopnih sudara (njih 10'* u sekundi) s molekulama koje sadinjavaju
medij. Kao rezultat takvih nasumi¢nih sudara rasprSene Cestice gibaju se medijem na potpuno
nasumic¢an nacin. MnoStvo kratkih impulsa koje izmjenjuju prilikom sudara medusobno je
potpuno nekorelirano te je tako nemoguce promatrati dinamiku svake Cestice zasebno. Medutim,
takvo nasumicno gibanje Cestica, koje nazivamo Brownovim gibanjem, moze biti modelirano te
mnogi njegovi parametri mogu biti eksperimentalno mjereni (promatranjem cestica pod optickim
mikroskopom ili mjerenjem difuzije, FRAP-om (engl. fluorescence recovery after
photobleaching), neelasticnim Rayleighjevim rasprSenjem).

Jednodimenzionalni nasumicni Setac. Nasumic¢no gibanje Cestica koje dozivljavaju niz
nekoreliranih sudara s molekulama medija modeliramo pomocu gibanja tzv. nasumicnog setaca,

zbog jednostavnosti najprije u jednoj dimenziji.

Zamislimo da netko hoda duZz puta tako da prije svakog koraka bacanjem nov¢ica donosi odluku
hoce li sljede¢i korak napraviti naprijed ili natrag. OCcito, za takvog Setaca ne mozemo tocno
predvidjeti gdje ¢e se nalaziti nakon ¢ koraka pa, ako Zelimo opisivati njegovo gibanje, moramo
pribjedi statistickom opisu. Za pocetak, zanima nas kolika je vjerojatnost da ¢e se Seta¢ naci na
udaljenosti x = x; nakon ¢ koraka ako se na pocetku nalazio na polozaju x = x,. Uz

pojednostavljenje da su svi koraci iste duljine, mozemo sastaviti konstrukciju danu u Tablici 1.1.

Tablica 1.1: Konstrukcija gibanja nasumicnog setaca.

Korak Koordinata Setaca Norma
-3 -2 -1 1 2 3
0. . 1 . . . 1
1. 1 . 1 . . 1/2
2. . 1 . 2 . 1 . 1/4
3. 1 . 3 . 3 . 1 1/8




Na pocetku, Seta¢ se nalazi u ishodistu. Kad napravi prvi korak, moZe se na¢i samo na jednom od
dva mjesta, lijevo ili desno od ishodista, s jednakom vjerojatnos¢u 1/2. U idu¢em koraku, naci ¢e
se na jednoj od parnih koordinata x = —2, 0, 2, ali je vjerojatnost nalaZzenja na koordinati 0 veca
jer je na nju mogao do¢i iz oba prethodna polozaja, x = —1,1. Sada proizlazi da je vjerojatnost
nalazenja Setaca u nekoj tocki jednaka zbroju vjerojatnosti nalaZzenja u dvije susjedne tocke u

prethodnom koraku, podijeljenom s dva (1.2.1).
1
Plx,t +1 |xq,ty) = > [P(x —1,t|xg,to) + P(x + 1,t |xg, ty)] (1.2.1)

Iz Tablice 1.1 mozemo lako pogoditi rjeSenje rekurzije ako primijetimo da se u njoj pojavljuju
binomni koeficijenti. Doista, ova rekurzivna konstrukcija upravo je poznati Pascalov trokut.

Dakle, vjerojatnosti nalaZenja Setaca dane su binomnom raspodjelom:

1,41 040 21,'1—1,'0 ('xl_ x0+t1_ tO)/z . o

Nakon zadanog broja koraka t; — t, = t, zanima nas kolika je oCekivana vrijednost pomaka
Setaca, X; — X, , no ona je o€ito nula jer je raspodjela simetri¢na. Vise informacija dobivamo ako

promotrimo izraz (1.2.3) za srednje kvadratno odstupanje,

(O — %)% = % z x? ((x +tt)/2)- (1.2.3)

X

Ako se provede eksplicitno racun za parna mjesta, t = 2k i x = 2m, imamo:

Zmz( 2k )=l<2+s+l>kl” = 4k-1.2) (1.2.4)
m+k S ' o
m s=1
Za racun u izrazu (1.2.4) koristili smo funkciju izvodnicu (1.2.5).
K
m( 2= |( 1)
Zs (2 ) ={(2+s+5 (1.2.5)
m

Konac¢no, dobivamo:



(xl - XO)Z == tl - to. (1.2.6)

1z izraza (1.2.6) vidimo da je linearni pomak Setaca proporcionalan drugom korijenu vremena, a

ne vremenu kao kod deterministickog gibanja.

Kontinualna granica. Ako vremenski intervali postaju sve manji, kao i duzina koraka,
onda ocekujemo da ¢e binomna raspodjela prije¢i u Gaussovu. Zamijenimo, dakle, t; — t, =
(ty — to)/T 1 x4 — x9 = (x4 — x¢)/a te promatrajmo granicu 7 = 0, a = 0. Sada rekurziju
(1.2.1) mozemo zapisati kao:
PQx,t + 1 |xg, to) — P(x, t |xo, to)
1
= E [P(x - 1,t |x0, to) + P(x + 1,t |x0, to) (1~2-7)
- ZP(.X, t |x0, to)].

S prijelazom na dimenzionalne varijable i uvodenjem gustoce (1.2.8), izraz (1.2.7) prelazi u

(1.2.9).

p(x,t) = P(x/a, t/t | xy/a, ty/T)/a (1.2.8)
plx,t+1)—p(x,t) = % [p(x —a,t) + p(x +a,t) — 2p(x,t)] (1.2.9)

Ako a i T nezavisno teze nuli, obje strane iSCezavaju. No, primijetimo da lijevo imamo prvu
derivaciju u ¢, a desno drugu derivaciju u x; dakle ako oni teZe nuli, tako da omjer a?/271 = a?

ostaje konstantan, izraz (1.2.9) mozemo pisati u obliku:

p(x, t+1) —p(x,t) , p(x—at) +plx+at) —2pxt)
=a*- :
T a?

(1.2.10)

Odnosno:

2
et _ , (.t (1.2.11)
Jt dx?

Izraz (1.2.11) nazivamo jednadzbom difuzije, s konstantom difuzije @?. Nju, prema tome,

mozemo promatrati kao kontinualnu granicu rekurzije za binomne koeficijente. Njeno rjesenje je
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Gaussian:

(x, t 1o, to) - ( (x_x°)2> 1.2.12
X, t|xg,ty) = exp| ————<| 2.
P O Jamar(t — ty) P\" 2a?(t — 1) ( )
Gaussian je normiran i zadovoljava pocetni uvjet, da je Setac u x:
fdx p(x, t|xy, ty) =1 (1.2.13)
Jm pCxy, by |x0,80) = 8(x1 = xo)- (1.2.14)
1 0

Takoder, on zadovoljava i jedan manje trivijalan uvjet (koji je o¢ekivan ako ga interpretiramo kao

uvjetnu vjerojatnost): naime, u nekom trenutku t’ izmedu ¢t i t;, Seta¢ je sigurno bio negdje:

fdx’ pCe, ty X, tp(x!, t |xg, to) = p(x1, t1 | X0, to), (Ep < t' < t;). (1.2.15)

Izraz (1.2.15) nazivamo jednadzbom Smoluchowskog. Zapravo ne mozemo unaprijed tvrditi da se
pri ovakvoj konstrukciji vjerojatnosti p(xq,t; |xg,ty) pod integralom neée pojaviti neka
integralna jezgra koja ovisi o x" i t'. Njezino odsustvo u jednadzbi Smoluchowskoga je direktna
posljedica nezavisnosti Setateve odluke: odluka o tome koji ¢e mu biti idué¢i korak bit ¢e
nezavisna o njegovim prethodnim odlukama. PoloZzaj Setaca u trenutku t + 7 dakle ovisi samo o
tome koji mu je polozaj bio u trenutku ¢, a ne i o tome kako je tamo dospio. Procesi u kojima
vrijednost nasumic¢ne varijable x,,; Ovisi samo o x,, a ne o #, ili drugim vrijednostima x;, zovu

se Markovljevi procesi. Za njih vrijedi jednadzba Smoluchowskog.

Vazno je uociti da diskretni model nasumicnog Setaca opcenito nema kontinualnu granicu, nego
samo za jedno odredeno, kriti¢no skaliranje vremenskih i prostornih odsje¢aka, takvo da je a?/7
konstanta. Fizikalno refeno, opcéenito ne mozemo ocekivati da neéemo imati ovisnost o
‘mikroskopskoj’ reSetci, na kojoj je definiran neki model; no ponekad postoje specijalne, kriticne

vrijednosti parametara u kojima ponasanje modela prestane ovisiti o mikroskopskim skalama.

Gibanje Brownove cestice. Sada ¢emo vidjeti kako se rezultati analiza nasumicnog Setaca

pojavljuju u fizikalnom kontekstu. Promatramo malu Eesticu suspendiranu u tekucini. Njezina
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jednadzba gibanja je:
Mv = K(t). (1.2.16)

U izrazu (1.2.16) K(?) predstavlja sumu nasumicne sile koja potjec¢e od udaraca koje Cestica prima

od molekula tekuéine i viskoznog otpora:
K(t) = —uv + MA(t), (1.2.17)

gdje je A(?) nasumicni dio sile, koji ima vremenski prosjek nula. Kad Cestica miruje, ovaj dio je
sve Sto ostaje od sile K(z). Jednadzba gibanja dana s (1.2.18) naziva se Langevinovom

Jjednadzbom:

1'7=—%v+A(t). (12.18)

Sljede¢e zelimo pronaéi vremensku evoluciju koordinate x(z). Iz analiza nasumi¢nog SetaCa
znamo da ¢e prosjek x(t) iSC€ezavati. Zato preuredimo jednadzbu gibanja tako da nademo

evoluciju prosjeka kvadrata x?(t). Prvo, jednadZbu gibanja (1.2.18) mnoZzimo s x te, uz

xi =1L a2 i xi =12 2 (3)2 izraz (1.2.18) prelazi u:
2 dt 2 dt? - p )
1 d? u d
1a” o =P %0 1.2.19
VT (%) M ™ + xA(t). ( )

Vremenski prosjek x(t)A(t) iS€ezava jer polozaj Cestice nije koreliran sa stohastickom silom,

: o . .. 7oy kT y o . .
dok iz ekviparticionog teorema slijedi: (X)? = IR Konac¢no, ako oznafimo vremenski prosjek

derivacije x% s y (y = %xz = %P), jednadzba gibanja postaje:

g B (1.2.20)

Asimptotsko rjeSenje (t — o) je ono za koje jey =0 -y = % ili integriranjem, uz definiciju

d —5
= 2
=—x

Y =5%%
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32 = 2kT t (1.2.21)
x? =—-t. 2.
U
Vidimo dakle da je prosjecni kvadrat pomaka Brownove Cestice proporcionalan vremenu, bas

kao kod nasumicnog Setaca. Nadalje, za sferi¢nu Cesticu mozemo uvrstiti vezu koeficijenta p i

konstante viskoznosti 1, tzv. Stokesov zakon: u = 6mRn pa dobivamo:

— kT
* ~ 3mRny

t. (1.2.22)

1z ove jednadzbe mozemo odrediti Boltzmannovu konstantu £, ako izmjerimo veli¢inu Brownove
Cestice pod mikroskopom i uvrstimo poznatu konstantu viskoznosti. Alternativno, veli¢inu u
mozemo odrediti eksperimentalno iz grani¢ne brzine pri konstantnoj vanjskoj sili Ky: * = K,/u.

Na taj je nac¢in po prvi put odreden omjer plinske i Boltzmannove konstante, tj. Avogardov broj.

Iz rjeSenja jednadzbe difuzije (1.2.11) dobije se: x2 = [ x? p(x,t) = 2a?t, tako da je konstanta

difuzije:

2

a? = kT - (1.2.23)

|

Veli¢ina 1/u se zove mobilnost Cestice pa sada imamo direktnu vezu konstante difuzije i
mobilnosti, dakle makroskopske i mikroskopske karakteristike gibanja Brownove Cestice.

Rezultat (1.2.23) zove se Einsteinova relacija.

Izraz x2 = 2a®t ne vrijedi u granici t — 0 jer vodi na beskona¢ne brzine. Sli¢an radun moze se
provesti uz dva nova uvjeta: konacne pocetne brzine i distribuciju finalnih brzina identicnu
Maxwellovoj distribuciji. Za vremena t » B~1, B = u/m, novi uvjeti ponovo daju Einstein-
Langevin rjesenje: (x — x)% = (kT /mB?)(Bt — 1 + ePt). Za vrlo kratka vremena (¢t — 0)
gibanje Brownove &estice jednako je gibanju slobodne &estice &ija je v2 = kyT. U blizini t = T
odvija se prijelaz prema difuznim procesima, dok za t > 7, (x — x,)? postaje proporcionalno t, a

ne vise t2.

Primjer Master jednadzbe. Master jednadzbe su diferencijalne jednadzbe koje opisuju

evoluciju vjerojatnosti za Markovljeve procese za sustave u kojima su dozvoljeni skokovi iz

13



jednog stanja u drugo u kontinuiranom vremenu. Ovdje ¢emo dati primjer u kojem je broj
dozvoljenih stanja diskretan, kao §to je slu¢aj u primjerima kemijskih reakcija, Sirenja epidemija

te u sluc¢aju dinamike plus kraja mikrotubula ¢iji opis slijedi u ovom radu.

Primjer koji ovdje promatramo opisuje situaciju u kojoj se nas sustav moze nac¢i u dva stanja, na
primjer, stanju “1” 1 “2”. Opcenito, takav sustav moze modelirati situacije u kojoj stanje “1”
moze biti osoba kad je zdrava, a u stanje “2” prijede kada se razboli, ili radioaktivni atom u
neraspadnutom stanju nosi oznaku “1”, a u raspadnutom ‘“2”. U ovim i mnogim slicnim
primjerima, prijelaze izmedu dva stanja definiramo kao nasumicne dogadaje koji se pojavljuju s
odredenim ucestalostima. Tako definiramo w(1 — 2), ucestalost s kojom sustav (osoba, Cestica)
prelazi iz stanja “1” u stanje “2” te pretpostavljamo da se ti prijelazi odvijaju nasumicno i
uniformno. To znaci da postoji vjerojatnost w(1 — 2)dt da nas sustav prijede iz stanja “1” u “2”
u intervalu vremena (t,t + dt). Inverzan proces, tj. prijelaz iz “2” u “1” se moZe i ne mora
dogoditi (na primjer, bolesna osoba moze ozdraviti, ali jednom raspadnuti atom ne moze se

ponovno sastaviti).

Ako krenemo od nekog pocetnog vremena t,, trazimo vjerojatnosti P;(t) i P,(t) da se Cestica
nade u stanju “1” ili “2” u vremenu t. Za trazene vjerojatnosti mora vrijediti P, (t) + P,(t) = 1.
Vjerojatnosti ¢emo izracunati iz diferencijalnih jednadzbi koje opisuju njihovu vremenusku
evoluciju, a zapisat ¢emo ih tako da poveZemo vjerojatnosti za dva vremena, t it + dt. Na taj
nacin, implicitno koristimo Markovljevu pretpostavku, jer ucestalosti prijelaza iz jednog stanja u
drugo tijekom vremenskog intervala (t,t + dt) ne ovise o povijesti sustava, ve¢ samo o stanju u
kojem se na$ sustav nade u vremenu t. Vjerojatnost P, (t + dt) da se Cestica nade u stanju “1” u
vremenu t + dt ima dva doprinosa: da se u vremenu t nalazi u stanju “1”, P;(t) i ne prijede u
stanje “2” tijekom intervala (t,t + dt) te da se u vremenu t pronade u stanju “2”, P,(t)i u
intervalu (¢, t + dt) prijede u stanje “1”. Koriste¢i pravilo uvjetne vjerojatnosti dolazimo do
(1.2.24),
P, (t + dt) = P,(t) - [vjerojatnost da Cestica ostane u 1]

(1.2.24)
+ P,(t) - [vjerojatnost da Cestica skoCi iz 2 u 1]

Vjerojatnost prijelaza iz “2” u “1” u intervalu vremena (¢, t + dt) je w(2 — 1)dt, dok je

vjerojatnost s kojom Cestica ostaje u stanju “17, [1 — w(1 - 2)dt],
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P(t+dt) =P ()1 —w(l - 2)dt] + P,()w(2 - 1)dt + 0(dt?). (1.2.25)

Zanemareni su 0(dt?) doprinosi, koji opisuju visestruke prijelaze. Na primjer, u slucaju da
Cestica bude u stanju “1” u vremenu t + dt jer je bila u stanju “1” u vremenu ¢ te je napravila dva
prijelaza, prijelaz iz “1” u “2” i zatim iz “2” u “1” tijekom intervala (¢, t + dt). Takav dogadaj bi
se pojavio s vjerojatnoséu w(1 — 2)dtxw(2 — 1)dt = 0(dt?). Sli¢ni viestruki dogadaji se
odvijaju s vjerojatnoséu koja iS¢ezava u granici dt — 0. Ako nanovo zapiSemo (1.2.25) uzimajuci
u obzir granicu dt — 0 dobit ¢emo diferencijalnu jednadzbu (1.2.26) te sliénim razmatranjem

(1.2.27).

dpét(t) =-~w(l > 2)P () + 02 > DP(0) (1.2.26)
dP;ft) = w(l > 2)P,(t) — w(2 > 1)P,(t) (1.2.27)

Izrazi (1.2.26) 1 (1.2.27) su veoma jednostavni primjeri Master jednadzbi: jednadzbi za
vjerojatnost da stohasticki sustav koji moze prelaziti izmedu razli¢itih stanja, u vremenu ¢ bude u
jednom u tih stanja. Ovdje prikazan primjer primijeniti ¢emo na na$ bioloski sustav dinamickih

mikrotubula.

15



1.3 Dinamicki sustavi i bifurkacije

Uvod u dinamicke sustave i bifurkacije preuzet je iz (Strogatz, 1994). Autonomne dinamicke

sustave mozemo analizirati na primjeru sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Zapis X;

. . .. . dx; .. . . N
predstavlja vremensku derivaciju, tj. x; = d—tl. Varijable x4, ..., x, mogu oznacavati razli¢ite

dinamicke veli¢ine, npr. koncentracije kemikalija u kemijskim reakcijama, populacije razlicitih
vrsta u ekosustavima ili polozaje i brzine planeta u solarnom sustavu. Funkcije f, ..., f,, odredene
su problemom kojeg razmatramo. RjeSenja sustava (1.3.1) mozemo vizualizirati kao trajektorije u
n-dimenzionalnom faznom prostoru (u mehani¢kim sustavima fazni prostor razapinju sve
komponente polozaja i impulsa).

X1 = f1(xq, s %)
: (1.3.1)
xn = fn(xli "'an)

Jednodimenzionalni sustavi. Za pocetak, analizirat ¢emo najjednostavniji slucajn =1,

dan formom (1.3.2).
x = f(x) (1.3.2)

Ovdje je x(t) realna funkcija ovisna o vremenu t, dok je f(x) glatka realna funkcija od x koje ne
ovisi eksplicitno o vremenu. Za bilo koji jednodimenzionalni sustav mozemo skicirati graf
funkcije f(x) (Slika 1.3.1) te zatim skicirati vektorsko polje na realnoj osi (x os na (Slika 1.3.1)).
Takvo vektorsko polje mozemo interpretirati kao fazni fluid koji struji duz realne osi faznog
prostora lokalnom brzinom f(x). Tok je usmjeren na desno kada vrijedi f(x) > 0 i na lijevo za
f(x) <oO.
Kako bismo pronasli rjeSenje jednadzbe x = f(x), pocinjemo od polozaja x, u kojem se
zami$ljena Cestica, tj. fazna tocka, nalazi ut = 0 te zatim promatramo njeno ponaSanje u
vremenu. Gibanje fazne tocke duz x-osi opisano je funkcijom x(t), koju nazivamo trajektorijom.
Tako je funkcija x(t) rjeSenje diferencijalne jednadzbe (1.3.2) s pocetnim uvjetom x,. Prikaz koji
sadrzi sve kvalitativno razli¢ite trajektorije sustava nazivamo faznim portretom. Izgled faznog
portreta ovisi o fiksnim to¢kama x* koje su definirane s f(x*) = 0, tj. one su ravnotezna rjeSenja
izraza (1.3.2). (Slika 1.3.1) je primjer faznog portreta u kojem puna crna tocka oznacava stabilnu
fiksnu tocku (lokalni tok se slijeva u stabilnu fiksnu tocku), dok je bijela tocka nestabilna (lokalni

tok izvire iz nestabilne fiksne tocke). Ravnoteza je definirana kao stabilna ako se sve male
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perturbacije uguSe u vremenu. Nestabilna ravnoteza predstavlja slucaj u kojem perturbacije rastu

u vrémenu.

f(z)

Slika 1.3.1: Fiksne tocke i stabilnost u slucaju jednodimenzionalnog dinamickog sustava. Crna
tocka oznacava stabilnu, dok bijela nestabilnu fiksnu tocku. Smjer strelica oznacava smjer toka
vektorskog polja. Preuzeto iz (Strogatz, 1994).

Analiza linearne stabilnosti. Uz graficke metode, za odredivanje svojstava faznog toka
najcesce se koristi kvantitativna mjera stabilnosti, poput brzine povratka u stabilnu fiksnu tocku
ili brzine udaljavanja od nestabilne fiksne tocke. Takvu informaciju o sustavu dobivamo
linearizacijom jednadzbi gibanja oko fiksne tocke. Ako je x* fiksna tocka, tada je X(t) = x(t) —
x" mala perturbacija oko fiksne toc¢ke. Kako bismo provjerili da li perturbacija raste ili trne u

vremenu, trazimo derivaciju,

d _ _ d o~
ax(t) = E(x —x*) = x. (1.3.3)

Kako je u (1.3.3) x* konstanta, slijedi dx(t)/dt = x = f(x) = f(x* + X). Taylorovim razvojem

u red dobijemo (1.3.4), gdje O(X?) predstavlja kvadrati¢ne ¢lanove u X koje mozemo zanemariti,

dok je f'(x) = df /0x. Dodatno, f(x*) = 0 jer je x* fiksna to¢ka te tako dolazimo do (1.3.5).
fx*+2)=f")+2f"(x*) + 0(&?) (1.3.4)
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d o PN "
Ex(t) = xf"(x") (1.3.5)

Izraz (1.3.5) je linearna jednadzba u X, dobivena linearizacijom oko fiksne to¢ke. Ona pokazuje
kako perturbacija X(t) raste eksponencijalno za f'(x*) > 0 i eksponencijalno trne za f'(x*) < 0.
U slucaju f'(x*) = 0, ¢lanovi O(X?) nisu zanemarivi te je potrebno provesti nelinearnu analizu
da bismo ispitali stabilnost sustava. Iz linearne analize takoder saznajemo i brzinu atenuacije, tj.
njezinu karakteristiénu vremensku skalu danu s 1/|f'(x*)|. Za jednodimenzionalne sustave, iz
linearne analize proizlazi da se sve trajektorije priblizavaju fiksnoj tocki ili divergiraju prema Foo
jer su prisiljene na monotoni rast ili pad prema ravnoteznom rjeSenju ili ostaju konstantne. Tako
za jednodimenzionalne sustave nema periodickih rjeSenja jer X = f(x) odgovara toku na liniji.

Bifurkacije. Uvodenjem ovisnosti sustava o parametrima, kvalitativna struktura toka moze
se promijeniti. Konkretno, variranjem parametara u sustavu mozemo mijenjati postojanje i
stabilnost fiksnih tocaka sustava. Takve kvalitativne promjene u dinamici nazivamo
bifurkacijama, a vrijednosti parametara za koje se takve promjene pojavljuju zovemo
bifurkacijskim to¢kama.

Primjer trodimenzionalnih sustava. Nelinearni dinamicki sustavi koji ovise o parametrima
mogu pokazivati vrlo komplicirana ponaSanja u slufaju variranja nekog parametra. Kao i u
jednodimenzionalnim sustavima, takve varijacije mogu uzrokovati pojavu ili nestajanje fiksnih
tocaka 1 u sustavima viSih dimenzionalnosti, dok takoder u viSim dimenzijama, varijacije
parametara postaju uzrokom novih pojava poput nastanka ili nestanka periodickih trajektorija ili
drugih kompliciranijih formi. U analizu ovisnosti dinamickog sustava o parametrima kre¢emo
metodom analize linearne stabilnosti.

Promatramo neki opceniti sustav treceg reda oblika (1.3.6) u kojem su f;, f, i f3 tipi¢no

nelinearne glatke funkcije od x, y 1 z.

J'C = fl(x,y,z)
y=f2(xy,2) (1.3.6)
z = f3(x,y,2)

Fiksne tocke su vrijednosti (x*, y*, z*) za koje je fazni tok stacionaran, tj. to su

koordinate koje dobijemo kao rjeSenja sustava jednadzbi (1.3.7).
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ke y'z) =0

fo(x*,y%,2") =0 (1.3.7)

fs(x*,y",z") =0

Nakon pronalaska fiksnih to¢aka uvodimo male perturbacije (1.3.8). Da bismo izrac¢unali

kako perturbirana rjeSenja evoluiraju u vremenu, moramo ih supstituirati u originalne
diferencijalne jednadZzbe uzevs$i u obzir da derivacija fiksne tocke iS¢ezava u vremenu. Kada
vratimo perturbirana rjeSenja u originalne diferencijalne jednadzbe, funkcije f;(x,y,z),
fo(x,y,2) 1 f3(x,y,z) razvijemo do 1. reda u Taylorovom razvoju po perturbaciji i uvazimo
¢injenicu da je derivacija fiksne tocke jednaka nuli. Tako dolazimo do skupa jednadzbi (1.3.9).

x(t) = x* + x(t)

y@) =y +3() (1.3.8)
z(t) =z"+2(t)
0fi 0fi 0f (1.3.9)
. dx OJdy 0z .
a(OV o on o -
—| ) |=|= = = y(t)
dt 2(8) dx Jdy 0z 2()
dx OJdy 0z (' y* .2

U izrazu (1.3.9) 3X3 matricu izvrijednjenu u fiksnoj tocki nazivamo Jacobijanom linearne
transformacije. Za dani skup parametara svi elementi Jacobijana su konstante te u tom slucaju
skup diferencijalnih jednadzbi (1.3.9) postaje linearni sustav diferencijalnih jednadzbi, Cije je

rjeSenje dano u obliku (1.3.10).

x(t) £ 7@ 23
F@) | = 9D |eMt +| 9@ |t +| $B) | ehst (1.3.10)
2(t) 2 2(2) 23

U izrazu (1.3.10), A4, A, i A3 su kompleksne svojstvene vrijednosti Jacobijana, a pripadajuci
vektori (£, 9®,20)su odgovarajuéi svojstveni vektori Jacobijana. Proizlazi da opéenito
rjeSenje sustava (1.3.9) moZe biti eksplicitno zapisano pronalaskom svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora Jacobijana. Ovakva analiza nam omogucava da istrazimo stabilnost fiksne
tocke 1 karakter faznog toka oko nje. Iz oblika rjeSenja (1.3.10) proizlazi da iznos svojstvenih
vrijednosti direktno utjeCe na dinamiku sustava. Na primjer, u sluc¢aju da neka od svojstvenih
vrijednosti ima pozitivan realni dio, tada iz izraza (1.3.10) proizlazi da ¢ée perturbacija rasti s

vremenom, tj. fiksna toCka ¢e biti nestabilna. Svojstvene vrijednosti opcenito ovise o
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parametrima sustava te variranjem parametara mijenjamo iznos svojstvenih vrijednosti i time
utjeCemo na promjenu stabilnosti fiksnih tocaka i karakter rjeSenja. Promjena u broju i stabilnosti
fiksnih tocaka i pojava eventualnih zatvorenih periodickih orbita, trazi uvodenje bifurkacijske
analize.

Hopfova bifurkacija. Za dimenzije n = 2, dolazi do pojave ili nestajanja periodi¢nih
orbita promjenom stabilnosti fiksne tocke tijekom varijacije parametara koju nazivamo
Hopfovom bifurkacijom (Marsden, 1976). Najjednostavnija Hopfova bifurkacija je lokalna
bifurkacija u kojoj fiksna tocka dinamiCkog sustava gubi stabilnost kako par kompleksno
konjugiranih svojstvenih vrijednosti, dobivenih linearizacijom sustava jednadzbi oko fiksne
tocke, prelazi imaginarnu os u kompleksnoj ravnini. Tada moZemo ocekivati pojavu grani¢nog
kola (engl. limit cycle), zatvorene periodicne trajektorije u faznom portretu nelinearnih sustava,
koja se formira oko fiksne to¢ke. Drugim rije¢ima, lokalnim promjena u svojstvima stabilnosti
fiksne tocke, uzrokovane varijacijama parametara sustava, dolazi do pojave ili nestajanja
stabilnih ili nestabilnih periodi¢nih orbita. Kako bi doslo do pojave Hopfove bifurkacije, nuzno je
da sve svojstvene vrijednosti imaju negativni realni dio, osim para ¢isto kompleksno konjugiranih
svojstvenih vrijednosti. Za slucaj trodimenzionalnih sustava tada vrijedi: 4, , = tiwg, uz wy > 0
143 <0, pri ¢emu je tada w, frekvencija periodickog gibanja sustava duz grani¢nog kola.
Normalna forma Hopfove bifurkacije za trodimenzionalne sustave je dana s (1.3.11) te moze biti
nadkriti¢na 1 podkriti¢na.

x =Px—y+ox(x*+y?)
y=x+ Py +oy(x?+y?) (1.3.11)

Z=-z

U slucaju Hopfove bifurkacije, nadkriti¢nost ili podkriti¢nost odredujemo iz koeficijenta o koji
predstavlja predznak prvog Lyapunovljevog koeficijenta [;(0) za dinamicki sustav u blizini
fiksne tocke. Za 0 = —1 Hopfova bifurkacija je nadkritina te normalna forma (1.3.11) ima
fiksnu tocku u ishodistu koordinatnog sustava koja je asimptotski stabilna za f < 0 te nestabilna

za [ > 0. Pojavljuje se jedinstveno stabilno grani¢no kolo (engl. limit cycle) za f > 0 koje ima
radijus \/E, (Slika 1.3.2). Granicno kolo je izolirana zatvorena trajektorija koja se pojavljuje u

faznom portretu disipativnih nelinearnih sustava.
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Slika 1.3.2: Nadkriticna Hopfova bifurkacija u sustavu s trodimenzionalnim faznim prostorom.
Promjenom vrijednosti parametra [ mijenja se stabilnost fiksne tocke te dolazi do pojave
Jjedinstvenog stabilnog granicnog kola. Preuzeto i prilagodeno s

http://www.scholarpedia.org/article/Andronov-Hopf  bifurcation.

Za slucaj 0 = +1 Hopfovu bifurkaciju nazivamo podkriticnom te je tada ishodiSte
koordinatnog sustava asimptotski stabilno za f < 01 nestabilno za f > 0. U slucaju f < 0 uz
stabilnu fiksnu tocku u ishodistu, postoji i stabilno grani¢no kolo, dok izmedu njih lezi nestabilno
grani¢no kolo prikazano kao isprekidana kruznica. S povecanjem [ nestabilno grani¢no kolo se
steze oko fiksne tocke, dok ona u f = 0 ne postane nestabilna. Za f > 0 postoji grani¢no kolo
velike amplitude te su tada rjeSenja koja su se nalazila u blizini ishodiSta prisiljena rasti u
oscilacije velikih amplituda. U slucaju podkriti€ne bifurkacije sustav pokazuje histerezu jer
jednom kada oscilacije velikih amplituda zapo¢nu nije ih moguce ugusiti vracanjem parametra 3
na nulu. Vise informacija o teoriji dinamickih sustava i kaosu moze se pronaci u (Strogatz, 1994;
Kuznetsov, 1998). Analiza stabilnosti i Hopfove bifurkacije bit ¢e primijenjena u idu¢em

poglavlju.
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2 Dinamika kinetohora u metafazi

Poglavlje 2 prikazuje rezultate rada (Klemm et al., 2018). Tijekom mitoze, kako bi se ostvarila
ispravna podjela genetskog materijala sestrinske kromatide svakog kromosoma moraju biti
spojene na mikrotubule koji se protezu s nasuprotnih polova diobenog vretena putem kinetohora,
proteinskih kompleksa na kromosomu (Cheeseman and Desai, 2008). Takav ispravan spoj para
kinetohora, nazvan biorijentiranim, zatim oscilira u ekvatorijalnoj ravnini diobenog vretena
(Skibbens et al., 1993). Tijekom oscilacija kinetohore su pod tenzijom (Nicklas, 1988; Waters et
al., 1996; Dumont et al., 2012). Oscilacije kinetohora opazZene su u stanicama raznih organizama,
ukljucujuéi kvasce, vodozemce i sisavce (Wise et al., 1991; Skibbens et al., 1993; Nabeshima et
al., 1998).

U stanicama kvasaca Schizosaccharomyces pombe, diobeno vreteno se u prometafazi
sastoji od priblizno 20 mikrotubula koji se protezu od svakog pola diobenog vretena (engl.
spindle pole body, ekvivalent centrosomima u kvascima) te svaka kinetohora interagira s 2-4
mikrotubula (Ding et al., 1993). U ovoj se fazi sestrinske kinetohore gibaju oko sredista diobenog
vretena, do anafaze u kojoj su podijeljene prema suprotnim polovima (Funabiki ef al., 1993).
Gibanja kinetohora u anafazi ocituju se u stohastickim gibanjima duz diobenog vretena
(Nabeshima et al., 1998) te su manje pravilna od gibanja kinetohora u stanicama kraljeznjaka
(Skibbens et al., 1993).

Oscilacije kinetohora reguliraju motori kinezina-8 i u kvascima (Garcia et al., 2002; West
et al., 2002; Mary et al., 2015; Gergely et al., 2016) i u ljudskim stanicama (Mayr et al., 2007;
Gardner et al., 2008; Stumpff et al, 2008; Hafner ef al., 2014). Deplecija kinezina-8 vodi na
oscilacije velikih amplituda, §to sugerira da kinezin-8 poti¢e kongresiju kromosoma u metafaznu
ravninu. Stanice kvasca posjeduju dva homologa kinezina-8, Klp5 i Klp6, koja tvore heterodimer
(West et al., 2001). Brisanje jednog ili oba motora narusava dinamiku mikrotubula na isti nacin
(West et al., 2001, 2002; Garcia et al., 2002; Unsworth et al., 2008; Tischer et al., 2009), no i
dalje se mogu prepoznati mitotski defekti specifi¢ni za brisanje pojedinog proteina (Gergely et
al., 2016). Uz kinezin-8 i drugi motorni proteini utjeCu na oscilacije kinetohora. Na primjer,
inaktivacija motornog proteina kinezina-5, Kifl1/Eg5 vodi na nepravilne oscilacije s malom
amplitudom (Vladimirou et al., 2013). Kromokinezini (Levesque and Compton, 2001; Stumpff et
al., 2012; Wandke et al, 2012), ¢lan obitelji XMAP215, TOGp (Cassimeris et al., 2009),
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centromerni protein CENP-H (Amaro et al, 2010) i MCAK, kinezin koji depolimerizira
mikrotubule (Jagaman et al., 2010) takoder su potrebni za pravilne oscilacije kromosoma.

Gibanja kinetohora u vretenu zahtijevaju postojanje sila. Kinetohore su povezane za plus
kraj mikrotubula te tako ovise o dinamici plus kraja (Gachet et al., 2008) koja ukljucuje rast i
skra¢ivanje mikrotubula te prijelaze iz rasta u skracivanje i obrnuto, tj. katastrofu i spas.
Skrac¢uju¢i mikrotubuli mogu generirati sile povlacenja na kinetohore (Grishchuk et al., 2005),
koje stabiliziraju spojeve kinetohore na mikrotubul (Li and Nicklas, 1995; Akiyoshi et al., 2010).
Kada na skraé¢uju¢i mikrotubul djeluju sile povlacenja, njegova brzina skradivanja se smanjuje,
suprotno od brzine rastuéeg mikrotubula, Cija se brzina rasta povecava (Akiyoshi et al., 2010;
Volkov et al., 2013). Rastu¢i mikrotubuli generiraju sile guranja kada rastu u prepreku $to
rezultira smanjenjem brzine rasta (Dogterom and Yurke, 1997).

Dinamika mikrotubula regulirana je pomo¢u motornih proteina. Pokazano je da se motori
kinezina-8 akumuliraju na plus kraju mikrotubula u ovisnosti o duljini mikrotubula te na taj nacin
povecavaju ucestalost katastrofe i skrac¢ivanje mikrotubula in vitro 1 in vivo (Gupta et al., 2006;
Varga et al., 2006; Mayr et al., 2007; Grissom et al., 2008; Tischer et al.,, 2009; Erent et al.,
2012; Leduc et al, 2012). Utjecaj motornih proteina na dinamiku mikrotubula istrazivan je
teorijski (Hough et al., 2009; Varga et al., 2009; Tischer et al., 2010; Reese et al., 2011; Johann
et al., 2012; Leduc et al., 2012; Melbinger et al., 2012). Akumulacija motora kinezina-8 ovisna o
duljini mikrotubula i regulacija ucestalosti katastrofe dominantni je mehanizam centriranja jezgre
stanica u interfazi (Toli¢-Norrelykke, 2010; Glunci¢ et al., 2015) te je time vjerojatno vazan
mehanizam za centriranje kinetohora u diobenom vretenu.

Mehanizam oscilacija kinetohora i centriranje istraZivani su u nekoliko teorijskih studija.
Rani model za oscilacije u viSim eukariotskim stanicama baziran je na vezanju i odvezivanju
mikrotubula na kinetohoru ovisnom o sili (Joglekar and Hunt, 2002). Dinamika mikrotubula
ovisna o sili vazan je mehanizam pokretanja oscilacija u modelima za stanice kvasca budding
yeast (Sprague et al., 2003; Gardner et al., 2005) 1 u visim eukariotskim stanicama (Civelekoglu-
Scholey et al., 2006, 2013; Liu et al., 2008; Armond et al., 2015; Banigan et al., 2015). Suprotno
pretpostavci da tenzija na spoju kinetohora i mikrotubula promovira odvezivanje mikrotubula od
kinetohore (Joglekar and Hunt, 2002), postoje istrazivanja koja pokazuju da odsutstvo tenzije
uzrokuje odvezivanje mikrotubula, ¢ime je opisan mehanizam djelovanja proteina Aurora B

kinaze u stanicama kvasaca (Gay et al., 2012). U radu (Mary et al., 2015) taj model je proSiren sa
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silama povlacenja ovisnima o duljini mikrotubula. Model (Gergely et al., 2016) ukljucuje efekte
motora kinezina-8 na dinamiku mikrotubula, proteinske komplekse izmedu kinetohora i
mikrotubula te sile klizanja u vretenu. Kompleksniji mehanizmi predloZeni su za vise eukariotske
stanice (Civelekoglu-Scholey et al., 2006, 2013; Liu et al., 2008; Armond et al., 2015; Banigan et
al., 2015), no fizikalni mehanizam koji navodi gibanja kromosoma u metafazi jo§ uvijek nije u

potpunosti razjasnjen.

2.1 Eksperimenti u sustavu stanica kvasaca

Kinezin-8 ima vaznu ulogu u ogranicavanju kretanja kinetohora oko centra diobenog
vretena. Prvi dio teorijske studije prezentirane u ovom radu motiviran je eksperimentima u
stanicama kvasaca Schizosaccharomyces pombe, gdje su polovi diobenog vretena (SPB)
vizualizirani s Sadl-dsRed i centromera kromosoma (Cen2) s GFP markerom (Slika 2.1).
Oznacavanje polova nam omogucava pracenje krajnjih polozaja vretena te time i duljine vretena,
dok oznacavanjem centromera pratimo polozaj pojedina¢nog para sestrinskih centromera i time
polozaje sestrinskih kinetohora vezanih za oznafene centromere. Snimanjem mitoze od pocetka
profaze do pocetka anafaze, opazamo produljenje vretena, kao separaciju polova diobenog
vretena te stohastiCko kretanje para kinetohora tijekom metafaze i zatim razdjeljivanje kinetohora
prema suprotnim polovima u anafazi (Slika 2.1). Kvantifikacijom polozaja kinetohora u metafazi
utvrdili smo da je u 94% vremenskih isjeCaka srediSnja to¢ka izmedu sestrinskih kinetohora
smjeStena u srediSnjih 50% duljine vretena (n=2132 vremenskih isjecaka iz 21 stanice).

Zakljuc¢ujemo da se kinetohore kre¢u oko srediSta vretena u neperturbiranim stanicama.

24



Slika 2.1: Kretanja i pozicioniranje kinetohora u neperturbiranim stanicama. Kinetohore u
vretenu su oznacene magenta bojom, a polovi diobenog vretena zelenom bojom. Gore: isjecci iz
snimke kretanja kinetohora. Dolje: polozaj kinetohora u ovisnosti o vremenu. Skala duljine,

1 um.

Slika 2.2: Kretanja i pozicioniranje kinetohora u kip5A stanicama. Kinetohore u vretenu su
oznacene magenta bojom, a polovi diobenog vretena zelenom bojom. Gore: isjecci iz snimke

kretanja kinetohora. Dolje: polozaj kinetohora u ovisnosti o vremenu. Skala duljine, 1 ym.

Kako bi istrazili utjecaj kinezina-8 na kretanja i pozicioniranje kinetohora, analizirali smo
stanice bez Klp5 motora (klp5SA stanice) i potvrdili da se kinetohore krecu stohasticki kao i u
neperturbiranim stanicama. Medutim, kinetohore u klp5SA stanicama tijekom svog gibanja
prebrisale bi ¢itavu duljinu vretena (Slika 2.2). Sada u samo 67% vremenskih isjecaka, srediSnju
tocku izmedu kinetohora nalazimo u sredi$njih 50% vretena (n=2080 vremenskih isjecaka iz 20

stanica). Kako bi provjerili da li je uzrok manje efikasnog centriranja u klpSA stanicama dulje
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vreteno u usporedbi s neperturbiranim stanicama, u obje linije analizirana su vretena manja od
1.47 ym (srednja vrijednost + standardna devijacija duljine vretena u neperturbiranim
stanicama). Standardna devijacija sredi$nje to¢ke izmedu kinetohora u odnosu na srediste vretena
iznosi 0.5 1 0.35 za kIp5A, odnosno neperturbirane stanice, kada je duljina vretena normalizirana
na interval [-1,1]. Ako izraunamo analogne standardne devijacije za oba slucaja uzimajuéi u
obzir vretena svih duljina, dobivamo 0.53 i 0.34, za klp5A, odnosno neperturbirane stanice, ¢ime
mozemo zakljuciti da uzrok manjeg centriraju¢eg potencijala nije u razlikama u duljinama
vretena. Tako eksperimentalno utvrdujemo da motor Klp5 ograni¢ava kretanja kinetohora na
srediSte diobenog vretena te je taj rezultat u skladu s prijasnjim mjerenjima u kvascima (Mary et
al., 2015; Gergely et al., 2016).

Nadalje, osim motora kinezina-8, istrazene su uloge drugih motornih proteina u kretanju
kinetohora. Ovdje je metoda istrazivanja brisanje svih gena u kvascu S. pombe koji su
identificirani da posjeduju homologe motorne domene kinezina (Schoch et al., 2003) i domene
teskog lanca dineina dhcl (Courtheoux et al., 2007). Takoder, obrisan je pasivni protein asel
(Loiodice et al., 2005; Yamashita et al., 2005). Pripadnik obitelji kinezina-5, cut7 u ovom
istrazivanju nije perturbiran, jer je njegovo brisanje letalno za stanicu (Hagan and Yanagida,
1992; Syrovatkina et al., 2013). Rezultati pokazuju da svi mutatnti, osim stanica bez kinezina-8§,
kip6A, pokazuju opce kretanje kinetohora i1 distribuciju polozaja koje odgovaraju onima u
neperturbiranim stanicama (Slika 2.3). U mutantu k/p6A distribucija polozaja kinetohora gotovo
je uniforma duz vretena, slicno kao u prethodno opisanom mutantu k/p5SA. Ovi eksperimentalni
rezultati pokazuju da brisanje motora Klp5 i Klp6 ima sli¢an efekt na gibanja kinetohora i
njihovo pozicioniranje te su u skladu s prijaSnjim mjerenjima (Mary ef al., 2015). S obzirom na
slican efekt dvaju motora, u daljnjem radu fokusirati ¢emo se na u€inke motora Klp5, zbog
jednostavnosti odrzavanja linije. Zaklju¢ujemo da u kvascu S. pombe motori kinezina-8,
Klp5/Klp6 imaju znacajan ograni¢avajucéi u¢inak na pozicioniranje kinetohora u srediSte vretena,

dok ostali kinezini, dinein i pasivni protein Asel ne utjeCu znacajno na kinetohorna gibanja.

26



a) 0.4 eperturbirane | kip6A pkI1A Kkip2A

stanice Nn=15|n=18 n=14 n=15

o
S

o

®
S
& kip3A kip8A klp9A tea2A
< n=21 n=15 n=14 n=11
(0]
= 0.2
c
=
s L
(0]
®  Ofgpera aselA 05 100 05 10
n=19 n=20 b) °
& g 0.6
m —
0-2 BR 04 o°°% °
RIS
) A o> o> AV
00 05 100 05 10 92 SIS

SIS

Relativna udaljenost od sredista vretena @ P I
W W @c-’e

Slika 2.3: a) Histogrami polozaja kinetohora duz vretena za specificna uklanjanja molekularnih
motora. b) Standardna devijacija polozaja kinetohora od sredista diobenog vretena, za stanice-

mutante iz panela a). Duljine vretena su normalizirane na interval [—1,1].

Polarni mikrotubuli imaju manju ucestalost katastrofe te se brze skracuju u mutantima
kip5A. U istrazivanju utjecaja motora Klp5 na dinamiku mikrotubula u mitozi, fokusirali smo se
na polarne mikrotubule, tj. mikrotubule koji rastu iz polova diobenog vretena pod kutem u
odnosu na vreteno tijekom prometafaze te je time njihov plus kraj lokaliziran dalje od vretena te
moze biti pracen bez interferencije signala s interpolarnih i kinetohornih snopova mikrotubula
(Zimmerman et al., 2004; Vogel et al., 2007; Kalinina et al., 2013). Takoder, na polarne
mikrotubule ne utjeCu sile generirane na kinetohorama ili u preklopima sa snopovima
mikrotubula koje mogu utjecati na dinamiku mikrotubula koji se nalaze u samom vretenu. U
nasim mjerenjima promatramo najduzi mikrotubul u snopu polarnih mikrotubula. Prac¢enjem
polarnih mikrotubula oznacenih s mCherry-atb2 u neperturbiranim 1 klp5A stanicama,
omogucena nam je analiza njihovih duljina u vremenu (Klemm et al., 2018). Podaci pokazuju da
je frekvencija katastrofe niza u klp5A stanicama (k., = 1.3 min~1) nego u neperturbiranim

stanicama (kqye = 1.9 min™1) te da se u klp5A stanicama polarni mikrotubuli brze skraéuju
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(vg = —10.4 £ 4.6 ym/min), nego u neperturbiranim stanicama (vs = —6.0 £+ 3.4 um/min).
Zakljuc¢ujemo da motor Klp5 promovira katastrofu i usporava skra¢ivanje polarnih mikrotubula.
Motor Klp5 akumulira se na plus krajevima polarnih mikrotubula u ovisnosti o duljini
mikrotubula. Kako bi razumjeli na koji nacin se motori kinezina-8 distribuiraju u vretenu,
koristili smo linijju s Klp5-GFP ozna¢enim motorima te utvrdili da se Klp5 motori nalaze u
nakupinama duz vretena. Kako je uoCene nakupine teSko usporediti sa samom duljinom
mikrotubula u vretenu na kojima se nalaze, ponovno smo se fokusirali na polarne mikrotubule
kod kojih nakupine Klp5-GFP uo¢avamo na plus krajevima rastu¢ih mikrotubula (Klemm ef al.,
2018). Signal motora dosegao bi maksimum prije trenutka u kojem se polarni mikrotubul krene
skracivati te se jacina signala povecava s pove¢anjem duljine polarnih mikrotubula (Slika 2.4.a) u
skladu s prijaSnjim mjerenjima. Porast u intenzitetu je bio mnogo brzi za individualne
mikrotubule, nego uprosjeeni porast za nekoliko mikrotubula (usporediti nagibe obojenih
skupova podataka, koji prikazuju pojedinacne polarne mikrotubule i nagib crne linije koja

predstavlja prosjek (Slika 2.4)).
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E &S ?; 08 - o E_E- 20
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mikrotubula (um)

Slika 2.4: a) Klp5-GFP intenzitet na slobodnom kraju polarnih mikrotubula i b) duljina
mikrotubula iz a) kao funkcija vremena, za 21 mikrotubul. Svaki mikrotubul prikazan je u boji
koja odgovara njegovoj prosjecnoj duljini, od plave za kratke, do crvene za duge mikrotubule.
Vrijeme 0 odgovara maksimalnom Klp5-GFP intenzitetu. Crna krivulja odgovara srednjoj
vrijednosti, a osjencano sivo podrucje SEM (engl. standard error of the mean). c) Kip5-GFP
intenzitet ovisan o duljini mikrotubula iz panela a) i b). Najdulji mikrotubul nije ukljucen u

izracun prosjeka.
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Kako bi procijenili prosjecan broj Klp5-GFP molekula na plus kraju mikrotubula, usporedili smo
intenzitet signala Klp5-GFP nakupina s intenzitetom signala za kojeg je poznat broj molekula
koji ga uzrokuje, prema pristupu preuzetom iz (Ananthanarayanan et al., 2013). Za ovaj pristup
koristena je linija kvasaca s oznaenim centromernim proteinom Cse4 te je usporedbom
intenziteta signala proteina Cse4 na kinetohori i Klp5-GFP motora na vrhu polarnih mikrotubula
utvrdeno da se Klp5 motori akumuliraju na plus kraju mikrotubula u ovisnosti o duljini
mikrotubula te da njihove nakupine tipicno sadrze 30 molekula motora Klp5. Vise mjerenja i

informacija o eksperimentima se moze pronaci u radu (Klemm et al., 2018).

2.2 Minimalni model

U nasem jednodimenzionalnom modelu opisujemo dva suprotno orijentirana snopa mikrotubula
koja su povezana s parom sestrinskih kinetohora (Slika 2.5). Polozaje desne i lijeve kinetohore u
odnosu na sredisSte diobenog vretena ozna¢ujemo kao xg i analogno x;. Indeksi R i L oznacavaju
desnu, odnosno lijevu stranu vretena. Gibanje kinetohora u vremenu rac¢unamo iz ravnoteZze sila

za svaku od kinetohora, danu jednadzbom (2.1).

kon f/ Vm

L L

A

L | : 3 R ,
X o0 Xo N X
® kinetohora — mikrotubul Akinesin-8 motor /AN ecl)%s;ﬂg;a ® pol

Slika 2.5: Shema jednodimenzionalnog teorijskog modela za kretanja kinetohora u metafazi.

Fi+F,=0, i =RL (2.1)
Sila elastice opruge Fo; = kAx je generirana proteinom kohezinom koji povezuje sestrinske
kinetohore te je opisan pomocu Hookeove opruge, koja ima konstantu elasti¢nosti k, dok je
produljenje opruge dano s Ax = (xg — X1,) — Xpest>» £dj€ Xrest 0Znacava ravnotezno istegnuce
opruge (Chacon et al., 2014). Ukupna sila koju generiraju snopovi kinetohornih mikrotubula

sadrzi doprinose sili od rastu¢ih i skra¢uju¢ih mikrotubula, F; = f;i*N;" + f;"N;”, gdje N;* i N
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oznacavaju brojeve rastu¢ih, odnosno skrac¢ujuc¢ih mikrotubula. Ukupan broj mikrotubula koji su
povezani s pojedinom kinetohorom jednak je za obje strane vretena, Ny = N;¥ + N;~. Sile
kojima mikrotubuli u snopu djeluju na kinetohore uzrokovane su polimerizacijom mikrotubula,
f;¥ i depolimerizacijom mikrotubula, f;”. Spomenute sile generirane su na plus krajevima
mikrotubula te su analiticki opisane linearnom ovisnos$¢u sile o brzini (2.2). Mikrotubuli su u
naSem modelu rigidni i ravni te njhove duljine mozemo izracunati kao L; = D/2 + x;,i = R, L,

gdje je D duljina diobenog vretena.

1 dL
+ _ __— R
Ir Jes (1 Ugs dt ) (2.2a)
1 dL
+ B L (2.2b)
I0 = Jas (1 Ugs dt )

U izrazima (2.2), f; opisuje silu koja je potrebna da se zaustavi rast mikrotubula, dok fs opisuje
silu koja zaustavlja skraCivanje mikrotubula. Brzina vg opisuje brzinu slobodnog rasta
mikrotubula u odsutstvu sile, dok vg opisuje brzinu slobodnog skracivanja mikrotubula. Dana
linearna veza izmedu sile 1 brzine je aproksimacija eksponencijalne funkcije kojom je opisano
eksperimentalno mjerenje dane ovisnosti u radu (Akiyoshi et al., 2010), za rast i skraivanje
mikrotubula.

Linearna aproksimacija koriStena u ovom radu kvantitativnho zadovoljava rezim u kojem
su sile generirane u sustavu manje od sila koje zaustavljaju rast i skra¢ivanje, a koje su tipi¢ne za
nas$ sustav. Na primjer, kada se lijeva kinetohora krece nadesno, dx;/dt > 0, broj rastucih
mikrotubula je mnogo veéi od broja skra¢uju¢ih mikrotubula, N;" > N[ te su sile koje generiraju
rastu¢i mikrotubuli mnogo manje od sile koja zaustavlja njihov rast, fi" < fe (Slika 2.6).
Analogna argumentacija vrijedi za slucaj kada se lijeva kinetohora kre¢e nalijevo. Rastuci
mikrotubuli koji prerastu duljinu vretena, L; > D ulaze u katastrofu, dok skra¢uju¢i mikrotubuli

¢ija duljina postane negativna, L; < 0, spasom ulaze u fazu rasta.
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Slika 2.6: Testiranje ispravnosti linearne aproksimacije ovisnosti sile o brzini u modelu.
Neosjencana podrucja u svim grafovima predstavljaju fazu rasta lijevog mikrotubula. Gore:
brzina lijeve kinetohore u neosjencanom podrucju je v; > 0. Sredina: broj rastucih mikrotubula
je veci od broja skracujucih u neosjencanom podrucju. Dolje: sila koju generiraju rastuci
mikrotubuli na lijevu kinetohoru u neosjencanom podrucju je i dalje manja od sile potrebne da se

zaustavi rast mikrotubula, f, (horizontalna linija) pa linearna aproksimacija vrijedi.

Brojevi rastucih i skra¢uju¢ih mikrotubula u snopovima mijenjaju se dinamicki (2.3).

dN;7*
dtl = kres,iNi_ - kcat,iNi+ + fi(Ni+'Ni_)€(t)' (233-)
dN; _ _ . 2.3.b
dtl = _kres,iNi + kcat,iNi+ - fi(Ni+'Ni )E(t)' L= R' L. ( )

Ucestalost kojom mikrotubuli prelaze iz faze skrac¢ivanja u fazu rasta, ucestalost spasa, povecava
se kako se sila na kinetohori povecava (Akiyoshi et al., 2010),

kresi = keoexp (£f7/f),  i=RL. 2.4)
Ovdje, k.o oznaava ovisnost ucestalosti spasa o tenziji, dok je f, karakteristi¢na sila spasa.
Ucestalost prijelaza iz faze rasta u fazu skracivanja, zvana ucestalost katastrofe dana je kao

funkcija sile, f(f;") i broja motora kinezina-8, g(Q;), kcar: (fi*, Q) = f(fi")g(Q;). Koristeci

31



Taylorov razvoj funkcije g(Q;) do prvog reda mozemo aproksimirati g(Q;) =1+ k., Q; .
Ukljucujuéi ovisnost ucestalosti katastrofe o sili na kinetohori (Akiyoshi et al., 2010), ucestalost
katastrofe mozemo zapisati kao,

Keati = keo exp(Ffi"/fo) (1 + ke1Qy), i=RL (2.5)
Parametar k., opisuje ucestalost katastrofe u odsutstvu sile, dok je f. karakteristicna sila
katastrofe. Drugi faktor opisuje porast ucestalosti katastrofe s porastom broja kinezina-8 na plus
kraju mikrotubula, Q;, gdje k., opisuju porast ucestalosti katastrofe koji uzrokuje jedan motor.

Langevinovi ¢lanovi u izrazima (2.3) opisuju fluktuacije u dogadajima spasa i katastrofe te ih

zapisujemo kao €;(N;*, N7') = \/kpes N + Kear/N;. Funkcija £(t) opisuje Gaussov bijeli $um
te zadovoljava (§(t)) = 01 (E(t)E(t")) = 5(t —t'), gdje je 6 Diracova delta funkcija. U slucaju
bez Langevinovog €lana, £;(N;*, N;) = 0, na$ model postaje deterministi¢ki. Pri numeri¢kom
rjeSavanju modela koristili smo reflektivni rubni uvjet za slucaj kada broj mikrotubula padne
ispod nule ili poraste iznad ukupnog broja mikrotubula, Ny.

Kako bismo opisali distribuciju motora kinezina-8, koristili smo opis srednjeg polja s
obzirom na gusto¢u motora duz mikrotubula, p;(u, t). Za koordinatni sustav koji ima ishodiSte na
polozaju kinetohore te pozitivan smjer koordinate # u smjeru plus kraja mikrotubula, u granici
niske gustocée, gustoca motora kinezina-8 odgovara,

ap; 0vy, p; .
a_tl = - an; “+ koncO(L; —w)0(u) — kogep;, @ =R, L. (2.6)

U danom izrazu motori se vezu i odvezuju na mikrotubule ucestalostima k,,, odnosno k¢

(Tischer et al., 2010). Koncentracija motora u nukleoplazmi dana je s ¢, dok je brzina koracanja
motora prema plus kraju mikrotubula dana s v,,. Heaviside step funkcija 8 osigurava da se motori

vezu samo duz mikrotubula. U slucaju da je brzina motora veéa od brzine slobodnog rasta

mikrotubula (v > vy), rjeSenje jednadzbe (2.6) glasi p;(w)ly=r, = I:’“C [1 — exp (—%Li)].
off m

Koristenjem limesa u kojem je ucestalost odvezivanja motora s mikrotubula vrlo mala, rjeSenje se

moZze pojednostaviti na p; (u)|y,=;, =

k . . . .
l‘,’“C L;. Promjena broja motora koji se akumuliraju na plus
m

kraju mikrotubula opisana je s,

do; dL; _
dtl = <Um i d_tl> pilu:Li - kd,iQii 1 = R’ L. (27)
Izraz je baziran na eksperimentalno opazenoj akumulaciji motora kinezina-8 na plus kraju

rastu¢ih mikrotubula (Slika 2.4.c). Kako intenzitet kinezina-8 opada priblizno 3 puta tijekom 10 s
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nakon postizanja maksimalne vrijednosti, dok se duljina mikrotubula smanji za 20% (Slika 2.4.a i
b), koristimo eksponencijalnu ovisnost ucestalosti odvezivanja motora o brzini skraéivanja,
kq; = kqoexp(—kqq; dL;/dt), buduéi da je to najjednostavnija funkcija koja se mijenja brze od
varijable o kojoj ovisi. Parametar kq, opisuje ucestalost odvezivanja motora s plus kraja
mikrotubula konstantne duljine, dok k4, opisuje ovisnost ucestalosti odvezivanja o promjeni
duljine mikrotubula. Ovaj ¢lan osigurava brzo odvezivanje motora s plus kraja mikrotubula
jednom kada mikrotubul krene u fazu skrac¢ivanja. Ovdje uvodimo relativan broj motora na plus
kraju mikrotubula q; = Q;/k,,c, pomocu kojeg izraz (2.7) postaje neovisan o parametrima k, i
c te tada drugi faktor u jednadzbi (2.5) postaje k.1 Q = koncke1q;. U cijelom modelu produkt
koncke, koristimo kao jedan parametar. Diferencijalne jednadzbe (2.1)-(2.7) integriramo
numericki Euler-Maruyama shemom s vremenskim korakom At = 0.1 s, za parametre u (Tablica
2.1).

Izvod Langevinovih ¢lanova. Vodeca ideja u naSem modelu je koristenje Langevinovog
opisa za fluktuacije u broju rastu¢ih i skra¢uju¢ih mikrotubula povezanih s kinetohorom.
Langevinov opis prikladan je za opis sustava s fluktuacijama broja ¢estica (VanKampen, 1992) te
nam omogucava istraZzivanje potencijala sustava da generira gibanja oko srediSta diobenog
vretena. Langevinove ¢lanove raCunamo za N neovisnih mikrotubula koji stohasticki prelaze iz
rastu¢eg u skracujuce stanje i obrnuto. U naSem modelu stohasticke prijelaze izmedu stanja
definiramo kao nasumi¢ne dogadaje koji se dogadaju s odredenim ucestalostima. S kyes
oznacujemo ucestalost s kojom jedan mikrotubul prelazi iz skracujuceg u rastuce stanje te s k¢
obrnuti prijelaz. Pretpostavljamo da se prema adijabatskoj aproksimaciji ti prijelazi dogadaju s
konstantnim ucestalostima prijelaza. Tako proizlazi da postoji vjerojatnost k..snAt da jedan od n
mikrotubula u skra¢ujué¢em stanju prijede u rastuce stanje u intervalu vremena (¢, t + At). Ako u
snopu imamo N mikrotubula, jedan od (N — n) mikrotubula u rastu¢em stanju moze prije¢i u
skraéujuéu fazu s vjerojatnoséu k., (N —n)At. Ako prijedemo na infinitezimalno male
vremenske intervale u kojima je mogu¢ samo jedan dogadaj (j. At — dt, (At)? — 0), dobit ¢emo
N + 1 diferencijalnih jednadZzbi koje opisuje vjerojatnost da imamo » mikrotubula u skracuju¢em
stanju u vremenu ¢, koje vrijede zan = 0,1, ..., N,

Pn = —(Q(n -n—-1)+Qn-n+ 1))pn

(2.8)
+On—-1->n)p,_1 + QM+ 1 - n)puyq.
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Ovdje uvodimo globalne ucestalosti prijelaza izmedu globalnih stanja s » mikrotubula u
skrac¢uju¢em stanju
Qn-n+1) = (N —n)kea (2.9a)
Qn - n—1) = nk,. (2.9b)
Jednadzbu (2.8) nazivamo Master jednadzbom za vjerojatnost da se na$ sustav nade u stanju s n
skracuju¢ih mikrotubula, p,, gdje je prvi ¢lan smanjenje vjerojatnosti za postizanje stanja n, zbog
prelaska u stanjan — 1 in + 1, dok drugi i tre¢i ¢lan oznaCavaju rast vjerojatnosti za postizanjem
stanja n, zbog prijelaza iz stanjan — 1, odnosno n + 1 u stanje n. Definiramo linearni “step”
operator E za svaku funkciju f(n), koja ovisi o diskretnoj varijabli n, kao E[f(n)] = f(n + 1) te
njene potencije kao E![f(n)] = f(n+1), zal € Z. Koriste¢i operator E, moZemo nanovo
zapisati Master jednadzbu ili definirati Langevinovu jednadzbu za promjenu broja mikrotubula u
skra¢uju¢em stanju, izraz (2.10), gdje za N > 1, definiramo F(n) = Y,;1Q,,_; 1 G(n) =
¥ 12Q,, 1 kao oéekivanu vrijednost, odnosno varijancu. Clan m odgovara Langevinovim

¢lanovima u (2.3) (VanKampen, 1992).

d’;(:) = F(n) + JGmE(0). (2.10)

Primjetite da su izrazi (2.8) i (2.10) izvedeni iz fundamentalnih principa te ne ukljucuju dodatne

parametre.

2.3 Izbor vrijednosti parametara

Parametri modela, (Tablica 2.1) preuzeti su iz literature, mjereni u suradnickom laboratoriju (IRB
Toli¢) ili odredeni kako slijedi. Vrijednosti parametara k i x5 preuzete su iz (Chacon et al.,
2014) te su unutar raspona vrijednosti koristenih u radu (Gay et al., 2012). Slobodna brzina rasta
mikrotubula u odsutstvu sile, v, mjerena je u eksperimentima opisanim u ovo radu. Vrijednost je
manja od vrijednosti mjerene u radovima (Kalinina et al, 2013; Blackwell et al, 2017),
najvjerojatnije zbog razli¢itog broja mikrotubula u snopu, druge linije kvasaca te temperature pri
kojoj su vrSena mjerenja. Slobodna brzina skradivanja u odsutstvu sile, vg je preuzeta iz
eksperimenata laserskog rezanja, jer u tom slucaju mjerena brzina kinetohora odgovara brzini
skra¢ivanja kinetohornih mikrotubula u odsutstvu sile sa suprotne strane vretena. KoriStena
vrijednost je manja od brzine skra¢ivanja polarnih mikrotubula mjerene u eksperimentalnom
dijelu rada te od mjerene vrijednosti u radovima (Sagolla et al., 2003; Kalinina et al., 2013;

Blackwell et al., 2017). Vrijednost sile koja zaustavlja skra¢ivanje mikrotubula je odabrana kao
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jednaka vrijednosti sile koja zaustavlja rast mikrotubula te taj izbor ne utjece ponasanje modela,
jer se na§ sustav jednadzbi nalazi u rezimu postignutih sila koje su manje od sila zaustavljanja
rasta i skra¢ivanja mikrotubula. Ucestalost katastrofe u odsutstvu sile i motora kinezina-8, k.,
odredena je iz eksperimenata brisanja motora kinezina-8 te je ta vrijednost manja od one
koristene u radu (Blackwell et al., 2017). Preostali parametri ¢ije vrijendosti trebamo odrediti su
kvo, fr» kg1 1 produkt k., ck.,. Usporedujuci eksperimentalne i teorijske rezultate za distribuciju
polozaja kinetohora, u slucaju brisanja kinezina-8 (Slika 2.7.a i 2.2), ¢ = 0 te usporedujuci
duljine polarnih mikrotubula u slu€aju s motorima kinezina-8, odredene su vrijednosti koriStene u
izracunu konacnih numeric¢kih rezultata (Slika 2.7). Vrijednosti parametara k., i f. nalaze se u
rasponu vrijednosti mjerenih u in vitro eksperimentima (Akiyoshi et al., 2010), k., = 1.43 +
047 min"1i f, = 6.4 + 4.2 pN. Primjetite da je ovdje koriStena vrijednost k., manja od
vrijednosti iz (Mary et al., 2015) te veéa od vrijednosti iz (Blackwell et al., 2017).
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Slika 2.7: a) Standardna devijacija (SD) sredisnje tocke izmedu kinetohora za razlicite
vrijednosti ucestalosti spasa ko i f, je dana skalom boja, za model bez kinezina-8. Ostale
vrijednosti parametara su kao u Tablici 2.1. Za svaku tocku, standardna devijacija je racunata za
ukupno vrijeme t = 1000 min. Velicina mreze je 100x100. Crna tocka u svim panelima
oznacava polozaj u parametarskom prostoru za kojeg su dobivena konacna rjesenja modela,
Slika 2.8. b) Ovisnost duljine mikrotubula o parametru gustoce kinezina-8. c), d) Ovisnost broja
kinezina-8 na slobodnom kraju polarnih mikrotubula za vrijednosti parametra ki, dane u
legend.

Parametar koji opisuje gustocu kinezina-8, k,,ck., odreden je pomocu eksperimentalno
mjerenih duljina polarnih mikrotubula (Slika 2.7.b). Polarne mikrotubule modeliramo na sljede¢i
nacin: definiramo vrijednosti parametara F,; = 0 (sila na plus kraj mikrotubula iscezava),
Nt = 1, i poCetne uvjete N” = 1, L, = 0, and q;, = 0. Primjetite da koristimo Ny, = 1 jer u

nasim eksperimentima mozemo pratiti snop sastavljen od najvjerojatnije jednog mikrotubula, tj.
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najduljeg mikrotubula u snopu. Ne ukljucujemo sile generirane kroz interakciju izmedu ovojnice
jezgre 1 mikrotubula jer one zahtijevaju dodatno proSirenje modela. U slu¢aju modeliranja
polarnih  mikrotubula, jednadzbe su integrirane bez stohastickih c¢lanova. Koristeci
eksperimentalni rezultat da postoji oko 30 motora kinezina-8 na slobodnom kraju polarnog
mikrotubula prije nego ude u katastrofu, mozemo odrediti vrijednost parametra kgy,c =
100 pm~'min~1, uz vrijednost konstante k.; = 1. Parametar koji opisuje odvezivanje motora
kinezina-8 s mikrotubula, k4, je fiksiran kako bi najbolje reproducirao eksperimentalnu ovisnost
broja motora kinezina-8 o duljini mikrotubula (Slika 2.7.c). Zaklju¢ujemo da vrijednost
parametra kq; = 2 min/pm tocnije reproducira eksperimente (Slika 2.4.c) u usporedbi s

vrijednostima kg; = 1 min/pm i kg; = 5 min/pm (Slika 2.7.d).

Tablica 2.1: Vrijednosti parametara koristene u poglavlju 2.

Parametar Vrijednost Izvor
k Konstanta elasti¢nosti opruge 15 pN/um Chacon et al., 2014
Xrest Slobodna duljina opruge 0.17 um Chacon et al., 2014
v Slobodna brzina rasta 1.5 um/min miereno
5 mikrotubula K .
Sila zaustavljanja rasta
fe mikrotubula 4 pN Dogterom et al., 1997
Slobodna brzina skra¢ivanja —2.5 um/min miereno
Us mikrotubula K .
Sila zaustavljanja skraéivanja _ s
fs mikrotubula 4 pN procijenjeno
ko Ucestalost spasa 2min~t procijenjeno
fr Kriti¢na sila spasa 3 pN procijenjeno
keo UcGestalost katastrofe 1.3 min™?! mjereno
fe Kriti¢na sila katastrofe 2.3 pN Akiyoshi et al., 2010
konckeq Parametﬁ;ﬂigﬁgﬁg motora 100 ym~tmin~t procijenjeno
U Brzina motora kinezina-8 3 um/min Glundié et al., 2015
kqo Ucestalost odvajanja motora 0.25 min~! Tischer et al., 2009
ka1 Kriti¢na ucestalost odvajanja 2 min/um procijenjeno
D Duljina vretena 3um mjereno
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2.4 Rezultati modela za dinamiku kinetohora u metafazi
Kako model sadrzi veliki broj parametara koje nije bilo moguce eksperimentalno odrediti, pri

rjeSavanju sustava od osam jednadzbi krenuli smo od pojednostavljenog slucaja modela u kojem
nemamo motore kinezina-8, ¢ = 0. Nacin odredivanja vrijednosti nepoznatih parametara opisan
je u poglavlju 2.3. Za dani slucaj numericke simulacije pokazuju da se par kinetohora kre¢e duz
vretena sa stohastickim promjenama u smjeru gibanja (Slika 2.8.a). Model predvida da u slucaju
bez kinezina-8, kinetohore provode otprilike jednaku koli¢inu vremena pod kompresijom
(~60%) i pod tenzijom (~40%) (Slika 2.8.c). Distribucija polozaja srediSnje to¢ke za dani par
kinetohora s obzirom na srediSte diobenog vretena za dani izbor parametara odgovara
eksperimentalno mjerenoj vrijednosti, tj. pokazuje proSirenje prostora u kojem se kinetohore

kreéu za vrijeme metafaze (Slika 2.8.b).
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Slika 2.8: Rezultati teorijskog modela za kretanja kinetohora u metafazi. a), d) PolozZaji desne
(zeleno) i lijeve (plavo) kinetohore u vremenu za parametre u Tablici 2.1, za model bez i s

motorima kinezina-8. b), e) Distribucija relativne udaljenosti od sredista diobenog vretena za
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sredusnju tocku izmedu sestrinskih kinetohora, za model bez i s motorima kinezina-8. Vrijednost
standardne devijacije za model bez motora za duljine vretena normalizirane na interval [—1,1]
iznosi 0.6 te 0.37 za potpuni model. c), f) Sila na kinetohoru za model bez i s motorima kinezina-
8. Negativne vrijednosti sila odgovaraju kompresiji (svjetlo plava), dok pozitivne odgovaraju
tenziji (crveno).

Za parametarski prostor odreden na nacin dan u prethodnom poglavlju 2.3, numericki
mozemo odrediti rjeSenja kompletnog sustava, tj. sustava koji opisuje neperturbirane stanice u
eksperimentima. Na (Slici 2.8.d) vidimo da kinetohore opet pokazuju usmjereno gibanje duz
diobenog vretena uz stohasticke promjene u smjeru gibanja. Medutim, u usporedbi sa slucajem
bez kinezina-8 primje¢ujemo da je gibanje ograni¢eno na srediSnju tre¢inu diobenog vretena.
Centriraju¢i mehanizam motora kinezina-8 tako mozemo kvantitativno uoc€iti u smanjenjoj
standardnoj devijaciji polozaja kinetohora u usporedbi s modelom bez kinezina-8 (Slike 2.8.e i
b). Centrirajudi efekt proizlazi iz akumulacije motora kinezina-8 na plus kraju mikrotubula koja
ovisi o duljini samog mikrotubula (Slika 2.4). Akumulacija motora ovisna o duljini mikrotubula
rezultira u ucestalijoj katastrofi duzih mikrotubula te time i manje frekventnim kretanjima
kinetohora dalje od centra diobenog vretena. U slucaju kompletnog modela, kinetohore ¢e biti
najcesce pod tenzijom (~98% vremena) (Slika 2.8.f), u suprotnosti s rezultatom za model bez
kinezina-8 (Slika 2.8.c). Takoder, kompletan model reproducira histogram polozaja kinetohora iz
eksperimenata na neperturbiranim stanicama (usporedi Slike 2.8.e i 2.3) te time osigurava

kvantitativnu potvrdu predikcija modela.

2.5 Utjecaj Langevinovog ¢lana na parametarski prostor modela

Sljede¢i cilj je istraziti kako definirani model generira stohasticka kretanja kinetohora oko
srediSta diobenog vretena. Kako bi proucili vaznost stohasti¢kih ¢lanova koji opisuju fluktuacije
u broju rastu¢ih i skracuju¢ih mikrotubula, numericki smo rijesili model za slucaj sa i bez
stohastickih ¢lanova. U slucaju bez stohastickih ¢lanova na$ sustav ostvaruje stabilne oscilacije
oko centra diobenog vretena ili fiksni polozaj u centru vretena za razli€ite vrijednosti parametra
koncentracije motora kinezina-8 (Slika 2.9.a). Za niske vrijednosti parametra koncentracije
kinetohore osciliraju od pola do pola (Slika 2.9.a (I)). Za vrijednosti iz srediSnjeg raspona
koncentracija oscilacije ostvaruju manju amplitudu te koegzistiraju sa stabilnom fiksnom to¢kom

u centru diobenog vretena (Slika 2.9.a (I1)). Za visoke koncentracije, postoji samo stabilna fiksna
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tocka, tj. kinetohore miruju u srediStu (Slika 2.9.a (III)). Primje¢ujemo da s porastom
koncentracije motora kinezina-8, nestabilna fiksna tocka postaje stabilna, tj. sustav jednadzbi
pokazuje postojanje podkritiéne Hopfove bifurkacije (Slika 2.9.b). Raspon koncentracija u kojem
kinetohore pokazuju oscilatorna gibanja s amplitudom koja je manja od polovice duljine vretena,
tj. postoje oscilacije s amplitudom koja odgovara bioloski opazenim vrijednostima u
neperturbiranim stanicama je veoma uzak (Slika 2.9.b, zeleno). Zaklju¢ujemo da model bez
stohastickog ¢lana i s bioloski relevantnim vrijednostima parametara generira rezultate u skladu s

podkriticnom Hopfovom bifurkacijom.
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Slika 2.9: Utjecaj Langevinovih ¢lanova na dinamicko ponasanje modela i parametarski prostor.
a) RjeSenja modela bez Langevinovog ¢lana €;(N;*,N;7) = 0, za razlidite vrijednosti KyyCkeq i
pocetne uvjete. Gore: polozaj desne (zeleno) i lijeve (plavo) kinetohore u viemenu. Dolje: fazni

dijagram ovisnosti broja motora kinezina-8 na plus kraju lijevog snopa mikrotubula o polozaju
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lijeve kinetohore (sivo). Stabilno granicno kolo je oznaceno plavom linijom i stabilna fiksna
tocka plavom tockom. Vrijednosti parametara i pocetni wvjeti: (I) k,,ck. =50
um~tmin~1, Q; =0, (II, lijevo) kyncky = 250 um™tmin™t, Q; = 0, (I, desno) kynckey =
250 um ™ tmin~1, Q; = 400; (1) ky,ck., =400 um™~min~t, Q; =0. (I)-(lll) Preostali
parametri su kao u Tablici 2.1. Pocetni uvjeti: xp; = £0.1um, Ny =2, Ny =1, N =1
N; = 2. b) Bifurkacijski dijagram za model bez stohastickog ¢lana. Amplituda desne kinetohore
u ovisnosti o  parametru k,,ck.; . Histereze se pojavljuje za interval
konckey = 60 — 275 um~Imin~1. Stabilne oscilacije od pola do pola (puna linija) i nestabilna
fiksna tocka (iscrtkana linija) pojavijuju se u podrucju (I). Stabilne oscilacije i stabilna fiksna
tocka koegzistiraju u podrucju (Il). Amplituda oscilacija opada od bijelog podrucja do manjih
vrijednosti u zelenom podrucju (Il). Stabilna fiksna tocka se pojavijuje u regiji (Ill). c), d)
Parametarski prostor za model bez i s Langevinovog clana. Skala boja odgovara vrijednostima
standardne devijacije (SD) sredisnje tocke izmedu kinetohora za duljine vretena normalizirane
na interval [—1,1], kao funkcije parametara k,,ck., i f,. Za svaku tocku jednadZbe su
integrirane t = 1000 min. Velicina mreze je 100X100. Ista skala boja odgovara panelima c) i
d). Crna tocka u parametarskom prostoru odgovara vrijednostima u Tablici 2.1. U c) strelica
odgovara vrijednostima istrazenima u b). U tamno plavom podrucju za f, < 2 pN kinetohore
osciliraju u protufazi.

Kako bi istrazili parametarski prostor, varirali smo vrijednosti parametara koncentracije
motora 1 kriti¢ne sile spasa. Rezultati pokazuju da najve¢i raspon u parametarskom prostoru
odgovara oscilacijama od pola do pola (Slika 2.9.c, crveno) i stabilnoj fiksnoj tocki u centru
vretena (Slika 2.9.c, plavo). Raspon koncentracija za koje postoje oscilacije $iri je za manje
vrijednosti kriti¢ne sile spasa. Zakljucujemo da ovisnost ucestalosti spasa o sili promovira
oscilacije.

Za iste parametre, istrazili smo parametarski prostor u slucaju bez stohastickog ¢lana i
kada u modelu imamo stohasticki ¢lan (Slika 2.9.c, d). Slicno grafu (Slika 2.9.b) u slucaju bez
stohastickog Clana, raspon parametara koji generira bioloski relevantna gibanja je uzak (Slika
2.9.c, izmedu crvene i plave regije). Iznenadujuce, ukljucivanje stohasti¢kih ¢lanova u nas model
uzrokuje znac¢ajno prosirenje trazene regije u kojoj sustav generira bioloski relevatne standardne
devijacije polozaja kinetohora od srediSta diobenog vretena te time osigurava potrebnu biolosku

varijabilnost kakvu opazamo u stani¢nim sustavima (Slika 2.9.d).
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3 ProSirenje modela za pozicioniranje 1 kretanja kinetohora u

metafazi za ljudske stanice

Model definiran u poglavlju 2.1 moze biti proSiren, kako bi opisao sustav stanice sisavaca, tj.
ljudskih stanica. ProSiren model za taj kompleksniji stani¢ni sustav, definiran u nastavku, opisuje
mehanizme pozicioniranja tj. kongresije kinetohora u metafaznu ravninu i oscilacije kinetohora.
U danom sustavu kinetohorna vlakna se sastoje od otprilike 20 mikrotubula (McDonald et al.,
1992; Wendell et al., 1993), te tada o¢ekujemo manji utjecaj stohastickih ¢lanova i pravilnije
oscilacije. Uz motore kinezina-8, koji se pokazao kao vazan centriraju¢i mehanizam, u model
¢emo ukljuciti premosna vlakna (Kajtez et al., 2016) jer su ona u ljudskim stanicama lateralno
povezana sa snopovima kinetohornih vlakana pomocu pasivnih proteina (Vukusi¢ et al., 2017).
Mehanizmi promatrani u dosadasnjim modelima ukljuuju opis dinamicke nestabilnosti
mikrotubula vezanih za kinetohore putem diskretnih vezivnih mjesta (Joglekar and Hunt, 2002;
Sprague et al., 2003), zatim utjecaj interpolarnih mikrotubula, koji se vezu putem kromokinezina
na ruke kromosoma (Civelekoglu-Scholey et al., 2013) te doprinose motora kinezina-8, koji
nakupljanjem ovisnim o duljini mikrotubula uzrokuju povecanje ucestalosti katastrofe (Mary et
al., 2015; Klemm et al., 2018). U opisu dinamic¢ke nestabilnosti mikrotubula i djelovanja motora
kinezina-8 u ovom poglavlju prikazat ¢emo kako mehanizmi vezani uz premosne mikrotubule

doprinose pozicioniranju kinetohora i pripadaju¢im oscilacijama u metafazi ljudskih stanica.

3.1 Premosni mikrotubuli u diobenom vretenu ljudskih stanica

Eksperimentima je do sad pokazano da su gotovo svi parovi kinetohora premoséeni s premosnim
mikrotubulima u metafazi (Polak et al., 2016) te da premosni mikrotubuli uravnotezuju tenziju na
kinetohorama u diobenom vretenu tijekom metafaze (Kajtez et al,, 2016). U radovima koji
proucavaju premosne mikrotubule uoceno je da se u antiparalelnim preklopima premosnih
mikrotubula nalazi pasivni vezivni protein PRCI te on nadalje sluzi kao marker pomocu kojeg
oznaCujemo polozaj antirparalelnog preklopa u vretenu. Osim u eksperimentima svjetlosne
mikroskopije, premosni mikrotubuli opazeni su i u elektronskoj mikroskopiji ljudskih vretena
(Nixon et al., 2015).

Eksperimenti optogenetickog uklanjanja pasivnih proteina PRCI. Kako bi se istrazila

dodatna mehanicka svojstva premosnih mikrotubula, razvijen je eksperiment optogenetickog
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uklanjanja pasivnog proteina PRCI iz diobenog vretena, tj. iz preklopa svih antiparalelnih
mikrotubula (Jagri¢ et al, 2019). Kako bi se uocio ucinak na pozicioniranje kromosoma u
metafaznom vretenu, kromosomi su oznaceni pomocu SiR-DNA (Slika 3.1) te je kvantificirana
povrsina koju zauzimaju u diobenom vretenu, koju koristimo kao mjerilo njihovog poravnanja u
metafaznu ravninu. Iznenadujuce, eksperimenti pokazuju da se povrSina koju zauzimaju
kromosomi povecala nakon uklanjanja pasivnog proteina PRC1 iz antiparalelnih preklopa
premosnih mikrotubula, sugerirajuci da je poravnanje kromosoma, a time i kinetohora u metafazi
naruSeno (Slika 3.2). Takoder, uoceno je da uklanjanje proteina PRC1 uzrokuje stanjenje
premosnih snopova te smanjenje inter-kinetohoralne udaljenosti, tj. smanjenje iznosa sile tenzije
na kinetohorama. Uzevsi u obzir optogeneticka eksperimentalna mjerenja, u idu¢em poglavlju

opisano je prosSirenje modela za pozicioniranje kinetohora u metafazi.

Light

, , ILID-CAAX

Slika 3.1: Vreteno u U20S stanicama u kojima je stabilno oznacen CENP-A-GFP (cijan) s
tranzijentno oznacenim opto-PRCI1 (magenta) i iLID-CAAX kompleks na pocetku (lijevi panel) i
na kraju kontinuiranog izlaganja plavom svjetlu (desni panel). Uvecanja na desnoj strani svakog

panela pokazuju podrucje koje sadrzi samo kinetohore. Preuzeto iz (Jagri¢ et al., 2019).
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Slika 3.2: Mjerenja udaljenosti izmedu sredista izmedu sestrinskih kinetohora od ekvatorijalne
ravnine vretena, dgo . Mjerenje je provedeno kako je pokazano na shemi lijevo dolje.

Neperturbirane stanice prikazane su sivo, dok su stanice s opto-sustavom oznacene crno.

Preuzeto iz (Jagric et al., 2019).

3.2 ProSirenje modela za pozicioniranje kinetohora

Polazna ideja za proSirenje teorijskog modela je uvodenje interakcije izmedu premosnih i
kinetohornih snopova mikrotubula, koja generira sile ovisne o duljini antiparalelnih preklopa
snopova mikrotubula i koje imaju potencijal pozicionirati izmaknute kinetohore u srediste
diobenog vretena. Ovdje su snopovi kinetohornih mikrotubula opisani kao ¢vrsti 1 ravni Stapovi
koji su lateralno povezani s premosnim snopom mikrotubula te dinamicki na svojim plus

krajevima povezanim s kinetohorama (Slika 3.3).
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Slika 3.3: Shema modela za pozicioniranje kinetohora tijekom metafaze. Kinetohore (magenta)
su u t =0 izmaknute na rub preklopa premosnih mikrotubula (zeleno), xg = 2.2 ym i x;, =
1.7 um. Dva panela desno prikazuju sile koje djeluju na pojedini segment sustava. Tako na
kretanje kinetohora utjece elasticna sila opruge, F,, te sila rastucih i skracujuc¢ih mikrotubula,
Fyr, Ciju dinamiku reguliraju motori kinezina-8 (plavo). Na segment mikrotubula takoder utjecu
motori koji ih razmicu (crno) tj. generiraju sile F,, i Fgg. Pasivni vezivni proteini su oznaceni

simbolom spajalice.

Ovdje prikazani model je jednodimenzionalan te opisuje promjenu polozaja para
kinetohora. Sestrinske se kinetohore nalaze na pozicijama x;, gdje se indeksi i = R, L odnose na
desnu i lijevu stranu vretena. Snopovi kinetohornih mikrotubula se protezu od nasuprotnih polova
diobenog vretena na pozicijama +D /2 prema ekvatorijalnoj ravnini vretena te se veZu svojim
plus krajevima na desnu, odnosno lijevu kinetohoru. Premosni mikrotubuli se takoder protezu od
polova te se ispreplicu u srediStu diobenog vretena, tvore¢i antiparalelni preklop konstantne
duljine . Pretpostavka konstantne duljine preklopa proizlazi iz eksperimentalnih mjerenja
(Kajtez et al., 2016). Kinetohorni i premosni mikrotubuli se klizu jedan u odnosu na drugog, ¢ime

se mijenja u vremenu polozaj segmenta na njihovoj reSetci, xgg; 1 Xggr ;. Kinetohorni snopovi
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sastavljeni su od 10 mikrotubula, koji mogu rasti i skra¢ivati se, dok su premosni snopovi
sacinjeni od 1 mikrotubula, koji nema dinamike na svom plus kraju.

Kako bi modelirali interakciju kinetohornog 1 premosnog snopa mikrotubula,
uravnotezujemo sile koje generiraju molekularni motori distribuirani duz antiparalelnih preklopa
snopova mikrotubula i tenziju izmedu sestrinskih kinetohora s viskoznim trenjem pasivnih

vezivnih proteina (3.1).

d - )
N, £, (xKF,ldt xBR,L)

Broj pasivnih vezivnih proteina distribuiranih duz paralelnih preklopa kinetohornih i premosnih

=Fn;*Faq, i=RL (3.1)

mikrotubula ra¢unamo kao N ;¢. = *n.L;, gdje je n. konstantna linearna gusto¢a, a L;, i = R, L
duljina desnog i lijevog mikrotubula. Parametar &, opisuje koeficijent trenja pasivnih vezivnih

proteina. Sile motora rasporedenih duz antiparalelnih preklopa snopova mikrotubula ovise o

brzini kinetohornog snopa u odnosu na premosni mikrotubul, F, g = Ny, rfm (1 — M).

Vm
Ovdje koristimo linearnu vezu izmedu sile i brzine, gdje je f,, sila koja zaustavlja hodanje motora
duz mikrotubula, a v, slobodna brzina hodanja molekularnih motora. Jednadzba koja opisuje sile
koje uzrokuju klizanje lijevog mikrotubula izvodi se tako da indeks R zamijenimo s L te
promijenimo predznak konstanti f, i v,. Broj molekularnih motora koji uzrokuju klizanje
mikrotubula racuna se kao Ny, ; = nn(£/2 +x;)0(£/2 +x;), gdje je n, linearna gustoca
motora, a Heaviside step funkcija 8 osigurava postojanje antiparalelnog preklopa.

Kretanje segmenta premosnog mikrotubula uzrokovano je silama generiranim putem
motora distribuiranim duZz antiparalelnog preklopa premosnih mikrotubula, Fgr te duz
antiparalelnog preklopa premosnih i kinetohornih mikrotubula. Te sile su uravnotezene trenjem
pasivnih vezivnih proteina koji povezuju snopove u njihovim paralelnim preklopima, kada se

snopovi klizu jedan u odnosu na drugoga (3.2).

d(xBR,R - xKF,R)
N¢réc dt = +Fgr — Fi1- (3.2)

Sila generirana u preklopu premosnih snopova ovisi o relativnoj brzini snopova

Fgr = Ngrfm (1 — %), gdje je broj motora u preklopu premosnih mikrotubula dan kao

Ngr = ny,£. Uzevsi u obzir eksperimentalne rezultate iz (Vukusi¢ et al., 2017), postavljamo uvjet

na brzinu segmenata premosnih mikrotubula kao vgg g = —Vggr .
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Promjena poloZzaja sestrinskih kinetohora racunata je pomocu izraza danih u prethodnom
poglavlju, izrazi (2), do na zamjenu promjene duljine kinetohornog mikrotubula s relativnom
brzinom kinetohora u odnosu na pripadajuci segment snopa kinetohornih mikrotubula u izrazima
(2), dL;/dt = Fd(x; — xgg;)/dt . Brojevi rastu¢ih i skracujuéih mikrotubula u snopu
kinetohornih mikrotubula opet se mijenjaju dinamicki, te ucestalosti spasa i katastrofe ovise o sili
generiranoj na kinetohoru, dok ucestalost katastrofe ovisi o broju motora kinezina-8 koji se
akumuliraju na kinetohorni mikrotubul ovisno o njegovoj duljini (2). Promjena broja mikrotubula
u kinetohornom snopu opisana je pomocu stohasti¢cke Langevinove jednadzbe, koja moze prijeci

u deterministicki rezim uz uvjet £;(N;*, N;) = 0.

3.3 Izbor vrijednosti parametara

Parametri koriSteni u ovom poglavlju preuzeti su iz literature, mjereni u eksperimentalnom dijelu
rada u 2. poglavlju ili odredeni ovdje (Tablica 3.1). Parametri vezani za centriraju¢i mehanizam
generiran putem antiparalelnog preklopa premosnih mikrotubula, n,, i {.n. dodatno su istrazeni.
Promatrali smo njihov utjecaj na amplitudu oscilatornog gibanja kinetohora u deterministiCkom
sluc¢aju (Slika 3.4.a). Analizom parametarskog prostora uoc¢ena su dva odvojena rezima u kretanju
kinetohora. Za fiksiranu vrijednost parametra {.n. i male vrijednosti koncentracije molekularnih
motora, n,,, amplituda oscilacija srediSnje tocke izmedu kinetohora bit ¢e dominantno odredena
koncentracijom motora kinezina-8 na plus kraju kinetohornih mikrotubula kao $to je pokazano u
2. poglavlju. U ovom rezimu, bez stohasti¢kog ¢lana, brzina segmenta kinetohornog snopa bit ¢e
korelirana s brzinom kinetohore jer je iznos sile klizanja ovisne o duljini antiparalelnih preklopa
smanjen te ne doprinosi znac¢ajno generiranju tenzije i posljedi¢no povecanju ucestalosti spasa
kinetohornih mikrotubula. Za veée vrijendosti parametra n,,, amplituda oscilacija ¢e se smanjiti
zbog povecanja sile klizanja uzrokovane molekularnim motorima u antiparalelnim preklopima
kinetohornih mikrotubula. Ve¢i iznosi sila klizanja u ovom slucaju povecati ¢e ucestalost
katastrofe te dovesti do frekventnijih promjena u smjeru gibanja kinetohora, tj. do manjeg perioda
1 amplitude oscilacija. U ovom slucaju, trenje izmedu snopova mikrotubula takoder ¢e porasti i
dovesti do smanjena korelacije u brzini segmenta kinetohornog snopa i kinetohora te pribliziti
iznos brzine klizanja segmenta kinetohornog snopa brzini klizanja premosnog snopa mikrotubula.
Ovisnost amplitude sredisnje tocke izmedu kinetohora o trenju pasivnih vezivnih proteina, .n.

(Slika 3.4.b) pokazuje da sile trenja ovisne o duljini paralelnih preklopa utjecu na dinamiku
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kinetohora na sli¢an nacin kao i sile klizanja, medutim gibanja kinetohora robusnija su na

varijacije u vrijednosti parametra & n..

(a) b
(b) sD
= 500 0.2
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s RE
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© a un
2 Ege]
3 58
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Slika 3.4: a) Utjecaj parametra linearne gustoce motora koji razmicu mikrotubule na amplitudu
oscilacija kinetohora za deterministicki model. Skala duljine i vremena,10 ym i 10 min. b)
IstraZivanje parametraskog prostora za parametre jakosti trenja pasivnih proteina, &, i
linearne gustoc¢e motora koji razmicu mikrotubule, n,,. Skalom boja je oznacena standardna
devijacija (SD) sredisnje tocke izmedu sestrinskih kinetohora od sredista diobenog vretena
normirana na interval [—1,1]. Obojene tocke odgovaraju istim vrijednostima parametara u oba

panela. Plava tocka odgovara vrijednostima iz Tablice 3.1.
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3.4 Kinetohore se pozicioniraju u odnosu na poloZaj snopa premosnih

mikrotubula
Za pocetne uvjete dane u (Slika 3.3) i parametre u (Tablica 3.1), numeric¢ka rjeSenja potpunog

modela (Slika 3.5.a) pokazuju da se izmaknuti par kinetohora vra¢a u srediSte diobenog vretena
te oscilira uz stohasticke promjene u smjeru gibanja oko srediSta vretena, dok snopovi
kinetohornih mikrotubula klizu relativno prema snopovima premosnih mikrotubula. Takoder,
neovisna predikcija naSeg modela pokazuje da ¢e brzina segmenta kinetohornog snopa biti manja
od brzine segmenta premosnog snopa. U slucaju bez motora kinezina-8 koji reguliraju dujinu
mikrotubula takoder uo¢avamo centriranje kinetohora u odnosu na srediSte diobenog vretena, tj. u
odnosu na polozaj premosnog snopa mikrotubula (Slika 3.5.b). Takoder, u ovom slucaju bez

motora kinezina-8, uoceno je povecanje amplitude oscilacija u skladu s eksperimentima brisanja

motora kinezina-8 (Stumpff et al., 2012).

Tablica 3.1: Vrijednosti parametara koristene u poglavlju 3.

Parametar Vrijednost Izvor
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