Slucajna Setnja uvjetovana da ostane pozitivhom

Oremovic¢, Matea

Master's thesis / Diplomski rad

2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:316791

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-12-24

W £,
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% E_;' Repository of the Faculty of Science - University of
2 & Zagreb
% &
< N
Op. o

\‘
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:316791
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:9410
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9410
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9410

Slucajna Setnja uvjetovana da ostane pozitivhom

Oremovic¢, Matea

Master's thesis / Diplomski rad

2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:316791

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-19

W £,
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% E_;' Repository of the Faculty of Science - University of
3 o Zagreb
9, Nad
% S
Op. o

\‘
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr



SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Matea Oremovic¢

SLUCAJNA SETNJA UVJETOVANA DA
OSTANE POZITIVNOM

Diplomski rad

Voditelj rada:
prof. dr. sc. Bojan Basrak

Zagreb, rujan, 2020.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Zahvaljujem se mentoru, prof. dr. sc. Bojanu Basraku, na pomoci, izdvojenom vremenu i
korisnim savjetima tijekom izrade ovog diplomskog rada.
Hvala prijateljima koji su studentske dane ucinili nezaboravnima.
Takoder, hvala obitelji na razumijevanju i podrsci.
Mojim roditeljima, neizmjerno hvala sto su uvijek bili uz mene i sto su mi sve ovo
omogucili.



Sadrzaj

Sadrzaj
Uvod

1 Markovljevi lanci

1.1 Markovljevi lanci na diskretnom skupu stanja . . . . . . ... ... ...
1.2 Markovljevi lanci na openitom skupu stanja . . . . . . ... ... .. ..

2 Obrnuta slucajna Setnja

2.1 Osnovne pretpostavke i iskaz teorema . . . . . . .. .. ... ... ...
2.2 Dokaz teorema u diskretnom slucaju . . . . ... ... ... ... .. ..

2.3 Interpretacija teorema

Bibliografija

v

iv

21
21
29
36

38



Uvod

Slucajna Setnja je jedan od najvaznijih i najjednostavnijih primjera slucajnih procesa. Ona
opisuje put koji se sastoji od uzastopnog ponavljanja slucajnih koraka. Pojam “slucajna
Setnja” prvi je uveo engleski matematicar Karl Pearson, osniva¢ matematicke statistike,
1905. godine, no kao model i ideja pojavila se 1 mnogo ranije prilikom rjeSavanja koc-
karskih problema u vjerojatnosti. Buduci da se razne prirodne i druStvene pojave odvijaju
na slucajan nacin, moZemo ih modelirati kao slucajnu Setnju. Neke od njih su na primjer
cijena fluktuirajucih dionica, financijsko stanje kockara, put molekule u plinu ili tekudini...
Slucajne Setnje je prouCavao i1 japanski matematicar Hiroshi Tanaka koji je dokazao vrlo
zanimljivu konstrukciju slucajne Setnje uz uvjet da ona stalno ostaje na pozitivnoj poluosi.

Tanakina motivacija za taj rad je bila studija o vjerojatnosti propasti koja se pojavila
prilikom istraZivanja granicnog ponasanja slucajnih Setnji. U kasnijim radovima (Bertoin
[1] i Biggins [2]), razdioba Tanakine slucajne Setnje (odnosno odgovarajuc¢i Markovljev
lanac) je prepoznata kao razdioba slucajne Setnje koja je uvjetovana da ostane pozitivnom.
Glavni rezultat njegovog rada je konstrukcija procesa kojega dobijemo vrseci transforma-
cije na putanjama slucajne Setnje koje se nalaze izmedu njezinih uzastopnih minimuma,
odnosno to su putanje koje se nalaze izmedu dvije negativne vrijednosti slucajne Setnje.
On pokazuje da Markovljev lanac moZe biti konstruiran tako da svaku putanju izmedu
minimuma gledamo u obrnutom vremenu i s promijenjenim predznakom te svaku tako
transformiranu putanju lijepimo na kraj prethodne, s time da lanac krece iz nule. Tako
dobiveni Markovljev lanac ¢emo nazivati obrnuta slucajna Setnja. Prema tome, obrnuta
slu¢ajna Setnja je ekvivalentna sluc¢ajnoj Setnji uvjetovanoj da ostane pozitivhom.

Buduc¢i da je slucajna Setnja koju ¢emo promatrati Markovljev lanac, prvo poglav-
lje opisuje teoriju Markovljevih lanaca koji predstavljaju jedan od najvaZznijih modela
sluc¢ajnih procesa i podijeljeno je na dva dijela. Drugo i najvaznije poglavlje rjeSava postav-
ljeni cilj ovoga diplomskog rada. Pokazujemo kako iz slucajne Setnje konstruiramo obrnutu
slucajnu Setnju Tanakinom metodom. Glavni cilj je dokazati da je proces koji smo dobili
Tanakinom metodom Markovljev lanac, a dokaz ¢emo provesti u diskretnom slucaju.



Poglavlje 1

Markovljevi lanci

U ovom poglavlju ¢emo se prisjetiti definicija i pojmova vezanih uz Markovljeve lance na
diskretnom skupu stanja te poopciti te definicije i rezultate na opcenite skupove stanja.

1.1 Markovljevi lanci na diskretnom skupu stanja

Pretpostavimo da je S prebrojiv skup kojeg nazivamo skup stanja. Neka je X = (X, : n > 0)
sluajni proces na skupu stanja S, odnosno svaki X,, je slucajna varijabla (ili slucajni ele-
ment) koja poprima vrijednosti u skupu S.

Markovljevo svojstvo definirano je relacijom
(1.1) P(Xor1 = J1 Xy =6, X1 = lpets -+ Xo = do) = P(Xoy1 = J1 X, = 1)

1 ono nam govori da je ponaSanje Markovljevog lanca u neposrednoj buduénosti, uvjetno
na sadaSnjost i proSlost, jednako ponaSanju Markovljevog lanca u neposrednoj budu¢nosti,
uvjetno samo na sadasnjost. Takoder, Markovljevo svojstvo moZzemo iskazati na jos jedan
nacin: neposredna buducnost i proslost uvjetno su nezavisne uz danu sadasnjost.

Prisjetimo se sada definicije stohastiCke matrice. Dakle, matrica P = (p;; : i,j € §)
zove se stohasticka matrica ukoliko je p;; > 0 za sve i,j € S, suma svakog retka je
jednaka 1 1 skup stanja S je konacan. U slucaju da je skup stanja beskonacan, P Ce biti
beskonacna matrica. Matrica P je matrica prijelaza Markovljevog lanca X. Vjerojatnost iz
relacije (1.1) ¢emo oznacavati s p;; te ju nazivati prijelazna vjerojatnost iz stanja i u stanje
j. Uglavnom ¢emo promatrati vremenski homogene Markovljeve lance, tj. to su oni lanci
kojima vjerojatnost u (1.1) ne ovisi o vremenskom trenutku n. U skladu s time imamo
sljedecu definiciju.
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Definicija 1.1.1. Neka je 1 = (4; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je
P = (pij : i,j € §) stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi

(i) PXg=1)=A; zasvei €S, te
(ii)
(1.2) PXpi1 = jI Xy =0, Xym1 = ip-1,..., Xo = ip) = pij

za svakin > 0iza sve iy, ...,i,—1,1, j € S. Zbog jednostavnosti, takve lance ¢emo nazivati
(4, P)-Markovljevim lancima.

U sljedecem teoremu definirane su kona¢nodimenzionalne distribucije slucajnog pro-
cesa i taj teorem nam je od velike znacajnosti ukoliko Zelimo znati vjerojatnosti s kojima se
sluajni proces u odredenim vremenskim trenucima nalazi u odredenim stanjima. Teorem
navodimo bez dokaza koji se moze naci u Vondracek [6].

Teorem 1.1.2. Neka je X (A, P)-Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i za sva stanja
io, il, cens in—la in vrijedi

(1.3) PXo =10, X1 =i1,..., X1 = 0p-1, Xpn = 1y) = /L'Opioil c o Diy_tin-

Obratno, pretpostavimo da je X = (X, : n > 0) sluc¢ajni proces s konacnodimenzionalnim
distribucijama danim formulom (1.3), gdje je A neka vjerojatnosna distribucija na S, a P
neka stohasticka matrica na S. Tada je X (A, P)-Markovljev lanac.

Mozda iz gornjih definicija nije odmah jasna Cinjenica da svaki (A, P)-Markovljev la-
nac zadovoljava Markovljevo svojstvo pa ¢emo pomocu formule (1.3) najprije izraCunati
uvjetnu distribuciju od X,,,; uz dano X, kako bismo mogli pokazati spomenutu €injenicu.
Vrijedi
P(X,11 = j’ X, =1)

P(X, =1)
CPXyp =g X =0,X,1€S8,...,X0€S)
- PX,=0i,X,.1€S,....,X0€8)
_ ZioeS ---Zin,les iy Pigiy < Di_iDij

2iigeS - -+ 2uigreS AigPigiy + -+ Din i
= Pij-

P(Xpi1 = jl1 X, =1) =
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1z toga slijedi
P(Xni1 = j1 Xy = 1, X0t = 15, Xo = lo) = pij = PXpi1 = j1 X, = 1),
odnosno (4, P)-Markovljev lanac zadovoljava Markovljevo svojstvo.

Neka susada P = (p;; : i,j € S)1Q = (qi; : i,j € §) (konacne ili beskonacne)
matrice. MnozZenje beskonacnih stohastickih matrica definira se po analogiji s mnoZenjem
konacnih matrica. Dakle, neka je matrica PQ = (r;; : i, j € S) definirana s

rij = Zpikaj-
keS

()
ij

(n) _
pi.,' = <o Piiy Piyiy « + + Pinsin1 Pip_y1j-

i es i,,_leS

Prema tome, n-ta potencija matrice P dana je s P = (p!” : i,j € S), gdje je

Nultu potenciju matrice P definiramo kao P° = I = (0;;) gdjejed; =1,a06;;=0zaj+i
Iz formule za kona¢nodimenzionalne distribucije jednostavno moZemo izraCunati jed-
nodimenzionalne distribucije. Koriste¢i gornju formulu imamo

P, =)= D e D AoDigy - Dia

iQES i,1_1€S
(
- Z Py = (AP")).
igeS

Uocimo da AP" oznacava produkt vektor-retka A i matrice P, dok (1P"); oznaCava j-ti
element dobivenog vektor-retka. 1z gornje formule odmah slijedi da je za sve n > 0,

Pi(X, = j) = p;}-

Ta formula nam govori da ako Markovljev lanac krece iz stanja i, tada je vjerojatnost da
nakon n koraka bude u stanju j jednaka ij-tom elementu n-te potencije prijelazne matrice
P. Vjerojatnosti pf;) zovu se n-koracne prijelazne vjerojatnosti.

Podsjetimo se rezultata poznatog pod nazivom Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti:
zasvem,n > 0izasvastanjai, j € S vrijedi

Pi(va+n = .]) = Z pf]r:)pj(:jn)
keS
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Interpretacija te formule je: lanac koji krece iz stanja i te se u trenutku n + m nalazi u stanju
J mora u trenutku n biti u nekom stanju k € S, te iz tog stanja k u preostalih m koraka treba
dodi u stanje j.

U sljedeéem primjeru c¢emo pokazati da je sluajna Setnja uistinu Markovljev lanac.

Primjer 1.1.3. (Slucajna Setnja) Neka je (Y, : n > 1) niz jednakodistribuiranih, nezavis-
nih slucajnih varijabli s vrijednostima u Z te distribucijom P(Y, = k) = py, k € Z. Sluc¢ajnu
sSetnju S = (S, : n > 0) definiramo sa

Sy =0, SH:ZYi,nzl.
i=1

MoZemo primjetiti da zan > 0 vrijedi S ,,1 = S, + Y,1. Nadalje,

P(Sy+1 = w1 180 =10, Spo1 = lp-15...,80 =0)
=PWos1 + iy = st S0 = 0ns St = lpet5--,80 = 0)
=P(Yoi1 = bnst = In) = Py,
= P(S 1 = a1 S0 = i),

gdje treci redak slijedi zbog nezavisnosti slucajne varijable Y, sa S¢,S1,...,S,. Prema

tome, moZemo zakljuciti da je slucajna Setnja S Markovljev lanac.

koje su slucajne varijable Y, Bernoullijeve na {—1,1}, odnosno P(Y, = 1) = p, P(Y, =

-)=q=1-p,0<p< 1 Akojep=gq= % tada kaZemo da je jednostavna slucajna

Setnja simetricna. Pripadajuci Markovljev lanac S pomice se samo za jedno mjesto ulijevo

ili udesno. Prijelazne vjerojatnosti su pji_1 = q, piix1 = p, pij =0, j#i—1,i+ 1.
Slucajne Setnje moZemo promatrati i na d-dimenzionalnoj resetci Z%, d > 1. Sa e;

oznacimo vektor (0,...,0,1,0,...,0) € Z¢ s jedinicom na i-tom mjestu. Pretpostavimo
da je (Y, : n > 1) niz jednakodistribuiranih, nezavisnih slucajnih vektora s vrijednostima
u skupu {xey, xe,,...,xe,} s distribucijom P(Y, = ¢;)) = P(Y; = —e;) = ﬁ. Tada je

S =(S, : n>0)jednostavna, simetricna d-dimenzionalna slucajna Setnja definirana s
So=0,8,=>",Y, zan > 1. U svakom trenutku se S moze pomaknuti na jedno od 2d
susjednih mjesta na resetci.

Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac na prostoru stanja S 1 matricom prijelaza
P. Prvo vrijeme pogadanja skupa B (B C S je proizvoljan podskup stanja) definiramo kao

Tg =min{n >0 : X, € B},

uz kovenciju da je min@® = 0. Ako je B = {j}, pri ¢emu je j € S, zbog jednostavnosti
piéemo Tj = T{j}.



POGLAVLIJE 1. MARKOVLIJEVI LANCI 6

Definicija 1.1.4. Za stanja i, j € S kaZemo da je j dostizno iz i, u oznaci i — j, ako
vrijedi
P,(TJ < OO) > 0.

Rijecima, stanje j je dostiZzno iz stanja i ako ¢e lanac, polazeci iz stanja i, s pozitivnom
vjerojatno$¢u u nekom trenutku doci u stanje j. Prema tome, kazemo da stanja i, j € S
komuniciraju ako vrijedi i — j i j — i, te koristimo oznaku i «— j. Dakle, stanjaii j
komuniciraju ako lanac, polazei iz stanja i, s pozitivhom vjerojatno$¢éu u nekom trenutku
dolazi u stanje j i potom se vraca u stanje i.

Bududi da je relacija komuniciranja relacija ekvivalencije, prostor stanja mozemo ras-
taviti na pripadne klase ekvivalencije. Oznacimo te klase sa Cy,C,,Cs,... Sva stanja iz
jedne klase medusobno komuniciraju. Prema tome, imamo C; N C; = 01 U;C; = §. Sku-
pove Cy, C,, Cs, ... nazivamo klase komuniciranja.

Ako se prostor stanja S sastoji od samo jedne klase komuniciranja, tj. ako sva stanja
medusobno komuniciraju, tada kazemo da je Markovljev lanac X ireducibilan. Ukoliko
je podskup C C § skupa stanja § zatvoren za svako stanje i € §, tada vrijedi P;(Ts\¢c =
o) = 1, tj. skup C je zatvoren ako lanac ne moze izaci iz C. Prema tome, stanje j € S je
apsorbirajuce ako je {j} zatvoren skup, odnosno ako lanac dode u apsorbirajuée stanje iz
njega ne moZze izaci i tamo ostaje zauvijek.

Definicija 1.1.5. Slucajna varijabla T : Q — {0,1,2,...} U {oco} zove se vrijeme zaustav-
ljanja ako je za sve n > 0
{T < l’l} € O'(X(),Xl,. .. ,Xn),

odnosno, dogadaj {T < n} ovisi samo o Xy, X1, ..., X,.

Prema tome, mozemo reci da je slucajno vrijeme 7 vrijeme zaustavljanja ako i samo ako
zasve n > 0 vrijedi {T = n} € 0(Xy, X1, ..., Xy).

Primjer 1.1.6. Neka je S = (S, : n > 0) slucajna Setnja. Pretpostavimo da su slucajne
varijable niza (Y, : n > 1) koraci slucajne setnje. PokaZimodajet =minfn>1 : §, <0}
vrijeme zaustavljanja. Buduci da za sve n > 1 vrijedi

{fr=n}={5,>0,...,5,.,>0,5, <0}
={Y;>0,....Y7+...+4Y,,>0,Y1+...+Y, <0} eoc(Y,,...,Y,),

slijedi da je T vrijeme zaustavljanja.

Fiksirajmo stanje i € S te se podsjetimo definicije vremena u kojima se Markovljev
lanac vraca u stanje i. Definiramo vrijeme prvog povratka u stanje i s

T, =T" =min{n >0 : X, =i},
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te indukcijom zam > 1,

; (m) . _ (m)
T+ _ min{n > T, : X, =i}, T, <oo,
i 0o Ti(m) = o0,

b

Vrijeme Tl.(m) zove se vrijeme m-tog povratka u stanje i.

Nadalje, za stanje i € S kazemo da je povratno ako vrijedi P;(T; < o0) = 1, a prolazno
ako vrijedi P(7; < o) < 1. Ako je i € S povratno stanje ii «— j, tadajei j € § povratno
stanje. 1z toga moZemo zakljuciti da su povratnost i prolaznost svojstva klase komunicira-
nja, tj. ako je jedno stanje u nekoj klasi komunikacije povratno (odnosno prolazno), tada
su sva stanja u toj klasi povratna (odnosno prolazna). Prema tome, ukoliko je Markovljev
lanac ireducibilan i povratan, tada su sva stanja povratna. Svaka povratna klasa je zatvo-
rena, tj. suprotno, svaka klasa koja nije zatvorena je prolazna. Ako pretpostavimo da je S
konacan prostor stanja, tada S sadrZi barem jedno povratno stanje.

Za stanje i € S kazemo da je pozitivno povratno ako vrijedi E/(T;) < oco. Vidimo da
1z B(T;) < oo slijedi P{(T; < o0) = 1, Sto znaci da je pozitivho povratno stanje uvijek
povratno. Nul-povratno stanje je povratno stanje koje nije pozitivno povratno.

Broj posjeta stanju i € S oznacavamo sa N; = 3" Lix, -

Podsjetimo se da je slu€ajni proces X = (X,, : n > 0) stacionaran ako za sve k > 01 sve
n > 0, slucajni vektori (Xo, X1, ..., Xx) 1 (X, Xps15 - - - » Xu4x) 1Imaju jednaku distribuciju u
odnosu na vjerojatnost P, odnosno stacionarnost znaci da se vjerojatnosna svojstva procesa
ne mijenjaju kroz vrijeme. Prema tome, u sljedecoj definiciji ¢emo definirati stacionarnu
distribuciju Markovljevog lanca.

Definicija 1.1.7. Pretpostavimo da je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prijelaznom
matricom P i prebrojivim skupom stanja S. Vjerojatnosna distribucijam = (n; : i € S) na
skupu stanja S je stacionarna distribucija (ili invarijantna distribucija) Markovljevog lanca
X, odnosno prijelazne matrice P, ako vrijedi

n=nP.

Ako je Markovljev lanac ireducibilan i pozitivno povratan, tada stacionarna distribucija
postoji i jedinstvena je. Ukoliko Markovljev lanac nema stacionarnu distribuciju, a za
netrivijalnu mjeru 4 = (4; : i € §) na skupu stanja § vrijedi A = AP, tada je A invarijantna
mjera Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P).

Definicija 1.1.8. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prijelaznom matricom P i
prebrojivim skupom stanja S. Vjerojatnosna distribucija m = (n; : i € §) zove se grani¢na



POGLAVLIJE 1. MARKOVLIJEVI LANCI 8

distribucija Markovljevog lanca X ako za sve i, j € S, vrijedi

: () _
m pyj = 7).
Ako je X Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja te ako je 7 grani¢na distribucija
tog lanca, tada je i stacionarna distribucija.

Neka je d(i) najveci zajednicki djelitelj skupa skupa {n > 1 : pg’) >0}, gdjejed(@) =1
ukoliko je taj skup prazan. Za stanje i € S kazemo da je aperiodi¢no ako je d(i) = 1. U
suprotnom, d(i) je period stanja i te kazemo da je stanje i periodicko. Dakle, stanja koja
medusobno komuniciraju imaju jednake periode. Prema tome, lanac X je aperiodican ako
je ireducibilan i d(i) svakoga stanja je jednak 1. Iskaz sljedeceg teorema daje nam rezultat
o postojanju grani¢ne distribucije.

Teorem 1.1.9. Neka je A proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja S . Pretpos-
tavimo da je X = (X,, : n > 0) (A, P)-Markovljev lanac koji je ireducibilan i aperiodican,
te ima stacionarnu distribuciju n. Tada je

lim,_, P(X,, = j) = m;, zasve je€S.
Specijalno,
l}l_)ﬂ;lo pg.') =7, zasvei,j€S,

tj., stacionarna distribucija ujedno je i granicna.

Podsjetimo se joS jednog teorema koji nam govori o grani¢nom ponaSanju srednjih
vrijednosti kroz vrijeme i jedan je od najvaznijih rezultata u teoriji Markovljevih lanaca.
Dokaz ovoga teorema, kao i prethodno navedenoga, se moze naci u Vondracek [6].

Teorem 1.1.10. (Ergodski teorem) Pretpostavimo da je Markovljev lanac X = (X,, : n > 0)
ireducibilan i pozitivno povratan, te neka je m njegova jedinstvena stacionarna distribucija.
Pretpostavimo da je f nenegativna ili ogranicena realna fukncija definirana na S. Tada
vrijedi
n—-1
.1 :

lim =~ > f(X) = > f(Dx;, Pegs

At Ly s
Za j € S in e N oznatimo s Nj(n) = 32y 1ix,-j, vrijeme koje lanac provede u stanju j

prije trenutka n. Ako gornji teorem primjenimo na fuknciju f = 1;;, dobivamo da je

N.
lim ](n):nj, P-g.s.

n—0oo n
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Dakle, prosjecno asimptotsko vrijeme provedeno u stanju j je 7, zasve j € S.

Pretpostavimo sada da je X = (X,, : n > 0) ireducibilan Markovljev lanac s prostorom
stanja S, prijelaznom matricom P i stacionarnom distribucijom 7 takvom da je ; > 0 za
sve i € §. Definirajmo matricu P = (p;; : i, j € §) formulom

Tipij = Wipji.
7Zbog ) jes Dij = %Z jes Tipji = 1, ¥i € §, slijedi da je P stohasti¢ka matrica. Primjetimo
da vrijedi ) jes 7;Pji = X jes TiPij = Wi Xjes Pij = Ti» Sto znaci da je & stacionarna distribu-
cija i za stohasti¢ku matricu P. Ako pretpostavimo da je 7 i poletna distribucija lanca X,
tadaje P(X, =i) =m;,Vn > 01Vi € S, te slijedi da je

PX,=7jX,1=1 PX,1=ilX,=)HP(X, =] ST
P(X, = j| Xpu1 = i) = ( J> Antl l): (Xpe1 = 1| DIP( ]):p] J

A

(X1 = 1) (X1 = 1) mo
odnosno P je matrica prijelaza. Za N € Ni0 < n < N, definirajmo proces ¥ = (Y, :
0 <n<N)sY, = Xy, Tada je Y ireducibilan Markovljev lanac kojem je m takoder
stacionarna distribucija te P matrica prijelaza.

Kazemo da su stohasticka matrica P i mjera A u detaljnoj ravnoteZi ako vrijedi 4;p;; = A;pji,
za Vi, j € §. Ako su A1 P u detaljnoj ravnotezi, tada je A invarijantna mjera za P. Pretpos-
tavimo sada da je A neka vjerojatnosna distribucija na S. Za ireducibilan (41, P)-Markovljev
lanac X kaZemo da je reverzibilan, ako je za sve N > 1, (Xy_, : 0 < n < N) ponovo
(4, P)-Markovljev lanac. Zapravo, X je reverzibilan ako i samo ako su P i A u detaljnoj
ravnoteZzi. Intuitivno, lanac se uglavnom krece u smjeru kazaljke na satu pa se okretanjem
vremena uglavnom krece u suprotnom smjeru.

Slucajne Setnje na grafovima su jedan od najpoznatijih primjera reverzibilnih Markov-
ljevih lanaca.

Primjer 1.1.11. Neka je G konacan i povezan graf. Graf je ureden par G = (V, E) vrhova
iz skupa V i bridova iz skupa E. Na skup bridova gledamo kao na podskup Kartezijevog
produkta V X V sa svojstvom (i, j) € E ako i samo ako je (j,i) € E (ako brid povezuje
vrhove i i j, onda povezuje i vrhove j i i). Povezanost grafa znaci da za svaka dva vrha
i, j € V postoji konacan niz bridova (i, 1,), (i1, i2), - . ., (in, j) koji povezuju ta dva vrha.
Pretpostavimo da je svakom bridu e € E pridruZen strogo pozitivan broj c, kojeg zo-
vemo provodljivost brida. Dakle, ¢ : E — (0, 0). Za e = (i, j) = (j,1) piSemo c, = c;j = cj.
U sluc¢aju da (i, j) ¢ E, stavimo c;; = 0. Kapacitet vrha i € V definiramo kao c¢; = Yy Cik-
Slucajna Setnja na G je Markovljev lanac S = (S, : n > 0) sa skupom stanja V i prijelaz-
nom matricom P = (p;; : i, j € V) gdje je
Cij

Pij =
J C;
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Rijec¢ima, Setnja iz vrha i prelazi u jedan od susjednih vrhova s vjerojatnoscéu proporcional-
nom provodljivosti odgovarajuceg brida. Zbog pretpostavke o povezanosti grafa slijedi da
je Setnja S ireducibilna. Stavimo ¢ = ),y c;, te definiramon = (n; : i€ V) sa

Ci

= .
c

Uocimo da je tada
_GC G S CiCi _
Tipij= = = =——" =TpPji
cc c ccj

odnosno n i P su u detaljnoj ravnoteZi. To pokazuje da je n stacionarna distribucija od S,
te da je S reverzibilan lanac.

1.2 Markovljevi lanci na opéenitom skupu stanja

Neka je S skup stanja, a s 8(S) oznacimo o-algebru na S . Markovljevi lanci na opéenitom
skupu stanju imaju prijelaznu jezgru koja opisuje kretanje tog lanca. U skladu s time
imamo sljedecu definiciju.

Definicija 1.2.1. Ako je P = (P(x,A), x € S, A € B(S)) takva da vrijedi:
(i) za svaki A € B(S), P(-,A) je nenegativna izmjeriva funkcija na S
(ii) za svaki x € S, P(x,-) je vjerojatnosna mjera na B(S)

tada P nazivamo Markovljevom funkcijom prijelaza, jezgrom prijelaznih vjerojatnosti ili
prijelaznom jezgrom.

VaZnu ulogu pri konstruiranju Markovljevog lanca osim prijelazne jezgre ima 1 pocCetna
distribucija (pocetna vjerojatnost). Neka je u vjerojatnosna mjera definirana na (S, 8(S)).
Ukoliko je zakon razdiobe od X jedank u, odnosno, ako je X, ~ u, tada je u poCetna distri-
bucija lanca i tu vjerojatnost ¢emo oznacavati s P,. Ako lanac kreCe iz stanja xo € §,
uo¢imo da to odgovara mjeri d,, koncentriranoj u x,, tada ¢emo Kkoristiti oznaku P,,.
Sljedeci teorem nam govori kako raCunamo kona¢nodimenzionalne distibucije stohastickog
procesa.

Teorem 1.2.2. Za svaku pocetnu vjerojatnost yuna B(S) i prijelaznu jezgru P = (P(x,A), x €
S, A € B(S)) postoji stohasticki proces X = (X, : n > 0) na Q = [[2,S,, izmjeriv ob-
zirom na F = \/ 2y B(S,) te vjerojatnosna mjera P, na ¥ takva da je P,(B) vjerojatnost
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dogadaja {X € B} za B € . Za izmjerive A; C S;,i = 0,...,n i za bilo koji prirodan broj
n vrijedi

P,(Xo € Ap, X1 € Ay,..., X, €A,)

:f f u(dyo)P(yo,dyy) ... P(yp-1,A).
Yo€Ag Yn-1€An-1

Teorem necemo dokazivati, a dokaz se moZze nac¢i u Meyn 1 Tweedie [3]. Sada moZemo
definirati Markovljev lanac na openitom skupu stanja.

(1.4)

Definicija 1.2.3. Stohasticki proces X = (X, : n > 0) definiran na (Q,F) zove se vre-
menski homogen Markovljev lanac sa jezgrom prijelaznih vjerojatnosti P(x, A) i pocetnom
distribucijom u ako sve konacnodimenzionalne distribucije od X zadovoljavaju (1.4) za
svaki n.

Kao 1 na prebrojivom skupu stanja, n-koracna jezgra prijelaznih vjerojatnosti Markov-
ljevog lanca na opéenitim skupovima stanja se definira iterativno. Stavimo P°(x,A) =
0,(A), pri ¢emu je Diracova mjera definirana s

1, x€A
0.(A) =
0, x¢A,
te, za n > 1, definiramo induktivno
(1.5) P'(x,A) = fP(x, dy) P '(y,A), xeS,AeBS).
S

Prema tome, P" Ce biti oznaka za n-koracnu jezgru prijelaznih vjerojatnosti {P"(x,A), x €
S, A € B(S)} te moZzemo primjetiti da je P" definirana analogno kao i n-kora¢na matrica
prijelaza u diskretnom slucaju.

Primjer 1.2.4. Markovljev lanac na diskretnom skupu stanja je zapravo poseban slucaj
Markovljevog lanca na opcenitom skupu stanja. Pretpostavimo da je X = (X, : n > 0)
Markovljev lanac s prebrojivim ili konacnim skupom stanja S, pocetnom distribucijom u i
prijelaznom matricom P. Buduci da je prostor stanja diskretan, tada ¢e o-algebra B(S)
oznacavati skup svih podskupova od S. Konacnodimenzionalne distribucije diskretnog
Markovljevog lanca X zadovoljavaju

P/l(XO = x0, X1 = Xx1,..., X, = x,) = u(xo) Py (Xy = x) P (X) = x2) ... P (X = x,).
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Pretpostavljajuci da je X vremenski homogen Markovljev lanac, 1-koracne prijelazne vje-
rojatnosti lanca X ¢emo oznacavati s P(x,y) = P(X; = y). Tada gornju jednakost moZemo
zapisati na sljedeci nacin:

P,u(XO =x0, X1 = Xp,..., Xy = X,) = /.l(Xo) P(xo, x1) P(x1,x2) . .. P(Xp—1, Xp).

Uocimo iz relacije (1.4) da Markovljeve lance na opcenitom skupu stanja integriramo
po mjerama P(yy,"),...,P(y,_1,") dok iz gornje jednakosti vidimo da je ponasanje lanca
na diskretnom skupu odredeno prijelaznom matricom koja sadrZi vjerojatnosti prijelaza
izmedu stanja. Za prijelaznu matricu P = (P(x,y) : x,y € §) vrijedi P(x,y) > 0
i D.es P(x,2) = 1, x,y € S. Dakle, P(x,-) je vjerojatnosna mjera. n-koracha matrica
P" = (P'(x,y) : x,y € §) definirana je induktivno s

P =1,
P'(x,y) = ) P(x,9) P(z.).

zeS

Za A C S vrijedi P"(x,A) = Y es P"(x,y). Dakle, moZemo zakljuciti da kod diskretnih Mar-
kovljevih lanaca, buduci da je skup stanja prebrojiv, zbrajamo po svim mogucim putevima,
dok u slucaju Markovljevih lanaca na opcenitom skupu stanja integriramo po odredenim
mjerama.

Sljedeci teorem je poopéenje definicije Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti koju smo
ve¢ spomenuli u diskretnom slucaju. Dokaz teorema se moze nac¢i u Meyn i Tweedie [3].

Teorem 1.2.5. Za svaki m takav da je 0 < m < n, vrijedi
(1.6) P'(x,A) = me(x, dy)P""(y,A), xe€S8,A¢€B(S).
s

Rijec¢ima, jednakost (1.6) nam govori da ako lanac X se krece iz stanja x u skup A u n
koraka, u bilo kojem medukoraku m lanac mora posjetiti neko stanje y € S 1 u tom trenutku
m, obzirom da je Markovljev lanac, zaboravlja proSlost i sljedecih (n — m) koraka nastavlja
kao da je krenuo iz stanja y. Prema tome, jednakost (1.6) moZemo zapisati kao

P.(X,€A) = fo(Xm € dy)Py(X,—m € A).
s

Pomocu ocekivanja, mozemo prosiriti relaciju (1.4) kako bi Markovljevo svojstvo mo-
gli iskazati u joS jednom ekvivalentnom obliku koji je dan u sljedecoj definiciji.

Definicija 1.2.6. Ako je X Markovljev lanac na (Q, F) s pocetnom distribucijom i h :
Q «— R je ogranicena i izmjeriva funkcija, tada vrijedi

(L.7) Ep[h(Xn+l9Xn+2’ )Xo, X Xy = x] = B [(X, Xo, L))
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Jedan od najvaznijih aspekata teorije Markovljevih lanaca je svojstvo zaboravljivosti (eng.
forgetfulness) dano s (1.4), ili, ekivivalentno s (1.7).

U sljedec¢im primjerima ¢emo navesti neke jednostavane primjere Markovljevih lanca
na opcenitom skupu stanja.

Primjer 1.2.7. Pretpostavimo da je S = (S, : n > 0) niz slucajnih varijabli definiranih
tako da je Sy = 01izan € Z, stavimo

Sn :Sn—l +Wna

gdje je W, niz nezavisnih, jednakodistribuiranih slucajnih varijabli s vrijednostima u skupu
R te funkcijom distribucije T'(A) = P(W € A), A € B[R). Tako definirani niz S zo-
vemo slucajna Setnja na R. Uoc¢imo da je ocito da je S Markovljev lanac jer nezavisnost
slucajnih varijabli W, garantira nezavisnost S .1 od S,-1,S,-2,... uzdano S, = x. Za
neki A C (0, ), funkcija prijelaza dana je s

P(x,A)=P(So+ W, €A|S)=x)
=P(W, €A -x)
=T'(A - x).

Primjer 1.2.8. Proces X = (X,, : n € Z,) se zove autoregresivni proces reda 1, skraceno
AR(1) model, ako vrijedi

(i) za svakin € Z,, X, i W, su sluc¢ajne varijable na R za koje vrijedi
X1 = aXy, + Wy,

za neki @ € R,

(ii) niz {W,} je niz nezavisnih, jednakodistribuiranih slucajnih varijabli s distribucijom I
na R.

AR(1) model je trivijalno Markovljev proces: nezavisnost X,;1 od X,,_1,X,_», ... uz dano
X, = x slijedi iz (1) jer vrijednost od W, ne ovisi o niti jednom {X,_, X,,—», ...} zbog (i1).
Taj model moZemo smatrati prosirenjem slucajne Setnje, gdje u svakom trenutku uzimamo
skaliranu prethodnu vrijednost i dodajemo neku slucajnu vrijednost (”gresSku” ili ”Sum” ).
MoZe se pokazati da parametar « jako utjece na ponasanje lanca.

Sada ¢emo spomenuti joS neke pojmove koji opisuju teoriju Markovljevih lanaca na
op¢enitom skupu stanja, no mi ih ne¢emo koristiti u daljnjem radu.

Distribucija lanca X u trenutku n je osnova njegova postojanja, ali kako bismo mogli
analizirati njegovo ponasanje od velike vaZnosti nam je i distribucija u nekim posebnim
trenucima.
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Definicija 1.2.9. Neka je X Markovljev lanac.

(i) Za bilo koji skup A € B(S), broj dolazaka u skup A, kojeg oznacavamo s n,, je broj
posjeta lanca X skupu A nakon trenutka O i definiran je s

na = Z Tix,eay-
n=1

(ii) Za bilo koji skup A € B(S), varijable

T4=min{n >1 : X, € A}
opa=min{n >0 : X, € A}

Zovu se vrijeme prvog povratka u skup A i vrijeme prvog pogadanja skupa A.

Analogno kao 1 u diskretnom slucaju, iterativno definiramo k-to vrijeme povratka u skup A
(oznaka: 14(k)) s

TA(I) =TA
Ta(k) :=min{n > t4(k-1) : X, € A}.

Za daljnju analizu lanca X definirajmo jezgru U s

U(x,A) = Z P'(x, A)

n=1

= B[4l

(1.8)

koja preslikava S X B(S) u R U {oo}, te vjerojatnost povratka s

L(x,A) :=Py(14 < o)

(1.9) -
= P, (X posjeti A).

Prema tome, da bismo mogli analizirati broj posjeta naseg lanca nekom skupu, cesto
moramo razmotriti ponasanje lanca nakon prvog posjeta 74 skupu A (koji se dogada u
nekom slucajnom vremenu), a ne ponasanje nakon nekih fiksnih vremena. Svojstvo zabo-
ravljivosti vrijedi, ne samo za fiksna vremena n, nego i za lanac opaZen u nekom slu¢ajnom
vremenu koje se naziva vrijeme zaustavljanja.

Definicija 1.2.10. Funkcija { : Q — Z, U {0} zove se vrijeme zaustavljanja za X ako
je, za bilo koju pocetnu distribuciju u, dogadaj {{ = n} € F.X za svaki n € Z,, gdje je
ﬁx = O'(X(),Xl, ce ,Xn) - B(Sn+1).
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Vrijeme prvog povratka i vrijeme pogadanja nekog skupa su jednostavni primjeri vremena
zaustavljanja.

Propozicija 1.2.11. Za bilo koji skup A € B(S), varijable T4 i 0 4 su vremena zaustavljanja
za X.

Dokaz. Vrijedi

{oa=n}= X, €AYN{X, €cAeFX, n>0

pa po definiciji slijedi da su 74 1 04 uistinu vremena zaustavljanja. O

Nadalje, koriste¢i Markovljevo svojstvo za svaki fiksni n € Z, i elemente prijelazne
jezgre imamo:

Propozicija 1.2.12. (i) Zasve x€ S, A € B(S)

Puta = 1) = P(x,A),

te induktivno zan > 1
Pty =n) = f P(x,dy)P(ta=n—1)
Ac

:f P(X,dyﬂf P@l,d)b)---f P(yn—z’dyn—l)P(Yn—l’A)-
Ac Ac Ac

(ii) Zasve x € S, A € B(S)
Puoa =0) = I4(x)

teza svakin>1ixe A
PX(O-A = I’l) = PX(TA = I’l)

Ako je ¢ proizvoljno vrijeme zaustavljanja s vrijednoS$¢u u skupu Z,, tada nam ta
¢injenica omogucava da definiramo sluc¢ajnu varijablu X, sa X, = X, na dogadaju {{ =
n}. Svojstvo koje nam govori da buduée ponasanje lanca X nakon vremena zaustavlja-
nja { ovisi samo o vrijednosti X, a ne o bilo kojoj drugoj prosloj vrijednosti, naziva se
jako Markovljevo svojstvo. Da bismo to mogli formalno opisati, definirajmo o-algebru
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Fl={AeF : {{=nNnAeF) nel] kojaopisuje dogadaje koji su se dogodili do
vremena /.
Za vrijeme zaustavljanja £ i slu¢ajnu varijablu H = h(X, X;, ...), operator pomaka € se

definira s
6 H = h(X;, Xze1,-..)

na skupu {{ < oo}.

Definicija 1.2.13. KaZemo da lanac X zadovoljava jako Markovljevo svojstvo ako za bilo
koju pocetnu distribuciju u, i bilo koju realnu ogranicenu izmjerivu funkciju h na Q, i za
bilo koje vrijeme zaustavljanja {, vrijedi

E 6°H|F)] = Ex [H], P,-g.s.
na skupu {{ < oo}.

Sada Zelimo razviti koncept sli¢an ireducibilnosti Markovljevih lanaca na diskretnom
skupu stanja, ali problem s poopéenjem definicije ireducibilnosti je taj da ne mozemo defi-
nirati direktan analogon relacije komuniciranja ”«—", jer iako moZemo na L(x, A) gledati
kao na pozitivnu vjerojatnost pogadanja skupa A ukoliko krenemo iz stanja x, opéenitno
ne mozemo re¢i da ¢emo se vratiti u neko odredemo stanje x. U skladu s time uvodimo
definiciju ¢-ireducibilnosti, Sto je osnova za daljnje analize ponasanja lanca na op¢enitom
skupu stanja.

Definicija 1.2.14. Kazemo da je lanac X = (X,, : n > 0) ¢-ireducibilan ako postoji mjera
¢ na B(S) takva da, kad god je p(A) > 0, tada je L(x,A) > 0 za sve x € §.

RijecCima, ireducubilnost znaci da za svaki skup koji nije mjere nule postoji pozitivna vje-
rojatnost dolaska u taj skup. Postoji nekoliko alternativnih formulacija ¢-ireducibilnosti o
kojima govori sljedeéa propozicija koju ne¢emo dokazivati.

Propozicija 1.2.15. Sljedece tvrdnje su evkivalentne s definicijom @-ireducibilnosti:
(i) za sve x € S, ako je p(A) > 0, tada je i U(x,A) > 0,
(ii) za sve x € S, ako je p(A) > 0, tada postoji n > 0 takav da vrijedi P"(x,A) > 0,

(iii) za sve x € S, ako je p(A) > 0, tada je K,, (x,A) > 0.
2

Pojam ¢-ireducibilnosti kojeg smo do sada definirali je slabiji od pojma ireducibilnosti
koji smo definirali na diskretnim skupovima stanja. Sada ¢emo prosiriti ¢-ireducibilnost
tako da, ukoliko imamo ireducibilan lanac tako da je svako stanje dostizno iz bilo kojeg
drugog stanja, tada se prirodna mjera ireducibilnosti (npr. brojeca mjera) generira kao
“maksimalna” mjera ireducibilnosti.
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Propozicija 1.2.16. Ako je X ¢-ireducibilan za neku mjeru ¢, tada postoji vjerojatnosna
mjera Y na B(S) takva da vrijedi:

(i) X je y-ireducibilan,
(ii) za bilo koju drugu mjeru ¢’, lanac X je ¢'-ireducibilan ako i samo ako je ¥ > ¢,
(iii) ako je y(A) = 0, tada je y{y : L(y,A) > 0} =0,

(iv) vjerojatnosna mjera s je ekvivalentna mjeri

W = fs YK, (. ),

za bilo koju konacnu mjeru ireducibilnosti ¢'.

Dokaz gornje propozicije se moZze na¢i u Meyn i Tweedie [3]. Nadalje, sa ¥ ¢emo oznacavati
proizvoljnu maksimalnu mjeru ireducibilnosti za lanac X.

Definicija 1.2.17. (i) KaZemo daje Markovljev lanac y-ireducibilan ako je g-ireducibilan
za neku mjeru ¢ i Y je maksimalna mjera ireducibilnosti koja zadovoljava uvjete iz
Propozicije 1.2.16.

(ii) Pisemo
B(S)={A € BS) : Y(A) > 0}

za skupove pozitivne mjere Y. Ekvivalentnost maksimalnih mjera ireducibilnosti nam
osigurava da je B*(S) jedinstveno odreden.

(iii) Skup A € B(S) se naziva punim ako je Yy(A°) = 0.
(iv) Skup A € B(S) se naziva apsorbirajuéim ako je P(x,A) = 1 za x € A.
Sljedeci rezultat ukazuje na vezu izmedu apsorpcijskih 1 punih skupova.
Propozicija 1.2.18. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan lanac. Tada je
(i) svaki apsorbirajuci skup puni,
(ii) svaki puni skup ima neprazan apsorbirajuci podskup.

lako nam relacija x «— y opCenito nije korisna kada je S neprebrojiv, buduci da je
P"(x,y) = 0 u velini slucajeva, uvesti ¢emo pojmove dostiZnosti i uniformne dostiznosti
koji u¢vrscuje ideju komuniciranja na kojoj se temelji y-ireducibilnost.
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Definicija 1.2.19. Skup B € B(S) je dostizan iz skupa A € B(S) ako je L(x, B) > 0 za svaki
x € A.
Skup B € B(S) je uniformno dostizan iz skupa A € B(S) ako postoji 6 > 0 takav da je

(1.10) inf L(x, B) > 6.
x€A

Ako (1.10) vrijedi, tada pisemo A ~ B.

Relacija A ~ B vrijedi uniformno za svaki x € A. Opcenito, relacija "~ nije reflek-
sivna iako mogu postojati skupovi A 1 B takvi da je skup A uniformno dostiZzan iz B1i B je
uniformno dostiZan iz A. MoZe se pokazati da ako A ~ Bi B ~» C, tada A ~ C, odnosno
da je relacija ”~»” tranzitivna.

Kao i u diskretnom slucaju, mozemo definirati periodi¢nost i aperiodi¢nost lanca. Pret-
postavimo da je X ¢-ireducibilan Markovljev lanac. Najveci prirodan broj d za koji d-ciklus
za X postoji naziva se periodom lanca X. Ako je d = 1, tada kazemo da je lanac X aperi-
odican.

Kljuc¢nu ulogu u definiranju povratnosti i prolaznosti lanca ima slucajna varijabla 7, =
Yime1 Lix,ea; koja nam govori koliko puta je lanac X posjetio skup A.

Definicija 1.2.20. Skup A je uniformno prolazan ako postoji M < oo takav da je E,[n4] <
M za svaki x € A. Skup A je povratan ako je E,[n4] = oo za svaki x € A.

Ako se skup A € B(S) moZe prekriti s prebrojivo mnogo uniformno prolaznih skupova, tada
Jje A prolazan skup.

Definicija 1.2.21. (i) Lanac X je povratan ako je y-ireducibilan i U(x, A) = oo za svaki
x€S isvaki A € B*(S).

(ii) Lanac X je prolazan ako je y-ireducibilan i S je prolazan.

Nadalje, promatrajmo sada samo povratne Markovljeve lance koje ¢emo podijeliti na
pozitivne 1 nul povratne lance. Takoder, pokazat cemo pod kojim uvjetima se distribucija
takvih lanca ne mijenja za razlicite vrijednosti od n. U tom slucaju, po Markovljevom svoj-
stvu, kona¢nodimenzionalne distribucije lanca X Ce biti invarijantne obzirom na vrijeme te
takvim razmatranjem dolazimo do definicije invarijantne mjere.

Definicija 1.2.22. o-konacna mjera m na B(S) sa svojstvom

(1.11) n(A) = fﬂ(dx) P(x,A), Ae€B(),
s

se naziva invarijantna mjera.
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Teorem 1.2.23. Ako je lanac X povratan, tada za njega postoji (do na multiplikativnu
konstantu) invarijantna mjera m sa svojstvom da za bilo koji A € B*(S) vrijedi

TA
Z Lix.e
n=1

Dokaz teorema se moZe naci u Meyn i Tweedie [3].

, Be®B(S).

(1.12) n(B) = f n(dw)E,
A

Definicija 1.2.24. Pretpostavimo da je X Y-ireducibilan lanac i ima invarijantnu vjero-
Jjatnosnu mjeru n. Tada je X pozitivan lanac. Ukoliko X nema takvu mjeru, onda je on
nul-lanac.

Procesi sa svojstvom da za bilo koji k marginalne distribucije od {X,,..., X} se ne
mijenjaju kako se n mijenja nazivaju se stacionarni procesi. Markovljev lanac opcenito
nece biti stacionaran proces jer za neku realizaciju moZemo imati X, = x sa vjerojatnoscu
jedan za neko fiksno stanje x. Medutim, katkad moZzemo odabrati pocetnu distribuciju za
X, tako da dobijemo stacionaran proces (X, : n € Z,).

Pokazuje se da je dovoljno razmotriti samo stacionarnost prvog koraka kako bismo stvorili
Citav stacionarni proces. Pocetnu vjerojatnosnu mjeru 7 danu formulom

m(A) = fﬂ(dw) P(w,A),
s

mozemo iterirati kako bismo dobili

m(A) = f[fﬂ(dx) P(x, dw)] Pw,A)
s [Js

:fyr(dx)fP(x,dw)P(W,A)
S S

= f n(dx) P*(x,A)

S

= f n(dx) P"(x,A)

N
= IPn()(n € A)’

zasvakin € Z, i za svaki A € B(S).
Iz Markovljevog svojstva je jasno da je X stacionaran proces ako i samo ako se distri-
bucija od X,, ne mijenja kroz vrijeme.

Propozicija 1.2.25. Ako je lanac X pozitivan, tada je i povratan.
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Pozitivni lanci se Cesto nazivaju ”pozitivno povratni” kako bi naglasili ¢injenicu da su
oni povratni.
Definirajmo jo$ jednu Siru klasu mjera.

Definicija 1.2.26. Ako je u o-konacna i zadovoljava

(1.13) H(A) > f,u(dx) P(x,A), Ae€B(S),
A

tada se u naziva subinvarijantna mjera.

Propozicija 1.2.27. Pretpostavimo da je X W-ireducibilan. Ako je u neka mjera koja zado-
voljava (1.13) sa svojstvom u(A) < oo za neki A € B*(S), tada

(i) uje o-konacna i zato je u subinvarijantna mjera,
(ii) u >,

(iii) ako je u(S) < oo, tada je u invarijantna.



Poglavlje 2

Obrnuta slucajna Setnja

Cilj ovog pogavlja je pokazati Tanakinu konstrukciju novoga procesa dobivenog iz slu¢ajne
Setnje tako da zamijenimo varijable vremena i promjenimo predznake koraka slucajne
Setnje, te ’lijepljenjem” tako dobivenih koraka dobijemo novi proces koji poprima vrijed-
nosti samo u intervalu [0, c0), odnosno ne pada nikada ispod nule. Glavni cilj je dokazati
da je proces koji je definiran na opisan nacin Markovljev proces.

2.1 Osnovne pretpostavke i iskaz teorema

Pretpostavimo da se nalazimo u 1-dimenzionalom prostoru. Neka je § = (S, : n > 0)
slucajna Setnja definirana s

So=0, S,=X1+X+...+X,, (n=1),

gdje je (X))i>1 niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli. Slu¢ajne varijable
niza (X;);>; nazivamo koracima slucajne Setnje. Definirajmo vrijeme zaustavljanja

T=min{n>1: §, <0}

7 oznacava vrijeme prvog pada slucajne Setnje S ispod nule, odnosno u otvoreni interval
(—0o0,0). Osnovna pretpostavka ovoga poglavlja je da je vrijeme zaustavljanja T konac¢no,
odnosno da vrijedi

2.1) P(r < 00) = 1.

Dakle, ukoliko nam 7, oznacava vrijeme prvog pada slucajne Setnje ispod nule, 7, vrijeme
ponovno prvog pada slucajne Setnje S ispod nule ako slucajna Setnja kreée iz vremena 7,
itd... ova pretpostavka nam govori da je broj vremena definiranih na taj nac¢in konacan.
Lakosevididajer; <1, <13 <...

21
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Promatrajmo sada slucajnu Setnju do vremena 7. Zamijenom varijabli vremena i pro-
mjenom predznaka koraka slucajne Setnje S definiramo niz novih vrijednosti s

(2.2) 0,81 =882 -8....,851 =8 -57).
Iz gornjeg niza moZemo uociti da vrijedi
O0,-X",—(X,"+X"),....~(X{"+...+ X;7))

pri emu je X" = X,.
Budu¢i da je S; < 0 po definiciji vremena zaustavljanjar,a S,...,S.-; > 0, slijedi da su
sve komponente iz (2.2) strogo pozitivne (osim prve jer je S; — S, = 0).

Oznacimo s w'l, W,, ... niz vrijednosti dobivenih zamjenom varijabli vremena i promje-
nom predznaka koraka slucajne Setnje S, koje su oblika (2.2) za vremena zaustavljanja
T1, T2y Dakle,

W,l = (O’STl—l _STI,STI—Z_STI,...,SI _STI’_STI)’
Wz’ = (O$ST2—1 _ST27S7'2—2_S7—2,...,S] _STZ’_STZ)’
WZ/ = (O’ST3—1 _ST37ST3—2_ST3,---,51 _ST3’_ST3),

Zbog pretpostavke da su vremena zaustavljanja kona¢na, slijedi da suiw,, w,, w;, ... konacne,
ali razlicite duljine.

Primjetimo da w'2 sadrzi niz vrijednosti koji smo ve¢ zapisali u w'l, odnosno te dvije va-
rijable su zavisne. Prema tome, iz w'2 nam nisu bitne sve vrijednosti nego samo podskup
onih vrijednosti koje se nalaze izmedu vremena 7, i 7; (slu€ajnu Setnju promatramo od
vremena 7, do vremena 0 koja obuhvaca i vrijeme 7;) jer smo preostali dio ve¢ izracunali
u w’l. Takoder, iz w; nam je znacajan samo podskup onih vrijednosti izmedu vremena 73

i 7. Prema tome, joS jedna vaZna pretpostavka ¢e biti da varijable koje ¢emo koristiti za
konstrukciju obrnute slucajne Setnje budu nezavisne, odnosno da budu iz skupa

w(0) =0, }

W = {w = WO, wl)...wD) 2 oy = minwik), 131
1<k<I

U daljnjem razmatranju, za slucajne varijable iz ‘W ¢emo koristiti oznaku
wi = (Wi(0), we(1), wi(2), ..., wi(li)), k > 1.

Svaka slucajna varijabla w, € W ima svoju duljinu /;, koja je konacna i jednaka broju
koraka koje je napravila sluCajna Setnja izmedu dva vremena zaustavljanja. Slijedi da je
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wp=w, tew, Cw,, k>2.

U skladu sa svim pojmovima koje smo uveli do sada moZemo definirati obrnutu slucajnu
Setnju.
Obrnuta slucajna Setnja W = (W,, : n > 0) je proces definiran na sljedeci nacin:
wi(n), za0 <n <,
wi(l) + wa(n = 1)), zali<n<l+1,
(2.3) W, = :

Siwid) +wn = X001, za X <n< Y5

Pokazimo na vrlo jednostavnom primjeru slucajne Setnje kako se konstruira proces W.

Primjer 2.1.1. Prepostavimo da su vrijednosti slucajne Setnje dane nizom
S =0o....851) =(0,1,1,2,-1,2,3,4,-2,1,1,-3). Na Slici 2.1 prikazani su koraci
slucajne Setnje S .
Vidimo da imamo tri vremena zaustavljanja: v, = 4,7, = 8 i 73 = 11. Izracunajmo sada
w’l,w'2 iw;:
wy = (0,811 =S,812— 5,851,357, -54)
=(0,53-84,5,-S84,851-S84,-54)
=(0,3,2,2,1)
Uocimo da je w'1 € W. Prema tome koristimo oznaku: w; = w/1 = w1(0),...,wi(ly)) iz
cega slijedi da je wy = (0,3,2,2,1)il; = 4.
Wy = (0,81 =S, S 10 = S, 81,3 = Sy, Syt = Sy
ST2—5 - STZ’ST2—6 - STza ST2—7 - ST27 _sz)
=(0,87—-538,5¢— 55,55 —55,54— 33,
S3—88,82— 85,851 —S55,—S%)
=(0,6,5,4,1,4,3,3,2)

Odredimo sada w, koji treba biti oblika (w,(0),...,wy(l»)), gdje je w2(0) = 0, wy(ly) =
min, <, wa(k), te je wp C w’z. Slijedi da je w, = (0,6,5,4,1) i [, = 4. Izracunajmo jos w3
WI3 = (O’ST3—1 - ST3’ST3—2 - ST375T3—3 - ST3,ST3—4 - ST3’

ST3—5 - ST3, ST3—6 - ST3’ e 9ST3—10 - ST3’ _ST3)
=0,510-811,89-811,88 = 511,857 = 811,86 = S 11,
Ss=S1,--->81 = S11,=S11)
= (0’ 49 4’ 1’79 6’ 3’ 49 5’4’ 59 4’4’ 3)
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Sn
101 2 3 4
| 1 | 1 1
.--"""--

o 1+ 2 3 4 5 6 7 & 9 10 1

Slika 2.1: Slucajna Setnja S

Na isti nacin, odredimo wj koji, takoder, treba biti iz W i w; C w;. Slijedi da je ws =
(0,4,4,1) i l5 = 3. Na kraju izracunajmo proces W = (Wy, ..., Wyy):

W =w1(0), wi (1), wi(2), w1 (3), wi(4),
wi(4) + wa(1), wi(4) + wa(2), wi(4) + w2(3), wi(4) + wa(4),
wi(4) + wa(4) + wi(1), wi(4) + wa(4) + wa(2), wi(4) + wa(4) + w3 (3))
=(0,3,2,2,1,7,6,5,2,6,6,3)

Na Slici 2.2 moZemo vidjeti graficki prikaz obrnute slucajne Setnje te primjetimo da ona
ima pozitivan drift.

Iz ovih slika moZemo zakljuciti da je prvi crveni korak na Slici 2.2 jednak zadnjem crvenom
koraku na Slici 2.1 s promijenjenim predznakom, i tako dalje za ostale crvene korake.
Takoder, isto vrijedi i za plave i zelene korake.
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W
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o 1+ 2 3 4 5 6 7 & 9 10 1

Slika 2.2: Obrnuta slucajna Setnja W

Definirajmo sada ocekivani broj prolazaka slucajne Setnje S, koju smo definirali na
pocetku poglavlja, kroz interval [0, x) do vremena zaustavljanja 7 s

1, zax =0,
4 £ = {E (570 LSl zax>0,

pri ¢emu 1, oznacava indikatorsku funkciju skupa A.

Za tako definirani £(x), neka je

R 1
(2.5) Pe(x, dy) = %P(x = X1 €dy)£(Y) Lo.0)()-
Dakle, p:(x,dy) je vjerojatnost da sluCajna Setnja S, = 8,1 - X,, koja krece iz stanja x,
pogodi neko stanje, te je ta vjerojatnost pomnoZena s tezinskim faktorom é%f(y) L10.00)()-

Uodimo dajeﬁo =SoteS,=-S,,n>1.
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U iducoj lemi ¢emo pokazati da je p:(x, dy) Markovljeva funkcija prijelaznih vjerojat-
nosti. Medutim, prije toga uvedimo jo$ neke pojmove koji ¢e nam trebati u dokazu te leme.

Za x € R definirajmo slucajnu Setnju S* = (S : n > 0), gdje je S; = x+ S,.
Dodavanjem konstante x, sluCajna Setnja S * ne kreCe iz ishodiSta nego iz stanja x. Neka je

T =minfn>1:5<0}, x>0,

prvo vrijeme kada sluCajna Setnja S * padne ispod nule. Definirajmo

(2.6) G(x,A)=E [Z ILA(Sﬁ)] , x>0, Ae€B(0,00)).
n=0

G(x, A) je oCekivani broj prolazaka sluCajne Setnje S* kroz Borelov skup A do vremena 7.
Uocimo da vrijedi £(x) = G(0, [0, x)), za x > 0.

Definirajmo sada prijelazne vierojatnosti slu¢ajnih Setnji S i S
(2.7) p(x,dy) =P(x + X; €dy), p(x,dy)=Px—- X, €dy)

p(x,dy), odnosno p(x,dy), oznaCava vjerojatnost da slucajna Setnja S, odnosno slucajna
Setnja S, koja kreée iz x u prvom koraku pogodi neko stanje.

Lema 2.1.2. p:(x, [0, 00)) je Markovljeva funkcija prijelaza na skupu [0, co).

Dokaz. Pokazati cemo da vrijedi

ﬁf(-xa [O? OO)) = ﬁf(-x’ (0’ OO)) = 1’ X2 0,

odnosno da je p:(x, [0, 00)) vjerojatnosna mjera na B([0, c0)). Prva jednakost u gornjoj
relaciji nam kaZe da nulu mozemo iskljuciti jer, ukoliko proces krece iz nule s vjerojatnoscu
1 pogada skup [0, o). 1z definicije od pg(x, dy) dovoljno je dokazati da vrijedi

1
f%ﬁ(x’ 4)§0) Loy () =1

— p(x,d =1,
20 Jow p(x, dy) ()

odnosno

2.8) L e =0, vz 0
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Dokaz je podijeljen u dva koraka.
Korak 1. Prvo ¢emo pokazati da vrijedi f

[0,00) G0,dx)P(—X; € (x,0)) = 1.
Slijedi ’

1 =P(t < 00)

=P(T=1)+ZP(T=H+1)
n=1

= f p(0,dy)
(=0,0)

+ Z f p(0,dx;) p(x1,dx;). .. f P(X,-1,dx,) p(x,, dy)
n=1 *10,00) [0,00) [0,00)

(=0,0)
= f p(x,dy)[é‘o(dx)+z f p(0,dx,) px,dx). .. f p(xn_l,dx)]
(=00,0) ‘=1 V00,00 [0,00) [0,00)
= f G(0, dx) p(x,dy)
[0,00) (=00,0)
= f G(0,dx)P(x + X; € (=00, 0))
[0,00)
= f G(0,dx)P(X, € (=00, —X))
[0,00)

= f G(0,dx)P(=X; € (x, 0))
[0,00)

Korak 2. U drugom koraku ¢emo pokazati da je f(o > plx,dy)é(y) = €(x), x > 0.
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Lijeva strana gornje jednakosti jednaka je
f P(x — X, € dy) G(0,dz)
(0,00) [0,y)
= f GO.dz) | PB(x-X, edy)
[0,00) (z,00)
= f G(0,d2) P(x — X, € (z,))
[0,00)
- f G(0,dz) P(—-X, € (z — x, ©0))
[0,00)
— f G(0,dz) [P(—X; € (z,)) + P(—X, € (z— x,2))]
[0,00)
- f G(0,d72) P(-X, € (z,)) + f G(0,d2) P(—=X; € (z— x,2])
[0,00) [0.29)

= 1 + f G(O, dZ) P(_Xl € (Z - X, Z])7
[0,00)

gdje smo u prvoj jednakosti zamjenili poredak integracije, a u zadnjoj jednakosti smo upo-
trijebili rezultat iz Koraka 1. Takoder, moZemo primjetiti da je drugi ¢lan jednak nuli ako
je x = 0. Posljednji red moZemo zapisati na sljedeci nacin:

14 f G(0, dz) B(~X, € (~x,0] + 2)
[0,00)
=1 +f G(0,dz)P(—z — X; € (—x,0])
[0,00)

1+ f G(0,d2)P(z + X; € [0, x))
[0,00)

=1+ f p(0,dy)
[0,%)

+Z f p(0,dxy) p(x1,dxy). .. f p(Xp-1, dxy) p(xy, dy)
n=1 v [0,) [0,00) [0,00)

[0,x)

= 0o([0, x)) + f p(0,dy)
[0,x)

+ Z f p(0,dx;) p(x1,dxy). .. f P(x,-1,dx,) p(x,, dy)
n=1 10,00 [0,00) [0,00)

[0,x)
= G(0, [0, x))
= &(x).
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Time smo dokazali gornju lemu. O
U skladu s time moZemo iskazati glavni teorem ovoga pogavlja.

Teorem 2.1.3. Uz pretpostavku (2.1), W = (W,, : n > 0) je Markovljev proces na [0, o) s
Markovljevom funkcijom prijelaza pg(x, dy).

Napomena 2.1.4. MoZemo primjetiti da vrijedi £(x) < oo, x > 0. Postoji vise nacina
da se dokaZe ta konacnost. Gore imamo dokaz leme koji se temelji na jednakosti (2.8)
koja je dokazana bez primjene konacnosti od &(x). Pretpostavka (2.1) implicira da je
p(x, (x + &,00)) = P(=X; > &) > 0 za neke € > 0. Stoga jednakost (2.8) uz x = 0 implicira
da je £(x) < oo za neke x; > €. Nadalje, ukoliko stavimo x = x; ista jednakost implicira
da je £(x;) < oo za neke x, > x; + . Ponavljanjem takvog zakljucka, moZemo primjetiti
da postoji niz x,, gdje je xo = 0, x, — x,_1 > €1 &(x,) < oo za sve n > 1. Povezujuci to s
monotonoscu od &(x) slijedi da je £(x) < oo za sve x > 0.

2.2 Dokaz teorema u diskretnom slucaju

U ovom potpoglavlju, dokaz Teorema 2.1.3 ¢emo provesti u diskretnom slucaju gdje je
(2.9) P(X, €2) =1,
odnosno, pretpostavljamo da su koraci slucajne Setnje cijeli brojevi P-g.s. Dokaz teorema

u op¢em slucaju moze se naci u Tanaka [5].

U ovom slucaju, prostor W se sastoji od razlicitih trajektorija oblika w = (w(0), w(1), ..w(l))
gdje je w(k) € Z, w(0) = 0, 0 < w(l) = min; w(k) il > 1. Neka je u vjerojatnosna mjera
na W, tenekajew € W. Tadacemosu ~ (0,81 —S+,8S+2—-S8+...,851 =S8+ -57)
oznacavati da je zakon razdiobe od (0,8 -1 = S+,8:02—-S+...,851 =8+ =5;) jednak y, tj.
da vrijedi

P(O0,S+-1=8+S8S:2-S8+....,81=-8,-8S)ew) = P(O,S,,I—S,,S,,Z—S, S]-ST,—ST)(W) = u(w),

.....

za sve w € ‘W. Stavimo

pxy) =P(x+ X, =y),  pxy) = pQy,x), X,y € Z.
Uocimo da druga jednakost vrijedi zbog
(2.10) pxy) =Px-X, =y) =P+ X, =x) =pQ,x), xyeZ

Pokazimo sljede¢u lemu koja nam kaze da se zakon razdiobe u jednog puta obrnute
slucajne Setnje W moZe napisati kao produkt odgovarajucih prijelaznih vjerojatnosti.
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Lema 2.2.1. Ako ay,a,,...,a; € Z(l > 1) zadovoljavaju

(2.11) lnslglak =a; >0,

tada vrijedi

(2.12) uiw = (0,ay,...,a)} = p(0,a)plai, az) ... plai-1, ap).
Dokaz. S obzirom da je dogadaj
F:{T:l,Sl_k—Sl:ak(l Skﬁl)}
jednak dogadaju {S,_x — S, = a, (1 < k < 1)}, lijeva strana jednakosti (2.12) jednaka je
PM)=PS 1 -Si=a,....851=-S1=a1, =S =ay)

=P i=ar—a, Sio=ay—a;,....S1=a1—a, S = —a)
=PS\=a1-a, So=aqr—a;,....,.S 1 =a1—a, S = -a)
=PXi=ai1 —apPai-1 —a) + Xi = a0 —ap) .. . P((a1 —a)) + Xy = —a))
=p0,a,.1 —a) plai-y —a, a1 —ap) ... pla; — a;, —ap)

= plaj, ai-1) p(ai-1, ai-3) . .. p(ay, 0)

2.10) . . .
=" plai-1,a)) plaja,ai-1) ... p(0,ap)

= p(0,a) plar,a) ... plais, ay) plai-1, ap),

gdje smo u Cetvrtoj jednakosti koristili ¢injenicu da su koraci slucajne Setnje nezavisni, dok
Sesta jednakost slijedi iz

PXi =ai-1 —a) =Pla; + Xy = aiy)
Pl(ai-1 —ap) + Xy = ai —a)) = Plai-y + Xy = a;-2)

P((a; —a;)) + Xi = —a;) = P(a; + X; = 0).
O

Iz gornje leme slijedi da se za x, xj, y, a uvijek prepostavlja da su cijeli brojevi. Za
X,y > a stavimo

8a(X,y) = Oxy + Z Z p(xo, x1) p(x1, X2) . ... p(Xn, ¥),
n=0

X=X
X] e Xn2d

8a6,3) = 6yt ) D P, 1) P, x2) - Pl )

n=0 _10=%
X1 seesXn >a
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Tada vrijedi

(2.13) 84(x,y) = 8a(y, %), X,y > a,

(2.14) 8a(x,y) = gurp(x + b,y + b), x,y>aVbeZ,
(2.15) &(x) = G(0,[0,x)) = Z g.(a, x), x>1.

O<a<x

U (2.15) druga jednakost slijedi iz

D 2@ = Y o0, x—a) =

O<a<x O<a<x

=lz=x-a=>0<z<x (zbogx>aia>0)]=

> 6o,z+i D p0,x) plxi, 1) p(x, 2) | =

z€[0,x) n=0 xp,...,x,>0

= G(0, [0,x))

Zaw = (w(0),w(l),...,w(l)) € W definiramo duljinu jednog puta reflektirane slucajne
Setnje [(w) sa

(2.16) Iw) = L.
Neka su ay,...,a, (m > 1) zadani pozitivni cijeli brojevi te neka je
(2.17) a = 1mkin ay.

Za cijeli broj a gdje je 0 < a < @ promatramo sljedece dogadaje:

w(0) =0
= < k<
A(ar,...,a, a) =sweW: wik) = a (1 < k< m) , >0,
Iwy=m+n
wim+n) =a
Aay,....an; a) = U Ay(ay, ..., an; a).
Skup A, opisuje dogadaj u kojem prvi ciklus traje m + n i tada pogada a, dok u koracima
1,2,...,mpogada redom ay, as,...,a,. Dakle, A je unija svih takvih dogadaja za n > 0.
U sljedecoj lemi ¢emo pokazati ¢emu je jednaka razdioba od A(ay, ..., ay; a).

Lema 2.2.2. Za pozitivne cijele brojeve a,ay,...,a, (m > 1) za koje vrijedi 0 < a < a”,

pri cemu je a* definiran formulom (2.17), vrijedi

(2.18) Ay, ... am; @)} = {n f?(aj_l,aj)} - 8ala, an), ag=0.

J=1
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Dokaz. Jednakost (2.18) je posljedica sljedecih jednakosti:

m— p -1 b k j = m i t = *
(2.19) WAooy @)} = {Hk_l plar-1,ar), ako jea = a, (istoga = a’)

0, inace.

M{An(al, N a)}
= Z ﬂ{W:(O,ala"-7am,am+1""7am+n—]’a)}

Am+1,Am+2 504+ Am+n—120

(2.20) = Z P0,a)plar,az) ... p(@mn-1,a)  (po (2.12))

Am+1,Am+2 50+ Amtn—120

= {1_[ ﬁ(aj—l’aj)} * 8n» nz 19
j=1

gdje je
_ | plam, a), akojen =1,
S mermonsza D@ @it) Pt Qi) - - Plamin-1,@), akojen = 2.
Vrijedi
6a,,l,a + Z 8&n
n=1
= 5am,a + ﬁ(ama Cl) + Z ﬁ(am7 am+1)ﬁ(am+l, Cl) +...F
Am+12a
Z ﬁ(am’ am+1)ﬁ(am+la am+2)'”ﬁ(am+n—l9 a) +...
(2-2 1 ) Am+1Am42 50+ Amin—120
= 5a,,,,a + Z Z ﬁ(an am+1) cee ﬁ(am+n—l s Cl)
n=1 ”m+1'f9;l:j-ln—12“
= ga(am9 Cl)
(2.13)
=" gala, ap).
Tvrdnja leme slijedi iz jednakosti (2.19), (2.20) 1 (2.21). O

Sada prelazimo na dokaz naSeg teorema pretpostavljajuéi da vrijedi (2.1) 1 (2.9). Neka
su wy, w,, ... nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable s vrijednos¢u u W i sa
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zajednickom razdiobom u te definiramo proces W = {W, : n > 0} pomocéu formule (2.3).
Za dane cijele brojeve

ap=0,a,>0,...,a, >0 (m=>1),
promatramo sljedee dogadaje

A={W,=a,(1 <k<m),
Ag= Wi =a,(1 <k<m), W, =a),

gdje je W, = min,.,, W,. Uo¢imo da je A, dogadaj u kojem obrnuta slu¢ajna Setnja pogada
redom ay,a,,...,a, i minimum joj je jednak a < a, od trenutka m pa nadalje. Tada je
A = Upcpea, A (slucaj a = 0 iskljuujemo jer je W, > 1,¥n > 1). Stavimo 0 < a < a,, i
definiramo m(0) > m(1) > m(2) > ... > m(a) = 0 na sljedeci nacin:

m(0) = m,
m(l) =max{n <m: a, < a},

m(2) = max{n < m(1) : a, < aum},

m(a) = max{n < m(a —1) : a, < ap@-1}-
Potom je jasno da

(()9 ap,az,..., am(a—l)) € (W9

(0’ Ana—-1)+1 ~ Am(a—1)> Ama—-1)+2 ~ Am(a—1)s -+ + + s Am(@=2) — am(oz—l)) € (W’

o, An2)+1 — Am©2)> Am2)+2 — Am(2)s - -« > Am(1) — am(Z)) eWwW.

Primjer 2.2.3. PokaZimo na primjeru obrnute Setnje prikazane na Slici 2.2 koliko imamo

punih ciklusa u nizu pozitivnih cijelih brojeva ay, . . ., a,,.
Stavimo
ag = 0, a) = 3,
a, =2, as =2,
as =1, as =17,
ag = 6, a; =5,
ag = 2, as = 9.
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W

0w

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Slika 2.3: Niz odabranih brojeva a;, as, . . ., ag

Primjetimo da smo brojeve odabrali tako da je Wy = ayzal <k < m, teizW, =ai
W = min,s,, W, slijedi da je a = 3. Prema gornjoj formuli racunamo:
m(0)=9
m(l)=max{n <9:a,<3} =8
mR2)=max{n<8:a,<2}=4
mB3)=max{n<4:a,<1}=0
Dakle, imamo
0,a1,az,...,au0-1) = (0,a1,a2,a3,a4)
=(0,3,2,2,1) e W,
(0, Am2)+1 = Am2)> Am2)42 = Am(2)s - + - > Am(1y — Am2)) = (0, a5 — as, as — as, a7 — as, ag — as)
=(0,6,5,4,1) e W.
Uocimo, iz Slike 2.3 moZemo zakljuciti da u nizu brojeva ay, ay, . ..,aq imamo dva puna

ciklusa koji su oznaceni crvenom i plavom bojom.
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Prema gore pokazanom, dogadaj A, moZemo zapisati na sljede¢i nacin:

a—-1

Ay = ﬂ{wk = (0, Ap(a—k+1)+1 — Ama—k+1)s + + « > Am(a—k) — am(a—k+l))}
k=1

N {Wa € A(am(l)+l —Ap)s -+ -5 — am(l))}-

Primjenom Leme 2.2.1 i Leme 2.2.2 dobivamo

wwr = (0, amar+1 = Am)s Am@)+2 = Amia)s - - - » Amia—1)-1 = Am(a)y> Amia—1) — Am(a))}

= 15(0, Am(a)+1 — am(a)) ﬁ(am(a)ﬂ — Am(a)> Am(e)+2 — am(a)) e ﬁ(am(a—l)—l — Am(a)> Am(a-1) — am(a))a

uWa1 = (0, Gn)e1 = Am@)> Am@)+2 = Am2)s - -+ » An(1)-1 = Am(2)> Am(1) — Am2))}

= p(0, Ap2)+1 — am(2)) ﬁ(am(z)n — Am2)> An2)+2 — am(Z)) .- -ﬁ(am(l)—l — Am2)> Am(1) — am(z)),
uwat = {A@n1)s1 = Am(1)s - -+ 5 G — A1ys @ = A1)}

= PO, amys1 — amy) PAm1)1 = Am(1)> Am(1y+2 = (1)) - - -

P(An0)-1 = Am(1)> Am — A1) - gafa,,,(l)(a = Qyy(1ys Ay = Qpy(1)),
1z Cega slijedi da je

a m(a—k)-m(a—k+1)

(2.22) PAD =] [ $uif 8aaw@ = @mys = anay),
k=1 j=1
gdje je
ﬁkj = ﬁ(am(a—k+1)+j—1 — Am(a—k+1)> Am(a—k+1)+j — am(a—k+1))~

MozZemo primjetiti da vrijedi

ﬁ(oa An(a)+1 — am(a/)) ﬁ(am(a)+l — Am(a)s Am(e)+2 — am(a/)) O ﬁ(am(a—l)—l — Am(a)s Am(a—-1) — am(a))

= ﬁ(am(a)’ Am()+1 ) ﬁ(am(a)+l s Clm(a)+2) ce f?(am(a—l)—l s am(a—l))’

p(o, An()+1 — am(l)) ﬁ(am(l)ﬂ — Am(1)s Am(1)+2 — am(l)) .- -ﬁ(am(O)—l — Amn(1)s Am — am(l))
= P(Ama1)> Am(1)+1) P@m(1y+15 Am1)+2) - - - P(Ameoy=15 Am),

stoga primjenom relacije (2.14) i Cinjenice da je a,,) = ao jednakost (2.22) mozemo zapi-
sati kao

P(As) =1 | | plar,a) p gala, an).
k=1
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Prema tome, zaklju€ujemo da vrijedi

P(A) = P(Uo<a<a, Aa)

= > B(A)

O<a<ay,
{n play- 1,ak)} Z 8a(a, an)
O<a<ay,
{ play-1, ak)} - &(am) (po (2.15))
=1
= 1_[ Delar-1, ax),
k=1
Sto dokazuje teorem u diskretnom slucaju. O

2.3 Interpretacija teorema

U ovom potpoglavlju ¢emo provesti simulacijsku studiju te na temelju procijenjenih rezul-
tata ¢emo moci sugerirati da obrnuta slucajna Setnja i slu€ajna Setnja koja je uvjetovana da
ostane pozitivnom imaju istu razdiobu.

Neka je (X;);»1 niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s distribucijom

-2 -1 1 4
Xi”(l 1 1)-

1
4 4 4 1

Slucajne varijable X; koje koristimo su samo primjer. Pretpostavimo da je slucajna Setnja
S =(§, : n>0)definirana sa

So=0, §,=X1+X+...+X,, (n>1).

MoZemo primjetiti da je oCekivanje slucajnih varijabli X; ve€e od nula. Takoder, bududi
da tako definirana slucajna Setnja ide prema +oo, vrijedi P(inf §,, > 0) > 0, za sve n > 1.
Stoga, ima smisla definirati slucajnu kojoj je infimum veci od nule te koju ¢emo oznacavati
sa (S, |infS, > 0)1nazivati slu¢ajna Setnja uvjetovana da ostane pozitivnom.

Biggins [2] i Bertoin [1] su pokazali da moZemo definirati slu¢ajnu Setnju S* = -S,
gdieje SY =Y, +...+Y,1Y; = —X,. OCekivanje slu¢ajnih varijabli Y; je strogo manje od
nule pa moZemo prlmijetiti da je osnovna pretpostavka iz Tanakinog teorema zadovoljena,
tj. vrijedi P(r¥ < o0) = 1. Prema tome, iz procesa (S ¥) Tanakinom konstrukcijom mozemo
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dobiti proces (W,) kojega smo ranije definirali. Oni su dosli do zakljucka da procesi (W,,)
1(S,|inf S, > 0) imaju istu razdiobu.

U programu R smo proveli simulacijsku studiju sluc¢ajne Setnje koju smo definirali na
pocetku ovog potpoglavlja. Obrnutu slucajnu Setnju (W,)) smo simulirali iz slucajne Setnje
S, Ciji koraci X; imaju distribuciju kao na pocetku potpoglavlja, te koja je duljine 100 tako
da smo prvo pronasli prvo vrijeme kada Setnja S padne ispod nule (vrijeme zaustavljanja
7). Zatim smo izraCunali prvi korak obrnute Setnje tako da smo oduzeli vrijednosti slu¢ajne
Setnje S pridruZene vremenima 7 — 1 i 7. Drugi korak smo dobili tako da smo oduzeli vri-
jednost slucajne Setnje pridruzene vremenu 7 — 2 i vrijednost pridruzene vremenu 7 — 1.
Proces (S, | inf S, > 0) smo takoder simulirali iz Setnje S tako da smo promatrali § samo
ako ona nije pala ispod nule pa su nam, prema tome, prvi 1 drugi korak od (S, | inf S, > 0)
upravo prva dva koraka Setnje §. Simulaciju smo prekinuli ako je Setnja dosegnula nulu
prije 100.-tog koraka. Zbog jednostavnosti, oznatimo A = {inf§, > 0}. Pogledajmo
sljedece rezultate:

| | x=1] x=4 |
B(W; = 1) | 03082 | 0.6917
P(S; = x|A) || 0.3067 | 0.6933

Tablica 2.1: Procjene razdioba procesa (W,,) i procesa (S, | inf S,, > 0) nakon prvog koraka

Na temelju procijenjenih vrijednosti koje su prikazane u Tablici 2.1 moZemo primijetiti da
su razdiobe danih procesa nakon prvog koraka priblizno jednake. Pogledajmo sada razdi-
obu drugog koraka:

’ Hx=—2\x=—1\x:l\x:4‘
P(W, — W, =x) 0.1081 | 0.1469 | 0.3069 | 0.4381
P(S,—-S;=x|A) || 0.1082 | 0.1466 | 0.3072 | 0.4379

Tablica 2.2: Procjene razdioba drugog koraka procesa (W,) i procesa (S, | inf §,, > 0)

Uocimo, vjerojatnosne procjene da ¢e drugi korak biti jedna od vrijednosti -2, -1, 1 ili 4
su pribliZzno jednake za dane procese, pa prema tome mozemo zakljuciti da ¢e 1 procjene
razdioba procesa (W,) i procesa (S, | inf S, > 0) biti priblizno jednake nakon §to procesi
naprave dva uzastopna koraka. Analogno moZemo provesti analizu i ostalih koraka da-
nih procesa te mozemo primijetiti da dobivene procjene sugeriraju da su razdiobe obrnute
sluCajne Setnje 1 Setnje uvjetovane da ostane pozitivnom jednake.
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Sazetak

U ovom radu govorimo o Tanakinoj konstrukuciji procesa kojega moZemo dobiti iz slucajne
Setnje te pokazujemo da je tako konstruiran proces Markovljev lanac.

U prvom poglavlju obradujemo nuznu teoriju koja nam je podloga za daljnja razmatra-
nja, a to je teorija Markovljevih lanaca na diskretnom 1 opéenitom skupu stanja. Defini-
ramo pojmove poput Markovljevog lanca, Markovljeve funkcije prijelaza, svojstva zabo-
ravljivosti i vremena zaustavljanja. Pokazujemo da je slucajna Setnja Markovljev lanac i
na diskretnom i na opéenitom skupu stanja, te da je vrijeme kada slucajna Setnja prvi put
padne ispod nule vrijeme zaustavljanja. Takoder, pokazujemo da je Markovljev lanac na
diskretnom skupu stanja poseban slu¢aj Markovljevog lanca na opéenitom skupu stanja.
To su samo neki tehnicki rezultati koji su vaZan dio nekih vrlo bitnih tvrdnji koje se nalaze
u sljedecem poglavlju.

U drugom poglavlju Tanakinom metodom konstruiramo novi proces kojega nazivamo
obrnuta slucajna Setnja te kojega smo dobili koristeéi neke vrlo elementarne metode. Na
vrlo jednostavnom primjeru pokazujemo kako se iz slucajne Setnje konstruira obrnuta
slucajna Setnja te iz toga primjeCujemo da takva Setnja ima pozitivan drift. Definirali smo
Markovljevu funkciju prijelaza i dokazali da ona to uistinu je. U glavnom teoremu smo
iskazali da je obrnuta slucajna Setnja Markovljev proces na skupu [0, o) s prethodno defi-
niranom funkcijom prijelaza, te dokazali tu tvrdnju diskrenom slucaju.



Summary

In this work we talk about Tanaka’s construction of processes which we can get from a
random walk and show that such constructed process is Markov chain.

In first chapter we process the necessary theory which is basis for further consideration
and that is theory of Markov chain on a countable and general state space. We define terms
such as Markov chain, Markov transition function, “forgetfulness” property and stopping
times. We show that a random walk is a Markov chain on both a countable and a general
state space, and that the time of first entry into the open negative half line for the random
walk is the stopping time. Also, we show that Markov chain on countable state space
is special case of Markov chain on a general state space. That are just some technical
results which are important part of some very important claims which are found in the next
chapter.

In the second chapter, we construct a new process using Tanaka’s method, which we
call the reverse random walk, and which we obtained using some very elementary met-
hods. On a very simple example, we show how reverse random walk is constructed from
a random walk, and from this we notice that such a walk has a positive drift. We have
defined Markov transition function and proved that it truly is. In the main theorem, we
have shown that the reverse random walk is a Markov process on [0, co) with a previously
defined Markov transition function, and we have proved this claim in a special case.
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