Numericka metoda za problem nelinearnog elasti¢nog
stapa inkremenatalnom metodom

Perié, Jurica

Master's thesis / Diplomski rad
2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:952905

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

L STE U2
S EN 2

72
< £,
S %
=) - , . ..
N % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% &
< N
(@) €

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:952905
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:9413
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9413
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9413

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Jurica Peric¢

NUMERICKA METODA ZA PROBLEM
NELINEARNOG ELASTICNOG STAPA
INKREMENATALNOM METODOM

Diplomski rad

Voditelj rada:
Prof.dr.sc. Josip Tambaca

Zagreb, 2020.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom u

sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi Clanova povjerenstva:




Mojim roditeljima



Diplomski rad

v

Sadrzaj

Uvod

(I__Metoda inkremenatal

2 Nelinearni model zakrivljenog elasticnog Stapal

3 Primjena metode inkremenatal

[3.1  Varyjacyska (slaba) formulacyja problemal . . . . . ..
[3.2  Linearizacijamodelal . . . ... ... ... ......
3.3 Algorttam| . . . ... ... ...............

iv




Diplomski rad 1

Uvod

Metoda inkremenata metoda je aproksimacija rjeSenja nelinearnih zadac¢a. Svaka nelinearna
zadaca koja se javlja u racunu predstavlja linearizaciju nelinearne zadace oko prethodne
aproksimacije. Na taj nacin u kona¢no mnogo koraka dolazimo do aproksimacije nelinearne
zadace.

Nelinearni problem implementacijom metode inkremenata aproksimiramo gdje ukupno
optereCenje dijelimo na seriju manjih inkremenata koji mogu po iznosu biti jednaki ili raz-
li¢iti. zapravo do aproksimacije rjeSenja dolazimo rjeSavanjem niza linearnih problema, §to
geometrijski moZemo shvatiti kao nelinearnu krivulju zadanu s K'(«) aproksimiramo po di-
jelovima linearnom izlomljenom krivuljom. Primjenjujemo jedan inkrement opterecenja u
svakom koraku, jednadzbe koje rjeSavamo su linearne, matrica krutosti je konstantna [K]
ali s razli¢itim vrijednostima u razli¢itim koracima. Cilj je do¢i do rjeSenja u N koraka
primjenjujuéi samo maleni iznos sile (A"*! — A") f u svakom od koraka.

Metodu inkremenata u ovom radu primjenjujemo na nelinearni model zakrivljenog Stapa
izveden pomodu I" konvergencije iz trodimenzionalne hiperelasti¢nosti. Promatrat ¢emo va-
rijantu modela iz rada [8] koji je dobro formuliran za Stapove parametrizirane Lipschitzovom
krivuljom. Za originalni minimizacijski problem ravnotezZe zakrivljenog Stapa izvedena je
slaba formulacija te je ona linearizirana oko zadane netrivijalne deformacije Sto je potrebno
za formulaciju metode inkremenata.
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Poglavlje 1

Metoda inkremenata

U ovom poglavlju navodimo opce podatke o metodi inkremenata, metoda se koristi za
numeri¢ku aproksimaciju nelinearnih zadaca jer se one ne mogu svesti na rjeSavanje jednog
linearnog sustava jednadzbi. Nelinearnosti mozemo podijeliti u skupine:

(i) Materijalna nelinearnost (Konstitutivne jednadzbe)
(i1) Geometrijska nelinearnost (velike deformacije)
(iii) Nelinearni rubni problemi (Promjena rubnih uvjeta za vrijeme analize)

Metode za rjeSavanje nelinearnih problema u kombinaciji sa metodom konacnih eleme-
nata mozemo podijeliti u tri kategorije:

(1) Inkrementalna metoda (prediktor metode)
(i) Iterativne metode

e Newthon Raphson metoda
e Modificirana Newthon Raphson metoda

e Arc-length metoda
(iii) Inkrementalno-iterativna metoda (prediktor-korektor metode)
Inkrementalne metode mozemo podijeliti u dvije klase:
(i) Ciste inkrementalne metode nazivamo ih jo§ samo prediktor metodama

(i) Inkrementalno-iterativne metode nazivamo ih jos prediktor-korektor metodama
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Inicijalni odabir veli¢ine inkrementa je vaZan faktor inkrementalnih metoda. Iterativne
metode primjenjuju cijelo opterecenje(silu) u svakoj iteraciji metode ali uz postupnu pro-
mjenu pomaka-deformacije kako bi zadovoljili nelinearne jednadzbe ravnoteze. MjeSovite
metode koriste inkrementalno iterativni pristup koji dijeli optereenje u seriju manih inkre-
menata 1 iterativni izacun se vrsi u svakom inkrementu.

Kad je zadaca nelinearna, matrica krutosti K(u) nece biti konstantna ve¢ e ovisiti o
rjeSenju u .

[K@){u} = f (1.1)

Tada nelinearni problem aproksimiramo implementacijom metode inkremenata gdje ukupno
opterecenje dijelimo na seriju manjih inkremenata koji mogu po iznosu biti jednaki ili raz-
liciti. Zapravo do aproksimacije rjeSenja dolazimo rjeSavanjem niza linearnih problema, $to
geometrijski moZemo shvatiti kao da nelinearnu krivulju zadanu s K(«) aproksimiramo po
dijelovima linearnom izlomljenom krivuljom.

Primjenjujemo jedan inkrement opterecenja u svakom koraku , jednadzbe koje rjeSavamo
su linearne, matrica krutosti je konstantna [K] ali s razli¢itim vrijednostima u razli¢itim
koracima.

Inkrement pomaka Au odredujemo u svakom koraku, kada je jedan inkrement opterece-
nja Af primjenjen te se pomak u se odredi kumulativno {u} = }'" | Au,, podjelom opterece-
nja u m inkremenata.

Neka promatramo zadacu:

(1.2)

Naéi ueV td. vrijedi:
Aw) = f

za neki nelinearni operator A : V +— W pri ¢emi su V i ‘W Banahovi prostori, te f € W.
S obzirom da je operator A nelinearan standardna metoda za aproksimaciju rjeSenja ove
jednadzbe je Newton-ova metoda. Medutim i u jednostavnijem kontekstu funkcija na R”,
metoda konvergira samo za pocetnu iteraciju dovoljno blisku rjeSenju. Kako bi izbjegli tu
ovisnost ideja je "po malo" inkrementima se pribliZiti rjeSenju. Stoga uzimamo:

0=L<Al < <M< V=1, (1.3)

cilj je do¢i do rjeSenja u N koraka primjenjujuci samo maleni iznos sile (A"*! —2") f u svakom
od koraka. Za parametre A i A4 € [0, 1] oznacimo sa u(A) rjeSenje zadace:

Aw)) = Af. (1.4)
Stoga za A + A1 imamo:

Alu(d + A)] = (1 + ADf. (1.5)
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Oduzimanjem zadnje dvije jednadZbe dobivamo:
A + A1) — Aw)) = AAf
Ukoliko A ima Taylorov razvoj dobivamo:
A (u() (A + A — u() + O(u(d + Ad) — u(d) = ALf,

gdje je A’(u(A)) Gateaux derivacija u tocki u(4). Stoga je:

(A + A = u(d) + Au(Q),
gdje je Au(A) rjeSenje zadace:

A (u()Au(d) = AAS.

Ovu posljednju relaciju koristimo za formulaciju metode inkremenata:

Za zadani u° = Oguad racunamo:
ﬂ/(un)Aun — (/l’“'] _ /ln)f,

W™l =t + Au”.

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Gateaux-ova derivacija A’(u") operatora A zapravo je linearizacija jednadzbi modela zada-

nog operatorom (A u tocki, tj. oko funkcije u”.
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Poglavlje 2

Nelinearni model zakrivljenog elastiCnog
Stapa

U ovom poglavlju formuliramo model koristeci rezultate iz [8]] i [4]. Neka je y : [0, L] —
R? regularna (|y’(s)| = 1 za s € [0, L]) prirodna parametrizacija jednostavne krivulje klase C>
koja opisuje sredisnju liniju $tapa i neka su takoder dane glatke funkcije v,, vs : [0, L] — R?
takve da je

va(s)l = [v3(9)l = 1, s € [0, L],

te da u svakoj tocki definiraju matricu Q := [y’,v,, v3] koja je rotacija poprecnog presjeka
referentne konfiguracije (Q = I za ravne Stapove).

B

Slika 2.1: Localna Frenetova baza krivulje

Iz pretpostavke na Q slijedi

— ’ _ ’ _O
VorvV3 =7y -V =%y -v3 =U
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Radi jednostavnosti pretpostavit cemo da je poprec€ni presjek konstantan, parametriziran
sa skupa S ¢ R? u to€ki y(s) funkcijom:

83 (£,0) P y(s) + &va(s) + {v3(s). 2.1)

Centralna linija

AN

Referentna konfiguracija

0

Slika 2.2: Referentna konfiguracija elasticnog zakrivljenog Stapa

Sada parametriziramo nedeformirani tap Q preslikavanjem
(5,£,0) > y(8) + Evals) + {va(s),

s kojim smo opisali nedeformiranu (referentnu) konfiguraciju.

Neka je deformirana centralna linija §tapa parametrizirana funkcijom y € W([0, L], R?)
za koju pretpostavljamo da vrijedi |[y’| = 1 Sto predstavlja uvjet neproduljivosti. Neka su je-
dini¢ni vektori d; 1 d; koji odgovaraju vektorima v,, v3 nakon deformacije. Pretpostavka
modela je da su d5 i1 d3 medusobno okomiti takvi da razapinju normalnu ravninu na krivulju
parametriziranu sa y.

Stoga je deformirana konfiguracija parametrizirana sa

(5,6,0) = y(5) + £da(s) + {d5(s),
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te je opisana sa R = [y', d», d3] funkcijom koja u svakoj tocki poprima vrijednosti u SO(3),
te zbog |y’| = 1 srediSnja linija Stapa ostaje neproduljivom. Kako je R € SO(3) za svaki
s € [0, L] slijedi da je RTR = 1. Deriviranjem dobivamo

RTYR+RIR =0,

pa je
RTRI — _(RTRI)T

u svakoj tocki, pa je matrica RTR’ antisimetri¢na, tj. vrijedi:

(RTR/)lk = —(RTR')M =y -d, (2.2)
zak=2,3,te

(RTR )23 = —~(R"R)zy = dy - s, (2.3)
mjere savijanje i torziju.

Definicija 2.0.1. Definiramo momente inercije J,, J5 te produktni moment J 3

= f ey ded, (2.4)
S

I = fs (0Pdedc, 2.5)

Iy = f £Ldede. 2.6)
S

Pojam hiperelasti¢nosti oznacava elasticni materijal koji dopusta minimizacijsku (ener-
getsku) formulaciju problema. Formulaciju rubnog problema nelinearnog modela elasticnog
Stapa za odredena optereéenja promatramo kao minimizacijski problem za R € W'2(0, L, SO(3))
na prikladno odabranom skupu funkcija ukljucujuéi rubne uvjete.

Definiramo klasu dopustivih deformacija:

A =, da,d3) € W((0,L); R?) x W>'((0,L); R’) x W>'((0,L); RY)| 07
(V' (5), da(s), ds(5)) € SO3), s € [0, L]} D

Model zakrivljenog nelinearnog elasticnog Stapa iz [4] koriSten u radu [8] dan je u mini-
mizacijskoj formulaciji gdje je funkcional unutrasnje energije zadan izrazom:

1 L
I(y, dz, d}) = E‘/[OV QZ[sa (RT(S)Q,(S) - QT(S)Q,(S))]CZS za (y, dZ’ d3) € ﬂ,

oo 1nace.
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Forma @, pomocu koje se opisuje funkcija unutrasnje energije elasti¢nog tijela je funk-

cija
Q, : [0, L] X R2S '+ [0, +00) (2.8)

koja je kvadratna pozitivno definitna forma u drugom argumentu. Svojstva materijala opée-
nito razmatrana kroz funkciju ‘W u ovom modelu moZemo promatrati kroz formu @,, koja
je osobito jednostavna ukoliko je Stap homogen, tj. vrijedi Q(x, F) = Q(F). Obicno se
pretpostavlja da je pozitivna definitnost uniformna s obzirom na parametar duljine luka s.

Kako smo veé ranije naveli diferenciranjem R(s)"R(s) = I dobivamo da je R(s)"R'(s)
antisimetri¢na matrica, a isto vrijedi i za Q(s)’ Q' (s). Stoga je dovoljno imati da je Q, defi-
niran na skupu antisimetri¢nih matrica.

Napomena 2.0.2. U slucaju homogenih izotropnih Stapova kruZnog poprecnog presjeka vri-
jedi:

0 a b
Q, = (s, -a 0 ¢ ) = EI(a* + b*) + uKc?, (2.9)
-b —c O

gdje je E Youngov modul elastiCnosti materijala, 7 moment inercije poprecnog presjeka dok
je izraz uK torzijska krutost popre¢nog presjeka. U ovom modelu deformirana konfiguracija
Stapa opisana trojkom [y, d,, d3] gdje funkcija y opisuje deformaciju (parametrizaciju) sredis-
nje linije. S obzirom da je y'(s) = R(s)e; gdje je e; = (1,0,0)” parametrizacija deformirane
sredi$nje krivulje slijedi iz R te rubnog uvjeta za y(0)

y(s) = y(0) + f s R(D)edt. (2.10)
0

Kako R(s) € SO(3) implicira [y’(s)| = 1 slijedi da su dopustive deformacije neprodu-
ljive, StoviSe trojka [y, d», d3] formira ortonormiranu bazu uzduz deformirane krivulje, te d,
1 d5 pripadaju normalnoj ravnini deformirane krivulje i opisuju rotaciju pore¢nog presjeka.
Stoga slijedi da je model nesmicljiv. Primjetimo da fiksiranjem Q = 7 u funkcionalu (2.11)
dobivamo model za ravne Stapove. Kod ravnoteZznog modela s konzervativhim ¢lanom sile
F (v, d,, d3) model mozZe biti zapisan kao minimizacija funkcionala:

T, dr, d3) = 1(y,d>,d3) = F (v, da, d3) (2.11)
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na skupu A dopustivih funkcija zajedno sa rubnim uvjetima. S obzirom na (2.11) konzerva-
tivni ¢lan sile moZe se prikazati kao funkcija od y(0) i R. Za zadano y, fiksno y(0) = y, tada
model mozemo preformulirati za funkcional:

T W"(0,1;SOQ3)) — R, J(R) =I(R) - F(R), (2.12)

i formulirati ga sa:

Odrediti  R* € A,
(2.13)

Takav da JR) = 1%2;{1 J(R)

za neki skup dopustivih funkcija A ¢ W'2(0, [; SO(3)) odreden rubnim uvjetima. Za jednom
odreden R* koristeci (2.11) racunamo deformaciju Stapa (parametriziranu) sa:

y(s) = y(0) + f S R*(t)edt. (2.14)
0

Napomena 2.0.3. U slucaju zadane sile linijske gustoce koja je "Dead load" f koristeci
(2.11) te zamjenom poretka integracije dobijemo:

fo " f6) s = fo 1) o + fo Rityerd|ds (2.15)
= fo Lf(s)- Yods + fo L[ ft ) F(9)ds| - R(edt (2.16)
= fo ' £(s) - yods + F(R). (2.17)
U slucaju zadane kontaktne sile g u tocki s = L imamo:
g-yL) = g-[y0)+ fo Smeldr] (2.18)
= ¢-pO+ fo LR(t)eldt] (2.19)
= &Y +FR). (2.20)

Primjetimo da je u definiciji funkcionala I referentna konfiguracija zadana sa Q € ‘W'%(0, L; SO(3))
. To implicira da je y € W?>2(0, L,R?). S obzirom da je R(s) € SO(3) slijedi da je $tap ne-
produljiv te nesmicljiv. Veliina naprezanja u modelu ovisi o razlici:

R'R -Q'Q, (2.21)
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gdje je Q Frenetova baza nedeformirane konfiguracije.
Rotaciju R moZzemo promatrati kao rotaciju  primijenjenu na nedeformiranu geome-
triju tj.

R(s) = P(s)Q(s), se€]0,L]. (2.22)

Jednostavnim raCunom moZemo pokazati da se rubni problem moZe reformulirati preko
funkcije . Takva formulacija nema derivaciju na Q te je model dobro postavljen za P €
W'2(0, L,R?) kao i za proizvoljnu izmjerivu @ s vrijednostima u SQ(3) skoro svuda. Za
Q € L'(0, L; SO(3)) to implicira novu formulaciju koja ukljucuje Lipshitz sredi$nju liniju.
Primjerice nova formulacija je dobro definirana na nedeformiranoj geometriji s kutovima.
Dakle uvodimo novu varijablu P € W"2(0, L; SO(3)) (transformaciju rotacije) da bi uklo-
nili ¢lan @' iz funkcionala i zapisali na$ funkcional preko:

P = RQ". (2.23)

P predstavlja rotaciju koja lokalno transformira nedeformiranu konfiguraciju u deformiranu.
Zbog tog £ matricu nazivamo rotacijskom transformacijom. StoviSe sada mjera deformacije
(strain) glasi:

RR -QAQA =QPTPQRA+PQ)-Q"Q = QA P'PaQ. (2.24)

Zbog toga novi funkcional glasi:

1 L

— | Qls, Q' ()P(s) P (5)Q(5))]d P e W0, L; SO3
TV Py = 2f0' VZ[S( ($)P(s) P (Hs)ds  za P € ( 3))
(0] 1mace

Posljedi¢no funkcionale ¥, J mijenjamo sa:

FNYP) = F(PQ), (2.25)

T P) = TV P) = FN(P). (2.26)

Problem ravnoteZe je sada zadan sa:

Odredi P+ e AN,
(2.27)

Takavda JV(P*) = min IV (P).
PeANew

Za neki dopustivi skup funkcija AV € W20, L, SO(3)) odreden rubnim uvjetima.
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Za jednom odreden P~ koristeCi jednadZbu (2.11) dobivamo deformaciju Stapa parame-
triziranu s:

y(s) = y(0) + f S P(T)Q(1)edr. (2.28)
0

Napomena 2.0.4. Primjetimo da je JV*" dobro definiran za proizvoljnu izmjerivu funkciju
Q s vrijednostima u SO(3) gotovo svuda koja je ekvivalentna funkciji Q € L*(0, L, SO(3)).
Primjerice J™V*" je dobro definiran za Stapove nedeformirane sredi$nje linije koje su nepre-
kidne, po dijelovima glatke funkcije. Za Q € L*(0, L, SO(3)) parametrizacija sredi$nje linije
nedeformiranog Stapa je zadana sa:

v(s) = ¥(0) + f Q()e dr. (2.29)
0
Napomena 2.0.5. Kako je matrica dobivena u prethodnoj transformaciji:
QAP PQ (2.30)

antisimetricna, Citava netrivijalna informacija sadrzana je u njenom aksijalnom vektoru. Za
antisimetri¢nu matricu M € Ms,3(R) ozna¢imo s ay, njen aksijalni vektor tj. vektor takav da
vrijedi:

ay X x = Mx. (2.31)
Sada se djelovanje kvadratne forme @, na antisimetri¢nu matri¢nu funkciju
QAP PQ
moZe opcenito zapisati sa:
Qu[s5, Q" ()P (HP'(5)Qs)] = H($)agr sty (s1aws) * G (12T (P (91Q0s)- (2.32)
Stoga je sada:

NPy =

1 L
5 \f(; ﬂaQTpr/Q : ClQTPTP’QdS za Pe (Wl’z(o’ L; S©(3))’ (234)

oo 1nace.
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Poglavlje 3

Primjena metode inkremenata

3.1 Varijacijska (slaba) formulacija problema

Kako bi primjenili metodu inkremenata na nelinearni model zakrivljenog Stapa iz Odjeljka
2 iz minimizacijske formulacije izvodimo prvo slabu formulaciju. Zbog opcenitosti ne koris-
timo formulaciju samo s rotacijom % ve¢ koristimo formulaciju koja ukljucuje i deformaciju
¢. Zadaca od koje polazimo glasi: naci (P, ¢) koji je minimum funkcionala,

1 [t L
TP, ¢) = > f Hagrprpq - agrereq — f f-¢ds (3.1)
0 0
na podskupu dozvoljenih deformacija A ¢ W'*(0, L, SO(3)) koji ukljuuje rubne uvijete, te
ogranicenje:
PQe; = ¢’ (3.2)

koje zadaje svojstvo neproduljvosti i nesmicljivosti. Ovdje je funkcija H > 0 s vrijednostima
u skupu matrica R*3, a preslikavanje

f:10,1] —» R?

je linijska gustoca sile.

Do slabe (varijacijske) formulacije dolazimo na standardan nacin. Neka je (P, ¢) mi-
nimum funkcionala JV*" na nekom skupu dopustvih funkcija A ¢ W'2(0, L, SO(3)) koji
ukljucuje i rubne uvjete. Pertubacija od (P, ¢) je (P, ¢.) gdje su:

P, = P, O =P+ ev,
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dok je matrica (A, antisimetricna matrica s jedinstvenim aksijalnim vektorom w tj. vrijedi:

Ax=wxx, xeR. (3.3)

Sada je:
Q' PIP.Q = Q' [P e[ P + T P1Q (3.4)
= Q'PI[T — eAN(EETYP + (T + €A,)P'10 + O(&?), (3.5)

gdje smo iskoristili razvoj u red eksponencijalne funkcije. Sada je:

APPQ = QAPPQ+ QP [A, P+ AP — A,P1Q+ O(&?) (3.6)

=Q"P'PQ+ QP A, PQ+ O, (3.7)
tj:
aqQreTe g = AQTPTPQ + eaqrera,pq t 0(82). (38)

Sada uvrstimo ovu pertubaciju u funkcional JV jer Zelimo odrediti Gateaux-ovu derivaciju
funkcionala. Kako je (¥, ¢) minimum funkcionala zadovoljava nejednakost:

TP, ¢) < TV (P, 6°) (3.9)
gdje je :
1 L
JP,¢°) = 3 \fo Hlagrprpq + eagrora,,pal (3.10)
lagrprpq + eagrer o, palds 3.11)
— fo ' [ (¢ +evyds +OE). (3.12)
Stoga je:
1 L
JF,¢°) = 5 fo Hlagrprpq - agrerea (3.13)
+2eHagrprpqaqrer 4, pql (3.14)

L
- f [ (@ +ev)+ 0. (3.15)
0
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Kako (3.9) vrijedi za svaki € > 0 iz (3.13) slijedi da Clan uz € mora biti jednak nuli,

L L
f HaQTPTP/Q . aQTpTﬂw,pQ = f f % (316)
0 0

za sve (v, w) iz tangencijalnog prostora od A.
Pri tom iz uvjeta
EMPQey = ¢ + gV

dobivamo:

(I +eA)PQe; = ¢ + &V +O(&). (3.17)
Zbog uvjeta u A danog sa PQe; = ¢’ u vodecem Clanu nam ostaje uvjet na test funkcije:
A PQe; =V (3.18)
Sada
APQey =V = VvV +PQey xw = 0. (3.19)

Slaba formulacija problema sada glasi:

Naéi (P, ¢) € A

takav daje P € W'(0, L, SO(3))
zatim ¢ € W20, L,R?)

PQe; = ¢ uzuvjet

$0) = ¢o, P(0) =1 vrijedi: (3.20)

L L
f ﬂaQTgDTp/Q . aQT;DTj[W,deS = f f -vds
0 0

zasvaki (v,w) takavda je

V+PQe; xw=0 1 v(0)=w(0)=0.

Podsjetimo se da smo za M antisimetri¢nu matricu koristili njen aksijalni vektor tj. vektor
a takav da je Mx = ay X x. Vrijedi koristan rezultat:
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Lemma 3.1.1. Neka je M € M¥3(R) antisimetricna i Q € SO(3). Tada vrijedi
Qay = agr pma- (3.21)
Dokaz.
agrao X x = Q" (M(Qx)) = Qlay X Qx] = Q ay x Q" Qx = Q" ay X x.
O

Napomena 3.1.2. Lema 3.1.1. sada povlaci da je lijeva strana u slaboj formulaciji (3.17)
dana sa:

L
f HQ aprp - Q apry ,p. (3.22)
0

Stoga slaba formulacija glasi:

Naéi (P,¢p) koji zadovoljava
‘PQel = ¢’

uz rubne uvjete:
$0)=¢o PO) =1
te jednadzbu: (3.23)

L L
f HQ apre: 'QTapTAw,pdS = f f-vds

0 0
za svaki  (v,w) € H(0, L,R*) x H'(0, L, R?)

koji zadovoljavaju v(0) = w(0) i Vv +PQe; xw = 0.
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3.2 Linearizacija modela
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U ovom odjeljku lineariziramo model iz Odjeljka 3.1 oko proizvoljne deformacije
(P, ). Nelinearni model zakrivljenog Stapa dan je sa:

Naéi (P,¢) td PWO)=1, ¢@0) =g
PQe] = (]5/

fL QHQ" aprp: - apr a4y pds = fo - vds
Za(l) sve  (v,w) € HY(0,L,R%) x ﬁl(O, L,RY),
takve daje v(0) = w(0) =0,

V +PQRey xw = 0.

(3.24)

U nastavku lineariziramo ovaj model u okolini (?, ). Neka je (P, ¢) dobiven pertubaci-
jom (P, §) kao i kod izvoda slabe formulacije,

Sada je:

Zatim:

p=¢+u
P = MPp
zanekeuiw iz H!Y0,L,R* koji zadovoljavaju

u0)=w0)=0

pr - ﬁT(eJﬂw)T
= Pl )
= P1(I - A, + 0
= PT—PTA, + O(w).

P = [(T+A,+O0W)PI
= [A, +OW)IP+ T + A, + O(w)P
= AyP+P + AP +OW).

(3.25)

(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)

(3.30)
(3.31)
(3.32)
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Dobivamo:

PP = [P -P A, + OHALP + P + AP +O(w)]
PP + P AP+ P AP - P AP +O0()

PP + PT AP + O(w?).

U zadadi (3.21) sada imamo:
Aprp = Aprp pra ,p + O(W?) = aprp + Aprag 3+ O(w?),
te koriStenjem Leme 3.1.1. dobivamo:
Apryr = Apryy + 75Tay[w/ + 0(0)2),
te kako je:
aa, = w
slijedi:
apre = aprp + Pl + O(W?).
Sli¢no argumentiramo i u drugom ¢lanu relacije (3.21)
apra ,p = SDTaﬂw, =PIy = (PT — PTAW W + O(w?).

Uvrstavanjem izraza (3.35), (3.36) u (3.21) dobivamo:
L
f QHQ [aprp + PTw’ + O(w)] - [(PT = PT AW + O(w)]ds
’ L B L B B
= f QHQ aprp - P"Wds + f QHQ P W - P"W ds
0 0
L
- f QHQ  aprp - PT AW ds + O(w?).
0
Linearizacija preostalih uvjeta na ¢ i # daje:
(I + A, +O0(H))PQe; = ¢ +ul/,

tj. preostali uvjet je:

A PQe; = u,

17

(3.33)
(3.34)
(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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tj.
u' +PQe; x w =0, (3.46)
Sto odgovara uvjetu na test funkcije:
V 4+ PQe; x w =0. (3.47)
Stoga model dobiven linearizacijom oko (P, $) glasi:
Naéi (u,w) € H'(0,L;R*) x H'(0, L;R?) t.d.
u(0) = w(0),
w +PQey X w =0,
fL PQHQA P - wds + fLw X [PQHQ  apry ] - wds = fL d
b b pro]-wds = | f - vds
zasve (v,w) € H'Y(0,L;R*) xH'(0,L;R?)

(3.48)

koji zadovoljavaju: V' +PQe; xw =0, v(0) =w(0) =0.

JednadZba (3.42) do na drugi ¢lan s lijeve strane jednakosti zapravo predstavlja linearni
model zakrivljenog $tapa za nedeformiranu geometriju opisanu sa ¢ i s tangencijalnim vek-
torm PQe;.
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3.3 Algoritam

U ovom odjeljku kona¢no formuliramo metodu inkremenata za aproksimaciju modela ne-
linearnog zakrivljenog $tapa. Neka je dana parametrizacija y : [0, L] — R? nedeformiranog
Stapa i matri¢na funkcija Q : [0, L] — SO(3) t.d. " = Qe;. Neka su takoder dani brojevi:

0= <A< <A< V=1 (3.49)
Definiramo:
¢° =y
3.50
{po . (3.50)
zan=20,---,N —1raCunamo:

Naéi (4, w) € HY(0, L;R3) x H'(0, L; R?)

takavda u(0)=w(0)=0

U +P,Qe; Xxw =0,

I PAHA P - Wds + [ wx (P.QHQ agrp,) - w'ds (3.51)
=@ =) [ f-vds,

zasve (v,w)e€ H'(0,L;R*) x H'(0,L;R*) koji zadovoljavaju:

V +P,Qer xw=0, v0)=w()=0.

Nakon toga definiramo nove vrijednosti ¢,,,1 1 P, sa:

(3.52)

¢n+1 = ¢n +u
Pn+1 = eﬂw?w
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Sazetak

U ovom radu predstavljena je metoda inkremenata za rjeSavanje nelinearnih zadaca zada-
nih diferencijalnim jednadZbama. Metoda je primjenjena na nelinearni model zakrivljenog
elastiCnog Stapa.



Summary

In this paper, the increment method for solving nonlinear problems given by differential
equations is presented. The method is applied to a nonlinear model of a curved elastic rods.
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