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Uvod

U ovom diplomskom radu bavit éemo se Pellovom jednadZbom i njezinom vezom s veriZnim
razlomcima. Diofantska jednadzba oblika x* — dy* = 1, gdje je d prirodan broj koji nije
potpuni kvadrat, naziva se Pellova jednadZzba. Pellovom jednadZbom se Cesto nazivaju i
jednad’be x*> — dy* = +1,+4, no u ovom radu bavit ¢emo se samo jednadZbom oblika
x? —dy* = 1.

JednadZba je dobila ime prema engleskom matemati¢aru Johnu Pelhﬂ Smatra se kako je
Euler pomijesao Brounckerova i Pellova postignuca te je pogresno Pellu pripisao zasluge
za njezino rjeSavanje. Jedina poveznica izmedu Pella i Pellove jednadZbe je knjiga Teuts-
che Algebra koja sadrzi primjere Pellove jednadzbe. Objavio ju je 1658.godine J .Rahrﬂ a
Pell mu je pomogao u njezinu pisanju.

U prvom poglavlju govorit ¢e se o diofantskim jednadZbama, linearnim i nelinearnim, te
¢e se vidjeti njihova veza s Pellovom jednadZbom.

U drugom ¢e poglavlju rijec biti o Pellovoj jednadzbi i veriZznim razlomcima. Govorit ¢emo
o egzistenciji i strukturi rjeSenja Pellove jednadZzbe, definirat ¢emo veriZzne razlomke, na-
vesti glavne tvrdnje vezane uz veriZzne razlomke te Ce biti dana veza rjeSenja Pellove jed-
nadZbe s veriZznim razlomcima.

U tre¢em, ujedno i posljednjem, poglavlju dan je povijesni pregled razvoja Pellove jed-
nadzbe.

1John Pell (1611.-1685.), engleski matematicar i politicar
2Johann Rahn (1622.-1676), $vicarski matematiéar



Poglavlje 1

Diofantske jednadzbe

Diofantske jednadZbe dobile su naziv po grékom matemati¢aru DiofantLﬂ Diofant je prvi
sustavno proucavao jednadzbe s viSe nepoznanica te je traZio njihova pozitivna racionalna
rjeSenja. Danas pod diofantskim jednadZbama podrazumijevamo algebarske jednadZzbe s
viSe nepoznanica s cjelobrojnim koeficijentima kojima trazimo cjelobrojna rjesenja.

Algebarska jednadZba s dvije ili vise nepoznanica s cjelobrojnim koeficijentima, kojoj se
traZe cjelobrojna ili racionalna rjesSenja naziva se diofantska jednadzba.

Diofantske jednadZbe dijelimo na:
1. Linearne diofantske jednadzbe

2. Nelinearne diofantske jednadZbe (barem drugog stupnja).

1.1 Linearne diofantske jednadzbe

Diofantske jednadzbe oblika

a\x; +arx, + -+ a,x, = b, (1.1)

gdje su ay,ay,...ay,, b cjelobrojni koeficijenti, a xy, x,, . .. X, nepoznanice nazivamo line-
arne diofantske jednadzbe.

Za pocetak promatrat ¢emo uvjet rjesivosti i strukturu rjeSenja najjednostavnije linearne
diofantske jednadzbe s dvije nepoznanice ax + by = ¢, gdje su a, b i c cijeli brojevi, a xiy
nepoznanice.

'Diofant Aleksandrijski (3.st.pr.Kr.), gréki matematicar

2



POGLAVLIJE 1. DIOFANTSKE JEDNADZBE 3

Teorem 1.1.1. Neka su a, b, c cijeli brojevi i d = nzd (a, b). Ako d 1 ¢, onda jednadZba
ax+by=c (1.2)

nema cjelobrojnih rjeSenja. Ako d | ¢, onda jednadzba (1.2)) ima beskonacno mnogo cje-
lobrojnih rjesenja. Ako je (x1,y;) jedno rjesenje od (1.2), onda su sva rjesenja dana s
x=x1+§-t,y=y1—fl-t,gdjejetez.

Napomena 1.1.2. Cijeli broj d zovemo zajednicki djelitelj od aib akod | aid | b. Najveci
medu njima zove se najveéi zajednicki djelitelj od a i b i oznacava se s nzd (a, b).

Prije samog dokaza ovog teorema iskazat ¢emo teorem koji ¢e nam pomoci u njegovom
dokazivanju (dokaz iskazanog teorema nalazi se u [S]]):

Teorem 1.1.3. Neka su a i m prirodni brojevi te b cijeli broj. Kongruencija ax = b (mod
m) ima rjeSenja ako i samo ako d = nzd (a,m) dijeli b. Ako je ovaj uvjet zadovoljen, onda
gornja kongruencija ima toc¢no d rjeSenja modulo m.

Napomena 1.1.4. Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a — b, onda kaZemo da je a kongru-
entan b modulo m i pisemo a = b (mod m).

Sada mozemo provesti dokaz Teorema 1.1.1.

Dokaz. Ako jednadzba (I.2) ima rjeSenje (x;,y,), ondad | ax;+by; pad | c. Pretpostavimo
da d | ¢ i promotrimo kongruenciju ax = ¢ (mod b). Prema Teoremu 1.1.3. promatrana
kongruencija ima rjesenja i ako je x; neko rjesenje, onda su sva rjeSenja kongruencije dana
sax = x + }E; -k (mod b), gdje je k = 0,1,2,...,d — 1. Stoga su sva rjeSenja jednadzbe

(I.2) dana sa

b
x:x1+3-t,t€Z. (1.3)

Uvrstimo li (T:3) u (T:2) dobijemo: by = c—ax; -2 -t =by; - % -tpajey =y, —4-1. O

Teorem 1.1.5. Neka su ay,a,, ..., a, cijeli brojevi razliciti od nule. Tada linearna diofant-
ska jednadzba
a|xX;+ayxs + -+ a,x, =c (1.4)

ima rjeSenja ako i samo ako nzd (a\,as,...,a,) | c. Nadalje, ako jednadiba (1.4)) ima
barem jedno rjeSenje, onda ih ima beskonacno mnogo.

Dokaz. Pretpostavimo da jednadzba (I.4) ima rjeSenje.
Tada ocito vrijedi nzd (a;, a, .. .,a,) | c.
Drugi smjer implikacije, ako nzd (a;, ay, . .., a,) | ¢ onda jednadzba (1.4)) ima beskonacno
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mnogo rjesenja, dokazat cemo matematickom indukcijom. Za n = 2 tvrdnja vrijedi primje-
nom Teorema 1.1.1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za jednadZbe s n — 1 varijabli. Neka
je d = nzd (a,-1,a,). Prema pretpostavci, jednadzba a;x; + -+ + a,_2X,-» + dy = ¢ ima
beskonacno mnogo rjesenja (xi, ..., X,_2,y). Za svako rjesSenje ove jednadzbe promotrimo
jednadzbu

Ap_1Xp_1 + apx, = dy. (1.5)

Bududi da nzd (a,_1,a,) | dy, slijedi da jednadzba (1.5]) ima beskonacno mnogo rjeSenja
(X411, X,). Time smo dobili beskona¢no mnogo rjesenja (xy, . .., x,) jednadzbe (1.4). O

1.2 Nelinearne diofantske jednadzbe

Jednadzbe s cjelobrojnim koeficijentima u kojima se nepoznanice ne pojavljuju u prvoj po-
tenciji ve¢ sadrZe i lanove viseg reda nazivamo nelinearne diofantske jednadzbe.

Ne postoji univerzalna metoda rjeSavanja nelinearnih diofantskih jednadzbi, ali postoji niz
metoda kojima rjeSavamo neke specijalne tipove tih jednadZzbi. NajcesSce koriStene metode
su:

1. metoda faktorizacije

2. metoda kvocijenta

3. metoda zbroja

4. metoda ostataka

5. metoda posljednje znamenke
6. metoda parnosti

7. metoda nejednakosti.

Poseban oblik nelinearnih diofantskih jednadzbi je Pellova jednadzba koju ¢emo obra-
diti u nastavku ovog diplomskog rada.



Poglavlje 2

Pellova jednadzba

2.1 Opcenito o Pellovoj jednadzbi

Definicija 2.1.1. Diofantska jednadzba oblika
¥ —dy =1 2.1)
gdje je d € N i d nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednadZba.

Pretpostavimo da je d potpun kvadrat, odnosno d = §°. Tada iz (x — 6y)(x + 6y) = 1 slijedi
x — &y = x + 8y = =1. Dakle, kad je d potpun kvadrat jednadzba (2.1)) ima samo trivijalna
rjeSenja x = 1, y = 0 pa taj slucaj iskljucujemo.

U nastavku ¢emo dokazati da Pellova jednadzba uvijek ima rjeSenje, StoviSe dokazat ¢emo
da ima beskonac¢no mnogo rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

No najprije, iskazimo Dirichletov teorem i njegovu posljedicu koji ¢e nam pomoc¢i u do-
kazu (njihovi dokazi se nalaze u [3]).

Teorem 2.1.2. (Dirichletov teorem)
Neka su a i Q realni brojevii Q > 1. Tada postoje cijeli brojevi p i g takvidaje 1l < g < Q
ilagll=lag-pl< 3.

Napomena 2.1.3. S || a || oznacavamo udaljenost od a do najbliZeg cijelog broja.
Korolar 2.1.4. Ako je « iracionalan broj, onda postoji beskonacno mnogo parova p, q

relativno prostih cijelih brojeva takvih da je ‘a - 5‘ < q—lz.

Lema 2.1.5. Neka je d prirodni broj koji nije potpun kvadrat. Tada postoji cijeli broj k,
0 < |kl < 1+ 2Vd, sa svojstvom da jednadzba

K —dyt =k (2.2)

5
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ima beskonacno mnogo rjesenja u prirodnim brojevima.

Dokaz. Prema Dirichletovom teoremu 2.1.2, postoji beskonaéno mnogo parova prirodnih
brojeva (x, y) sa svojstvom

‘\/_—f<l tj. 'x—y\/c_l'<l.
y y

y2

Za svaki takav par (x,y) vrijedi
1
‘x+y\/;l‘ = ‘x—y\/c_i+2y\/c_z" < - +2y\/3£ (l +2\/c_i)y,
y

pa je
|x2—dy2| = |x—y\/3'-|x+y\/3)<l+2\/2.

Buduc¢i da parova (x,y) s navedenim svojstvom ima beskonaéno mnogo, a cijelih brojeva
koji su po modulu manji od 1 + 2 Vd samo kona¢no mnogo, to postoji neki cijeli broj k,
takav da je |k| < 1 + 2 Vd, za koji jednadzba (2.2) ima beskona¢no mnogo rjesenja. Bududi
da d nije potpun kvadrat, vrijedi da je k # 0. O

Sada moZemo dokazati da Pellova jednadzba uvijek ima rjeSenje u skupu prirodnih
brojeva.

Teorem 2.1.6. Pellova jednadzba x* — dy* = 1 ima barem jedno rjesenje u prirodnim

brojevima x i y.

Dokaz. Beskona¢no mnogo rjeSenja jednadzbe (2.2)) iz Leme 2.1.5. mozemo podijeliti u
k? klasa, stavljajuci rjeSenja (x;,y;) i (x2,y») u istu klasu ako i samo ako je x; = x, (mod
k) 1y, =y, (mod k). Tada neka od tih klasa sadrZzava barem dva razliCita rjeSenja (x, y;) 1
(x2,¥2) (x1, x, su razli€iti prirodni brojevi). Stavimo

_ xix —dyiy _ X2 — Xy

- k ’ - k
("podijelimo rjeSenja” x, + y» Vd i x; + y; Vd i racionaliziramo nazivnik).
Tvrdimodaje x,y € Z,y # 01 x* —dy* = 1. Imamo: x;x; —dy;y» = x; —dy} =k = 0 (
mod k), x1y, — x2y1 = x1y1 — x1y1 = 0 (mod k), pa su x, y € Z. Pretpostavimo da je y = 0,
tj. x1y2 = x2y;. Tada je

X22 X2 X2
k=d-di=ad-d = 2 -ai)= 2ok

X X X
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tj. x2 = x3, §to je u suprotnosti s pretpostavkom da su x; i x, razli€iti prirodni brojevi.
Slijedi:

X —dy = é [(x1x2 —dyy,)* —d (x1y; - xzyl)z]
= % (x%x% + dzy?yg - a’x%y% — dx%y%)
= (3 -a) (3-a)
= Gokek=1

O

Definicija 2.1.7. Najmanje rjesenje u prirodnim brojevima Pellove jednadZbe nazivamo
fundamentalno rjeSenje. Oznacavamo ga s (xy,y,) ili s x; + y, Vd.

Ako znamo fundamentalno rjeSenje Pellove jednadZzbe, onda iz njega mozemo dobiti
beskona¢no mnogo rjesenja te iste jednadzbe. O tome nam govori sljedeci teorem:

Teorem 2.1.8. Pellova jednadzba x* — dy* = 1 ima beskonacno mnogo rjesenja. Ako je
(x1, y1) fundamentalno rjeSenje, onda su sva rjeSenja u prirodnim brojevima ove jednadzbe
dana formulom

xn+yn\/3=(x1+y1\/c_l)n, n €N, (2.3)
t.
X, = X+ ndxrl’_zy%+ ndzx'l’_4y?+---,
2 4
_ _1 nY w33 [ 2.on-55
Yo = nxj oyt 3dx1 i+ de]f nt--

Dokaz. 1z jednadzbe (2.3) slijedi x, — y, Vd = (xl -y \/E)n, pa mnoZenjem dobivamo
2 dyi=(F-a)) = 1.

Sto znaci da su (x,, y,) zaista rjeSenja i ima ih beskona¢no mnogo.

Pretpostavimo sada da je (s, ) rjeSenje koje nije oblika (x,,y,),n € N.

Bududi da je x; +y; Vd > 1i s+t Vd > 1, postoji m € N takav da je

()Cl + V1 \/E)m <s+ l‘/g < (x + V1 \/C_l)m+] (24)
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Pomnozimo li (2.4) s (x; + y; Vd)™ = (x; — y, Vd)™, dobivamo
1< (s+t\/c_l)(x1 -V \/C_l')m <Xx1+Yy \/C_l'

Definirajmo a,b € Z s a + bVd = (s + t\/a) (xl -y \/c_i)m

Imamo a® — db? = (s> —d)(> —dy?y" = 1. Iza+dVd > 1slijedi 0 < a—bVd < 1,
pajea > 0ib > 0. Stoga je (a, b) rjeSenje u prirodnim brojevima jednadzbe x> — dy* = 1
ia+bVd < x; +y Vd, $to je kontradikcija s pretpostavkom da je (x;,y;) fundamentalno
rjesSenje. O

Primjer 2.1.9. Nadimo sva rjesenja Pellove jednadzbe x* — 2y* = 1.
Rjesenje:

Fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe x* — 2y* = 1 je (x1,y1) = (3,2), odnosno
3 + 2 V2. Prema Teoremu 2.1.8. sva rjeSenja zadane jednadZbe dana su sa

xn+yn\/§=(3+2\/§)n, neN,

Teorem 2.1.10. Neka je (x,,y,),n € N niz svih rjiesenja Pellove jednadzbe x* — dy* = 1 u
prirodnim brojevima, zapisan u rastucem redoslijedu. Uzmimo da je (xy,yo) = (1,0).
Tada vrijedi:

Xn+2 = 2X1Xpse1 = Xy Yus2 = 2X1Vpse1 — Yu» N2 0.

Dokaz. Prema Teoremu 2.1.8. znamo da vrijedi x,+y, Vd = (x1 + v \/c_z’)n ,n € N. Odavde
slijedi

(Xn+1 + Yn+1 \/3) (Xl + ¥ ‘/2) Xn+2 t Ynt2 Vd
(%1 +Yas1 V) (1 =31 Vd) = x4y, Vd.

MnoZenjem i izjednaCavanjem slobodnih ¢lanova dobivamo

Xns2 = XiXps1 T dY1Yne1s

X1Xn+1 — d)’1yn+1,

Xn

odakle zbrajanjem slijedi x,,,2 = 2X1X,41 — X,-
Analogno, mnoZenjem i izjedna¢avanjem &lanova uz Vd dobivamo

Yn+2 = X1Yu+1 T Y1 Xn+1s

Yn = X1¥Yn+1 — Y1Xn+1»

pa ponovnim zbrajanjem slijedi y,.2 = 2X1 V41 — Ya- m|
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2

Primjer 2.1.11. Neka je (x,,y,) rastuci niz rjesenja Pellove jednadzbe x* —dy* = 1 u

prirodnim brojevima. PokaZimo da za sve prirodne brojeve m, n vrijedi:

Xn+m = XpXp + dymyna
yn+m = -xmyn + ym-xn
Xom 1({x, dy,
il
Yom 2 Ym Xm

Rjesenje:
Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po m.
Uvrstimo m = 1 u prve dvije jednakosti te dobivamo

Xn+1l = X1X +d)’1)’m

Y+l = X1Yn + Y1 X

Prema dokazu prethodnog Teorema 2.1.10., izjednacavanjem slobodnih ¢lanove te clanova
uz Vd, slijedi da gornje jednakosti vrijede za svaki prirodni broj n.
Pretpostavimo da jednakosti vrijede za m = k, tj.

Xn+k = kan+d)’k)’n,

Ytk = XkYn + YiXn-
PokaZimo istinitost za m = k + 1. Primjenom rezultata baze i pretpostavke indukcije slijedi
Xpsk+1 = X1 Xnsk + AV1Ynrx = X100% + dyiyn) + dy1(xXiyn + Yixa)-
MnoZenjem i grupiranjem clanova dobivamo
Xpake1 = Xn(X1X0 + dy1ye) + dyn(x1yx + Y1X0) = Xps1 X0 + dYis1Yn-

Time smo dokazali prvu jednakost, X,.m = XXy + dy,y,.
Analogno se dokazuje istinitost druge jednakosti, odnosno y,,xs1 = Xxe1Yn + Vis1Xn-
Posljednju jednakost dobivamo dijeljenjem prve jednakosti drugom, uz uvjet m = n:

Ym Xm

Xom _ XmXm +dymym _ 1 Xm + dym
Yom 2-xmym - 2 .

Na sljedece dvije stranice dane su tablice u kojima su prikazana fundamentalna rjeSenja
Pellove jednadzbe x*> — dy* = 1 za prirodni broj d < 128.
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d X y d X y

1 - - 33 23 4
2 3 2 34 35 6
3 2 1 35 6 1
4 - - 36 - -
5 9 4 37 73 12
6 5 2 38 37 6
7 8 3 39 25 4
8 3 1 40 19 3
9 - - 41 2049 320
10| 19 6 42 13 2
11| 10 3 43 3482 531
120 7 2 44 199 30
13| 649 | 180 || 45 161 24
14| 15 4 46 24335 3588
15| 4 1 47 48 7
16 - - 48 7 1
17| 33 8 49 - -
18| 17 4 50 99 14
19| 170 | 39 51 50 7
200 9 2 52 649 90
21| 55 12 || 53 66249 9100
22| 197 | 42 || 54 485 66
23 | 24 5 55 89 12
24| 5 1 56 15 2
25 - - 57 151 20
26 | 51 10 || 58 19603 2574
27 | 26 5 59 530 69
28 | 127 | 24 60 31 4
29 | 9801 | 1820 || 61 | 1766319049 | 226153980
30| 11 2 62 63 8
31| 1520 | 273 || 63 8 1
32| 17 3 64 - -

Tablica 2.1:

Tablica fundamentalnih rjeSenja Pellove jednadzbe x> — dy* = 1
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d X y d X y

65 129 16 97 62809633 6377352
66 65 8 98 99 10
67 | 48842 5967 99 10 1

68 33 4 100 - -

69 | 7775 936 101 201 20
70 251 30 102 101 10
71 3480 413 103 227528 22419
72 17 2 104 51 5

73 | 2281249 | 267000 || 105 41 4

74 | 3699 430 106 32080051 3115890
75 26 3 107 962 93
76 | 57799 6630 108 1351 130
77 351 40 109 | 158070671986249 | 15140424455100
78 53 6 110 21 2

79 80 9 111 295 28
80 9 1 112 127 12
81 - - 113 1204353 113296
82 163 18 114 1025 96
83 82 9 115 1126 105
84 55 6 116 9801 910
85 | 285769 | 30996 || 117 649 60
86 | 10405 1122 118 306917 28254
87 28 3 119 120 11
88 197 21 120 11 1

89 | 500001 121 - -

90 19 2 122 243 22
91 1574 165 123 122 11
92 1151 120 124 4620799 414960
93 | 12151 1260 125 930249 83204
94 | 2143295 | 221064 || 126 449 40
95 39 4 127 4730624 419775
96 49 5 128 577 51

2

Tablica 2.2: Tablica fundamentalnih rjeSenja Pellove jednadzbe x> — dy* =

1

11
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2.2 Pellova jednadzba i veriZni razlomci

Do sada smo dokazali da Pellova jednadzba x*> — dy* = 1 uvijek ima rjeSenje, a Teoremi
2.1.8.12.1.10. nam pokazuju kako mozemo dobiti sva njezina rjeSenja ako znamo njezino
fundamentalno rjeSenje. Sada se postavlja pitanje kako pronaéi fundamentalno rjeSenje
Pellove jednadzbe.

Jedna je od metoda da uvr§avamo redom y = 1,2, 3, ... i provjeravamo je li dy*+ 1 kvadrat.
Kod ove metode problem se javlja ve¢ za relativno male d-ove jer fundamentalno rjeSenje
moze biti vrlo veliko. Na primjer, za d = 73 fundamentalno rjeSenje je (2281249, 267000),
odnosno 2281249 + 267000 V73. Zbog toga se javlja potreba za pronalaskom efikasnije
metode pomocu koje ¢emo doc¢i do fundamentalnog rjesSenja.

Efikasnija metoda pronalaska fundamentalnog rjesSenja, ujedno i metoda kojom ¢emo se
baviti u ovom diplomskom radu, je razvoj broja Vd u jednostavni veriZni razlomak.

Stoga ¢emo najprije definirati i upoznati se s osnovnim pojmovima vezanima uz verizne
razlomke.

Napomena 2.2.1. Najveci cijeli broj koji nije veéi od a oznacavamo sa |a| i nazivamo
najvece cijelo od a.

Neka je @ € R. Definiramo:
ap = |la] € Z.

Ako je a # ag, onda je @ — ay € (0, 1) pa postoji @ > 1 takav da je

1
a=ay+ —.
a;
Kako je a; > 1, definiramo
a; ;= |la;] € N.

Ako je a; # a;, onda postoji @, > 1 takav da je

1
a=a;+—,
an
odnosno
1
a =aqp+
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Opisani postupak provodimo sve dok je a; = |ax] # oy, k > 2.
Ako je a, = @, zaneki n € N, tada je

a =aqp+ (25)

a +

a +
) 1
o
an
Izraz oblika (2.5)) je razvoj broja o u jednostavni konacni verizni razlomak.
Jednostavni konacni verizni razlomak krace zapisujemo u obliku « = [ay, a;, as, . . ., a,].

Napomena 2.2.2. « ima razvoj u jednostavni konacni veriZni razlomak ako i samo ako je
a racionalan broj.

Ako je a, # @, za svaki n € N, tada je

a=ayg+ —— (2.6)

a) +

1
a + —

Izraz oblika (2.6)) je razvoj broja « u jednostavni beskonacni verizni razlomak.
Jednostavni beskonacni verizni razlomak krace zapisujemo u obliku « = [ay, a;, as, . . .].

Napomena 2.2.3. « ima razvoj u jednostavni beskonacni verizni razlomak ako i samo ako
Jje a iracionalan broj.

Brojevi ag, ay, a, . . . nazivaju se parcijalni kvocijenti veriznog razlomka.

Ako je a = {, brojevi ag, a1, ay, . . . su kvocijenti iz Euklidovog algoritma primijenjenog na
brojeve a i b.

Pocetci veriznih razlomaka tradicionalno se veZu za vrijeme nastanka Euklidovog algo-
ritma upravo zbog €injenice Sto do razvoja racionalnog broja u veriZni razlomak moZzemo
do¢i algebarskim manipulacijama s jednakostima u Euklidovom algoritmu.

Euklidov algoritam je metoda pomocu koje odredujemo najveci zajednicki djelitelj dvaju
danih brojeva. Sada ¢emo se prisjetiti Euklidovog algoritma te na konkretnom primjeru po-
kazati njegovu vezu s veriznim razlomcima. No najprije ¢emo iskazati Teorem o dijeljenju
s ostatkom (njegov dokaz se nalazi u [3]) kojeg ¢emo primijeniti u Euklidovom algoritmu.
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Teorem 2.2.4. (Teorem o dijeljenju s ostatkom)
Neka su a,b cijeli brojevi, a > 0. Tada postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je
b=ag+r,0<r<a.

Euklidov algoritam
Neka su a, b cijeli brojevi, a > 0. Uzastopnom primjenom Teorema 2.2.4 dobivamo niz
jednakosti:

b = aqo + rq, O<r1<a

a = rq+nr, O0<r<n

ry = Inqp+rs, O<r3<r2
Tn—2 = Tn-1q9n-1 1t TIn, 0< Iy < Ty
rn-1 = Tuqn

Primjer 2.2.5. Razvijmo % u jednostavni verizni razlomak.

Odredimo najveci zajednicki djelitelj brojeva 47 i 10 pomocu Euklidovog algoritma:

47 = 4-10+7

10 = 1-7+3
= 2-3+1
3 = 3-1

Svaki redak algoritma moZemo zapisati i na sljedeci nacin:

47
— = 4+ l
10 10
10 3
— = 14+ =
7 7
7 1
- = 24—
3 3
Prvi redak Euklidovog algoritma moZemo takoder zapisati i ovako: % =4+ % =4+ 4.
7

Na isti nacin zapisemo i preostale retke Euklidovog algoritma. Dobiveni niz jednakosti
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moZemo zapisati na sljedeci nacin:

v,
0 "o

=W -

= 4+ ——-
1

1+ —

1

2_
"3

ili [4,1,2,3]. Time smo dobili razvoj razlomka % u jednostavni verizni razlomak.

Zapis svakog razlomka kojemu je brojnik manji od nazivnika je oblika [0, ay, ay, ..., a,].
Na brimi 69 5 1 dok 25 0 1
== 24+ — — =0+
a primjer G N ok je 5
1+ 24+ ——
3 ! 1 :
+ — +
6 1
3+ -
6

Napomena 2.2.6. Euklidov algoritam funkcionira samo za razvoj racionalnih brojeva u
verizni razlomak, odnosno onda kada je a, = «,, za neki n € N.

Definicija 2.2.7. Neka je @ = [ay, ay,ay, ..., a,]. Svaki racionalan broj c; = % = lag,ay,as, ..., a;]
za k < n zovemo k-ta konvergenta od «.

Ako u beskonacnom veriznom razlomku a = [ay, a1, ay, . . . | uzmemo samo konacno mnogo
Clanova, [ag, ay, as, . .., a), onda takav izraz zovemo k-ta konvergenta beskonacnog veriZnog

razlomka «.
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Primjer 2.2.8. Razvijmo % u jednostavni verizni razlomak i odredimo njegove konver-

gente.
Rjesenje:
67 = 2-29+9
29 = 3:9+2
9 = 4.2+1
2 = 2-1
67 ) 1 67 5340
=Lt tj. P 5y
29 1 Joogg=l ]
3+
1
44—
2
Njegove konvergente su:
o = B=p1=2
90
14 17
= — = 2,3 =24 - ==
Ci @ [ ] 3 3
1 30
e = Bopia—or — -2
q> 3+ 1 13
1 67
¢ = Z=[2342=2+ — =
q3 3+ E
Lema 2.2.9. Brojevi p,, q, zadovoljavaju rekurzije
Pn = GuPu-1t+ Pn—2, Do =do, P1=aoar + 1

Gn = Quu-1+qn—2, qo=1, qi=a.

Dokaz. Tvrdnju leme dokazat éemo matematickom indukcijom.
Zan = 1 vrijedi: ¢; = ’q’—: = adt]

.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = m. Tada imamo
Pm AnPm—-1t Pm-2

cm = lag,ar,...,anl = — = :
dm Andm-1 + qdm-2

Sada trebamo pokazati da tvrdnja vrijedi i zan = m + 1, tj. da vrijedi

_ _ Pm+1 _ Am+1DPm + Pm-1
Cm+1 = lag,ay, ..., aus1] = = .
dm+1 An+19m + Gm-1
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Cm+1 = Qo + )

a) +

a, +

oy

ay,-1 +

1
a,, +
Amp+1

odnosno ¢,,,+1 = lag, ai, ..., Gue1] = [ao,al, .. .,am_l,(am + a#)] Na ovaj nacin do-

m+1

bili smo zapis od c,,.; pomoc¢u m ¢lanova veriznog razlomka pa ako iskoristimo pretpos-

tavku indukcije slijedi

1
Cm+1 lao, a1, .- . Ay Ams1] = [ao,al,..-,am_l,(am +
An+1
1
(am + m)pm—l + Pm-2
1
(am T Am+1 ) qm_l T qm_z
(amam+1 + 1)pm—1 + An+1Pm-2
(amam+l + 1)qm—l + An+19m-2
am+l(ampm—] + pm—2) + Pm-1
am+1(amq’n—l + Qm—Z) + dm-1
Anm+1Pm + Pm-1
Am+19m + qm-1
Pm+1
Cm+1
qm+1
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Napomena 2.2.10. Dogovorno uzimamo da je p_, =0,p_; = 1,q-, = 1,91 =0.

Nakon Leme 2.2.9. i Napomene 2.2.10. izraCun uzastopnih konvergenti moZemo sistema-
tizirati tablicom. PokaZimo to na konkretnom primjeru.

Primjer 2.2.11. Prisjetimo se Primjera 2.1.8 u kojem smo konvergente razlomka % racunali
preko definicije. To je bio dulji nacin izracuna. U ovom primjeru ¢emo pokazati kraci i
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brZi nacin.
Razvoj broja % u jednostavni verizni razlomak jednak je

67
79 = [2,3,4,2] = [ag, a1, a2, a3].
Sada kreiramo tablicu:
k|-2|-1(0|1] 2] 3
a, 2134 2
p.| O 1 [2]|7|30]|67
g, | 1 |0 | 1|3]13|29
Za svakin =0, ...,k p, dobijemo tako da a, mnoZimo s p,_ te zbrojimo s p,_,. Analogno
dobijemo i q,. Is¢itavanjem iz ove tablice lako dobijemo c, = %. Na primjer, ¢, = ’q’—j = %.

Uocimo da je

qg-1p-2—p-19—2 = 0-0-1-1=-1
qop-1—pog-1 = 1-1-2-0=1
qipo—piqgo = 3:2-T7-1=-1

= 13-7-30-3=1

qQ2p1 — P2q1

Ovime dolazimo do sljedece leme:

Lema 2.2.12. Neka su p, i g, definirani kao u Lemi 2.2.9. Tada vrijedi:

gnPn-1—= Pngn-1 = (=1)", n=-1L
Dokaz. Tvrdnju leme dokazat éemo matematickom indukcijom.
Zan=-limamo g_p_»— p_1g-»=0-0-1-1=—-1=(-1)"".
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1. Tada imamo

GnPn-1 = Pndn-1 = (@nGn-1 + qu-2)Pn-1 = (@nPn-1 + Pn-2)qn-1
= Anqn-1Pn-1 Y Gn-2Pn-1 = AnPn-1qn-1 = Pn-2qn-1
= —(gu-1Pn-2 = Pn-14n-2)
= —(=1y"!
= (-1 1!
= -1y
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Iz prethodne leme direktno slijedi da su p, 1 g, relativno prosti.

Lema 2.2.13. Neka su ay,ai,a; ... cijeli brojevi te neka su ay,a,, ... pozitivni brojevi.
Tada vrijedi:

1. @<&<ﬂ<...
40 92 q4

2. ﬂ>&>ﬁ>...
q1 q3 qs

2

3. Ako je n paran, a m neparan, onda je ;ﬁ < o
n m

Dokaz ove leme nalazi se u [5]].

U sljedecem teoremu vidjet ¢emo da su konvergente jako dobre racionalne aproksimacije
iracionalnog broja «.

Teorem 2.2.14. Neka su 22~ o ’qﬁ dvije uzastopne konvergente od a. Tada barem jedna od

njih zadovoljava ne]ednakost

1
ql  2q*
Dokaz. Brojevi @ — 2, @ — 2= imaju suprotni predznak, pa je
n n— n n— 1 1 1
'(Y—p— ‘a—uzp——p 1: <—2+2—.
qn qn-1 dn qn-1 qn9n-1 an 2(] n—1
AkOblVrljedllOda]e‘ ”:’)2 ﬁi'a—% > 5o
1 1 1
> — +

nn-1  2¢%  2q%-1

a to je ekvivalentno s nejednakoscu (g, — g,-1)* < 0 $to nije mogude.

Dakle, | ol o i o — Bom| < L
qn 2q;, qn-1 2¢%n-1

O

Neku vrstu obrata upravo dokazanog teorema je dao Legendre i ona ¢e se pokazati kao
jako vazan rezultat za odredivanje fundamentalnog rjeSenja Pellove jednazbe.

Teorem 2.2.15. (Legendre)
Neka su p, q cijeli brojevi takvi da je g > 1 i

-2 <5
q

Tada je § neka konvergenta od «.
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je a # § jer je inace tvrdnja teorema trivijalno zadovo-
ljena. Tada moZemo pisati @ — 2 = Z—?, gdjeje 0 <9 < 1ie=+1. Nekaje

P by, ... bpi]
q

razvoj od § u jednostavni veriZni razlomak, gdje je n izabran tako da vrijedi (=1)""! = &.
To mozZemo uvijek postici jer vrijedi [ag, ay, . .., a,] = [ag,ar, ... an-1,1].
Definirajmo w sa
Wpy—1 + Pn-2
o= ——7",
Wwqn-1t 4qn-2

tako da je @ = [by, by, ..., b,_1, w]. Sada prema formuli
ot — py = g TP P (=D"
" " nan+lCIn +Qn—l " Ap+19n +Qn—l

slijedi

g p 1 1 (=1)"!

— =a-== (@qn-1 = pu-1) = : ,

q q qn-1 dn-1 WYn-1t gn-2
pajed = #. Rjesavanjem ove relacije po w dobivamo w = 3 — %. Odavde slijedi

dajew>2-1=1
Razvijmo w u (konacan ili beskonacan) jednostavan verizni razlomak:

w = [bn,bn+1abn+2’---]
Buducidaje w > 1,svib;(j =n,n—1,...) su prirodni brojevi. Stoga je
a = [b()’bl,-'-’bn—]abn’bn+l7'-']

razvoj u verizni razlomak od « 1
pP _ Pn-1

q 4n-1
Sto je konvergenta od @, a to je i trebalo dokazati.

= [b()’bl’ .. -’bn—l]

O

Definicija 2.2.16. Za beskonacni verizni razlomak [ay, ay, as, . . .| kaZemo da je periodski
ako postoje cijeli brojevi k > 0, m > 1 takvi da je a,,,, = a,, za sve n > k. U tom slucaju
verizni razlomak pisemo u obliku

[ao, @i, ..., Qk—1, ks Akt -« > Aksm—1],

gdje “crta” iznad brojeva ay, aiy 1, . . ., Arsm-1 ZnACI da se taj blok brojeva ponavlja unedo-
gled. Broj m nazivamo duljina perioda. Ako je k = 0, onda kaZemo da je verizni razlomak
cisto periodski.
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Definicija 2.2.17. Za iracionalni broj a kaZemo da je kvadratna iracionalnost ako je «
korijen kvadratne jednadZbe s racionalnim koeficijentima.

Teorem 2.2.18. (Euler, Lagrange)
Razvoj u jednostavni verizni razlomak realnog broja « je periodski ako i samo ako je a
kvadratna iracionalnost.

Iz dokaza izrecenog teorema (dokaz se nalazi u [3]]) slijedi algoritam za razvoj kvadrat-
nih iracionalnosti u verizni razlomak:
So+ d

Neka je « kvadratna iracionalost. Prikazimo je u obliku @ = =2==, gdje su d, so,% € Z,

to # 0, d nije potpun kvadrat it | (d — s(z)). Ako je a = Vd onda je so =0, 1 = 1. Sada
brojeve a; racunamo na sljedeci nacin:

{s,-+ao d— s
a; = —

L

(2.7)

: s Sirl = aili — S, Ly =
i

Uocimo da iako je « iracionalan broj, ovaj algoritam radi samo s cijelim brojevima.

Teorem 2.2.19. Ako prirodni broj d nije potpun kvadrat, onda razvoj u jednostavni veriZni
razlomak od \d ima oblik

‘/;l = [aO’alaaZ’---’ar—I’ZaO]’

gdje je ay = [\/EJ te su a,...,a,_, centralno simetricni, tj. a, = a,_i, Ay = d,_,

... Nadalje, u 2.7) uz ay = Vd, ty =1, so = 0, imamo t; # —1 te t; = 1 ako i samo
ako r | i (ovdje r oznacava duljinu najmanjeg perioda u razvoju od Vd).

Napomena 2.2.20. Buduci da ne znamo unaprijed duljinu perioda u razvoju broja Vd,
algoritam [2.7) provodimo sve dok se vrijednosti s\ i t; ne ponove. Ako je duljina perioda
jednaka r, onda ¢emo dobiti da je (s1,t;) = (S,1+1,t,41) Sto ¢e nam biti znak da prestajemo
s postupkom.

Primjer 2.2.21. Razvijmo broj V19 u jednostavni verizni razlomak.
Rjesenje:
Da bismo razvili V19 u jednostavni veriZni razlomak koristimo algoritam (2.7) i Teorem

2.2.19.

V19 ~ 4358898944
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s0=0t=1a=V19] =4

sizalg—so=4-1-0=4, n="0=198o3 g o|uwe|o |42
=ah-s=2-3-4=2, n="2-102_5 g o|ww|_ |y
nEan-n=15-2=3, n="N=BFo2 a=|welo|3]-3
ss=a3tz3—853=3-2-3=3, f4:d;;i:19£32: ’ a4:{s4;aoJ:[35L4J:1
Ss =daly—s4=1-5-3=2, t5:d;;§:195;22: ’ a5:LSStJ;aOJ:[23L4J:2
S¢ =asty—s5=2-3-2=4, t6_d:é:19;42:1’ a6:L36tzaoJ:[4%4J:8
s7=agle — 56 =8-1-4=4, 17:d_5321942:3’

Sada uocimo da smo dobili (s7,t7) = (81, 1) pa zaustavljamo algoritam i zapisujemo
V19 = [4,2,1,3,1,2,8].

Teorem 2.2.22. Neka su £ konvergente, a r duljina perioda u razvoju u verizni razlomak
q 8 jina p J

od Vd.

Ako je r paran, onda su sva rjesenja jednadzbe x*—dy* = 1 dana s (x,¥) = (Pnr-1,Gnr-1), 1 €

N. Posebno, fundamentalno rjesenje je (p,_1,qr—1).

Ako je r neparan, onda su sva rjesenja jednadzbe x*~dy* = 1 dana s (x,y) = (Panr—1, Gonr—1), 1l €
N. Posebno, fundamentalno rjesenje je (p2,-1,qar—1)-

Pogledajmo sada na primjerima kako rjeSavamo Pellovu jednadZbu oblika x> —dy?* = 1.
Primjer 2.2.23. Nadimo fundamentalno rjesenje jednadzbe x* — 14y* = 1.
Rjesenje:
Prvi korak u rjesavanju zadane jednadzbe je razvoj broja \14 u verizni razlomak.
Za razvoj broja 14 u verizni razlomak koristimo algoritam (2.7) i Teorem 2.2.19.
V14 = 3741657387

So:O,tozl,aozL\/HJ::;

s1=aptp—so=3-1-0=3, tl:d;_fzu;#: : al:[‘vl:aoJ:[%le
s;=aih—s1=1-5-3=2, t2:d:%:14;22: ’ azzlszgaoJ:[%Jzz
S3=lh—5=2-2-2=2, t3:d;;§:14522:5’ a3:[S3;aoJ:[25ﬁJ:1
Ss=ast3—s3=1-5-2=3, t4:d:i:145;32: ’ a4:LS4tzaoJ:[¥J:6
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d—Sg _ 14_32 _ 5
14 - 1 -

Ss=alty —S4=6-1-3=3, ts =
Uocimo da je (ss,t5) = (81, 1) pa zaustavljamo algoritam te zapisujemo

V14 = [3.1,2. 1, 6].

Period r = 4 je paran pa je prema Teoremu 2.2.22. fundamentalno rjeSenje jednadzbe
x* — 14y* = 1 dano s (x,y) = (p3,q3). Konvergente (ps,q3) pronaci éemo koristeci Lemu
2.2.9., a njih ¢emo prikazati u tablici.

k1-2[-1]0[1]2]3] 4
an 3112111 6
pel O 1 3[4|11]15]101
gn | 110 | 1]1] 3] 4] 27

Iz tablice vidimo da je (ps, q3) = (15,4).
Dakle, fundamentalno rjesenje zadane jednadzbe x* — 14y* = 1 jednako je (x,y) = (15,4).

Primjer 2.2.24. Nadimo sva rjeSenja jednadzbe x* — 41y* = 1 za koja vrijedi 0 < x <
10000000.

Rjesenje:
Prvi korak u rjeSavanju zadane jednadZbe je razvoj broja V41 u verizni razlomak.
Za razvoj broja V41 u verizni razlomak koristimo algoritam [2.7) i Teorem 2.2.19.

VAT ~ 6.403124237

0,t=1a = V4] =6

So =
d-s? _62

Si=aplg—So=6-1-0=6, hHh = IOY1:4—]16 =5, a1:|_sl:;a0J2|_65L6J:2
d—s? 42

sz:altl—s1:2-5—6:4, Hh = [1S2:4154 =5 aZ:L‘”;‘“’J:[‘%J:Z
d-s2 _62

S3:a2t2—S2:2'5—6:6, 1 = I2S3:4—156 =1, a3:[53;aoJ:[61L6J:12
d—s; _

Ss=asz—s3=12-1-6=6, ty = é4:41—62:5

Sada uoc¢imo da smo dobili (s4,14) = (81, 1) pa zaustavljamo algoritam i zapisujemo
V41 = [6,2,2,12].

Period r = 3 je neparan pa je prema Teoremu 2.2.22. fundamentalno rjesenje jednadZbe
x* — 41y* = 1 dano s (x,y) = (ps,qs). Konvergente (ps,qs) pronaci éemo koriste¢i Lemu
2.2.9. te ¢emo ih prikazati u tablici.
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k|-2/-1(0|1)|2]| 3 4 5
ay 6|2 |2 |12 2 2
Dol O |1 61332397826 | 2049
g, | 1 |0 | 1|2 |5 | 62 |129]| 320

Iz tablice vidimo da je (ps, gs) = (2049, 320).
Dakle, fundamentalno rjeSenje zadane jednadzbe x*—~41y* = 1 jednako je (x,y) = (2049, 320).
Ostala rjesenje 0 < x < 10000000 naci ¢emo pomocu Teorema 2.1.10. Slijedi:

Xy =2-2049 -2049 — 1 = 8396801, y, =2-2049-320-0 = 1311360

x3 =2-2049 - 8396801 — 2049

Iz x5 zakljucujemo da je x, > 10000000 za n > 3.
Konacno, sva rjesenja jednadzbe x* — 41y* = 1 za koja vrijedi 0 < x < 10000000 su

(x1, 1) (2049, 320)
(x2,y2) = (8396801, 1311360).



Poglavlje 3

Povijesni razvoj Pellove jednadzbe

3.1 Grcki matematicari i Pellova jednadzba

Prvo spominjanje Pellove jednadzbe pojavljuje se u radovima Teona iz Smirneﬂ Ako sta-
vimo s; = 11d; = 11izraCunamo

Spe1 = Sy +dy, dyiy =28, +d, (n:1’2’3,---)’

tada dobivamo
d? —2s2 = (-1)". (3.1)

Teon nije koristio danasnju navedenu notaciju niti je dokazao jednadzbu (3.1)), jedino ju je
provjerio za prvih nekoliko n-ova.
Na Teonova zapaZanja nadovezao se Proklcﬂ Identitet koji je promatrao, u danaSnjoj no-
taciji izraZen je kao

Qx+y)? +y* =2x2 +2(x + y)*. (3.2)

Ako ovaj identitet zapiSemo u obliku
Qx +y)* = 2(x +y)* = =(y* = 2%)

dobit ¢emo dokaz Teonove jednadzbe (3.1)), iako Proklo to nije izrekao. Vecina povjesnicara
slaze se da su i Teon i Proklo koristili ranije pitagorejske izvore za svoje rezultate. Takoder,
smatra se da su Pitagorejci koristili vrijednost % kako bi dosli do Sto bolje aproksimacije

V2. Kako su gréki matematicari bili zainteresirani za problem iracionalnosti, moguce je da
su iskoristili vrijednosti %, koja se pribliZava, ali ne dostiZe vrijednost V2, kao dokaz (ali

netocan dokaz) iracionalnosti V2.

Teon iz Smirne (70.-135.), grcki matematicar, filozof i astronom
ZProklo (412.-485.), greki filozof

25
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Zapravo, moguce je upotrijebiti (3.1) kako bismo dosli do to¢nog dokaza iracionalnosti
V2, ali nije vjerojatno da su ga Pitagorejci otkrili.
Pretpostavimo da je V2 racionalan broj. Tada je V2 =
mozemo zapisati kao

, gdje su a,b € N. Sada (3.1)

a
b

b2
bd, =
T b, — as,|
Kako je bd, — as, # 0 slijedi |bd, — as,| > 1
0 < bd, + as, < b*. (3.3)

Primijetimo, kako d,, i s, teZe u beskonacnost (3.3) nemoguce je za sve n € N. No, unato¢
tome Cini se da su Grei znali rijesSiti Pellovu jednadZzbu za d = 2.

Nadalje, Pellovu jednadZzbu spominje i Diofant u svojem djelu Aritmetika. U njoj je dao
rjeSenje Pellove jednadzbe x* —dy* = 1 zad = 261 d = 30.

Za razliku od danas, kada traZimo samo cjelobrojna rjeSenja Pellove jednadZzbe, stari su
Grci svojim metodama, generalno gledano, dobivali samo racionalna rjesSenja.

Sljedeci gréki matematicar koji se bavio rjeSavanjem Pellove jednadZbe bio je Arhimecﬂ
Ve¢ su i stari Grei znali da Sto je d vedi, to je teze rijesSiti Pellovu jednadzbu. To moze
objasniti Arhimedovo razmisljanje kod postavljanja problema sa stokom.

Arhimedov problem stoke

Proucavajudéi i prevodeéi brojne rukopise i djela pisana na gr¢kom i latinskom jeziku, u
poznatoj Herzogovoj biblioteci u Wolfenbiittelu, 1773. godine Gotthold Ephrairrﬂ naisao
je na problem stoke. Danas je taj problem poznat kao Arhimedov problem stoke, a ovdje
je dan njegov slobodan prijevod:

Ako si marljiv i mudar, strance, izracunaj broj
Suncevih goveda Sto su neko€ pasla na poljima
Trinakije na otoku Siciliji, podijeljenih u Cetiri stada
razlicitih boja: jednog bijelog kao snijeg, drugog
bljestavo crnog, tre€eg Zutog i Cetvrtog Sarenog.

U svakom je stadu bilo mnostvo bikova:

Broj bijelih bio je jednak zbroju polovine i treéine
crnih 1 jo§ k tome valja dodati sve Zute.

3 Arhimed iz Sirakuze (287.-212.pr.Kr.), greki matematicar, fizicar i astronom
“Gotthold Ephraim (1729.-1781.), njemacki pisac i knjiznicar
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Broj crnih dobije se kad Cetvrtini i petini Sarenih
pridodamo i opet sve Zute.

Znaj da je Sarenih bilo koliko je zbroj Sestine
bijelih i njihove sedmine, a i ovima valja pridodati
sve Zute.

A evo koliko krava bijase:

Bijelih je bilo tocno onoliko koliko iznosi tre¢ina i
cetvrtina cjelokupnog krda crnih.

Broj crnih bio je jednak zbroju Cetvrtine i petine
sve Sarene stoke.

Sarenih je krava bilo onoliko koliki je zbroj petine i
Sestine sve Zute stoke u stadu.

Naposljetku, zZute su krave po broju bile jednake
zbroju Sestine 1 sedmine bijeloga krda.

Mognes li, strance, to¢no reci broj Suncevih
goveda, utvrdivsi ponaosob broj gojnih bikova i k
tome broj krava prema njihovoj boji, necu te drzati
nevjezom i neznalicom po pitanju brojeva, no jos
uvijek te necu ubrojiti niti medu mudre.

No, hajde razmisli joS i o ovim uvjetima koji se
odnose na Sunceva goveda:

Kad se bijeli volovi izmijeSaju s crnima te
rasporede tako da u Sirinu stane jednako kao u
dubinu, ispunit ¢e se dolina Trinakije njihovim
mnostvom.

A ako se zuti i1 Sareni bikovi skupe u jedno krdo
tako da medu njima ne bude nijednog vola druge
boje niti ijedan od Zutih ili Sarenih ne uzmanjka,

27
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oni ¢e se moci rasporediti tako da im broj po
redovima raste, pocev od broja jedan, te se tako
napuni triangularni broj.

Uzmognes li, strance, rijesiti sve ovo, zavrsit ¢es
okrunjen slavom i smatrat ¢e te nenadmasnim u
mudrosti.

Napisan je u formi epigrama u 44 retka. Epigram je kratka pjesnicka forma, obi¢no pi-
sana u elegijskom distihu. Izrazito je prisutna u starogrc¢koj knjiZzevnosti, a rabljena je 1 kao
javna ili prigodna poruka (Cestitka, poslanica, iskaz sucuti, molba) te kao rugalica nekim
osobama ili zbivanjima u piS¢evoj okolini.

Arhimedov epigram nastao je kao svojevrstan odgovor na Apolonijeveﬂ zanovijetanja.
Apolonije je Arhimedu predbaciovao da je sklon matematickim problemima cije rjeSavanje
zahtijeva naporna 1 dugotrajna racunanja. Arhimed je zatim osmislio numericki uistinu
zahtjevan problem te ga uputio Eratostenuﬂ

Opce rjesenje problema dao je 1880. godine njemacki matematicar A. Amthmﬂ koji je
pokazao da je rezultat priblizno jednak 7.76 - 102994, §to je broj s 206545 znamenki, Cije
su prve Cetiri znamenke jednake 7760.

The Hillsboro Mathematical Club, neformalna skupina koju su ¢inili matematicari E. Fish,
G. H. Richards 1 A. H. Bell, od 1889. do 1893. godine izracunala je prvih 31 i posljed-
njih 12 znamenki najmanjeg rjeSenja problema. Rezultat je objavljen u Casopisu American
Mathematical Montly:

7760271406486818269530232833209....... 719455081800

Iz teksta objavljenog u The New York Timesu 18. sijeCnja 1931.:“Buduci da bi izraCun
zahtijevao tisucu ljudi i tisucu godina, jasno je da svijet nikad nece docekati cjelokupno
rjeSenje.” vidljiva je sloZenost problema i njegovog raCunanja prije pojave racunala. No,
ipak svijet je docekao rjeSenje i to 1965. godine. Matematicari H. C.Williams, R. A. Ger-
man i C. R. Zarnke, s kanadskog Sveucilista Waterloo, primjenom racunala IBM 7040
odredili su to¢an broj, sve njegove znamenke. Stroju je za izraCun trebalo 7 sati 1 49 mi-
nuta.

Provjeru tog rezultata proveo je 16 godina kasnije Harry L. Nelson na racunalu Cray-1, a
broj s 206545 znamenki ispisan je na 47 listova papira. Racunanje, zajedno s provjerom
tocnosti, trajalo je desetak minuta.

3 Apolonije iz Perge (260.-190.pr.Kr.), gréki matematicar
®Eratosten iz Kirene (275.-195.pr.Kr.), gréki matematicar
Carl Ernst August Amthor (1845.-1916.), njemacki matematicar
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Rijesimo sada zadani Arhimedov problem stoke.

Zamislimo stado koje se sastoji od krava i bikova bijele, crne ili Zute boje te onih koji su
Sareni. Brojevi pojedine podskupine medusobno su povezani uvjetima. Uvodimo sljedece
oznake:

— broj bijelih bikova
— broj bijelih krava
— broj crnih bikova
broj crnih krava

— broj Zutih bikova
— broj zutih krava

— broj Sarenih bikova

v Y2 N o O ™
|

— broj Sarenih krava.

Uz navedene oznake, uvjete iz problema zapisujemo u sljedeci sustav jednadzbi:

Postavljena su joS dva uvjeta:
8. B+C je potpuni kvadrat

9. Z+S je broj oblika 2%



POGLAVLIJE 3. POVIJESNI RAZVOJ PELLOVE JEDNADZBE 30

Prvih sedam jednadzbi ¢ine homogeni linearni sustav s osam nepoznanica. Nije velik pro-
blem rijeSiti takav linearni sustav nekim od raunalnih programa, ali pogledajmo kako
bismo ga rijesili “’pjeSice”.

PomnoZimo li redom, prvu jednadzbu s 336, drugu s 280 i treCu s 126 dobit ¢emo:

336 B = 280C+336Z
280C = 12685 +280Z
126 S = 39B+126Z.

Zbrojimo sada ove tri jednadzbe i dobivamo
29T B=T7427

odnosno

3-11B=2-7-53Z
Iz druge 1 trece jednadzbe nalazimo

3*.118=2"-5-7192
odnosno

3*.11C=2-89Z

Analognim postupkom primjenjenim na sljedece Cetiri jednadZzbe sustava, gdje prvu mnozimo
s 4800, drugu s 2800, trecu s 1260 i Cetvrtu s 462, dobit éemo:

33.11-4657b = 2°.5.7.23.373Z

32.11-4657z = 13-46489Z
33.4657s = 22.5.7-761Z

32.11-4657¢ = 2-17-15991 Z

Kako rjeSenja moraju biti cijeli brojevi, promatrajuéi gornje jednakosti zakljucujemo da
broj Z mora biti djeljiv s 3* - 11 - 4657, tj. moZemo zapisati:

Z =3%.11-4657 - k = 4149387 - k.

Ovim postupcima dosli smo do opceg rjeSenja sustava sedam linearnih jednadzbi uz uvjet
da su ta rjeSenja prirodni brojevi:
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2-3-7-53-4657 -k = 10366482 - k
= 2.3%.89-4657 -k = 7460514 - k
3*.11-4657 - k = 4149387 - k

= 22.5.79-4657 - k = 7358060 - k

= 2%.3.5.7-23-373 -k =7206360 - k
= 2.32.17-15991 - k = 4893246 - k

= 32.13.46489 -k = 5439213 - k

= 22.3.5-7-11-761 -k = 3515820 - k,

w N 60 & YN QO
Il

pri ¢emu je k prirodni broj. Ukupno je to 50389082 - k komada stoke.
Prvi od dodatnih uvijeta kaZe da je B + C potpuni kvadrat, odnosno da je B + C = m?, gdje
je m prirodan broj. 1z toga slijedi:

m? 2-3-(7-53+3-89)-4657 - k
= 22.3.11-29-4657 - k.

Ocitoje k =3-11-29-4657 -2, t € Z.
Sada imamo rjeSenje sustava Sto ga Cini sedam jednadZzbi uz dodatni uvjet da je B + C
potpuni kvadrat:

= 2.32.7-11-29-53-4657% - = 46200808287018 - ¢*

= 2.3°.11-29-89-4657% - 1 = 33240638308986 - 1*

= 3°.11%-.29-4657* = 18492776362863 - 1*

= 22.3.5.11-29-79-4657% - = 32793026546940 - *

= 23.32.5.7.11-23-29-373-4657 - * = 32116937723640 - >
= 2.3%.11-17-29-4657 - 15991 - * = 21807969217254 - 1*

= 33.11-13-29-4657 - 46489 - * = 24241207098537 - 1

= 22.32.5.7-117-29-761 - 4657 - * = 15669127269180 - 1.

u N o & Y2 N O W
|

n(n+1)

Drugi, i posljednji, od dodatnih uvjeta kaZze da je Z + § broj oblika =5—, tj. trokutni
broj. Primjetimodaje Z+ S = "("T“) ekvivalentno s 8(Z + ) + 1 = (2n + 1)>. Kako je
Z+ S =4149387 - k + 7358060 - k = 11507447 - k slijedi

8(11507447 - k) + 1 = 2n + 1)*
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Uvrstimo li sada nadenu vrijednost za k dobivamo jednadzbu
8(11507447 -3 -11-29-4657 - ) + 1 = 2n + 1)*.

ZapiSimo ovu jednadzbu u obliku
2n+1)*=2-3-7-11-29-353-(2-46571)* = 1

1 nadimo joj cjelobrojna rjeSenja. Uvrstimo sada 2n+ 1 = x12-4657 -t = y, dobivamo
jednadZbu oblika x> —4729494y? = 1 koja je zapravo Pellova jednadzba. Najmanja rjeSenja
dane Pellove jednadzbe su:

109931986732829734979866232821433543901088049
5054948523431503307447781973554040886340

X

y

Zbog velikog fundamentalnog rjeSenja dane Pellove jednadZbe neCemo se upusStati u nje-
zino rjeSavanje.

Ilan Vardiﬂ kaze: “Tesko je povjerovati da je Arhimed mogao rijesiti problem.”. Upravo
zbog tezine racunanja i velikih rjeSenja tesko je povjerovati da je Arhimed mogao rijesiti
problem, a nije niti izgledno da bi znao postoji li njegovo rjesenje.

Arhimedov problem stoke mozemo zakljuciti Vardijevom recenicom: ”Jednostavnost pro-
blema i sloZenost rjeSenja sjajan su izazov, a sam je problem jos jedan prilog tvrdnji da je
Arhimed jedan od najvecih matematicara svih vremena.”.

3.2 Indijski matematicari i Pellova jednadzba

Indijski matematicari znali su rjeSavati linearne diofantske jednadzbe. Aryabhata Iﬂ razvio
je metodu rjeSavanja linearne diofantske jednadzbe

ax—by=c
gdje su a, b, ¢ dani prirodni brojevi, a x, y traZeni cijeli brojevi.

Na razvoj Pellove jednadzbe poseban utjecaj imali su indijski matematiCari BrahmaguptaEG]
i Bhaskara I1[7]
Krenut ¢emo s pregledom Brahmaguptinog doprinosa razvoju Pellove jednadzbe.

8lan Vardi (1957.-), ameri¢ki matematicar

9 Aryabhata I. (476.-550.), indijski matemati¢ar i astronom
10Brahmagupta (598.-670), indijski matematiCar i astronom
""Bhaskara II. (1114.-1185.), indijski matematicar
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628.godine Brahmagupta dolazi do vazne metode kojom se iz jednog poznatog rjeSenja
dane Pellove jednadzbe mogu dobiti i njezina ostala rjeSenja. Indijski matematicari su
Brahmaguptinu metodu nazivali samasa, a mi je danas nazivamo metoda kompozicije.
Kako djeluje Brahmaguptina metoda?

Neka su dane dvije jednadzbe a® — db* = g i p*> — dr?

= 5. Njihovim mnoZenjem slijedi
(@® —db*) - (p* —dr*) = gs
a’p* — da*r* — db*p* + d*b*r* = gs
a’p* + d*b*r* — d(d*r* + b*p*) = gs
(ap + dbr)* — d(ar + bp)* = gs

Uzmimo da vrijedi: ¢ = s = 1, a = p te b = r. Tada dobivamo jednad?bu (a*> + db*)* —
d(2ab)* = 1. Ako je (a, b) rjeSenje jednadzbe a*> — db* = 1 onda je i (a* + db?, 2ab) njezino
rjeSenje jer smo primijenili metodu kompozicije na (a, b) i (a, b). Nadalje, ako primijenimo
metodu kompozicije na (a, b) i (a* +db?, 2ab) takoder ¢emo dobiti cjelobrojno rjeSenje Pel-
love jednadzbe a®> — db® = 1.

Brahmagupta nije koristio metodu kompozicije samo za Pellovu jednadzbu x* — dy* = 1,
veé i za Pellove jednadzbe x> — dy* = k, k = 1, +2, +4.

Koriste¢i prethodno napisana svojstva, ako je (a, b) rjeSenje jednadzbe x> —dy* = k, primje-
nom metode kompozicije na (a, b) i (a, b) dobivamo (a* + db?, 2ab) kao rjesenje jednadzbe
x* — dy?* = k*. Podijelimo li dobivenu jednadzbu (a® + db*)* — d(2ab)* = k* s k*> dobivamo

jednadzbu
@ +dp?\’ (240 _
k k)
gdje su
a* + db? 2ab
X=—— 0 ¥y=— (3.4)

njezina rjesenja.
Na primjer, promatrajmo jednadzbu x*> — dy* = k za k = 2. Ako je (a, b) njezino rjeSenje,
onda iz a® — db* = 2 slijedi db* = a* — 2. 1z (3.4) slijedi

_a2+db2_a2+a2—2_2a2—2
2 2 2
_2ab_
== =

Analogno se rjeSava slucaj kada je k = -2, a ako je k = +4 na malo kompliciraniji nacin se
metodom kompozicije takoder moze doci do rjeSenja.

X —a’-1

y ab. (3.5)
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Kasnije ¢emo ovaj Brahmaguptin rezultat koristiti 1 kod Bhaskare I1.

Sada ¢emo iskazati i dokazati metodu kompozicije te ju primijeniti na konkretnom pri-
mjeru.

Teorem 3.2.1. (Brahmaguptino kompoziciono pravilo)
Ako su (x1,y1) i (x2,y,) rjeSenja Pellove jednadibe x* — dy* = 1, tada je i (x3,y3) =
(x1x2 + dy1y2, X1Y2 + X2y1) takoder rjesenje.

Dokaz. Primijetimo da vrijedi (x; + y; \/;l)(xz + ¥y \/E) = x1X + dyy, + \/E(xlyz + X2)1).
Kako su (x1, 1) i (x2, y2) rjeSenja Pellove jednadzbe x*—dy* = 1, o€ito je 1 = (x]+y2d)(x3+
y3d). Redom dobivamo

1 = (x =y Vd)(x1 + v, Vd)(x, — y, Vd)(xz + y, Vd)
= (1 =y Vd)(x =y, Vd)(x; + y Vd)(x2 + y, V)
= (0xa +dyyr = Vd(xiy: + xoy)) (X122 + dyrys + Vd(xiys + x031))
= (xix + dyl)’2)2 —d(x1y, + Xz}’l)2
= x5 —dy;

pa je i par (x3, y3) rjeSenje Pellove jednadzbe x*> — dy? = 1. O

Primjer 3.2.2. Primjenom Brahmaguptinog kompozicionog pravila iz fundamentalnog
rjesenja (x,y) = (2, 1) pronadimo jos nekoliko rjeSenja Pellove jednadzbe x> — 3y* = 1.

Rjesenje:
Prvo primijenimo kompoziciono pravilo na (xi,y;) = (2,1) i (x,y1) = (2,1) -

(x2.2) = (47 +dy7, 2x1y1) = (4 + 3,4) = (7, 4).
Sada primijenimo kompoziciono pravilo na (xy,y,) = (2, 1) i (x2,y2) = (7,4):
(x3,y3) = (X120 + dy1y2, X1y2 + x2y1) = (14 + 12,8 + 7) = (26, 15).

Kako bismo dobili sljedece rjeSenje primijenimo kompoziciono pravilo na (xy,y;) = (2, 1)
i (x3,y3) = (26, 15):

(x4, y4) = (x1x3 + dy1ys3, x1y3 + x3y1) = (52 + 45,30 + 26) = (97, 56).

Dakle, primjenom kompozicionog pravila iz fundamentalnog rjesenja (x,y) = (2, 1) Pellove
jednadzbe x* — 3y* = 1 dobili smo njezina sljedeca rjesenja (7,4), (26, 15), (97, 56).
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Sljedece vazno otkri¢e u rjeSavanju Pellove jednadZzbe bio je razvoj ciklicke metode.
Cikli¢ku metodu, koju su indijski matematiCari nazivali chakravala, opisao je 1150.godine
Bhaskara II. Ova je metoda algoritam za rjeSavanje jednadzbe x> —dy* = k, gdje su x,y € Z
ik =+1,+2, +4. Bhaskara II. nije dokazao da njegova ciklicka metoda uvijek radi, prvi je
to pokazao Lagrange 1768. godine.

Opisat ¢emo ciklicku metodu i prikazati je na konkretnom primjeru.

Kako bismo dobili rjeSenje jednadzbe x*> — dy* = 1 kreemo od jednadzbe a®> — db* = k,
a,b,k € Z, gdje su (a, b) njezina rjeSenja. Pretpostavimo da je najveci zajednicki djeli-
telj brojeva a 1 b jednak 1, odnosno da su a i b relativno prosti brojevi. Tada suib ik
takoder relativno prosti brojevi. Sada biramo m > 0 tako da za svaki m, (m, 1) zadovoljava
jednadzbu m? — d - 1> = (m* — d). Sada Bhaskara II. primjenjuje Brahmaguptinu metodu
kompozicije na (a, b) i (m, 1) te dobiva jednadzbu

(am + db)* — d(bm + a)* = (m* — d)k.

Dijeljenjem dobivene jednadzbe s k* dobivamo

am+db2_d bm+a2_m2—d
k k ok

Bududi da je izraz unutar kvadrata uvijek pozitivan, moguca je sljedeca supstitucija:

am + db bm+a m?* —d
H a’ H b
|k |k k

— k. (3.6)

Broj m > 0 odabrat cemo tako da zadovoljava sljedeca dva uvjeta:
1. k|bm+a
2. |m? — d| ima minimalnu vrijednost.

Iz prvog uvjeta slijedi: k | am+db i k | m* — d. Takvim izborom broja m Pellova jednadzba
ima cjelobrojna rjesenja.

Ako je # jedna od vrijednosti 1,-1,2,-2,4, —4 tada moZemo koristiti Brahmaguptinu
metodu kompozicije kako bismo pronasli rjeSenje jednadzbe x> — dy* = 1.

Pogledajmo sada primjenu ciklicke metode na konkretnom primjeru.

Primjer 3.2.3. Rijesimo jednadZbu x* — 67y* = 1.

Rjesenje:
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Prvi korak u rjesavanju zadane jednadzbe je pronalazak bilo kojeg para brojeva (a,b)
za koje vrijedi a*> — 67b* = k, za bilo koji k € Z do kojeg dodemo odabirom brojeva a i
b. Ako uzmemo (a,b) = (8, 1) dobijemo jednadzbu 8> — 67 - 1> = 3. Primijetimo da su
odabrani a i b, odnosno 8 i 1 relativno prosti brojevi kao i brojevi 1 i 3.

Drugi korak je primjena metode kompozicije na (8,1) i (m, 1) iz koje slijedi jednadZba
(8m + 67)> — 67(m + 8)* = (m*> — 67) - =3. Dijeljenjem s (=3)* dobivamo jednadzbu

8m + 67\ m+8\  m?—67
- —67 -

iz koje prema (3.6) slijedi:

8m + 67 m+ 8 m* — 67
3 b

- k. (3.7)

U sljedecem koraku biramo m. Uvjeti koje m mora zadovoljiti su:
1. 3|m+38
2. |m?* — 67| ima minimalnu vrijednost.

Iz prvog uvjeta slijedi da je m oblika 3t + 1, t € Z, odnosno m € {1,4,7,10,...}, a medu
takvim m minimalna vrijednost iz drugog uvjeta postiZe se za m = 7. Dobiveni m uvrstimo
u odakle dobijemo a; = 41, by = 5, k; = 6.

Sada smo dobili novu jednaZbu a; — 67b7 = ky, odnosno 41> — 67 - 5* = 6.

Vidimo da je novi k = 6, a mi trazimo k = 1 pa nastavljamo postupak.

Sada krecemo od jednadzbe 41> — 67 - 5* = 6.

Primijetimo, sada su nasi pocetni a i b jednaki 41 i 5, a k = 6 te su 41 i 5 relativno prosti
brojevi kao i 5 i 6.

Primjenom metode kompozicije na (41,5) i (m, 1) dobivamo jedandzbu (41m + 335)* —
67(5m + 41)> = (m* — 67) - 6. Dobivenu jednadzbu dijelimo s 62,

41m + 335\ g7 (3m+ 67 P om-67
6 6 6

iz koje zatim prema slijedi:
41m + 335 Sm+41 b m? — 67

—d

6 ’ 6 ’ 6

TraZimo m > 0 tako da:

— k. (3.8)
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1. 6|5m+41
2. |m?* — 67| ima minimalnu vrijednost.

Iz prvog uvjeta slijedi da je m oblika 6t + 5, t € Z, odnosno m € {5,11,17,...}, a medu
takvim m minimalna vrijednost iz drugog uvjeta postize se za m = 5. Dobiveni m uvrstimo
u (3.8) odakle dobijemo a; = 90, by = 11, ky = 7.

Dobili smo novu jednazbu ag - 67b§ = ky, odnosno 90* — 67 - 11% = =7. Vidimo da je novi

k = =7, a mi traZimo k = 1 pa nastavljamo postupak.

Kreéemo od jednadzbe 90> — 67 - 11> = 7. Primijetimo, sada su nasi pocetni a i b
jednaki90i 11, k = =7, 90 i 11 su relativno prosti brojevi kao i 11 i —7.
Primjenom metode kompozicije na (90,11) i (m, 1) dobivamo jedandZbu (90m + 737)* —
67(11m + 90)> = (m* — 67) - =7. Dobivenu jednadzbu dijelimo s k = -7,

(9om-+737)2__67(11m+90)2 m? — 67

=7 =7 -7
iz koje zatim prema slijedi:
90m + 737 11m+90 267
———sa —— b ok (3.9)

TraZimo m > 0 tako da:
1. 7| 11m+90
2. |m?* — 67| ima minimalnu vrijednost.

Iz prvog uvjeta slijedi da je m oblika 7t + 2, t € 7Z, odnosno m € {2,9,16,...}, a medu
takvim m minimalna vrijednost iz drugog uvjeta postiZe se za m = 9. Dobiveni m uvrstimo
u (3.9) odakle dobijemo a; = 221, by = 27, ks = —2.
Sada smo dobili novu jednazZbu a% - 67b§ = ks, odnosno 221> — 67 - 27> = 2.
Kako je novi k = -2, a mi traZimo k = 1 moZemo nastaviti dosadasnji postupak. Ako
nastavimo postupak, do rjesenja cemo doci nakon sto ga ponovimo jos Cetiri puta.
No primijetimo, kako je dobiveni k = —2 moZemo nastaviti i sa Brahmaguptinim kompozi-
cionim pravilom.
Primijenimo metodu kompozicije na (221,27) i (221, 27) odakle analogno postupku iz
slijedi
2212 +67-27* 2-221-27
(&w=( > ; >

Uvrstimo li dobivene x i y u pocetnu zadanu jednazbu x* — 67y> = 1 vidimo da je zadovo-
ljavaju.
Dakle, x = 48842 i y = 5967 traZeno je rjeSenje polazne jednadine x> — 67y* = 1.

) = (48842, 5967).
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3.3 Fermat i Pellova jednadzba

Europski interes za proucavanje Pellove jednadZzbe javlja se u 17. stoljecu. Vjeruje se da
je Fermat[lzl proucavajuci Bachetove jednadibeEl posebno jednadzbu x*> + 2 = y3, poteo
proucavati Pellovu jednadZbu x*> — dy* = 1 te je doSao do tvrdnje, bez dokaza, da za
prirodan broj d koji nije potpun kvadrat jednadzba x*> — dy* = 1 ima beskonaéno mnogo
cjelobrojnih rjeSenja. Ovu Fermatovu tvrdnju dokazao je Lagrange 1770.godine. Fermata
je posebno intrigiralo to Sto fundamentalno rjeSenje Pellove jednadZzbe moZze biti izuzetno
veliko. Stoga je 1657.godine poslao pisma Bessyju Ef], Wallisu E]i Brounckeru mu kojima
ih izaziva da pronadu fundamentalno rjeSenje za konkretne vrijednosti broja d, tj. d =
109, 149, 433.

Broucknerova metoda rjeSavanja Pellove jednadzbe bila je slicna danas$njoj metodi veriZnih
razlomaka, koju je kasnije usavrsio Lagrange.

Promotrimo sada Broucknerovu metodu.

NekasuP,Q,R€Z, Q # 0, P> — QR = D > 01 D nije potpun kvadrat. Stavimo

F(X,Y) = OX* - 2PXY + RY? (3.10)

te neka p i p’ oznacavaju nultocke od F(x, 1). Kako D nije potpun kvadrat, znamo da vrijedi
p, P’ ¢ Q. Brouncher je koristio sljedeci rezultat, ali bez dokaza.

Propozicija 3.3.1. Pretpostavimodajep > 1ip’ <0. Akoje F(X,Y) =1, gdjesuX,Y € Z
iX>Y>1 ondalp] <% <|pl+L

Uvodenjem supstitucije X = ¢Y + Z u (3.10) dobivamo
F'(Y,Z)=QY*-2PYZ+RZ,
gdjeje Q' =q¢*Q-2qP+R, P =P-qQ,R = Qi

P?-QR =D (3.11)

Pretpostavimo sada da su x, y rjeSenja jednadzbe x> — dy> = 1 te stavimo Qy = 1, Py = 0,
Ry = =D, Xy = x1 X; = y. Na temelju prethodnog raCuna imamo Fy(Xy, X;) = QOX(% -
2PoXoX, + RoX? = 1ip = VD, p' = —VD sunule od Fy = (z, 1). Stavimo li gy = |po] i
uvedemo supstituciju Xy = goX; + X, u Fp(Xo, X;) dobivamo F(X;,X5) =1 (0 < X; < X)).
Ovdje vrijedi 0, = qng - 2q0P0 + Ry, Py = Py — qOQo, R, = 0y. Nadalje, stavimo

12pijerre de Fermat (1601.-1665.), francuski pravnik i matematicar
3Bachetove jednadzbe su jednadzbe oblika x> + k = y3.
4Frenicle de Bessy (1604.-1674.), francuski matemati¢ar-amater
15John Wallis (1616.-1703.), engleski matemati¢ar

16William Brouncker (1620.-1684.), irski matemati¢ar
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o1 = po+qo, q1 = lp1lte X1 = ¢1 X0 + X5 (0 < X5 < X,) te kreCemo u raCunanje F,(x,, X3) 1
nastavljamo opisani postupak.

Dakle, ako je Fi(X;, Xi+1) = 1 (0 < X4 < X;), stavljamo
1

= (3.12)
Pi-1 —q4i-1

Pi
qi = lpil 1
Xi = qiXiy1 + Xito (3.13)

u F; kako bismo dobili Fiu1(Xir1,Xi2) = 1 gdie je Ot = 222, Py = P, - q,0,
R;.1 = Q; prema (3.T1). '

Kako je niz X; strogo padaju¢ niz pozitivnih cijelih brojeva, gore opisani algoritam za-
ustavljamo kada je X; = 1, X;,; = 0, za neki j > 0. Kada su nam poznate vrijednosti
q0.41-42, - - - qj-1, vracamo se unazad koriste¢i (3.13)) kako bismo pronasli x, y, odnosno
traZena rjeSenja jednadzbe x> — dy* = 1.

Pogledajmo sada primjenu ovog algoritma na konkretnom primjeru.

Primjer 3.3.2. Rijesimo jednadzbu x* — 22y* = 1.

Rjesenje:
Primijenjuci opisani algoritam slijedi:

Fo(Xo, X)) = X2-22X2, g =| V22| =4

Fi(X,,X,) = -6X;+8XX>+X;, g1 = % =1
Fy(X2,X3) = 3X; —4X,X; — 6X3, ¢ = 2+3_\/ﬁ =2
F3(X3,X,) = -2X;+8X3X, +3X3, g3 = % =4
Fi(X4,Xs) = 3X; —8XyXs — 2X2, qs = % =2
F5(X5,Xs) = —6Xz+4Xs5Xs +3X, gs = % =1

Fs(Xe, X7) = Xz —8XcX; —6X5.
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Primijetimo da je Fs(Xs, X7) = 1 za X¢ = 1 i X7 = 0. Sada primijenjuci (3.13) dobivamo:

Xs =
X, = 3
X; = 13
X, = 29
X, = 42
Xy = 197

iz Cega slijedi da je rjeSenje traZene jednadzbe x* — 22y* = 1 jednako x = 197, y = 42.

Brouncker je ovom metodom nasao rjeSenja nekoliko tezih Pellovih jednadzbi, ukljucujuci

i jednadzbu x* — 433y? = 1 koju je zadao Fermat u svojem pismu. Fermat je izabrao
odredene vrijednosti za d zato Sto odgovarajuce Pellove jednadZbe imaju velike vrijednosti
za x i y. Na primjer, kod Brounckerove jednadzbe x*> — 433y*> = 1 vrijednost broja y je
devetnaesteroznamenkasti broj. Brouncker, kao niti Wallis ni Bessy, nije dokazao da se
Pellova jednadZba moZe uvijek rijesiti (netrivijalno) za bilo koju pozitivnu nekvadratnu
vrijednost broja d. Fermat je tvrdio kako ima dokaz za tu tvrdnju, ali nikada ga nije poka-
zao ili objavio.

Brounckerovu metodu modificirao je i prosirio Euler. Euler je iz (3.12) shvatio kako bi
se koriStenjem veriZnih razlomaka mogla razviti efikasnija metoda rjeSavanja Pellovih jed-
nadzbi. Jedini Eulerov propust bio je $to nije dokazao da metoda koriStenja veriznih raz-
lomaka daje rjesSenje za bilo koji d koji nije potpuni kvadrat. Kao Sto je ve¢ spomenuto, za
taj dokaz zasluzan je Lagrange.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu glavnu ulogu imao je poseban oblik nelinearnih diofantskih jed-
nadzbi, odnosno Pellova jednadZzba.

Cilj rada bio je definirati Pellovu jednadzbu, navesti teoreme, nuzne i dovoljne, za egzisten-
ciju 1 strukturu njezina rjeSenja, vidjeti vezu izmedu rjeSenja Pellove jednadZbe 1 veriZznih
razlomaka te dati uvid u njezin povijesni razvoj.



Summary

In this thesis, the main role had special form of nonlinear diophantine equation, Pell’s
equation.

The aim of the study was to define Pell’s equation, state theorems, necessary and sufficient,
for the existence and structure of its solution, see the connection between the solution of
Pell’s equation and continued fractions and give an insight into its historical development.
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