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Uvod

Centralni pojam ovog rada je pojam rotacijskog skupa. Zacetci ovog pojma leZe u jednos-
tavnijem pojmu rotacijskog broja, kojeg u [6] uvodi Poincaré, 1885. godine, autor niza
temeljnih pojmova teorije dinamickih sustava. Radi se o pojmu koji opisuje gibanje tocaka
pod iteracijama nekog homeomorfizma kruZnice, odnosno njegovog podizanja, prirodno
pridruzenog preslikavanja na R promatranom homeomorfizmu. Intuitivno, rotacijski broj
predstavlja “prosjecni pomak” tocke prilikom jedne iteracije naSeg homeomorfizma. Ge-
neralizaciju na neprekidna preslikavanja stupnja 1 na kruZznici proveli su Newhouse, Palis
1 Takens u [4], 1979. godine. U tom slucaju dolazimo do rotacijskog intervala. Oba kon-
cepta pokazala su se korisnima pa se prirodno nametnula potreba za proSirenjem pojma
na viSe-dimenzionalne slucajeve. Nakon definicije i upoznavanja svojstava rotacijskih
skupova neprekidnih preslikavanja na m-dimenzionalnom torusu, fokusiramo se na pod-
slu¢aj homeomorfizama na dvodimenzionalnom torusu. Ondje najprije proSirujemo pojam
rotacijskog skupa preslikavanja do pojma rotacijskog skupa preslikavanja na podskupu
torusa, a zatim se posvecujemo pronalaZenju rotacijskih skupova sa nekim zanimljivim
svojstvima. U tu svrhu, orijentiramo se na posebnu klasu podskupova torusa, takozvane
minimalne skupove. Vaznu ulogu u pronalazenju traZenih rotacijskih skupova odigrava
simboli¢ka dinamika, odnosno prebacivanje komplektnog razmatranja preslikavanja dina-
mike na torusu u jezik nizova simbola.

Rad je strukturiran u tri poglavlja. U prvom poglavlju obradujemo jednodimenzionalni
slu¢aj. Preciznije, uvodimo pojam homeomorfizma na kruZnici te njegovog podizanja,
obradujuc¢i uglavnom [7]. Nakon razmatranja nekih osnovnih svojstava tih preslikava-
nja, definiramo pojam rotacijskog broja i razmatramo neka njegova svojstva. Pritom pri-
mijecujemo razlike u dinamici, ovisno o tome je li rotacijski broj racionalan ili iracionalan
broj. Racionalni slu¢aj pokazuje se puno jednostavnijim i veéina razmatranja vezana je
uz iracionalni slucaj. Glavni rezultat prvog poglavlja je Denjoyev teorem koji, uz neke
pretpostavke na promatrani homeomorfizam, zakljucuje da je dinamika tog preslikavanja
jednaka dinamici rotacije za iracionalni rotacijski broj promatranog homeomorfizma.

U drugom poglavlju, nudimo nekoliko mogucih proSirenja pojma rotacijskog broja na
pojam rotacijskog skupa u visSedimenzionalnom slucaju te biramo onaj s kojim ¢emo da-
lje raditi. Zatim pokazujemo niz svojstava rotacijskog skupa neprekidnog preslikavanja u
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R™, medu kojima su najvaznija zatvorenost i povezanost. Naposljetku, fokusiramo se na
podslu¢aj homeomorfizama na dvodimenzionalnom torusu, odnosno njihovih podizanja,
gdje pokazujemo da vrijede neSto jaca svojstva, medu kojima je najvaznije konveksnost
rotacijskog skupa.

U tre€em poglavlju ostajemo pri promatranju homeomorfizama na dvodimenzionalnom
torusu 1 proSirujemo pojam rotacijskog skupa podizanja F na rotacijski skup preslikavanja
F na nekom podskupu torusa. Cilj poglavlja je pronalazak zanimljivih rotacijskih skupova;
konkretno pokazujemo da postoji minimalan skup ¢&iji rotacijski skup separira ravninu R?
na dva nepovezana dijela. U tu svrhu koristimo simbolicku dinamiku. Pokazujemo da
se gibanje toCaka pod iteracijama podizanja F moZe simbolicki reprezentirati nizovima
znakova 0, 1,.., N. Stvaranjem adektvatne podloge za poistovjecivanje simbolickih 1 di-
namickih rotacijskih skupova, problem traZenja Zeljenog rotacijskog skupa svodimo na
problem konstrukcije niza znakova s nekim karakteristikama, ¢iju konstrukciju potom i
provodimo.

Ovim putem htio bih se zahvaliti mentorici Sonji Stimac na iznimno zanimljivom pri-
jedlogu teme i cjelokupnoj pomoci u izradi rada. Ovaj rad me potaknuo na daljnje obra-
zovanje u matematici i na tome sam vrlo zahvalan. Takoder, htio bih zahvaliti svojoj os-
novnoskolskoj profesorici Mirjani Ivandi, koja me uvela u matemati¢ka natjecanja i sa
mnom postigla moje prve vece uspjehe, koji su me naveli na ostanak u svijetu matematike.



Poglavlje 1

Rotacijski brojevi homeomorfizama na
kruznici

1.1 Homeomorfizam, podizanje, rotacijski broj

Definicija 1.1.1. Neka su X, Y toploski prostori te neka je dano preslikavanje f : X —
Y. Preslikavanje f je homeomorfizam ako je f neprekidna bijekcija takva da je i !
neprekidna.

Definicija 1.1.2. Funkciju  : R — R/Z danu s n(x) = x (mod 1) nazivamo kanonska
projekcija.

Definicija 1.1.3. Nekaje T : R/Z — R/Z homeomorfizam. KaZemo da T ¢uva orijentaciju
ako postoji rastu¢i homeomorfizam g : R — R takav da je n o g = T o n. Pritom g
oznacavamo s T i nazivamo podizanje.

Primjer 1.1.4. Za homeomorfizam T zadan s T(x) = (x + @) (mod 1), pri ¢emu je @ € R,
za svaki k € Z, preslikavanje T : R — R dano s T(x) = x+ a +k je podizanje od T. Naime,
vrijedi
aTx)=n(x+a+k)=x+a+k) (modl)=(x+a)(mod]l),
T(m(x)) = n(x)+a (mod 1) = (x + @) (mod 1)

Ovaj primjer pokazuje i da za proizvoljan homeomorfizam, njegovo podizanje nije jedins-
tveno.

Lema 1.1.5.  I. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam. Ako je T : R — R njegovo
podizanje, onda je svako drugo njegovo podizanje T' : R — R oblika T’(x) =
T(x)+k zanekik € Z i za sve x € R.
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2. Za sve x,y € R takve da je |x — y| < k za neki k € N, vrijedi i |T(x) - T(Y)| < k.
Iteriranjem onda slijedi |T"(x) — T"(y)| < k, za sve n € N.

Dokaz. 1. S obziromdasu 7 i 7’ podizanja od T, za svaki x € R vrijedi
(T'(x)) = T(x(x) = n(T"(x))

odnosno T(x) = 7'(x) (mod 1). Stoga, za proizvoljan x € R je T(x) = T'(x) + ky,
pri ¢emu je k, € Z. Pretpostavimo sada da postoje x < y € R takvi da je k, # k,.
Definirajmo ay = x, by = y. Primijetimo da je zbog pocetne pretpostavke, k%y * ki
ili k? # ky. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo k% # k,. Sada definirajmo
ay=ayp=x1b; = @ = ’%y Induktivno ovako definiramo segmente I, := [a,, b,].
Po Cantorovom teoremu, s obzirom da je (I,), padajuéi niz segmenata Cija Sirina
teZi u 0, postoji jedinstvena ¢ € R takva da je ¢ = N,al,. S obzirom da su T i 7"

podizanja, posebno su i neprekidne funkcije pa postoje €; 1 &, takvi da

. . 1
k—d<e =ITx)-T©)< 7

. o 1
x—cl<e&e =2|T'(x)-T'(c) < 7

Uzmemo li € := min{gy, &}, vrijedi

x—cl <& = ke =kl =1T"(x) = T(x) = T"(c) + T(c)|
< 7' (x) = ') + 1T (x) = T(c)|
1
<2-=-=1
2
Medutim, s obzirom da su k, i k. cijeli brojevi te su udaljeni za manje od 1, lako
zakljucujemo da je k, = k. za sve x na g-okolini od ¢. Nadalje, s obzirom da se ¢
nalazi u svakom 1, a njihove Sirine teze u 0, oCito postoji n € N takav da je b, —a, <
&, odakle pak slijedi |a, — c| < e te |b, — c| < &. Dakle, dobivamo k, = k. = k;, Sto
je kontradikcija s definicijom segmenata I, (po definiciji njihovi rubovi a,, b, imaju
razli¢ite pridruZene vrijednosti &, , ks, ). Dakle, poCetna pretpostavka je pogresna,
odnosno k, = k, za sve x,y € R, odakle je T" =T +k,zaneki k € Z.

2. Pretpostavimo suprotno, odnosnodasu x <y € Rtakvidaje|[x—y| =y—-x < ki
IT(x) - T(y)l > k. S obzirom da je T rastuca funkcija, vrijedi i T(y) > T(x). Nadalje,
neka su u, v realni brojevi koji zadovoljavaju 7'(u) = T(v)+1 (za proizvoljan v ovakav
u svakako postoji jer je T surjekcija). Tada je

T(x(w) = (T (W) = #(TW) + 1) = 7(T(v)) = T(x(v)).
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S obzirom da je T injekcija, vrijedi m(u) = m(v), odnosno u i v se razlikuju za neki
cijeli broj. Buduéi da je funkcija 7" rastuéa i vrijedi 7'(u) > T'(v), dobivamo i u > v,
Sto daje u > v + 1. Funkcija 7' je neprekidna pa je slika od R = [x,y] segment
S = [T(x), T(y)]. Primijetimo da je T(x)+ieS zasvakiO < i < k. Stoga, posto
je T surjekcija, postoje ug = x, uy, ..., u; takvi da je 7'(;) = T'(x) + i. Po dokazanoj
tvrdnji sada imamo

> +1>...>2u+k-1)=>x+k.

Medutim, po pretpostavci je Sirina segmenta R manja ili jednaka k pa o€ito mora
biti jednaka i pritom je u; = y. Posljedi¢no bi trebalo biti 7(ux) = T(y) no to je
kontradikcija s obzirom da je T'(ux) — T'(x) = ki T'(y) — T'(x) > k.
Induktivno, uvr§tavanjem 7"~ ! (x), 7"~ !(y) umjesto x, y u dobivenu relaciju dobivamo
1|T"(x) = T"(y)| < kzasven € N.

O

Napomena 1.1.6. e Slicno dobivamo i drugu ogradu, odnosno ako su x,y € R takvi
da je |x — y| > k za neki k € N, onda vrijedi i |T(x) — T(y)| > k. Naime, vrijedi

7(T(2)) = T(n(2)) = T(n(z + 1)) = a(T(z + 1))

Sto znaci da se T(2) i T(z + 1) razlikuju za cijeli broj, a buduci da je T rastuca, to
znacida je T(z+ 1) > T(z) + 1. Bez smanjenja opéenitosti, neka je x < y. Tada je

TO)>Tx+k)>Tx+k-D+1>..>Tx) +k

e Posebno, u kombinaciji s drugim dijelom prethodne leme zakljucujemo da za x,y € R
te k € N vrijedi
y-—x=k = T)-T(x)=k

Definicija 1.1.7. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam. Definiramo rotacijski broj od

T kao N
T"(x)

o(T) = lim sup (mod 1).

n—+oo

Napomena 1.1.8. e o(T) je neovisan o izboru x € R. Naime, za sve x,y € R postoji
k € Z* takav da je |x — y| < k. Po lemi je tada IT”(x) - T"(y)l <kzasveneN

pa je
T"(x) - 1" k
lim sup I = "0l <limsup- =0
n—+co n n—+co N
iz ¢ega lako slijedi
" ™
lim sup @) = lim sup O (mod 1).
n—+oo n n—+oo n
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° pA(T) je neovisan i o izboru podizanja. Naime, takoder poAlemi imamo T’(x) =
T(x) + k. Pretpostavimo sada da za neki n € N vrijedi T"(x) = T"(x) + nk. Sada
imamo

T (x) = T"(T™(x)) = T"(T"(x) + nk)

QP T (x)) + nk = TE"(x)) + k + nk

=T (xX)+(m+ Dk

pri Cemu jednakost (%) vrijedi zbog 2. to¢ke napomene Dakle, indukcijom smo
pokazali da je T™(x) = T"(x) + nk za sve n € N pa je

7" " k
lim sup @) (mod 1) = lim sup M (mod 1)
n—oo n n—oo n
: [ (x)
= lim sup + k (mod 1)
Tn
= lim sup @) (mod 1)

n—oo

Primjer 1.1.9. Neka je R, : R/Z — R/Z definiran s R,(x) = (x + p) (mod 1), pri Cemu je
p € [0, 1). Primijetimo da je ﬁp : R = R definirano s x — x + p podizanje od R, pa su sva
podizanja tog preslikavanja dana s ﬁp(x) =x+p+k keZ Slijedi

R,(x)

+
p(R,) = limsup = lim sup P _ p (mod 1).

n—+oo n—+oo

Preslikavanje R, zove se rotacija.
Propozicija 1.1.10. /. Za svakin > 1 vrijedi p(T") = no(T) (mod 1).

2. Ako T ima periodicnu tocku, odnosno ako postoje c € R/Z i n € N takvi da je
T"(c) = ¢, onda je p(T) racionalan.

3. Ako T : R/Z — R/Z nema periodicnih tocaka, onda je p(T) iracionalan.

4. U definiciji rotacijskog broja, umjesto lim sup moZemo pisati lim, odnosno dobro je
definirano

'fvn(x)

n

o(T) = lim (mod 1)
n—+oo
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Dokaz. 1. Primijetimo da vrijede sljedece jednakosti
(1" (x) = a(T (@' (1)) = T((T" (%))
= T(a(T(T"2(x))) = T*(x(T"*(x)))
=..=T"(n(x))

S obzirom da je 7" neprekidna bijekcija kao kompozicija takvih funkcija (induktivan
zakljucak), iz prethodne jednakosti zakljuCujemo da je ta funkcija podizanje od 7".

Nadalje vrijedi
fn m fvnn
p(T") = limsup CDAC) (mod 1) = lim sup CPICY -n (mod 1) = np(T)
m—+00 m m—+oo n

2. Nekasuc e Rin e N takvidaje T7"(c + Z) = ¢ + Z. Tada je n(T"(¢)) = T"(n(c)) =
T"(¢c +Z) = ¢ + Z, odnosno T"(¢) — ¢ = k, za neki k € Z. Bez smanjenja opcenitosti,
neka je k > 0. Po napomeni [1.1.6] zaklju¢ujemo da je 7"+"(c) — T"(c) = k za sve
m € N. Za proizvoljne p, r € N, takve da je r < n — 1 vrijedi

ey = T(17 (e))
= (TP(T"(c)) — TY"(T"(c))) + (TP(T"(c)) — TP 2"(T"(c))) + ...
et (T2 () = T"(T" (D) + (T"(T7(0)) = T"(0)) + T"(c)

= pk+T"(c)
Sada slijedi
[P k+T" k
o(T) = lim sup D imsup 2L K a1 (1.1)
p—co pn +7r p—oo pn +r n

3. Pretpostavimo suprotno, tj neka je p(T) = ;—’ € Q. Po prvom dijelu propozicije

zakljuCujemo da za S := T vrijedi

p<S>=p(Tq>=q~p<T>=q~§:p:0<mod 1)

K tome, kako 7" nema periodi¢nih to¢aka, znamo da ni § nema fiksnih to¢aka. Dakle,
za svaki x € R je

Sa(x)#x+Z = a8(x)#x+Z = S #x

Zbog neprekidnosti od S to zna¢i da je S (x) — x konstantnog predznaka pa bez sma-
njenja opéenitosti pretpostavimo da je S(x) > x za sve x € R. Sada razlikujemo 2
slucaja:
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(a) Pretpostavimo najprije da postoji k € N takav da je $¥(0) > 1. Neka je
k najmanji takav prirodan broj. Primijetimo da moZemo odabrati podizanje $ takvo
da je $(0) € [0, 1). Stoga, jasno je da je k > 2 te da je S* € [1,2). To naime slijedi
jednostavnom primjenom leme S obzirom da su 0,5%'(0) € [0, 1) ogito je
IS1(0) — 0] < 1 pajei]S*0) —S(0) < 1. Veé smo rekli da je $(0) € (0,1), a
buduéi da je S rastuéa funkcija, zakljuujemo da je $¥(0) € (1,2). Nadalje, neka
je m € N proizvoljan. Primjenom napomene redom na parove (0, $%(0)),
($%(0), S2£(0)).....,(S =2X(0), S Dk(0)) dobivamo da je [S*(0) — SED50)] > 1 za
svaki i € {1, ..., m}, §to pak povlaci $"%(0) > m. Stoga slijedi

: S"(0) _ . Smk) _ . m 1

lim sup > lim sup > lim sup i

n—s00 n Mm—s00 m m—oo M k

S druge strane, pretpostavimo prvo da postoji n € N takav da je $7(0) < n — 1. Tada
je, ponovno primjenom leme m jasno da je $7"(0) < p(n — 1) za svaki p € N.
Posebno, svaki / € N moZemo jedinstveno zapisati kao [ = pn + r pri cemu je
0 < r < n pa dobivamo

$'0)=8"(S"0) < S"(p(n—-1) < pn—1)+r

pri ¢emu zadnja nejednakost slijedi uzastopnom primjenom leme [I.1.5] na parove
(0,5 (0)), ($(0),8%(0)),....(82(0), $7-'(0)). Primijetimo da tada, analogno kao u
drugom dijelu propozicije, slijedi

T
8
~
S

Medutim, to je kontradikcija s obzirom da ne moze istovremeno biti p(S) = 0 (mod
1)i % < p@S) < ”n;l (mod 1). Dakle, pretpostavka da postoji spomenuti n € N je
pogreSna pa mora biti $"0) € (n - 1,n), s obzirom da veé¢ znamo da je S"0) <
n. Medutim, to u kombinaciji s &injenicom da je $”(0) — $”-'(0) < 1, daje nam
zakljucak da je niz (§"(0)), padaju¢ u R/Z. Jasno je i da je taj niz odozdo strogo
ograni¢en nulom, jer znamo da S nema periodi¢nih toaka pa ne smije postojati
iteracija od S koja O preslikava u 0. Dakle, niz je i konvergentan prema nekom limesu
L, a neprekidnost funkcije S daje nam S(L) = L. No, to je dakako kontradikcija s

¢injenicom da S nema periodi¢nih, pa ni fiksnih tocaka.

(b) Ako pak ne postoji k kao u prethodnom slucaju, zaklju¢ujemo da je $¥(0) <
1 za sve k € N. No, tada je ($”(0)), rastué, odozgo ogranien niz pa konvergira
prema nekom limesu z. Zbog neprekidnosti funkcije S slijedi S (z) = z §to znaci da
je z fiksna to¢ka preslikava S, a onda i z + Z fiksna to¢ka preslikavanja S §to nas
ponovo dovodi u kontradikciju. Zakljucujemo da je nemoguce da je rotacijski broj
od T racionalan, odnosno da je p(T) iracionalan.
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4. Ako T ima periodi¢nu tocku, onda imamo tocku x € R takvu da je T"(x) — x = k.
KoriStenjem zapisa kao u lb buduéi da T2 — 0 kada p — o, lako slijedi da je

T
T ko k

o(T) = lim sup @) = im 25 =%
pooo PN+T  poopn+r N

Pretpostavimo sada da 7' nema periodi¢nih to€aka. Po uzoru na 3. dio propozicije,
zakljuCujemo da za svaki n > 1, postoji k, € Z takav da je T(x) = x € (ky, k, + 1), za
sve x € R. Posebno |f’”(0) — k,| < 1 Sto povlaci

0) k,

< ! (1.2)

n

n n

Radi preglednosti, uvedimo oznaku x; = 7(0), za k € N. Tada za svaki m > 1
imamo

Tnm(()) — (Tnm(o) _ Tn(m—l)(o)) + (Tn(m—l)(o) _ Tn(m—Z)(O)) + ..
. + (T?(0) = T™(0)) + T"(0)
= (Tn(xm—l) - xm—l) + (Tn(xm—Z) - -xm—Z) + (Tn(xl) - -xl) + (TH(O) - O)

S obzirom da je Tm(x) = x € (ky, k, + 1) za svaki x € R, dobivamo da je
T7(0) € (mk,, m(k, + 1)). Posebno je |T""(0) — mk,| < m iz &ega slijedi

Trm k 1
©) - Il < - (1.3)
nm n n
Sada slijedi
7m©0) T™0) © Tm0)  ky| |ka T™(0) .\ Ty k| |k, T7(0)
m n Tl m m m mn mn n n n

(1.D+(12) 1 1 1 1 2 2
< —+—+—-—+—-—=—+-,
m m n n m n

pri emu (x) vrijedi zbog nejednakosti trokuta. Pokazali smo da je niz (TT(O))
neN

Cauchyjev pa je, zbog potpunosti od R, on 1 konvergentan. Stoga je dobro definirano

7" (x)

n

o(T) = lim (mod 1).
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Definicija 1.1.11. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam. Uvodimo oznake za sljedeca
2 skupa:
Q:={np(TMYy+m:nmezZ} i A:= (T"0) +m : n,m € Z}.

Lema 1.1.12. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam takav da je p(T) iracionalan.
1. Neka suny,ny,m;,m, € Zte x,y € R. Tada vrijedi

Tx) +m <TmX) +my = T"QG)+m < T™() + m,.
2. Ako je T podizanje takvo da je T(0) > 0, bijekcija np(T) +m +— T"(0) + m izmedu Q
i A ¢uva prirodni uredaj.

Dokaz. Slucaj kada je n; = n, je trivijalan pa bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da
je ny > np.

1. Pretpostavimo da su x,y € R takvi da je Tmx) +my < T(x) + my i T"'(y) +
my > T™ (v) + my. Tada zbog neprekidnosti funkcije ¢ — T () + my — T™(t) — my
1 Bolzano-Weierstrassovog teorema zaklju¢ujemo da postoji z € [x,y] takav da je
T™(2) + my = T™(z) + m,. Stoga postoji k € Z takav da je

() =T"@) +k = a(I"(@) =n(I™@) = T"(n(2) = T"(n(2))
= T"™z+2)=z+7Z.

No, tada je z+Z periodi¢na tocka preslikavanja T pa po propoziciji[[.1.10|p(7") mora
biti racionalan Sto je kontradikcija.

2. Pretpostavimo da je 7™ (0) + m; < T™(0) + m, i pokaZimo da je tada nip + m; <
nop + my. Pretpostavku moZemo zapisati i kao 717"2(7(0)) + m; < T™(0) + m,.
Koristenjem prvog dijela leme uz x = 72(0) i y = 0 dobivamo

T"7"2(0) +my < T°(0) +my odnosno  7"'7"2(0) < my —m.

Ponovnom primjenom prvog dijela propozicije, ovaj put za x = T "2(0)iy = 0
dobivamo

T2m=2)(Q) — T 72(0) = T (T 7"(0)) = T"7(0) < my — my.
Stoga je

T2m=2)(Q) = T2 =2(0) — T"7"(0) + T 7(0) — 0 < 2(my — my).
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Indukcijom se sada lako pokaze TN =) < N(m, — m;). Sada je

TN(”H_"Z) 0
o(T) = (}i_)rg )(mod 1= (l\l/ijrgo N(T—n(z))) (mod 1)
SN (n—ns) _
< lim () < N(@my —my)
N—oeo N(np—ny) — N-o= N(np —np)
my —mg

7"(0)

n—-ny

Gornja nejednakost je zapravo stroga s obzirom da je p(T) iracionalan. Sada pak
lako slijedi n1p + m; < nyp + m;, Sto je 1 trebalo pokazati.

O

Korolar 1.1.13. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam s iracionalnim rotacijskim
brojem p. Tada za svaki x € R/Z, orbite od x pod T i pod rotacijom R, imaju isti uredaj.

Dokaz. Po lemi [[.1.12(ii) vrijedi
T +my <T™0)+my = nip +m; < npp + m,. (1.4)

Medutim, s obzirom da je s x — x + p zadano podizanje od R, uvrStavanjem m; = n, = 0
dobivamo

T(0)<m = RN0) < my.

Neka je n € Z proizvoljan i neka je m € Z takav da je 7"(0) € [m,m + 1). O¢ito je tada
ﬁZ(O) < m + 1. Nadalje, koriStenjem relacije li zZan, =n,m =m,m =n =0
dobivamo

m<T"0) = m<RN0)

pa je onda i IAQz(O) € [m,m + 1). Naime, ukljucivanje lijevog ruba je u redu s obzirom da,
zbog iracionalnosti broja p, ﬁZ(O) nije cijeli broj ni za koji n € N. Sada, pretpostavimo da
je T"(0) < T™(0). Tada vrijedi

a(F™(0)) = T (x(0)) < T™(x(0)) = n(T"(0)).
Iz tog razloga postoje k, m € Z takvi da je 7" (0), 7(0) + k € [m,m + 1) te vrijedi 7" (0) >

7™(0)+k. Po prethodnim tvrdnjama zaklju¢ujemo R} (0) < Ri2(0)+k te R (0), R (0)+k €
[m,m + 1), odakle pak slijedi R;'(0) < R;*(0) Sto je i trebalo pokazati. O
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1.2 Denjoyev teorem

Definicija 1.2.1. Na topoloskom prostoru X, homeomorfizam f : X — X je minimalan
ako X ne sadrZi niti jedan pravi (# X, # 0) zatvoren f-invarijantan podskup.

Definicija 1.2.2. Funkcije f : X — X i g : Y — Y na topoloskim prostorima X,Y su
topoloski konjugirane ako postoji homeomorfizam h : X — Y takav da je hof = goh. Tada
Jje f topoloski konjugat od g i obratno, a homeomorfizam h se zove topoloska konjugacija.

Podsjetimo, za homeomorfizam T : R/Z — R/Z, skup {no(T) + m : n,m € Z}
oznacavamo s €.

Lema 1.2.3. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam s iracionalnim rotacijskim brojem
p. Tada je Q gust u R.

Dokaz. Pokazimo da np (mod 1) moZe biti proizvoljno malen. Kada bismo to pokazali,
vrijedilo bi da svaki x € R moZemo aproksimirati proizvoljno dobro brojevima oblika np +
m pri ¢emu su n,m € Z, odnosno mogli bismo stvoriti niz elemenata iz Q koji konvergira
prema x pa bi zaista vrijedilo da je taj skup gust u R.

Pretpostavimo sada suprotno, tj da je € := inf{np (mod 1) : n € Z} > 0. Jasno je da je
RS % jer iz np > % slijedi —np < %, buduci da je np + (—np) = 0. Iz svojstva infimuma,
jasno je da postoje 0 < a < €1 m € Z takvi da je mp = a + € (mod 1). Promotrimo
nakratko a + € kao element skupa R, a ne kao element skupa R/Z. Neka je k € N takav da

jek(a+e)<1li(k+1)a+¢e)>1. Vratimo se sada na R/Z. Tada je ili
a+e
—kmp =1 —kmp < - < &(mod 1)

ili
k+1mp = (k + Dymp—1 < % < &(mod 1).

U svakom slu€aju, nasli smo n € Z takav da je np (mod 1) < & Sto je kontradikcija s
pretpostavkom. Dakle np (mod 1) zaista moZe biti proizvoljno malen i po prethodnoj
argumentaciji je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 1.2.4. Neka je T : R/Z — R/Z minimalan homeomorfizam koji c¢uva ori-
Jjentaciju, s iracionalnim rotacijskim brojem p. Tada je T topoloski konjugiran rotaciji
R, :R/Z — R/Z.

Dokaz. Primijetimo da je skup S = {77(0) : n € Z} T-invarijantan. Budu¢i da je T
minimalan, S ne smije biti pravi podskup od R/Z pa je S gust u R/Z. S obzirom da je
T7(0) = #(T"(0)), slijedi da je A = {T"(0) + m : n,m € Z} gust u R. Po lemi [.1.12]ii)
znamo da preslikavanje ¢ : A — Q dano s ¢(7"(0) + m) = np + m Euva uredaj. S obzirom



1.2. DENJOYEV TEOREM 13

na gustocu ovih skupova u R, ¢ moZzemo po neprekidnosti proSiriti do homeomorfizma.
Naime, za svaku tocku x € R\A znamo da postoji rastuci niz (x,), u A koji konvergira
prema x i definiramo ¢(x) = lim,_,, ¢(x,). Ovaj limes zaista postoji jer je (¢(x,)), rastuéi
niz (jer ¢ Cuva uredaj) koji je odozgo ograni¢en nekim ¢(y) pri Cemu jey € Aiy >
x. Nadalje, ova funkcija je dobro definirana jer uzimanjem 2 razlicita rastu¢a niza koji
konvergiraju prema x nikako ne moZemo dobiti razlicite limese Sto lako slijedi iz Cinjenice
da ¢ Cuva uredaj (izmedu ta 2 limesa bi postojao neki element jednog od nizova i tu bi
doslo do kontradikcije). Dakle, ¢ je neprekidna funkcija na R. Nadalje, injektivnost od ¢
je jednostavna posljedica monotonosti. Pokazimo jos surjektivnost. Neka je sada y € R\Q,
s obzirom da je za elemente iz € jasno da postoji element iz A koji se u njih preslikava.
Zbog gustoce Q u R, postoji rastuéi niz (y,), u Q koji konvergira prema y, a postoje i x, u
A takvi da je ¢(x,) = y,. Buduéi da ¢ Cuva uredaj izmedu A i1 Q, (x,), je takoder rastuéi
niz. On je i ograni¢en odozgo, npr. s nekim z € A takvim da je ¢(z) = w za neki w € Q
takav da je w > y. Dakle, (x,), je konvergentan niz i neka je x njegov limes. Po definiciji
proSirenja funkcije ¢ na R je jasno da je ¢(x) = y. Sada znamo da je ¢ neprekidna bijekcija,
a neprekidnost inverza takoder jednostavno slijedi, pa je ¢ : R — R homeomorfizam. Za
sven,meZje I(T™(0) + m) — T”(O)l = |m| pa po napomenivrijedi

TT"O0)+m) =TTA"O)+m = $(TT"O0)+m)=p(T"0)+m)=mn+1p+m
K tome, primijetimo da vrijedi i
R,(#(T™(0) + m)) = R,(np +m) = (n+ D)p +m

Stoga, zakljuCujemo daje p o T = ﬁp o ¢.
Nadalje, po konstrukciji funkcije ¢ vidimo da je ¢(x + 1) = ¢(x) + 1. Naime, ako je
x = T™(0) + m za neke n,m € Z, onda je

dpx+ 1D =p(T"O)+m+D=np+m+1)=mp+m)+1=¢T"0)+m)+ 1 =¢(x)+ 1

Inace, postoje nizovi cijelih brojeva (n); 1 (my); takvi da je x = limkqm(f""k(O) +my). Tada
je d(x) = limy_,oo(nio + my). Slijedi

px+1)= l}im(nkp +m+1) = %im(nkp +m)+1=¢(x)+1

Dakle, homeomorfizam @ : R/Z — R/Z definiran s ®(x+2Z) = ¢(x)+Z je dobro definiran.
Sada vrijedi

¢0T:I§po¢:>7r0¢0f:7roﬁ’po¢
:>d)o7rof“:Rp07TO¢
=>QoTon=R,0oPon
>®PoT =R,0®
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Dakle, nasli smo homeomorfizam takav da su 7" i R, topoloski konjugirana preslikavanja.
O

Definicija 1.2.5. Za C! funkciju T : R/Z — R/Z moZemo promatrati njezinu derivaciju
T’ : R/Z — R definiranu sa

o T(x+Z)-T(c+Z)
T(e) = im — = S tmod D)

Definicija 1.2.6. Za funkciju f : R/Z — R definiramo varijaciju s
n—1

Var(f) = SuP{Z |f(xi+1) —f(xi)| 0=x<x <..<x, =1}

i=0

KaZemo da funkcija f ima ograni¢enu varijaciju ako je Var(f) konacna.

Teorem 1.2.7 (Denjoy). Neka je T : R/Z — R/Z C'-homeomorfizam koji uva orijenta-

ciju, s iracionalnim rotacijskim brojem p i derivacijom s ograni¢enom varijacijom. Tada
Jje T topoloski konjugirana rotaciji R, : R/Z — R/Z.

Denjoyev teorem glavni je rezultat ove cjeline. On daje dovoljne uvjete da homeomor-
fizam bude konjugat rotacije. Sada navodimo i dokazujemo dvije leme koje ¢e nam pomo¢i
u dokazu tog teorema.

Lema 1.2.8. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam s iracionalnim rotacijskim brojem
p. Pretpostavimo da postoje konstanta C > 0 i niz (g,), u Z takvi da q, — o i da
preslikavanja T : R/Z — R/7Z zadovoljavaju

(7Y (Ol - [(T™") ()] = C.
Tada je T minimalan.

Dokaz. Pretpostavimo da T nije minimalan. Tada postoji pravi zatvoreni 7-invarijantan
podskup od X := R/Z. Posebno, za neki x iz tog podskupa je i T"(x) iz tog podskupa za
sve n € Z. Stoga zapravo postoji neki x € X takav da je

Y = Unez{Tn(X)} + X.

Odaberimo neki maksimalan interval [, C X\Y i pokazimo da sui/l, := T7"(ly) C X\Y
razli¢iti maksimalni intervali (interval / je maksimalan u skupu S ako ne postoji neki in-
terval u skupu S koji sadrzi /). Budu¢i da je Iy maksimalan, vrijedi [y = (a, b), pri ¢emu su
a,b € Y. Iz T-invarijantnosti skupa Y lako se vididaje I, c X\YidasuT"(a), T"(b) e Y
za sve n € Z, odnosno da je svaki interval 7, maksimalan. Nadalje, vrijedi

Inﬁlm¢0 = In:Im
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Naime, pretpostavimo da se intervali ne poklapaju u potpunosti. Tada je neki od rubova jed-
nog intervala sadrZan u unutraSnjosti drugoga. S obzirom da su rubovi iz Y, a unutrasnjosti
iz X\Y, to je nemoguce. Stoga posebno vrijedi i T7"(a) = T "(a) jer zbog monotonosti
od T ne moze biti T"(a) = T™™(b) i T"(b) = T™"(a). Medutim, ukoliko je m # n, dobi-
vamo da je a periodi¢na tocka preslikavanja 7" Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je p(7)
iracionalan. Dakle, intervali /, moraju biti disjunktni.
Zbog disjunktnosti slijedi
PNAES

nez

s obzirom da su svi I, C (0, 1) pa posebno imamo |/,| — 0 kada n — oo. S obzirom da je

I, = f (T~ (x)ldx
1)
slijedi

Ian|+|1—qn|:f(|(T_"”)'(X)|+|(T"”)'(x)|)dx
Iy

dl .
2 fZ(I(T_"")'(X)I (T (o)) dx
Iy
> 2f C3dx = 2C* ||
Iy
Medutim, ovo je kontradikcija s ¢injenicom 7 |[,| < 1 pa T zaista mora biti minimalan.
O

Lema 1.2.9. Neka je T : R/Z — R/Z homeomorfizam s iracionalnim rotacijskim brojem,
x €R/Zix, =T"(x) za sve n € Z. Tada postoji rastuci niz (g,), u N takav da g, — oo i da
su intervali (xo, Xg,), (X1, Xg,41)5 - (Xg,, X2g,) U parovima disjunkini.

Dokaz. Po korolaru [[.1.13] znamo da je poredak u R/Z toc¢aka orbite pod djelovanjem T
jednak poretku toCaka orbite pod djelovanjem R, pa lemu dokazujemo upravo za T = R,,.
Zelimo odabrati niz (g.)» tako da uvijek biramo sljedeci najblizi dolazak niza Rix tocki x.
Formalno, neka je za svaki n € N, g, takav da je IRZ”(x) —x| = inf{lRé(x) —xl:1<j<qu).
Ovakav odabir niza (g,), je mogu¢ buduéi da, kao u dokazu leme [1.2.3] zakljuCujemo da
je skup {RZ(x) : x € N} gustu R/Z.

Za proizvoljan n € N, promotrimo sada interval (x;, x,,+;) za neki 0 < i < g, (slucaj
(X4,+i> Xi) je analogan) te pretpostavimo da postoji x, € (X;, X4,+;) takav da je 0 < r < 2g,,.
Promotrimo sada dva slucaja:

laritmeti¢ko-geometrijska nejednakost
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1. Neka je r < i. Tada vrijedi
X0 = R,"(x,) € R, ((xi, Xg,+1)) = (X(i=r)s Xg,+(i-r))-
Posebno, tada slijedi
|X(i—r) = Xol < |Xg,+(-r) = Xii=r)| = |R/_)(i_r)(-an+(i—r)) - R;(i_r)(x(i—r))l = |x,, — Xol.

Medutim, 0 < i — r < g, pa je gornja tvrdnja kontradiktorna definiciji g,,.

2. Neka je sada r > i. Tada je
Xiy = R(x,) € Ry (X2 Xg,40)) = (X0, Xg,)-
Po definiciji od g, nuZno mora biti r — i > g,,. No tada je
Xr-iy-gn = R, (X(-iy) € R (X0, Xg,)) = (X—g,5 X0)-
Tada, sli¢no kao u prijaSnjem slucaju slijedi
Xirmiran = %ol < [¥-g, = X0l = [RY(x_g,) = RE(x0)] = 10 = g, -

S obzirom da je 0 < (r — i) — g, < gn, opet dolazimo do kontradikcije s definicijom
od g,.

Dakle, pretpostavka o postojanju x, s navedenim svojstvom je pogreSna pa niz (g,), zaista
zadovoljava potrebna svojstva i tvrdnja leme je dokazana. O

Korolar 1.2.10. Niz (gq,), iz prethodne leme, zadovoljava promatrano svojstvo za svaki
xeR/Z.

Dokaz. Dokaz prethodne leme proveden je za rotaciju s parametrom p. Posebno svojstvo
tog preslikavanja je da ¢uva udaljenost. Iz toga lako zaklju¢ujemo da se za neki drugi
pocetni y € R/Z, y # x, pripadni intervali (Yo, yg,), V1, Yg,+1)» s (Vg,» Y24,) mogu dobiti
translacijom intervala (xo, x4, ), (X1, Xg,+1), .., (Xg,, X24,) Za y—x (mod 1), 1 to za svakin € N.
S obzirom da translacija ne mijenja svojstvo disjunktnosti spomenutih intervala, jasno je
kako je (g,), niz s trazenim svojstvom za svaku pocetnu tocku. Ponovnim koriStenjem
korolara[I.1.13] zakljucujemo da to vrijedi i za bilo koji homeomorfizam 7 s iracionalnim
rotacijskim brojem. m|

Navedimo jos i dvije tehnicke napomene koje ¢emo Koristiti u samom dokazu.
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Napomena 1.2.11. 1. PokaZimo indukcijom da je |(T") (y)| = ]_[;’:_01 IT"(T'(y))| za svaki
n € N. Baza n = 1 je ocita; pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N te ju
dokazimo i za n + 1. Vrijedi

(T W] = (T o T"Y ) = [T'(T"6) - (YWl = | [IT @)l
i=0

2. Za svaki k € N vrijedi
1

(T (%) =
(T~ (T*(x))
Naime, to slijedi iz niza jednakosti
1= (id)(x) = (T™ o T"Y (x) = (T (T"(x)) - (T*) ().
Sada smo napokon spremni za dokaz Denjoyevog teorema.

Dokaz. Nekaje x = xo = 0. Iz leme[I.2.9)dobivamo niz (¢,), takav da su intervali (x;, x,,+)
u parovima disjunktni, za svaki n € N te za svaki 0 < i < n. Vidimo da je R/Z poploc¢an
intervalima oblika (x;, x,, ;) izmedu kojih se nalaze intervali oblika (x;, x4,+;) ili (x4,+i, X;)
pricemujei # ji0 < i, j < g,. Nakraju se nalazi interval oblika (x;, 1) ili (x,,4;, 1), za
neki 0 < i < g,. Iz tog razloga, jer uzimamo samo dio tih intervala kojima smo poplocali
R/Z, za proizvoljan n € N mozemo zakljuciti

k=1

Var(log |T'|) = sup{z | 1og [T (xze )l = log ITGe)l| £ 0= xp < ) < .. < 3y = 1}
i=0

4n
> Z |log T’ (xis1)| — log |T/(xi)||
i=0

4n

dn
(g | Z log [T (x)| — Z log |T’(xq,,+i)||
i=0 i=0

B ‘ oz T (T xo)|
125" 1T/ (T xg,40)]
(T (xo)|

O —
STy ()]
1

BITY gl - (T (g )]
= | = 1og [(T"Y (xg,1) - (T™*Y (xg,41)]
= | Log (7Y (xge1) + (T (xg)|-

1.1.23.(a)

1.1.23.(b)
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Pritom (1) vrijedi zbog nejednakosti trokuta.
Medutim, po korolaru[I.2.10] znamo da niz (g,) ima isto svojstvo za svaki pocetni x iz
R/Z pa za proizvoljan x € R/Z vrijedi

Var(log|T’|) > |log [(T%) (T**! (x)) - (T~Y (T**' (x))].
Iz bijektivnosti preslikavanja T9*! i proizvoljnosti od x, zaklju¢ujemo da je
Var(log|T’]) > |log [(T*) (x) - (T~"Y (x)|
za svaki x € R/Z 1 svaki n € N. Oznacimo sada C := Var(log|T’|) > 0. Tada je posebno
—C < log|(T™Y (x) - (T ™) (0)] = e <|[(T"Y )| [(T~") ().

Dakle, nasli smo pozitivhu konstantu i rastuci niz (g,), takve da je gornja nejednakost
zadovoljena za sve n € N te x € R/Z. Stoga, pozivanjem na lemu [1.2.8| zakljuCujemo
da je preslikavanje 7 minimalno. Preostaje samo pozvati se na propoziciju [1.2.4] iz koje
zakljuCujemo da je preslikavanje T toploski konjugat rotacije p.

]

Dosad smo se bavili pojmom rotacijskog broja homeomorfizama na R/Z. Za kraj po-
glavlja, proSirujemo taj pojam na vecu klasu funkcija.

Definicija 1.2.12. Neka je f : R/Z — R/Z neprekidno preslikavanje stupnja 1 te neka je
f : R — R neko njegovo podizanje. Za x € R definiramo rotacijski broj kao

o(f,x) = lim sup %

n—oo

Zatim, definiramo rotacijski skup kao

() = {o(f,x) : x € R}.

Napomena 1.2.13. Primijetimo da sada rotacijski broj definiramo u ovisnosti o odabra-
nom podizanju f i tocki x, s obzirom da nemamo rezultat o neovisnosti o izboru x i f kao
sto smo imali u slucaju kada je f homeomorfizam.

Sljedeci teorem govori o moguéem obliku ovako definiranog rotacijskog skupa.

Teorem 1.2.14. [ Teorem] Neka je f : R/Z — R/Z neprekidno preslikavanje stupnja 1 i
f pripadno podizanje. Onda je p(f) tocka ili ogranicen zatvoren interval.

Zbog prethodnog teorema, ovako definiran rotacijski skup ¢emo dalje nazivati rotacij-
ski interval.



Poglavlje 2

Rotacijski skupovi preslikavanja u
viSedimenzionalnim torusima

2.1 Poopéenje pojma rotacijskog broja
Definicija 2.1.1. m-dimenzionalni torus je prostor T" = R™/Z™.

Definicija 2.1.2. Neka su X, Y topoloski prostorii f,g : X — Y neprekidna preslikavanja.
Za preslikavanja [ i g kaZemo da su homotopna ako postoji neprekidno preslikavanje
H: Xx[0,1] = Y takvo da je

H(x,0)= f(x) i Hx1)=gM).
Preslikavanje H se zove homotopija izmedu f i g.
Definicija 2.1.3. S 7 : R" — T" éemo oznacavati standardnu projekciju.

Definicija 2.1.4. o Klasu svih podizanja svih neprekidnih preslikavanja na T" homo-
topnih identiteti, oznacavati cemo sa G,

o Klasu svih podizanja svih homeomorfizama na T™ homotopnih identiteti, oznacavati
cemo sa .

Napomena 2.1.5. e Elementi klase 6,, su upravo ona neprekidna preslikavanja F
R™ — R™ za koja je F(x + k) = F(x) + k, za sve k € Z".

e Elementi klase 7¢,, su upravo homeomorfizmi iz 6,,.
e Za F € 6,, n e NikeZ" indukcijom po n lako pokazujemo F"(x + k) = F"(x) + k.

e Prostore 6, i 7, promatramo uz topologiju uniformne konvergencije.

19
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Ociti nacin proSirenja pojma rotacijskog broja na viSedimenzionalni sluc¢aj bio bi sljedeci.
Neka je F € %,, preslikavanje te neka je x € R™ proizvoljna. Tada s p(F, x) oznacimo skup
limesa svih konvergentnih podnizova niza

(F”(x) - x)n.

n

Tada bismo definirali to¢kovni rotacijski skup kao

poF) = ) p(F. .

xeRI‘I‘I

Medutim, radi nekih ljepsih svojstava koja ¢emo vidjeti kasnije, definiramo pojam rotacij-
skog skupa malo drugacije. Pokazat ¢emo da je ova definicija takoder prosirenje jednodi-
menzionalnog slucaja.

Definicija 2.1.6. Neka je F € 6,,. Sa p(F) oznacimo skup limesa svih konvergentnih nizova

oblika o -
(M) s xl € R’n’ nl — 00,
n; i=1
Skup p(F) nazivamo rotacijski skup od F.

Napomena 2.1.7. Primijetimo da je p,(F) C p(F). Naime, ako je x; = x za sve i, dobivamo
upravo sve limese iz definicije tockovnog rotacijskog skupa.

Navedimo sada korisnu karakterizaciju ovako definiranog rotacijskog skupa.

Propozicija 2.1.8. Za k € N, neka je
Fk(x) -
K(F) = {% xe R’"}.

Tada vrijedi
p(F) = ([ Ku(F). @.1)

n>1 k>n

Dokaz. Neka je L € p(F). Dakle, za svaki i € N postoje x; € R" te n; € N takvi dan; — oo
za koje vrijedi L = lim;_, % Neka je n € N proizvoljan te neka je iy € N takav
da za svaki i > iy vrijedi n; > n. Uvedimo oznaku a; = F(ﬁ¢ za sve i € N. Tada je
niz (a;);2; podniz pocetnog niza pa je i on kovergentan s limesom L. Nadalje, za svaki

i>ipjea; € K,(F)C U, Ki(F) =: §,. Dakle, (a2, je konvergentan niz u zatvorenom

skupu S, pa je i njegov limes L € §,,. Zbog proizvoljnosti izbora n € N, jasno je da vrijedi
,O(F) - mnzl Uan Kk(F)
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Pokazimo sada i suprotnu inkluziju. Neka je L € (1,51 Ujsn Kk(F) = (V1 S ». Skupovi
S, su zatvoreni pa u svakom od njih postoji konvergentan niz s limesom L. Oznacimo te
nizove s

Fni’m(xi,m) — Xim ©
c S
ni,m i=1

Za svaki m € N, neka je k,, jednak nekom indeksu n;,, za kojeg vrijedi

Uvedemo li 1 oznaku x,, za taj pripadni x;,,, dobivamo niz

Fim (-xi,m) — Xim

1
- L” < —, Rjy > m.
fl,‘,m m

(=),

koji konvergira prema L te vrijedi k,, — oo pa je po definiciji jasno da je L € p(F), odnosno
Mps1 Uien Kk(F) € p(F). Sada su pokazane obje inkluzije pa slijedi jednakost ovih dvaju
skupova. O

Napomena 2.1.9. Skupovi Ki(F) su kompaktni. Naime, zbog F*(x + I) = FX(x) + I, vrijedi
i F¥(x) = x = FK(x + 1) = (x + ), za sve | € Z". Stoga je

K(F) = {% xe R’”} _ {%  x e [0, 1]’"}.

S obzirom da je [0, 11" kompaktan skup, a funkcija x — Fk(%c neprekidna, zakljucujemo
da je Ki(F) kompaktan kao slika kompaktnog skupa po neprekidnoj funkciji.

Pokazimo sada da je ovakva definicija rotacijskog skupa proSirenje pojma rotacijskog
intervala. Za to ¢e nam biti potrebna sljedeca lema.

Lema 2.1.10. Neka je F € 6,. Za racionalan broj é vrijedi é > b ako i samo ako je

FX(x) — x < I, za svaki x € R™. Analogno, vrijedi é < a ako i samo ako je F*(x) — x> I, za
svaki x € R™.

Dokaz. Dokazujemo samo prvu tvrdnju, druga slijedi analogno.
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Neka je F¥(x) — x < I, za sve x € R™. Svaki n € N moZemo zapisati kao n = m,k + r,,
pri ¢emu su m,,, r, € Ny takvi da je 0 < r, < k. Vrijedi

, F'i)-—x _ . (F"(x) = F"*(x)) + (F™*(x) = F" Y% (x) + ... + (F*(x) - x)
lim sup ———— = lim sup
n—oo n—oo n
a . F'(x) — F™*(x) + m,l
< lim sup
n—oo n
F(y) — al
? lim sup( 0=y + m )
Hs00 n myk + r,
F'(y) — al
Slimsup( ) Y )
oo n my,k
Fr(y) — )
= lim sup o=y + —.
n—oo n k

U (1) smo koristili pretpostavku F¥(x) — x < [ za x = F**(x),a = 0, ...,m, — 1, au (2) smo
koristili supstituciju y = F™*(x).

S obziromda je r,, € {0, ..., k—1}, primijetimo da F""(y)—y postiZze samo kona¢no mnogo
razlicitih vrijednosti. S obzirom da da nazivnik n — oo, jasno je da je limes superiror u
posljednjem izrazu jednak 0. Dakle, dobili smo da za svaki x € R” vrijedi

) F'(x)—x 1
lim sup —— < —
n—o0 n k
pa je svaki element rotacijskog intervala manji od %, Sto posebno implicira b < é
Dokazimo sada implikaciju u drugom smjeru, odnosno pretpostavimo da je b < é
Pretpostavimo suprotno tvrdnji, odnosno da postoji x, € R™ takav da je F¥(x) — x > k.
Raspisujemo sli¢no kao u proslom dijelu dokaza, koriste¢i iste oznake:

I F'(xo0) —xo0 .. (F"(x0) = F™*(x0)) + ... + (F*(x0) — xo)
im sup ————— = limsup
n—oo n n—o00 n
Fn(y) — al
> lim sup (F"Q) —y) +m
n—oo n
=1 ((F’”(y) -) myl )
= lim sup +
00 n muk + r,
3 Fri(y) — ul
2 imsup 2 imsup
_!
ok

U (3) smijemo razdvojiti limes superior na zbroj 2, jer za prvi od ta 2 od ranije znamo da
je jednak 0. Za drugi pak vrijedi da je jednak éjer zan — oo vrijedi 1 m,, — oo.
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S obzirom da se promatrani limes superior nalazi u rotacijskom intervalu, dobili smo

dajeb > i, Sto je upravo kontradikcija s pretpostavkom. O

Propozicija 2.1.11. Neka je F € 6, te neka je [a, b] pripadni rotacijski interval, pri emu
je a < b. Tada vrijedi p(F) = [a, b].

Dokaz. Primijetimo da je rotacijski interval sadrZzan u to¢kovnom rotacijskom skupu od F.
Naime, u [a, b] se nalaze limesi superiori svih nizova (%‘)n, x € R. S druge strane, u

m) , medu kojima su
n n

pp(F) se nalaze limesi svih kovergentnih podnizova svih nizova (
dakako i limesi superiori. Dakle, vrijedi [a, b] C p,(F) € p(F).
Pokazimo sada i drugu inkluziju. Znamo da za svaki k € N postoji / € N takav da je
b < 1 <b+ . Premalemi[2.1.10, { > b povlaci F*(x) — x < [ za sve x € R pa vrijedi
F*(x) - )
—(x) ad <->b+

1
X 7z = zasve x € R

Iz definicije skupa K;(F) zaklju¢ujemo da to zapravo znaci da je sup Ky(F) < b+ % Nada-
lje, iz toga slijedi da za svaki k > n vrijedi sup Ky (F) < b + % odakle pak zakljuCujemo

sup || Ki(F) < b+ % (2.2)

k>n

S obzirom da je p(F) = (V,us1 Uisn Ki(F), onda (2.2) vrijedi za svaki n € N §to ujedno
implicira i sup p(F) < b. KoriStenjem analogne tvrdnje leme [2.1.10} sli¢nim razmatranjem
dolazimo do ograde inf p(F') > a. Stoga napokon zakljucujemo p(F) C [a,b], ¢ime je
tvrdnja propozicije dokazana. O

Opca svojstva rotacijskog skupa

Krenimo sa svojstvom koje je jednostavna posljedica pokazane karakterizacije rotacijskog
skupa preslikavanja F.

Propozicija 2.1.12. p(F) je zatvoren.

Dokaz. Po relaciji (2.1)) iz propozicije 2.1.8] vidimo da je p(F) presjek zatvorenih skupova,
pa je zato 1 sam zatvoren. O

Definicija 2.1.13. Za A € R" sa Conv(A) oznacavamo konveksnu ljusku od A, odnosno
najmanji konveksan skup koji sadrzi A. Udaljenost skupa A od tocke x oznacavamo d(x, A).
Za skup A i € > 0 definiramo

BA,e) = {xeR™:d(x,A) <&} i B(A,e) ={xeR":dx,A) < ¢}
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Propozicija 2.1.14. Neka su F € 6,,, p € Z" i q € N. Tada
(al) p(F? = p) = qp(F) - p,

(a2) p(F?—p,x) = qp(F,x) - p,

(a3) pp(F?* = p) = gp,(F) = p.

Posebno, za F € ¢, vrijedi

(b) p(F~") = —p(F).

Dokaz. (al) Neka je v € p(F? — p). Tada postoje nizovi (n;); u N i (x;); u R™ takvi da
n; — ool
F9 — p)i(x)) — x;
iy F =P )~ _

i—o0 n;

Primijetimo da je

(F9 = p)'i(x;) = (F9 = p)" "(Fi(x;) — p)
= (F4 - p)" *(FI(F(x;) — p) — p)
= (F! = p)" (F*(x) = p— p) = ... = F"(x;) = n;p.
Zato je
F"(x;) —nip — x; CFT(x) = X

Vv = lim = q - p7
1m0 n; qn;

odakle je jasno da je % € p(F), odnosno v € gp(F) — p. Time smo pokazali da je
p(F? = p) S gp(F) = p.

Za suprotnu inkluziju, neka je v € p(F). Tada postoje nizovi (n;); u N i (x;); u R™
takvidan; — ocoi

. F"(x) = x;

lim ———— =v

1—00 ni
Sada tvrdimo da postoji M € R takav da za svaki z € R"izasver € {0,...,qg — 1}
vrijedi ||F"(z) — z|| £ M. Naime, za svaki z € R™ postoji jedinstveni s € Z" takav da
jez € [s,s+1). Vrijedi

F(2)—z=F(s+(@z—-85)—z=F(z-s)+s—-z=F(z—-s)—(z—9)
pri ¢emu je z — s € [0, 1]". Dakle, slika cijelog R™ po neprekidnoj funkciji x —

F(x) — x je ista kao slika kompakta [0, 1]™, a ta slika je kompaktna. Stoga, zaista
postoji trazeni M.
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Uvedimo sada oznake r; = n; — kig, uz r; € {0, ...,q — 1} i z; = F%i(x;). Vrijedi

” Fri(x) —x  F%(x) - x; F'(x) —x  F"(x) — x N ‘ FU(x)— X  zi—x
n; gk B n; gk gk gk
Fri(x;) — x; H n; H , 1
=||———|| - ||l = —|| +||F" i) —Zill - —
nf s IF"(z:) — zill s
F'i(x) — x| n . 1
=||[———|| - — +||F" i) —Zill s —.
o s IF"(z:) — zill o
Znamo da |F(ji¢ — ||vl|, jer je funkcija x — ||x|| neprekidna. Nadalje, imamo
ogradu ||[F"i(z;) — zil| £ M, a s obzirom da i, &< kl — 0, zaklju¢ujemo da niz
Fqk;% konvergira prema istom limesu v. Stoga,
_(FD8(x) - x; . (F1=p)i(x) - x
.hm#:qv = lim . =qv—p

¢ime smo dobili da je gv — p € p(F? — p), a samim time i drugu inkluziju.

(a2) Tvrdnja slijedi provodenjem prethodnog dokaza pri cemu koristimo x; = x, za sve
i €N.

(a3) Po (a2) znamo da je p(F? — p, x) = gp(F, x) — p, za sve x € R". Stoga imamo

pp(F = p) = | | ptF? = p,x) = | J@p(F,0 - p) =g | | p(F.0) - p

xeRm™ xeRm XeER™

= qpp(F) = p.
(b) Primijetimo da je, uz oznaku y; = F"(x;),

Frifa) —x _ (F7H"O) - Vi

n; n;

Ako je v € p(F~"), onda postoje nizovi (y;); u R™ i (n;); u N takvi da n; — oo i

e ETOY) -y
v=lim————— =—1i

i—o00 n; i—o0 n;

F"(x;) — x;
m——.

Stoga je —v € p(F), tj v € —p(F), pa je p(F~") € —p(F).
Suprotno, ako je v € p(F) onda postoje nizovi (x;); u R™ i (n;); u N takvi da n; — oo i

F%(x)) — x; F—l ) — v
= fim ) =X ETO) — v

i—o00 n; i—o0 n;

Stoga, v € p(F~!) odakle lako slijedi jednakost p(F~') = —p(F).
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O
Lema 2.1.15. Neka je A C R™ kompaktan skup. Tada je Conv(A) zatvoren skup.

Dokaz. Neka je n € N proizvoljan. Po Caratheodoryjevom teoremu, svaki element kovek-
sne ljuske skupa A € R™ je konveksna kombinacija m + 1 elemenata iz tog skupa. 1z tog
razloga, Conv(A) je slika preslikavanja G : A™*! x A,, — R™ definiranog s

m
G(Clo, cees Ay tO’ XY Z‘m) = Z Z‘iai
i=0

pri cemu je A, = {(t, ..., n) : t; > 0,1, ..., 1, = 1}. OCito je skup A,, kompaktan, a znamo
1 da je A kompaktan pa je domena preslikavanja G kompaktan skup. Takoder, ocito je G
neprekidna funkcija pa ona slika kompaktan skup u kompaktan skup. Dakle, A, to jest slika
funkcije G je kompaktan skup. O

Lema 2.1.16. Ako je F € 6, onda je p(F) C Conv(K,(F)) za svakin € N,

Dokaz. Neka je z € p(F) proizvoljan. Tada postoje nizovi (n;); u N i (x;); u R™ takvi da
n; — oo i
. F'(x) - x;
z=lim —————.
1—00 ni

Za proizvoljan k € N postoji jedinstveni zapis n; = m;k + r;, pri cemu je 0 < r; < k 1 vrijedi

Friga) = x; _ (FOF () = 7R 00) + o+ (FRCF M (00) = F ()

n; n;
Fr"M(x) = xi
n;
3 m_,k Gt t o N F'i(x;) — x;
n; m; n;
pri ¢emu je ¢; = Fk(Fni_jk(x"lz)_Fni_jk(x"), zasve j = 1,...,m;. Primijetimo da je svaki ¢; € Ki(F),

w je konveksna kombinacija elemenata iz K;(F') pa se nalazi u Conv(K;(F)).

Pretpostavimo sada da z ¢ Conv(K(F)). S obzirom da je ConV(Kk(F )) zatvoren skup,
mora biti d(z, Conv(K(F))) = € > 0. Kako je z limes niza (F(;C#)l, postoji i; € N takav
da za svaki i > i vrijedi

H Fri(x;) — x
-

n;

‘ (ml-k Cl+ ..t Cmy F’i(xl-)—xl-)
=llz—1—"- +

n; m; n;

‘ e
< =.
3
Nadalje, s obzirom da je 0 < r; < k za svaki i € N, postoji konstanta M; > 0 takva da je
||[F"(x;) — xi|| < M, za svaki i. Iz tog razloga, imamo i, € N takav da za svaki i > i, vrijedi
"Fri(xi) = X

n;

&

3
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K tome, po lemi znamo da je skup Conv(K;(F)) kompaktan pa postoji konstanta

M, > 0 takva da je w | < M, za svaki i. Stoga, s obzirom da “=% — (, onda
postoji i3 € N takav da za sve i > i3 vrijedi

n;

n; —mik||ci + ... + cp, e
n; m; '
Sada za sve i > max{ij, i», i3}, imamo
” cl+ ...+ ¢y, Fr'i(x;) — x; cr+..+cm  F"(x)—x;
z—-——|| <]z - -
m; n; m; n;
g |ler+..t+cw (mk crt..+c,  F(x)-x;
<-+||l—=-|—" +
3 m; n; m; n;
g n—mik||ci+ ...ty 1,
<zt + —|IF"(x;) — xill
3 n; i n;
e & ¢
<-+-+=-=¢&.
3 3 3

Dakle, nasli smo element skupa Conv(K(F)) koji je od z udaljen za manje od ¢ Sto je kon-
tradikcija s pretpostavkom, odnosno z € Conv(Ky(F')), a samim time i p(F') € Conv(K;(F))
zbog proizvoljnosti izbora elementa z. O

Sada smo spremni dokazati drugo vazno svojstvo rotacijskog skupa preslikavanja F.
Teorem 2.1.17. Za preslikavanje F € 6, rotacijski skup p(F) je povezan.

Dokaz. Po lemi znamo p(F) € Conv(K;(F)). S obzirom da je p(F) zatvoren, a
Conv(K(F)) kompaktan skup, zakljucujemo da je i p(F') kompaktan.

Pretpostavimo sada da p(F’) nije povezan. Tada postoje disjunktni skupovi A, B € p(F)
zatvoreni u p(F), takvi da je p(F) = AU B. A i B su onda takoder kompaktni, kao zatvoreni
podskupovi kompaktnog skupa. Neka je d(A, B) = € > 0. Naime, jasno je da je d(A, B) # 0
jer u suprotnom postoji zajedniC¢ko gomiliSte tih dvaju skupova, a s obzirom da su oni
kompaktni, ono bi se nalazilo u njihovom presjeku, $to je nemoguce jer su A i B disjunktni.
Definirajmo skupove
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Neka je 6 = d(U, V). Nekaje v € Aiw € B. Tada postoje nizovi (n;);, (k;); u N i (x,);, (7)),
takvidan; — oo, k; — oo te

Fi(x;) — x; Fki(yv,) = v,
TN G B RN b/

i—o0 n; Jjooo k]

Kako je K;(F) kompaktan, postoji konstanta M € R takva da je |[|[F(¢) — t]| < M za sve
t € R™. Neka je z € R™ proizvoljan i stavimo ¢ = F"(z). Vrijedi

HF"“(Z)—Z F”(z)—zH_ F()-z t—z‘

n+l n “Nnel T n
F(t)—z_F(t)—ZHJrHF(t)—Z_t—z‘
n+1 n n n

1 1 1
=lF@® - 2l(= = —=) + IF(®) — 1l - =
n n+l n
1 Fn+1(Z)_Z
< Z( —H + M)

n+1
Vrijedi [|F"™*'(2) = zll < IF"'(z) = F*@ll + ... + IF(z) = zll < (n + 1)M pa je
' F''@Q) -z F'(2-z| _2M

n+1 n n
Znamo daje p(F) € UUV te je UUV otvoren pa postoji N € N takav da za sve n > N vrijedi
% € UU YV, za sve z € R™. U suprotnom, postojao bi neki niz (%)i u (U U V),
No, kako je (U U V)€ zatvoren skup, on sadrZi limese svih konvergentnih podskupova svih
nizova unutar (U U V)€, pa tako i promatranog. Medutim, po definiciji skupa p(F), ti se
limesi nalaze i u njemu, a kako su p(F) i (U U V) disjunktni, dolazimo do kontradikcije.
Odaberimo sada i € N sa sljede¢im svojstvima
2M F""(xi) — X

— <98, n; =N, — e U
n; n;

<

Odaberimo joS i j € N takav da je

Frkity) = v
kj

Zbog

Fl(x) —x;  Fx)—x|| 2M 2M _

H (o =% P =l M 2M_ s 4@, )

n+1 n n n;
za sve n > n;, dobivamo daje% € Uzasven > n,. Stogajei% e U.
J

Promotrimo sada segment [x;,y;]. Njega neprekidna funkcija %/"d preslikava u krivulju
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od Fj(x’) Sie Udo ik 0) —2= € V. Medutim, onda postoji ¢ € [x;, y;] takav da je Ll (’) !

F(Z)ZEUUVzasvezeRm'

na toj

kl'lVlllJl anije niu U niu V Sto je kontradikcija s tvrdnjom
zasven > N.

Dakle, pocetna hipoteza je pogresna, to jest p(F) je povezan.

Napomena 2.1.18. Przml]etlmo da je K,(F) c Conv(K;(F)) za svaki n € N. Naime, neka
je n € N proizvoljan i ( "X neki element od K,(F). Vrijedi

F'(x)—x  (F"(x) - FY X))+ (F7N (%) = F'2(0) + ... + (F(x) — x)
n n '

Primijetimo da je F*'(x)—F*(x) = F(F*(x))—F*(x) € K|(F) za svaki 0 < k < n—1. Dakle,
- (x) = smo zapisali kao konveksnu kombinaciju elemenata iz Ki(F) pa zbog proizvoljnosti
odablra tog elementa slijedi tvrdnja.

Iz dokazanoga sada slijedi:
Korolar 2.1.19. [3| Korolar 2.6] Za F € 6, vrijedi Conv(p(F)) = Conv(p,(F)).

Lema 2.1.20. Za svaki F € 6,, i svaki € > 0 postoji ny € N takav da za sve n > nq vrijedi
K,(F) c B(Conv(p(F)), &).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji F € %, i € > 0 te nizovi (n;); u N i
vi € K,,,(F) takvida n; = oo 1v; ¢ B(Conv(p(F)),e). Bez smanjenja opéenitosti moZzemo
pretpostaviti da je (v;); konvergentan niz, jer inace moZemo raditi s njegovim konvergentim
podnizom. Takav postoji s obzirom da po prethodnoj napomeni moZzemo zakljuciti da je
je (v;); zapravo 1 niz u skupu Conv(K;(F)), koji je kompaktan pa svaki niz u njemu ima
konvergentan podniz. Po definiciji, limes niza (v;); mora pripadati skupu p(F). No, skup
R™\ B(Conv(p(F)), €) je zatvoren pa se limes niza (v;); mora nalaziti i u tom skupu. S
obzirom da je p(F) C Conv(p(F)) C B(Conv(p(F)), €), dolazimo do kontradikcije. O

Lema 2.1.21. Neka je F € 6,,. Tada je skup B(Conv(p(F)), €) konveksan za svaki & > 0.

Dokaz. Neka su x,y € B(Conv(p(F)),e) i 4 € (0,1) proizvoljni. OCcito postoje a,b €
Conv(p(F)) takvi da je d(a,x) = € < €1d(b,y) = & < &. Nadalje, dla+ (1 — )b €
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Conv(p(F)) jer je taj skup konveksan. Sada vrijedi

(d(Ax + (1 = Dy, da + (1 = Db)* = Z (Ax; + (1 = Dy; — da; — (1 = Db;)°

i=1

=8 (= al + (1= ) (i = b +24(1 = ) ) (i = a)(vi = by)
i=1

i=1 i=1
(1) 51
< Let+ (1= 078 +24(1 =) ) 5(( = a)* + (i = b))
i=1

=22+ (1 =D’ + A1 - ) +&3)
< P&+ (1 - D)2 +22(1 — )&
=(A+(1 -y =¢.

U gornjem raspisu smo u (1) koristili aritmeticko-geometrijsku nejednakost. Dakle, Ax +
(1 = Ay je iz B(Conv(p(F)), ) pa je taj skup zaista konveksan. O

Propozicija 2.1.22. Ako je F € 6,,, onda je Conv(p(F)) = (), Conv(K,(F)).

Dokaz. Inkluzija Conv(p(F)) € (,»; Conv(K,(F)) lako slijedi iz leme 2.1.16] Naime, iz
nje vidimo da skup (),=; Conv(K,(F)) sadrZi p(F), a ocito je i kako je taj skup konveksan
kao presjek konveksnih skupova. Sada tvrdnja slijedi jer je Conv(o(F)) po definiciji upravo
najmanji konveksan skup koji sadrzi p(F).

S druge strane, po lemi [2.1.20] za svaki € > 0 postoji dovoljno velik n € N takav da
je Conv(K,(F)) € B(Conv(p(F)), ). To vrijedi jer je, po prethodnoj lemi, skup na desnoj
strani konveksan skup koji sadrzi K, (F), a skup na lijevoj strani je upravo najmanji takav.
Stoga je jasno (),s; Conv(K,(F)) € B(Conv(p(F)),e). S obzirom da to vrijedi za svaki
g > 0, slijedi i preostala inkluzija, a time i kompletna tvrdnja. O

Napomena 2.1.23. Metrika na 6,, s kojom radimo (u sljedecem teoremu) je funkcija d :
Gm X G — Rdana s d(f, g) = sup,pnm |l f(x) — g(x)|l.

Teorem 2.1.24. Funkcija Conv(p(-)) : €, = PR™) je odozgo semineprekidna, odnosno
za svaki F € 6,, i za svaki € > 0 postoji okolina V od F u 6,, takva da za svaku G € V
vrijedi

Conv(p(G)) € B(Conv(p(F)), ).

Dokaz. Zaproizvoljne F € 6,,1& > 0 po lemi[2.1.20/postoji n € N takav da je Conv(K,(F)) C
B(Conv(p(F)), £). Takoder, postoji okolina V od F u %,, takva da za sve G € V vrijedi

Conv(K,(G)) € B(Conv(K,(F)), §)~ (2.3)
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Tu ¢emo tvrdnju pokazati na kraju dokaza. Odavde je sad jasno
Conv(K,(G)) € B(Conv(p(F)), €).

Nadalje, po lemi[2.1.16]vidimo da je p(G) € Conv(K,(G)), pa s obzirom da je B(Conv(p(F)), €)
konveksan skup koji sadrzi p(G), a Conv(p(G)) je najmanji konveksan skup s tim svoj-
stvom, zaklju¢ujemo

Conv(p(G)) € B(Conv(p(F)), €).

Pokazimo jo$ tvrdnju (2.3). Buduéi da se za skup B(Conv(K,(F)),€) sli¢no kao u lemi
2.1.21| pokaze da je konveksan, biti ¢e dovoljno pokazati da postoji okolina V od F u %,
takva da za svaku G € V vrijedi

K,(G) € B(Conv(K,(F)). §>,

a tu tvrdnju pokazujemo matematickom indukcijom. Za bazu n = 1, jednostavno mozemo
odabrati okolinu V od F u €, takvu da je d(G, F) < § za svaku G € V. Tada za proizvoljan
G(x) — x € Ki(G) vrijedi [(G(x) — x) = (F(x) — 0l = [[G(x) = F(0)|| < d(G, F) < 3, pa je
K1(G) € B(Conv(K/(F)), %), jer je F(x) — x € Ki(F).

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki n € N i1 pokazimo ju za n+ 1. Za proizvo-
ljan x € R™ vrijedi

‘ Gn+1(x) —x Fn+1(x) —x
n+1 n+1

1
" 1IIG"”(X) ~ F™

1
= 16" (G() = G(F(x)) + G'(F(x)) = FI(F(0))
1 1
< G (G()) = G (F) + NG (F(x) = FIF)-

Drugi ¢lan na desnoj strani posljednje nejednakosti moZemo zapisati kao

G"(F(x) - F(x) F'(F(x)-F(x)
n

1
;IIG”(F(x)) —F(x) + F(x) - F'(F(x)ll =

Po pretpostavci indukcije znamo da za & = ¢ postoji okolina V; od F u %, takva da za
sve G € V; vrijedi

K,(G) < B(Conv(K,(F)), 1),
a samim time i +[|G"(F(x)) — F*(F(x))|| < & - % = £,
Prvi ¢lan na desnoj strani posljednje nejednakosti mozZemo zapisati na sljede¢i nacin

_ ”G”(G(X)) — G _G'FW) - Fx) G- Fx)
n n
G"(G(x) -G G"(Fx) - F(x)
n

1
_IGHG) - G FEW)I

<

+ L6 - Fol.
n
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Zbog argumentacije u dokazu napomene 2.1.9) moZemo pretpostaviti da je x € [0,1]"
te zaklju¢ujemo da je funkcija € ld uniformno neprekidna, kao neprekidna funkcija na
kompaktnoj domeni, i to za svaki k € N. Tada za £ postoji 6 > 0 takav da [[x — y|| <6 =
| G"(x) = — G"(y)_y || < . Nadalje, po bazi 1ndukc1je znamo da za & = min{J, ‘g} postoji
okohna V, od F u %, takva da za sve G € V, vrijedi ||G(x) — F(x)|| < &,. Dakle, za sve

G € V, onda vrijedi

1 e 1 ne ¢
—IG"(Gx) -G (Fl < g+ - —=7.
n 8 n 8 4
KoriStenjem dobivenih nejednakosti sada slijedi
‘ Gn+l(x)_x_Fn+l(x)_x B E f _ E
n+1 n+1 4 4 2
¢ime je dokazan korak indukcije, a samim time i jedina preostala tvrdnja teorema. O

Napomena 2.1.25. Za svaki x € R™, skup {F € ¢, : x € Conv(o(F))} je zatvoren.

Dokaz. Pokazat ¢emo da je S, komplement promatranog skupa, otvoren. Primijetimo da
je
S ={F € 6, : x ¢ Conv(p(F))}.

Nekaje F € S proizvoljan. Po lemi[2.1.15] skup Conv(p(F)) je zatvoren pa je d(x, Conv(p(F)) =
g > 0. Po teoremu [2.1.24]postoji okolina V od F u %,, takva da je za svaki G € V

Conv(p(G)) € B(Conv(p(F)), g).
Stoga, za proizvoljan y € Conv(o(G)) vrijedi d(y, Conv(p(F))) < %, odakle pak slijedi

d(x,y) > d(x, Conv(o(F))) — d(y, Conv(p(G))) > & — ; - g
Stoga, d(x, Conv(p(G))) > 0 iz Cega jasno zaklju¢ujemo x ¢ Conv(p(G)), odnosno G € S
paje V C S itvrdnja dokazana. O

2.2 Svaojstva rotacijskog skupa od F € 7%

U slucaju da pojacamo zahtjeve za preslikavanje F', odnosno konkretno promatramo F €
6, mozZzemo pokazati jos jaCa svojstva rotacijskog skupa p(F’), ponajprije njegovu konvek-
snost.

Definicija 2.2.1. Za a,b € R?, s ab éemo oznacavati otvoreni interval izmedu a i b, dok
¢emo sa ab oznacavati zatvoreni segment izmedu a i b.
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Definicija 2.2.2. Neprekidno preslikavanje y iz I = [0, 1] u R? zovemo krivulja. KaZemo
da krivulja jednostavna ako ne sijece sama sebe, odnosno ako ne postoje 0 < s <t <1
takvi da je y(s) = y(t). KaZemo da je krivulja y zatvorena ako je y(0) = y(1).

Napomena 2.2.3. Iz kompleksne analize znamo da za zatvorenu krivulju vy i za proizvoljnu
toc¢ku ravnine z imamo definiran indeks ind,(y) krivulje y u odnosu na tocku z. Nama nije
vazna formalna definicija indeksa ve¢ samo poznata cinjenica da je indeks uvijek cijeli
broj i da je njegova interpretacija zapravo broj obilazaka ili namotaja krivulje y oko tocke
z. Posebno, ako z nije u podrucju omedenom s v, vrijedi ind,(y) = 0, a u slucaju da je
v jednostavna krivulja i 7 unutar omedenog skupa, onda moZe biti tocno jedan obilazak
krivulje 'y oko tocke z pa je ind (y) = +1, ovisno o smjeru "namatanja’.

Lema 2.2.4. Neka su a,b € R*> i a # b. Neka je T translacija za vektor v. Neka je y
Jjednostavna krivulja koja spaja a i b i ne sijece ab. Pretpostavimo da y ne sijece T(y).
Onda T (a) nije element otvorenog skupa D omedenog s ab U vy.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da je a = 0. Budu¢i da y ne sijece T'(y) =
¥ +v, jednadzba y(s) = y(f)+v nema rijeSenja (s, ) € I*. Promotrimo funkciju ¥ : I — R?
danu s (s, ) = y(s) — y(t). Onda ocito v ¢ P(I?).

Definirajmo sada zatvorenu krivulju « danu s

(3t,0) 1€[0,1],
a(t) =3(1,3t=1) rel3,3],

(3-31,3-3n re[311.

Uvrstavanjem vidimo da je W(«) krivulja koja je spoj krivuljay i b—7, §to ¢emo oznacavati
sy * (b —7). Neka je B(r) = tb,t € I. Slika od 8 je otito ab. Onda je ¥(a) zapravo spoj
dvije zatvorene krivulje, 6 = y * 7' i & = 8 * (b — y). Krivulja ¢ je spoj krivuljayig!, a
ne y 1 jer slika od g ide od a prema b kada ¢ ide od O prema 1, a ondje ide u suprotnom
smjeru.

Po pretpostavci, ¢ je jednostavna krivulja i skup D je omeden upravo s d. Pretpostavimo
daje T(a) = T(0) = v € D. Tada je ind,(6) = +1. Primijetimo da je € centralno simetricna
krivulji 6 u odnosu na tocku %b, odnosno dobivena je rotacijom ¢ za 180° i zadrZan je time
zadan smjer obilaska. Iz tog razloga, ako je v € D onda je b — v u podruc¢ju omedenom
s krivuljom € 1 ind,(6) = ind,_,(g). S obzirom da je, u sluaju jednostavne zatvorene
krivulje, svaka toc¢ka unutar podru¢ja omedenog krivuljom ima jednak indeks, moZemo
zakljuciti sljedece
ind,(6) akob-v e D,

0 inace.

ind,(g) = {
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U svakom slucaju, vrijedi
ind,(W(«@)) = ind,(0) + ind, () # 0

Sto znaci da se v nalazi unutar podruc¢ja omedenog zatvorenom krivuljom Y¥(«). Zato je v
slika neke tocke trokuta ograni¢enog zatvorenom krivuljom a, po funkciji 'V, Sto je kontra-
dikcija jer od ranije znamo da v ¢ W(I?). Dakle, T(a) = v ¢ D. O

Lema 2.2.5. Neka sua,b € R? i a # b. Neka je y jednostavna krivulja koja spaja a i b i ne
sijece ab. Pretpostavimo da je n(y) jednostavna krivulja. Tada

(a) n(a) & n(D), pri cemu je D podrucje ograniceno s ab Uy
(b) ab € B(y, V2)

Dokaz.  (a) Pretpostavimo da je n(a) € n(D). Onda postoji ¢ € D takav da vektor ¢ — a
ima cjelobrojne koordinate. OCito ¢ # a jer a ¢ D s obzirom da je D otvoren skup
omeden s ab i y. Pretpostavimo da se v i T(y) sijeku u nekoj tocki d. Tada se
tocke d 1 d — (c — a) nalaze na 7y 1 vrijedi n(d) = n(d — (¢ — a)) pa krivulja n(y)
nije jednostavna, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Dakle, y N T'(y) = 0 pa
su zadovoljene pretpostavke leme [2.2.4]1 vrijedi T(a) = ¢ ¢ D, ¢ime dolazimo u
kontradikciju s pocetnom pretpostavkom i slijedi n(a) ¢ n(D).

(b) Bez smanjenja opcCenitosti pretpostavimo da ab nije ni horizontalan ni vertikalan
interval. Za dokazati tvrdnju, dovoljno je pokazati za svaki otvoren kvadrat sa strani-
com duljine 1 i vrhovima u skupu a +Z?, ako on sije¢e ab, da onda sijece i y. Naime,
za svaku totku ¢ € ab postoji kvadrat medu promatranima, takav da njegov zatvara¢
sadrzi c¢. Ako taj kvadrat sijeCe i y, onda je ¢ od y udaljena najvise za V2, §to je
duljina dijagonale kvadrata.

PokaZimo sada tu tvrdnju. Neka proizvoljan kvadrat iz skupa promatranih kvadrata
sijeCe ab. Onda zbog otvorenosti kvadrata on nuzZno sijece i skup D, no po (a) dijelu
znamo da vrhovi kvadrata ne pripadaju skupu D. Neka je d € D neka unutarnja
tocka kvadrata 1 povezimo ju segmentima sa sva 4 vrha kvadrata. Za svaki od tih
segmenata vrijedi da mu je jedan rub unutar skupa D, a drugi izvan pa svaki od njih
sije¢e rub skupa D, odnosno krivulju y U ab. Jasno je da ne mogu sva 4 sijeéi ab pa
barem 1 sijeCe y, odnosno postoji to¢ka na krivulji v unutar promatranog kvadrata,
¢ime je tvrdnja dokazana.

O

Lema 2.2.6. Za G € 7% vrijedi Conv(G(I?)) € B(G(I?), V2).
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Dokaz. O¢ito je G(I*) € B(G(I?), V2). Neka je x € Conv(G(I*)\G(I*). Skup G(I?) je
kompaktan i povezan kao slika kompaktnog, povezanog skupa I> po neprekidnom preslika-
vanju G. Neka je A skup svih 6 s jedini¢ne kruznice S !, takvih da polupravac {x+16 : t > 0}
sije¢e G(I*). Primijetimo da je A upravo skup svih # € S'! takvih da postoji y € G(I*) za
koji je
o=2""

Iy — |

y=x
[ly—xll

x+|ly—xl6 =y

Zato je A slika skupa G(I?) po preslikavanju y
A kompaktan, povezan skup.

Budu¢i da je x € Conv(G(I?)), skup A sadrzi zatvorenu polukruZnicu. Naime, pret-
postavimo li suprotno, mora postojati pravac p kroz x koji ne sije¢e G(I?). Kako je G(I?)
zatvoren, d(x, G(I*)) = & > 0 pa moZemo povudi pravac r paralelan s p udaljen od x i od
G(I?) za £. Sada je x u jednoj poluravnini odredenoj pravcem r dok je cijeli G(I?) u drugoj,
a njoj se onda moraju nalaziti i sve konveksne kombinacije elemenata od G(I?), odnosno
cijeli Conv(G(I?)) $to je kontradikcija s x € Conv(G(I?)).

Stoga, postoje a,b € G(I*) takvida x € ab ¢ G(I*). Nekajea = G(y)i b = G(z) za
y,z € I>. Buduéi da je G homeomorfizam, o¢ito je y = G(yz) jednostavna krivulja i zado-
voljava uvjete leme (tj m(y) je jednostavna krivulja) osim u slucaju n(y) = n(z). Tada,
u svakoj okolini od b postoji b’ = G(z') # b takav da ab’ ¢ G(I?), jer je G(I?) = Int(G(I%)),
Sto ¢emo pokazati na samom kraju dokaza. U tom slucaju biramo »’, 7', X" umjesto b, z, x
pri Cemu je x' € ab’ najbliZa tocki x, od svih to¢aka na tom intervalu. Po lemi [2.2.5(b)
znamo da x (ili x’) pripada skupu B(G(I?), V2). Buduéi da je b’ izabran proizvoljno blizu
b, onda je i x’ proizvoljno blizu x te u svakom slu¢aju vrijedi x € B(G(I?), V2).

Pokazimo jo¥ G(I?) = Int(G(I?)). Naime, ocito je Int(G(I1%)) € G(I?), jer je G(I?) neki
zatvoren skup koji sadrzi Int(G(I?)) pa je svakako i nadskup njegovog zatvaraca, odnosno
najmanjeg zatvorenog skupa koji ga sadrZi. S druge strane, neka je x € G(I?) proizvoljan.
Tada postoji t € I takav da je G(¢) = x. I? je kompaktan skup pa sadrZi sva svoja gomilista,
a buduéi da je i povezan, postoji niz (t,), € Int(I*) takav da t, — t. Kao homeomorfizam,
G je neprekidna funkcija pa onda i G(t,) — G(t). S obzirom da je t, € Int(I*), postoji
otvorena okolina U od t, sadrzana u I,. Onda je G(U) = (G™')"!(U) okolina od G(z,) koja
je sadrzana u G(I?), a pritom je i otvorena kao praslika otvorenog skupa U po neprekid-
noj funkciji G™!. Dakle, (G(t,)), je niz u Int(G(I*)) koji konvergira prema G(¢) pa je to
gomiliste interiora od G(I?) odakle slijedi druga inluzija. m|

koje je olito neprekidno pa je zato

Napomena 2.2.7. Za neprazne skupove X, Y C R? definiramo Hausdorffovu metriku sa

dy(X,Y) = max{supinf d(x, y), supinf d(x, y)}.
xeX yGY yey xeX

Teorem 2.2.8. Neka je F € 7. Tada vrijedi
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(a) p(F) = (21 Conv(K,(F)).
(b) p(F) je konveksan.

(c) Za svakiv € p(F) postoji niz (x,), u R? takav da je lim,_,« W

=
(d) K,(F) konvergiraju prema p(F) u Hausdorffovoj metrici.
Dokaz. Po lemi|2.1.16/znamo

o(F) C ﬂ Conv(K,(F)). (2.4)

n>1

Primijetimo da vrijedi

K,(F) = {% rer?)

(PO e p) (20, )

n n

(2.5)

jer za proizvoljan x € I? vrijedi

F'(x)—x B F'(x)
n n

X

n

d(F"(x) - x, F”(x)) _ ‘

n n

L2

T on

Nadalje, primjetimo da za proizvoljne x,y € I>i A € [0, 1] vrijedi

H/IF”(X)+(11—/1)F"(y) —(/an();)_x+ F"();?—y)“: ‘

(I-2)

Ax+ (1 —/l)y'
n

)

Ax+(1-2)y 2
— =€l

a bududi da je I? konveksan skup, vrijedi . Stoga, zaklju¢ujemo

Conv(K,(F)) C B

_(ConV(F”(Iz)) ﬁ) 2.6)

n

Po lemi[2.2.6]je

2 n(y2
ComFIR) ¢ (100 2) eX)

n n n

Iz argumentacije za relaciju (2.5) isto tako zakljucujemo

n

F'(I?)

c E(Kn(F), 2.8)

Iz relacija (2.6), (2.7) i (2.8) slijedi

ﬂ) 2.9)
n

Conv(K,(F)) C E(Kn(F),
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Ako je v € (1,51 Conv(K,(F)), onda po (2.9) postoji niz (x,), takav da za svaki n vrijedi

o= |22
n T on
pa zato slijedi

Fi(x,) —
b= lim £) = % (2.10)

n—co n
Stoga, dobili smo da je v € p(F) pa iz proizvoljnosti izbora v zaklju€ujemo (),»; Conv(K,(F)) €
p(F) $to u kombinaciji s (2.4) dokazuje tvrdnju pod (a). Sada znamo da (2.10)) vrijedi za
svaki v € p(F) pa je to dokaz za (c). Tvrdnja (b) slijedi direktno iz (a) jer je presjek
konveksnih skupova konveksan.

Preostaje pokazati (d). Neka je € > 0. Iz relacije i leme zakljuujemo da
postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi p(F) € B(K,(F), ). S druge strane, iz (b)
i leme [2.1.20] znamo da postoji n; € N takav da za sve n > n; vrijedi K, (F) € B(p(F), €).
Odavde tvrdnja ocito slijedi.

O

Korolar 2.2.9. Neka je F € 7. Tada je p(F) = Conv(p,(F)).

Dokaz. 1z korolara ?? znamo Conv(p(F)) = Conv(p,(F)). S druge strane, po (b) dijelu
prethodnog teorema znamo da je p(F) konveksan pa je Conv(p(F)) = p(F) pa je tvrdnja
dokazana. m|

Korolar 2.2.10. Funkcija p : 54 — PR?) je odozgo semineprekidna.

Dokaz. Slijedi iz teorema[2.1.24]jer znamo da je Conv(p(-)) odozgo semineprekidna funk-
cija, a po teoremu b) je Conv(p(F)) = p(F) za sve F € 7%, odnosno Conv(p(+)) i p(+)
su iste funkcije. |

Korolar 2.2.11. Za svaki x € R?, skup {F € 56 : x € p(F)} je zatvoren.
Dokaz. Slijedi iz napomene [2.1.25]i teorema [2.2.8](b) poput prethodnih korolara. i






Poglavlje 3

Rotacijski skup koji separira ravninu

3.1 Minimalni podskupovi torusa

U ovom poglavlju iznosimo neke rezultate iz [2].

Definicija 3.1.1. Skup svih homeomorfizama na T?> homotopnih identiteti, oznacavat éemo
s Homeoy(T?).

Definicija 3.1.2. Za f € Homeoo(T?), pripadno podizanje F € % i proizvoljan skup
M C T?, rotacijski skup od F na M je definiran kao

F"(z;) =z
pu(F) = {p e R*[An; / o0,z; € 7' (M) : lim @ -a
1—00 ni

=p}. (3.1)

U slucaju M = T2, skup pr(F) je zapravo p(F) i to je rotacijski skup od F, pa je ovaj
pojam rotacijskog skupa preslikavanja na nekom skupu zaista proSirenje pojma rotacijskog
skupa nekog preslikavanja.

Definicija 3.1.3. Neka je f € Homeoy(T?) i M C T?. KaZemo da je M minimalan za f ako
Jje neprazan, zatvoren, invarijantan za f te ako nema nijedan pravi podskup koji takoder
zadovoljava ta 3 svojstva.

Definicija 3.1.4. Skup S C R? separira ravninu R? ako skup R? \ S nije povezan.
Slijedi rezultat koji ¢e biti centralni rezultat razmatranja ovog rada.

Teorem 3.1.5. Postoji f € Homeoy(T?) s podizanjem F takav da za neki minimalan skup
M, pridruzeni py(F) separira ravninu.

Za potrebe konstrukcije takvog minimalnog skupa, koristit éemo simboli¢ku dinamiku.

39
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3.2 Rotacijske potkove i simbolicko racunanje
rotacijskih skupova

Definicija 3.2.1. Skup R C T? je (topolo§ki) pravokutnik ako je homeomorfan kvadratu
[0, 172

Definicija 3.2.2. Neka je C C T? zatvoren invarijantan skup za f € Homeoy(T?). Familija
R = {Ro, ..., Ry} u parovima disjunktnih pravokutnika je particija od C ako je C C UY R;.
Tada definiramo skup T := {0,..., N}* i oznacimo sa S skup svih dvostranih nizova w =
(wi)iez € X za koje postoji x € C takav da je fi(x) € R, Vi€ Z.

U ovom poglavlju, uvijek ¢emo objekte iz prethodne definicije oznaCavati istim ozna-
kama pa necemo u iskazu svih tvrdnji iznova napominjati Sto one oznacavaju. Kasnije u
poglavlju ¢emo za funkciju f i skup C uvesti jo§ neka dodatna svojstva.

Poznato je da je funkcijad : ¥ X X — R dana s

|w; —
d(w, ') = Z N7 1)M

metrika na . Nadalje, standardno je definiran pomak o : £ — X tako da je o(w) = /', pri
¢emu je w! = w1, za sve i € Z. Sada moZemo istaknuti neka lijepa svojstva skupa S.

Propozicija 3.2.3. S je kompaktan i invarijantan na pomak o.

Dokaz. Ogranicenost od S je jasna, s obzirom da su u metrici d svaka 2 elementa od
%, pa tako i od S udaljena za manje od 2N + 2. Invarijantnost na pomak je takoder odita.
Naime, ako je w € S x pripadni element iz skupa C, onda zaklju¢ujemo da elementu o(w)
mozemo pridruziti to¢ku f(x), koja je zaista u C jer je taj skup invarijantan za f. Preostaje
pokazati zatvorenost. Neka je (w'”);cy niz u S koji konvergira prema w te neka su x; € C
pridruZeni nizovima w®”, za svaki i € N. S obzirom da je C ograni¢en skup, niz (x;);en
ima konvergentan podniz (x;, )ren, koji konvergira prema nekom x € C. Pretpostavimo da
postoji m € N takav da f"'(x) ¢ R,,,. Buduci da je f™ neprekidna funkcija, znamo da niz
f"(x;,) konvergira prema f(x). Uz to, buduci da (W) konvergira prema w, znamo da
postoji ky € N takav da za sve k > k vrijedi Wi = w,, To pak znaci da za sve k > k vrijedi
f"(x;) € R,,, as obzirom da su pravokutnici u R disjunktni, mora vrijediti f"(x) € R,,,.
Dakle, dobili smo kontradikciju pa je f"(x) € R,,,, za sve m € N, a posljedi¢no i w € S,
odakle slijedi zatvorenost skupa S. O

Definicija 3.2.4. Skup D C R? je topoloski krug ako je homeomorfan jedinicnom krugu
u R2. Slicno, skup D' C T? nazivamo topoloskim krugom ako je homeomorfan otvorenom
Jjedinicnom krugu.
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Definicija 3.2.5. Ako vrijedi S = %, onda skup C zovemo potkova i kazemo da je ona
rotacijska ako vrijedi

1. postoji ogranicen topoloski krug D C R? takav da je n(D) C T? topoloski krug i
U?LOR!‘ - ﬂ'(D)

2. za svaki i = 0,...,N postoji jedinstven cjelobrojni vektor v; takav da, ako je 7 €
DN '(C)in(z) €R;, onda je F(z) € D + v,

Dakle, u rotacijskoj potkovi simboli¢ko kodiranje odreduje u koju se kopiju od D u R?
preslikava tocka pod djelovanjem podizanja F. Odsada nadalje, s C ¢emo uvijek oznacCavati
rotacijsku potkovu, s D pripadni topoloski krug iz prvog definicijskog svojstva, a s vy, ..., vy
vektore iz drugog definicijskog svojstva rotacijske potkove.

Definicija 3.2.6. Neka je w = wy...w,, konacna rijec, |w| = m duZina rijeci w i definirajmo
funkciju y na skupu svih konacnih rijeci sa y(w) = ¥, v, Nadalje, za zatvoren, o-
invarijantan skup M C 8 definiramo simbolicki rotacijski skup od M kao

(n)
pai={ lim o)

] : w™ je podrije¢ nekog w € M i |w™| > n} (3.2)
n—oo |W\

Prema [2]], u slucaju kada je C rotacijska potkova, za svaki niz w € & = X postoji
jedinstven x € C takav da je f(x) € R,,, za svaki i € Z. Stoga, preslikavanje hg : S — C,
koje svakom w pridruzuje pripadni x je konjugacija od o 1 fc.

Napomena 3.2.7. Uvedimo sljedece 2 oznake
® Za niz w € X uvedimo oznaku wy n := W1W;3...w,.
e Otvoreni krug u R? radijusa r sa sredistem u x éemo oznacavati sa B,(x).

Sljedeca lema daje klju¢nu ogradu koja dozvoljava identifikaciju simboli¢kih rotacij-
skih skupova i dinamickih rotacijskih skupova.

Lema 3.2.8. Neka je f € Homeoy(T?) i C C T? rotacijska potkova za f. Tada postoji r > 0
takav da za svaki z € C i za svaki n € N vrijedi

F™(Z) -2 € B.((hg' @p1.))
Pritom je 7 € R? takav da je n(7') = z.

Dokaz. C je rotacijska potkova pa oznafimo s D C R? njezin pripadni topoloski disk
iz definicije rotacijske potkove. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je
7' € D. Naime, neka je 7 € D takav da je n(7”) = z. Tada je 7 = 7" + uy, pri Cemu je
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uo neki cjelobrojan vektor u R%. Bududi da je, F™*'(z") — 2" = F"''(2' + up) — (7 + u,) =
(F™ N2 + up) — (7 + up) = F"(z') — 7/, dokaz tvrdnje za 7 € D ujedno dokazuje tvrdnju
za sve 7 € R? sa svojstvom 71(z’) = z.

Neka je hy'(z) = w. Tada je z € R,,,. Indukcijom éemo pokazati da je F*(z')— kv, €
D. Naime, iz definicije rotacijske potkove direktno zakljuCujemo da je F(z') € D + v,
odnosno F(7') —v,, € D, ¢ime je pokazana baza indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za neki k € N i pokaZimo ju za k + 1. Bududéi da je F¥(z') — Zf‘ 0 Vo, € D, a vrijedi
i m(FKZ) = Y50 v) = n(FXZ)) = fA(n(Z)) = f*(z) € R, po definciji rotacije potkove
dobivamo F(F*(z') - Y% v.,) € D +v,,, odnosno F*'(z)—= Y% /v, € D, ¢ime je dokazan
korak indukcije.

Primijenimo li dokazanu tvrdnju na proizvoljan n+1 € N dobivamo F"*'(z')= Y/, v,, €
D. Dakle, znamo da su za proizvoljan z € Cin € N, elementi 7' i (F"™'(z') = 2% V) = Vu
sadrZani u skupu D. Bududi da je v,, € V := {v,..., vy}, odabirom r = max{||v|| : v €
V} + diam(D) nasli smo konstantu neovisnu od 7 1 z za koju mozZemo zakljuciti da je

n

d(Fn+l(Z/) _ Z Vw’-,Z’) <r

i=1
odakle pak slijedi F"*'(z') — 2 € B.(y(hy (2)1.0))- m]
Iz ove leme dobivamo sljedeci korolar.
Korolar 3.2.9. Neka je M zatvoren, o-invarijantan podskup od S. Vrijedi ppm = pnymy(F).

Dokaz. Korolar slijedi direktno iz ograde dobivene prethodnom lemom. To ¢emo demons-

trirati argumentom u jednom smjeru, dok je u drugom stvar potpuno analogna. Neka je
e
konvergira u istu vrijednost. Naime, neka je w®” podrije¢ od w € M i |w?| = m. Kako
je M o-invarijantan, postoji k € N takav da je o*(w) € M i oc*(w)1m = w?. Neka je
hg(c*(w)) = z1z € n7'(z). Uz to, odaberimo n; = m + 1. Sada smo i-tom elementu
promatranog niza pridruzili i-ti element nekog niza koji se nalazi u ppa0(F) 1 njegova je
vrijednost

lim,, 0 i € pm. Nizu Ciji limes ovdje promatramo pridruZit ¢emo niz iz pjmy(F) koji

F"[(Zi)—Zi_W(w(i)). m_ i
n;  om m+1 m+1

pri Cemu je ||y;|| < r za neki r > 01 to za svaki i € N. Kako je m > i onda je jasno da
promatranjem limesa ovog niza, drugi pribrojnik na desnoj strani tezi u 0, dok je limes
lijevih pribrojnika o€ito jednak limesu pocetnog niza. Analogno bismo i u suprotnom
smjeru napravili pridruzivanje nizova koje ocito slijedi iz prethodne leme pa je tvrdnja

dokazana. O
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Definicija 3.2.10. Niz w € X je skoro periodican ako se svaka konacna podrije¢ ponavlja
beskonacno mnogo puta i vrijeme izmedu dva pojavljivanja je uniformno ograniceno.

U [2] je sljedeca lema navedena kao poznata Cinjenica. Ovdje ¢emo pokazati samo
implikaciju koja nam treba u ovom radu, da je O,(w) minimalan skup ako je w skoro
periodican.

Lema 3.2.11. Niz w € X je strogo periodican ako i samo ako je O,(w) minimalan skup. U
tom slucaju je skup O,(w) upravo skup svih onih nizova 8 € X koji imaju iste podrijeci kao
w.

Dokaz. Neka je w skoro periodican niz. O,(w) je oCito neprazan skup jer orbita od w
sadrzi i sam niz w. Zatvorenost je takoder trivijalno svojstvo ovog skupa, buduci da je on
po definiciji zatvara¢ nekog skupa. Ako je @ € O, (w), onda je ocito i (@) € O,(w). Ako
je pak a € Oy (w) \ Oy(w), onda postoji niz (@?);ar u O, (w) koji konvergira u a. U tom
slu€aju, w(e) je limes niza (w(a®));ay, a odito je da se taj niz takoder nalazi u orbiti od w
pa je i w(a) gomiliste skupa O, (w) i samim time element skupa O, (w). Time je dokazana
1 invarijantnost za pomak w.

Preostaje pokazati da ne postoji pravi podskup od O, (w) koji zadovoljava gornja 3 svoj-
stva. Primijetimo da je za to dovoljno pokazati da takav pravi podskup P mora sadrZavati
w. Naime, u tom slucaju, iz invarijantnosti skupa P na pomak w, dobili bismo i da je ci-
jela orbita od w sadrzana u P, a zbog zatvorenosti od P onda i njezin zatvaraC. S obzirom
da je P neprazan, on mora sadrZavati neki a za kojeg ¢emo odmah pretpostaviti da nije
iz orbite od w. Taj « je onda limes nekog niza (a'?);qy iz orbite od w. Za svaki n € N,
neka je m, broj takav da se u svakih m, uzastopnih slova bilo koje rijeci iz O, (w) mora
barem 1 pojaviti podrije¢ wj_, . Brojevi m, su dobro definirani jer je w skoro periodic¢an
pa je uniformno ograni¢eno vrijeme izmedu pojavljivanja svake konacne podrijeci od w.
Bududi da niz (@) konvergira prema a, za proizvoljan n € N postoji i, € N takav da za
svaki i > i, vrijedi aq1,,) = aj},, - Medutim, buduéi da je a{}, | € Or(w), podrije¢ ayim,)
sadrzi podrije¢ w_,, te postoji k, € N takav da je o (@);_yn = W_n.. K tome, zbog
invarijantnosti skupa P na pomak o, znamo da je o (@) € P za svaki n € N. Sada smo
nasli niz (0% (@)), . u P koji konvergira prema w pa zbog zatvorenosti od P zaklju¢ujemo

w € P. Dakle, zaista ne postoji pravi podskup od O,(w) s traZzena 3 svojstva pa je O, (w)
minimalan.

Nadalje, neka je T(w) skup svih nizova iz X koji imaju iste podrijeci kao w 1 pokazimo
da je T(w) = O,(w). Neka je @ € O,(w) i pretpostavimo da sadrzi neku podrije¢ koju
w ne sadrzi. Bez smanjenja opCenitosti, neka je ta podrije¢ ;4. OCito nije @ € Oy (w)
pa je a limes nekog niza iz orbite od w. Medutim, iz svojstva limesa je jasno da onda
postoji element tog niza, odnosno neki 8 € O,(w) koji se s @ poklapa barem u podrijeci
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a1 - Medutim, ako S sadrzi tu podrijeC, mora ju sadrzavati 1 w Sto je kontradikcija s
pretpostavkom. Dakle, dobili smo O, (w) C T(w).

Suprotno, neka je @ € T(w). Za proizvoljan n € N, a[_,, je neka podrije¢ od w pa
postoji @™ € O,(w) takav da je @ = @(_,,;. Time smo dobili niz (&™), u orbiti od w

[-n,n]

koji konvergira prema nizu « pa je @ gomiliste skupa O, (w) te smo pokazali T'(w) C O, (w).
Time je 1 posljednja tvrdnja dokazana. O

Sada imamo sve potrebno za dokaz sljedece propozicije.

Propozicija 3.2.12. Za skoro periodi¢an niz w € X, skup M = Os(hg(w)) je minimalan s
obzirom na f i vrijedi

(n)
o) = { 1im 20
n—co  |w™|

w™ je podrijec¢ od w, |w™| > n} (3.3)

Dokaz. Pokazimo najprije da je M = hg(O,(w)). Neka je y € M. Tada postoji niz (x;);en
u O/(hg(w)) koji konvergira prema y. Neka je hg(w) = x i neka su n; € Z takvi da je
x; = f"(x). Jasno je kako je onda h,}l (x;) = 0"(w), za svaki i € N. S obzirom da je hg
homeomorfizam, zaklju¢ujemo da niz (0" (w));en U O, (w) konvergira prema hy_z] (v) pa je
hz'(v) € On(w). Naposlijetku dobivamo

y = hr(hz' (V) € hg(Oo(w)).

Time smo pokazali M C hg(O,(w)), a analogno se pokazuje i suprotna inkluzija. Sada
tvrdnja da je M minimalan skup slijedi trivijalno, buduéi da je skup O, (w) minimalan, a
hg homeomorfizam.

Po korolaru @ znamo da je pp(F) = phﬂ(m)(F ) = g Po definiciji je

L { W)

poa'(w) -

w™ je podrije¢ nekog a € O (w), [w™] > n}
n—oo |w(”)|

Medutim, u lemi(3.2.11|smo vidjeli da je O, (w) sastavljen to¢no od onih nizova koji sadrze
iste podrijeci kao w. 1z tog razloga, vidimo da upravo vrijedi trazena tvrdnja, buduci da je
w™ podrije¢ nekog @ € O,(w) ako i samo ako je podrije¢ od w. |

Konstrukciju skoro periodi¢nih nizova jednostavnije je provesti u prostoru jednostranih
nizova. U tu svrhu definiramo X* = {0, 1, ..., N}*', a sljede¢a lema garantira da je dovoljno
promatrati samo jednostrane nizove.

Lema 3.2.13. Neka je w" € X" skoro periodi¢an i w € X neki niz Cija se desna strana
poklapa s w*. Tada je O,(w) minimalan skup i jednak je skupu nizova koji imaju upravo
iste konacne podrijeci kao w™.
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Definicija 3.2.14. Niz w* € X" (w € X) je Toeplitzov niz ako je aperiodican niz i ako za
svaki j € N (j € Z) postoji p € N takav da je w}ﬁrnp = w}r za svakin € N (wj,, = w; za
svakin € 7).

Napomena 3.2.15. Jasno je da je svaki Toeplitzov niz ujedno i skoro periodi¢an. Naime, za
njegovu proizvoljnu podrijec, promotrimo najmanji zajednicki visekratnik perioda svakog
od elemenata te podrijeci i ocito je to onda period pojavljivanja promatrane podrijeci.

3.3 Realizacija rotacijskih skupova Toeplitzovim
nizovima

U ovoj sekciji, neka je f € Homeoy(T?) za kojeg postoji rotacijska potkova C s pripadnim
vektorima vy = (0,0), v = (1,0), v, = (0,1). Dakle, postoje topoloski krug D C R? i
particija R = {Ro, Ry, Ry} od C takvi da je U2 R; C n(D) i F(x7'(R) N D) C D+ v; za

i = 0,1,2. Sada ¢emo definirati generalnu blokovsku strukturu koja induktivnom kons-
trukcijom stvara Toeplitzove nizove.

Generalna blokovska struktura

Neka su a;, b € N te neka je (d,),en niz prirodnih brojeva takvih da je d,,,, viSekratnik od d,
za svaki n € N. Nadalje, s [k, [] ¢emo oznacCavati skup svih prirodnih brojeva i takvih da je
k < i < [ te ¢emo koristiti analogne oznake i u slucaju otvorenih, odnosno poluzatvorenih
intervala. Generalnu blokovsku strukturu definiramo rekurzivno sljede¢im jednakostima

S ay = (bd, + Da,
$s2)A, =11,a,] +d,a,N
(8$3)8,=U_ A,

84 C,=8,\8,

Maksimalne segmente u A, nazivamo blokovi razine n ili n-blokovi. Ako takav blok nije
jednak pocetnom bloku [1, a,], nazivamo ga ponovljeni blok.

Lema 3.3.1. Vrijede sljedece tvrdnje
(F1) Za proizvoljne k < k', svaki k’-blok pocinje i zavrsava k-blokom.

(F2) Ako su dva bloka razina k i k' disjunktni i vrijedi k < k', onda je duljina intervala
izmedu tih blokova barem (d; — 1)a.

(F3) Asimptotska gustoca od B, je najvise 6,, = Y, i.
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(F4) Ako je J interval cijelih brojeva Cija je duljina visekratnik od a,d,, onda je L|J N

1
B,| < 6,. Posljedicno, za dani M € N i proizvoljan interval J' duljine barem %

vrijedi ﬁU’ N B,| < Md,. Ovdje je |J| oznaka za kardinalitet skupa J C N.

(F5) Ako je niz w = (w;)ien 0odabran tako da za sve n € N, j € [1,a,] i k € N vrijedi
W jtkayd, = Wj, onda je w Toeplitzov niz.

Dokaz. Primijetimo odmah da uz d,|d,+;, znamo i da a,| a,., za sve n € N.

(F1) Primijetimo da za svaki n € N vrijedi da je svaki maksimalan segment u A, oblika
[1+ cdya,, a, + cd,a,]. Stoga, treba samo pokazati da za svaki ¢ € N postoje ¢; i ¢;
takvidaje 1 + cdpay = 1 + cidiag 1 ap + cdyay = ay + cadrag. Vrijedi

Cdk/ ay

d y ’
I+ cdoap =1+ % a%a =1+ (
dk ay

)dk(lk

kQk
pri Cemu je ocito broj u zagradi prirodan, buduéi da di| dy te ax| ai. S druge strane,
vrijedi

ap + cdyay = ai + (apy — ay) + cdyay

Primijetimo da ve¢ znamo da dia;| cdi-ar pa nam preostaje dokazati diay| ap — ay.
Indukcijom ¢emo pokazati da za svaki n € N1 n’ € N, takve da je n” > n vrijedi
d,a, ay — a,. Za bazu odaberimo n’ = n + 1. Tvrdnja je tada ocita bududi da je
a1 — a, = (bd, + Va, — a, = bd,a,. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki
n’ > nipokazimo juzan’ + 1. Vrijedi

Ayl — Ay = (bdn’ + 1)61,,/ —a, = bdn’an’ + (an’ - an)

Po pretpostavci indukcije znamo d,a,|a, — a,, a uz to znamo da d,|d, te a,|a,
odakle zakljuujemo a,d,| bd, a, , Cime je tvrdnja dokazana.

(F2) Bez smanjenja opcéenitosti moZemo pretpostaviti da je k-blok prije k’-bloka. No, po
(F1) slijedi da k’-blok zapocCinje nekim k-blokom. K tome, iz definicije Ay je jasno
da je udaljenost medu 2 uzastopna k-bloka upravo dya; — a, = (d; — 1)ay.

(F3) Asimptotska gustoca od B, je

1B, N LA _ AN L)
llmTSgl_)n;;T

k—o0

Po definiciji skupa (A; je jasno da svaki segment duljine d;a; sadrZi to¢no a; elemenata
1z A;. Za proizvoljan k e N1 1 <i < n, neka je m; = Lﬁj. Sada je
m+1 _(m+Da NILK_ ma _ m
md;  mad; " k = (mi+ Dad;  (m; + Dd;’
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a budu¢i da m; — oo kada k — oo, 1to za sve 1 < i < n, dobivamo da je asimptotska
gustoéa od B, najvise

= di
(F4) Skup J mozemo podijeliti u ¢ podsegmenata od kojih je svaki duZzine a,d,, za neki
¢ € N. Iz definicije skupova Ay, jasno je da zal < k < n, svaki od spomenutih
podsegmenata od J sadrZzi tocno ’;d” -ak = . Kako za proizvoljne
ki 1 ky, skupovi Ay, 1 ﬂkz nisu nuZno d1s3unktn1 zakljucujemo

Zumu :,Zdlk:‘s”

ndly k=1 k=1
Za drugu tvrdnju, neka su n,M € N i |J'| > % Trebamo pokazati |[J' N B,| <
M6,|J’|. Primijetimo da je svakako |/’ N B,| < |JNB,| pricemujeJ C Jil|J| =
and,. No, za ovakav segment J, iz ve¢ dokazanog prvog dijela tvrdnje zakljuCujemo
|/ NB,| <a,d,o,. Sada tvrdnja lako slijedi buduéi da znamo M|J’| > M % = a,d,.

—|J NB,l <
1

(F5) Iz definicije niza (a,), je jasno da divergira u oo pa za svaki j € N postojin; € N takav
da je j € [1,a,,]. To znali da za p; := a,,d,, i za svaki k € N vrijedi Wjs14, 4, = W;
. o Teee o . . . J
pa je po definiciji jasno da je niz w Toeplitzov.

Definirajmo joS i e := lim,_,& 0, = SUp,,_, ., Op-

3.4 Konstrukcija rotacijskog skupa koji separira ravninu

Cilj ove sekcije je za homeomorfizam f specificiran na poc€etku sekcije 3.3 naéi minimalan
skup, ¢iji rotacijski skup separira ravninu. Samim time dokazat ¢emo teorem 3.1.5] §to smo
i rekli da je klju¢ni dio ovog poglavlja. Za konstrukciju takvog skupa, bit ¢e nam potrebna
generalna blokovska struktura sa sljedeca 2 svojstva:

(a) niz (d,),n biramo tako da su za svaki n € N brojevi d,, 1 = "” parm te je pritom 6., < 35 32 ,
(b) biramo prirodne brojeve K > 33 i L > 64 te odabiremo a; = b = (3L + 4)K.

Napomena 3.4.1. Zbog odabira b vidimo da je a,., > 16a,d,, za svaki n € N. Odatle

posebno slijedi
n-1

a,d,
ajd; < , (3.4)
, 4
j=1
za sve n € N, Sto se trivijalno pokazuje indukcijom.
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Sada ¢emo induktivno konstruirati niz w = (w,).en na skupovima A,, koji ¢e zado-
voljavati svojstva iz leme @KFS). Pretpostavimo da je w; definiran za sve j € [1,a,], a
samim time i na cijelom A,, buducida je w; = Wjikq,q,, za svaki k € Nizasvaki j € [1,a,].
Dodefinirajmo sada w na [1, a,,], a posljedi¢no i na ‘A, ;. Neka su

" ad;
pn = (L+ )Kd,a, — a,d, + 1 + Z %
j=1

N ad;
g, = (L + VKd,a, + a,d, + a, — Z %

=1

Podijelimo sada [1, a,,] na 7 intervala:

1) =[1,(LKd, + 1)a,]

I} = [(LKd, + Da, + 1,p, — 1]

I} = [Pu: Gl

I = [g, + 1, (L +2)Kd,a,]

I) = (L +2)Kd,a, + 1,(2L + 2)Kd, + 1)a,]
I = [(QL + 2)Kd,, + Da, + 1, 2L + 4)Kd,a,]
L) = [QL+ 4Kd,a, + 1,a,41]

Dodatno, definirajmo I* = I} U I U L.

Lema 3.4.2. Za ovako definirane intervale Il.j ci=1,2,j=0,1,2te Ig vrijede sljedece
tvrdnje:

(PQI1) Intervali I, I i I su duljine (LKd,+1)a, te sva 3 pocinju i zavrSavaju n-blokovima,
a samim time i k- blokovima za svaki k < n.

(PQ2) Intervali I'" i I% su duljine 2Kd, — 1)a,.
(PQ3) Duljine intervala Il1 i 121 su izmedu (K — a,d, i Ka,d,.
(PQ4) Duljina intervala 112 je izmedu a,d, i a,d, + a,.

(PQS5) Interval 1 12 Jje koncentrican oko nekog n-bloka B,

agdy

(PQ6) Udaljenost od p, i q, do proizvoljnog k-bloka, za svaki k < n je barem =*.

Dokaz. Tvrdnje o duljinama intervala 19,19, I7, I; te I* su trivijalne i slijede promatranjem

razlike izmedu lijevog i desnog ruba intervala pa ih neemo posebno raspisivati.
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(PQ1) Primijetimo da je svaki n-blok oblika [1 + ca,d,, a, + ca,d,], uz ¢ € N. Buduci da
su poletci intervala 19, I9, I redom brojevi 1, (L +2)Kd,a, + 1, QL+4)Kd,a,+1,a
njihovi pripadni krajevi su redom (LKd, + 1)a, = a,+LKd,a,, (2L+2)Kd,+ 1)a, =
a, + QL + 2)Kd,a, i a,,, = a, + bd,a,, zakljuCujemo da sva 3 intervala stvarno
pocinju i zavrSavaju n-blokovima.

(PQ2) Tvrdnja trivijalno slijedi.
(PQ3) Vrijedi
1| = (s = 1) = (LKd,, + D)a,

"ad,;
:(L+I)Kand,,—and,,+1+Z%—1—LKandn—an
“Lad  ad
= Ka,d, + » =L -2 _ g
_ 2
Jj=1

Koristec¢i 1| zaklju¢ujemo da je 0 < 37, ! —d < “”d" iz Cega je jasno da je (K —

Da,d, < ||| < Ka,d,. Sli¢no vidimo da VI‘lJedl

|12| (L+2)Kd,a, — g, =(L+2)Kd,a, - (L+1)Kd,a,—a,+ Z — —a,d,
n—1 ajdj an
J=1 2

= Ka,d, +

= 1],

pa tvrdnja slijedi.

(PQ4) Odredimo duljinu od 112.

d
1= gu = pu+ 1 = (L + DKdya, + ayd, +a, - %)
j=1
n d n—1
— (L + DKd,a, — ad, +1+ZTJ)+1:andn—Zajdj+an

J=1

O¢ito je |I7| < a,d, + ay, ali i druga nejednakost jednostavno slijedi buduéi da induk-
n—1

tivno lako dokazujemo a, > >’ a;d;.

(PQS5) Znamo da je interval I* duljine 2Ka,d, — a,. Nadalje, znamo da njemu susjedni
intervali I{ i I3 poCinju i zavrSavaju n-blokovima. Dakle, prvih to¢no a,d, — ay
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elemenata od I* je izvan svakog n-bloka, a nakon njih pocinje neki n-blok. Bez tih
pocetnih elemenata, I* sadrzi 2Ka,d, — a,) — (a,d, — a,) = 2K — 1)a,d, elemenata.
Bududi da se n-blokovi javljaju jednom u svakih a,d, elemenata, zakljuCujemo da
I* sadrzi to¢no 2K — 1 n-blokova, a kako se neposredno prije i poslije intervala I*
nalaze n-blokovi, zaklju€ujemo da je on koncentri¢an oko nekog n-bloka. Sada se ta
tvrdnja lako prenosi i na interval I? zato $to su intervali /] i I} jednakih duljina, kao
Sto je dokazano u (PQ3).

(PQ6) Tvrdnju dokazujemo za p,, a za g, slijedi analogno. Primijetimo dau (L+ 1)Ka,d, —
a,d,+ 1 zapocCinje neki n-blok. S obzirom da je a,d, = (bd,-, + 1)a,_1d,-c, pri Cemu
jec= % paran, zakljuCujemo da an_ldn_1|% pau(L+ )Ka,d, —a,d, + 1+ %
zapocinje neki (n — 1)-blok. Analogno zakljucujemo dau (L + 1)Ka,d, — a,d, + 1 +
P 2 - zapocinje neki k-blok, pri ¢emu je k < n. Udaljenost od p,, do tog bloka,
koji se cijeli nalazi slijeva od p, je

(L + DKa,d, aﬂi+1f+§: UGN (L + DRandy — and, + a + 2:

j=k+1
:]Zi;a’Td’ ak+1_ak7dk IZJTd ak+l)>adek
O
Definirajmo skupove
r=ruviul, I'=r1vul, F=FUL.

Sada smo spremni prosiriti definiciju niza w na sljedeci nacin:

0 akojel’\ B,
wj=41 akojel'\ B,
2 ako jeI*\8B,.

Sada smo definirali w; za sve j € [1, a,+1] \ B,, a definiciju proSirujemo na A, tako da je
Wtkapdy, = wjzasve k € Nizasve j € [l,a,]. Induktivno dolazimo do definicije niza
w = (wj)jen koji prati opisanu generalnu blokovsku strukturu i Toeplitzov je, prema lemi
[3.3.1(F5). Jasno je da je ovakva induktivna definicija dobro definirana, buduci da vrijedi
aydy| ar-di za svaki par prirodnih brojeva k < k’.

Sjetimo se da je vy = (0,0), vi = (1,0), v, = (0, 1) te da je za svaki interval J C N,
p() = 57 0z Y () = T jes Vo
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Lema 3.4.3. Za svaki n € Ny vrijedi p([1,a,.1]) € Bé(vo).

Dokaz. Neka je n € Ny proizvoljani J = [1, a,]. Primijetimo da je
jeJ:wj#0c(nB)ul'url

P10 lemi F4), vrijedi |J N B,| < dwtn1 < 1a,41. Nadalje, pokaZimo da je |[I' U I?| <

Tedn+1:

3L+4
U P =1+ " 2. Kd, - Da, = 4Ka,d, - 2a, <

AGL+ MHKda, + 4a, Abd, + Da, 4ap., 1
< = = ——~n+1

3L 3L 3L 16

-4Ka,d,

Stogaje [{j € J : w; # 0}] < 1—16a,,+1 + %anﬂ = éa,m. Neka je a broj elemenata j € J
takvih da je w; = 1, a b broj onih j € J za koje je w; = 2. Dakle, imamo a + b < %a,m.
Zakljuujemo da vrijedi

(J) _ (a,b)
p(J) = LA
IJI Apyl
Sada tvrdnja slijedi buduci da je
a’ N b? @ +b - 1
a’ a’,, = ap1 8

n+l1 n+l1

Navedimo sada jednu pomoc¢nu lemu, potrebnu za daljnje rezultate.

Lema 3.4.4. Neka su A i B dva disjunktna intervala u N, za koje postoji r > 0 takav da
vrijedi p(A), p(B) € B,(v). Tada je p(A U B) € B,(vy).

Dokaz. Primijetimo da vrijedi

2 jeaus Y (J) _ 2jea()  Xep¥()) Al (A) + |B]

(AUB) = - + -
P AU B] Al+1B  JA[+1B A+ B T AT+ B

o(B)

Dakle, p(A U B) je konveksna kombinacija elemenata p(A) 1 p(B) koji se nalaze u konvek-
snom skupu B,(vy), pa je tvrdnja dokazana. O

Napomena 3.4.5. Za interval J C N uvodimo oznake a; = |{j € J : w; = 1}|ib; = |{j €
J:iw; =12}

Lema 3.4.6. Pretpostavimo da je J = [1,m]ili J = [m,a,,1] zaneken € Nyim € (1,a,41).
Tada je p(J) € B%(vo).
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Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Baza je jednostavna za dokazati, buduéi da
interval [1, a;] moZemo podijeliti na 7 podintervala, tako da za svakog od njih vrijedi da je
w; konstantan po svim j iz promatranog podintervala, i to tako da je

I =[1,LK], L) =[(L+2)K+1,2L +2)K], I = [QL+4)K + 1,(3L + 4)K],
Il =[LK+1,LK + K — 1], I, = [LK + K +2,(L+2)K],
[ =[LK+K,LK+K+1], I =[2L+2)K + 1, 2L + 4)K].

Ako je m € 19, tvrdnja je odita jer je p(J) = vo. Inade, tvrdnja slijedi zato $to je [I*] = 2K =
2119 < £II7), a posljedi€no je i [I3 U I*| < 4|17 U I].

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki n — 1 € Ny i pokazimo ju za n. Neka
jem € (1,a,,) 1 neka je J = [1,m]. Dokazivat ¢emo samo ovaj slucaj, a dokaz za J =
[m, a,+1] slijedi slicnom argumentacijom. Promotrimo nekoliko slucajeva.

1. Neka je m € IY. U tom sluaju, neka je J N B, = By U...U B; U B’, pri Cemu je
B’ = Bj.;NJtesu By, .., Bj, puni blokovi reda < n. Po lemi je p(B)) € B%(vo)
za svaki i = 1,..., J, jer je, pod pretpostavkom da je B; k-blok, iz definicije niza w
ocito p(B;) = p([1,ax]). Po pretpostavci indukcije je p(B’) € B 1 (vp), zato Sto je B’
podskup oblika [1 + capdy, m" + capdy] k’-bloka Bj,,, a onda je p(B’) = p([1,m']),
Sto se po pretpostavci indukcije nalazi u kugli B%(vo), bududi da je k¥’ < n. Stoga je
p(J N B,) € B1(v), po lemi Nadalje, vrijedi J \ 8, C I\ B, € I°\ B, paza
svaki j € J \ 8, vrijedi w; = 0, odnosno p(J \ 8B,) = vo. Konacno, zakljuCujemo da
je p(J) € By ().

2. Neka je m € I*. Po lemi F4), iz |I9] > a,d, slijedi |1 N B,| < S,IIY| < 6I9| <
1—16|I ?l. Budu¢i da za svaki j € I? \ 8, po konstrukciji vrijedi w; = 0, zakljuCujemo da
je ap + b’? < %U?L Nadalje, primijetimo da je

2 1
NI = CKd, = Day < 7(LKdy + Da, < E'I?l'

Iz tog je razloga ocCito a;n; + by < 11—6|I?|. Sada primijetimo da je zbog J =
Jnrull

\/(al? +ayne)? + (b]? +bynr)? ap +dajr + b,? + bjnr
d(p(J). vo) = e < m
w2 1

T

¢ime je tvrdnja dokazana.
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3. Nekajem € I3. Polemi[3.3.1{F4) je [/ NB,| < dulJ| < 11J]. Zato moZemo zakljuciti
ajng, +byng, < :1JI. Nadalje, primijetimo da je J\ B, = (I9\ B,) U(I"\ B,) U (I3 N
D\B,) =: §1US,US 3. Iz konstrukcije je jasno da je w; = 0, zasvaki j € §1US3. K
tome, vrijedi |I* \ B,| < |I*] < I?| < %I]I. 1z toga pak slijedi aj\g, + by\g, < %IJI.
Sada zakljuc¢ujemo

il
ZjeSl lﬁ(]) + ZjeSg lﬁ(]) + Z‘[€S3 lﬁ(]) + Z‘/’GJQBH lﬂ(])
p(J) = N

_ (amsg, +ayns,,bing, +bjng,)
- /1 ’

odakle slijedi

(armg, +aing,)* +brmg, + (bing,)?  arms, +ans, + bimg, + bins,
d(p(J),vo) = \/ P < M

1
=2 1
< o _

|/ 8

4. Neka je m € I2. S obzirom da je |IZ| = |I"|, kao u 2. slu¢aju zaklju¢ujemo |J N IZ| <
2|19 < 1&J1. Uz to, koristeci lemu F4), dobivamo |(I'UI"UI)NB,| < MU
I'u Igl < %l] |. Iz dobivenih dviju nejednakosti mozemo zakljuditi p(J) € B 1 (vo),
kao u prethodnim slucajevima.

5. Neka jem € Ig . Ponovnim koriStenjem leme F4), dobivamo |/ N B,| < 11—6|J l.
Nadalje, vrijedi

J\B, =N\ B)UI'\B)UL\B)UUZ\B) U5\ B,) = S US,US3US,US’s

Iz definicije je jasno da je w; = 0, za svaki j € §; U S3 U Ss. Uz to, vrijede sljedece
ograde

; 1 : 1
I\ B,| < E'I?l i analogno 15\ B,| < E|1§|.
Zato dobivamo
(ams, +brs,) + (alg\z;,, + b[%\:g,,) < E(”ﬂ +15]) < EIJI

Dobivene nejednakosti su dovoljne da, po uzoru na prethodne slucajeve, zaklju¢imo
p(J) € By(vo).
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Lema 3.4.7. Pretpostavimo da je J C I;. interval duljine barem %d", uzi=0,1,2ij=0,1,
ili (i, j) = (0, 3). Tada vrijedi p(J) C Bruﬁ(v,-).

Dokaz. Koristeéi lemu 3.3.1(F4) vz J' = J i M = 2, dobije se % < Méb,, < % S
obzirom da se sve pozicije w; za j € (J \ 8,) u (n + 1)-tom koraku konstrukcije popune s

i, tvrdnja ocito slijedi. O

Poseban slucaj J = 1 ; nam donosi sljedeci trivijalan korolar prethodne leme.
Korolar 3.4.8. Zai=0,1,2ij=1,2ili (i, j) = (0, 3) vrijedi p(Ij.) C Bi(vi).

Lema 3.4.9. Neka su J C I C N intervali i pretpostavimo da J ima 1 zajednicki rub s I.
Vrijede tvrdnje:

1. Ako jel = I?, za j=1,2,3, onda je p(J) € Bé(vo).
2. Akojel = Ijl., za j = 1,2, onda je p(J) € Bé(vl).
3. Akojel = 112., za j=1,2, onda je p(J) € Bé(vz).
4. Akoje I = I", onda je p(J) € Bé(vl).

Dokaz.  (a) Po konstrukciji niza w, jasno je da su simboli jednako rasporedeni po inter-
valima 19, 1Y i IY. Naime, po lemi PQI) znamo da su ovi intervali iste duljine,
kao i da sva tri pocinju n-blokom pa je simbolicka konfiguracija po k-blokovima,
za k > n jednaka. S druge strane, iz konstrukcije je jasno da je w; = 0 za svaki
j e I\B)UII\B,) U\ B,), pasu simboli zaista jednako rasporedeni na cijelim
intervalima. Ako J C I(l) pocinje s 1 ili ako J C Ig zavrSava s da,., tvrdnja slijedi
po lemi Jednaka simbolicka konfiguracija po intervalima sada garantira da ovi
rezultati vrijede za sva 3 promatrana intervala.

(b)i(c) Kljucna je opservacija da su za sve promatrane intervale, oba njihova ruba udaljena
barem %% od svakog k-bloka unutar tih intervala. Za p, i g, to veé¢ znamo iz dokaza
leme PQ6), dok za rubove intervala 1], I, i I; to vrijedi jer su im susjedni

intervali Ij.) za koje znamo da pocCinju 1 zavrSavaju n-blokovima. Stoga, najblizi k-

blok, za svaki k > n, je od promatranih rubova udaljen barem za (d; — 1)a; > adek.

Dokazi svih slu¢ajeva u ovim tvrdnjama su sli¢ni pa provodimo samo jedan od njih,
onaj kada je I = I i J = [p,,[]. Ako J ne sijece nijedan blok razine k < n, onda
je po konstrukciji p(J) = v, € B ! (v2). U suprotnom, neka je m < n najveci broj za
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agdy

kojeg postoji m-blok B sa svojstvom J N B # (). Tada znamo da je |J| > = pa po
lemi [3.3.1(F4) zaklju¢ujemo

|J N B, S45msl
|/ 8

= p(J) € Bi(v).

Ostali slucajevi dokazuju se analogno.
(d) Akoje J C I} ili J C I, tvrdnja je dokazana u (b). U suprotnom, neka je j € {1,2}
za kojeg je I} C J. Po korolaru znamo da je B(I}) € B (vi). Pretpostavimo

najprije da je |JI!| > %, pri ¢emu je r # j. Po lemi onda znamo da je
pJNnIhHe B, (v1), ak tome je

14 a,d, + a, 2a,d, 1
L < < <—,
|IJl.| (K - Da,d, — 32a,d, ~ 16
pa tvrdnja vrijedi. U suprotnom, ako je |I!| < %, primije¢ujemo
|112| + |1} _ Gnd +an + wh ogd, 1
i T (K- Dad, ~ 32a,d, 16’

pa tvrdnja i u ovom slucaju vrijedi.
]

Propozicija 3.4.10. Neka je T = {Av;+ (1 —)v; :i,j€{0,1,2},2€[0,1]}i S = Bé(T).
Tada je p(J) € S, za svaki interval J = [a,b] C N.

Dokaz. Nekaje n € N najmanji takav da je J podskup nekoj (n+1)-bloka. Dodatno, buduci
da je struktura simbola ista u svim (n + 1)-blokovima, bez smanjenja op&enitosti moZemo
pretpostaviti da je J C [1,a,41]. Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Baza, odnosno slucaj
n = 1, se dokazuje jednostavno. Primijetimo da se [1, a;] moZe podijeliti na 7 podintervala
tako da za svaki od njih vrijedi da je w; konstantan za sve j u promatranom podintervalu.
Stoga, ako je J N I; # 0 za neke i, j, onda je p(J N I}) = v;. Zato je p(J) konveksna
kombinacija elemenata nekog podskupa od {v¢, v, v,} pa je jasno da je p(J) € S.

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki n—1 € N i pokaZimo ju za n. Promotrimo
nekoliko slucajeva.

1. Pretpostavimo da J sijeCe i I* i I3. Tada je I C J, a po korolaru Znamo
p(I)) e B 1. (vo). To zapravo znati as, + b7, < —=|I9|. Nadalje, primijetimo da je
2 2

I NI . iruil 2-QKd,-Da, 4
14 S (LKd,-Da, L
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odnosno, uvedemo li oznaku H := J N (I* U I%), mozemo zakljuciti ay + by < 11—6|Ig l.
Sada vrijedi

0@ +an? + by + ba)?)
d(p(J N (I" U 1) U I3)),v) = d(p(Is U H), vo) =

11} U H|
\/(a,g +ap)’ + (bp + by)?) 0 az) + b?g + (ap + by)
< —_
13| I
Li9-2
< 16| 2| — _|Ig|’
13| 8

pa zakljuujemo p(J N (I* U LY U I3)) € Bi(v). Ako J sijete i 1Y ili I, moZemo
definirati J' = JNI? te J” = JNIJ. Sada po lemi a) zakljuCujemo p(J"), p(J") €
B ! (vp). Napokon, koriste¢i lemu mozemo zakljuciti da je p(J) € B 1 (vg) C S.

o 2,
sli¢ni pa provodimo dokaz samo za slucaj kada J sijece I? 1I". Nekaje J' =JnN I? 1

J” =J NI Tada je po lemi a), p(J") € B%(vo), dok je p(J”) € Bé(vl) po lemi

. Pretpostavimo da J sijece to¢no dva od pet intervala: I?, I*, I3, I3, I3. Svi slu€ajevi su

d). Posljedicno, p(J) je konveksna kombinacija vektora iz B%(vo) iB 1 (v1) pa

pripada skupu S'.

. Pretpostavimo da J sijece 1, I* i I3, ali ne i ostale intervale. Nekaje J' = JNIYiJ” =

J N I). Tada su p(J') i p(J”) u skupu B, (vo) po lemi a), dok je p(I*) € B (v1)
po lemi d). Zato je p(J) konveksna kombinacija vektora iz B 1 (vo)1 B ! (v1) pa
se nalaziu S'.

Analagno se dokazuje i slu¢aj kada J sijece I, I3 i I3, ali ne i ostale intervale.

. Pretpostavimo da J C I* sijeCe barem dva od intervala I, I7, 1,. Nekaje J = J'UJ"U

J7ouz ) =Jn1L, I =JNn?iJ” =JnI1. Ondasup(J’)ip(J"”) uskupu B(v)
po lemi b),ap(J”’) € B ! (v2) prema lemi [3.4.9(c). Ponovno zakljuujemo da je
p(J) € § kao konveksna kombinacija elemenata iz 1 (vi)iB 1 (v2).

. Konac¢no, pretpostavimo da je J C I ;., pri cemu je / ; jedan od 7 promatranih intervala.

Tada je
JNB, =B UB,U...UB, UB",

uz B =JNByiB” =JNB,,, pri emu su B, [ = 0,1,...,m + 1, maksimalni
blokovi u B, koji sijeku J, poredani uzlazno. Kako J nije sadrZzan u samo jednom
k-bloku, za neki k < n. zbog izbora broja n, pomocu leme [3.4.3]i leme [3.4.6| da su
p(B"),p(By), ....0(By),o(B”) € B%(vo), a posljedi¢no je i p(J N B,) € B% po lemi
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Istovremeno, po definiji je jasno da je p(J \ B,) = v; pa je p(J) € S kao
konveksna kombinacija elemenata iz B% (vo) 1 B% ).

Propozicija 3.4.11. Skup pg—; separira ravninu.

Pow) = ﬂm

keN n>k

Dokaz. Primijetimo da vrijedi

pri cemu je T, = {p(J)|J C N konacani|J| = n}. Zaista, neka je @ € Por ) Tada je

. Wy e . . .
@ = lim,_e 222 pri Gemu je w™ neka podrije¢ od w, takva da je [w™| > n. Neka je k € N

[w]
proizvoljan. Za svaki n > k vrijedi i [w™| > k. Nadalje, svaka podrije¢ w™ ima pripadni
interval J, C N duljine [w™| pa je za svakin > k

(n) Iy
wl(l::nnl) B lr/II(JnI) = p(Jn) € Ty € U Lo

n>k

Iz svojstva limesa, zakljuCujemo da je @ € U, T,, a zbog proizvoljnosti izbora k je

Posw) & ﬂm

keN n>k

Obrnuto, pretpostavimo da je @ € NgenU,sxT,. Dakle, za svaki k € N je @ € U, T, pa za
svaki k postoji niz (agk)),-eN u U, T, takav da ozl(.k) — «. Sada za svaki k € N definiramo
Br = ag:), pricemuje iy > k1|8 —af < % Dakle, niz (8;), konvergira prema a, a pritom
postoje intervali J; C N takvi da je |Ji| > k 1 vrijedi

v _ ypw®)
il w®]

B = p(Jy) =

pri ¢emu su w® podrije¢i od w pridruZene intervalima J;. Sada je jasno da je a € Por )
pa zaista vrijedi jednakost promatranih dvaju skupova.

ZaO0<i<j<2nekajeT; ={Av;+ (1 —A)v;: 1 €[0,1]} te neka je §;; = B%(T,;,-).
Zan € N, neka je J; = I} = [py,q,] i biramo J, C I3 koji je jednake duljine kao J; i
koncentri¢an je oko nekog n-bloka. Po lemi [3.4.2(PQS) znamo da to vrijedi i za J; pa je
konfiguracija blokova unutar J; 1 J, jednaka. Kako su, po konstrukciji, prazne pozicije
(odnosno one koje nisu u $B,) u oba intervala popunjene sa znamenkama 2, mora vrijediti
po(J1) = p(Jr) € B%(vz). Naime, po lemi ¢) znamo da to vrijedi za p(J;), a za p(J;)
svojstvo slijedi zbog jednakosti konfiguracija blokova u J; i J,. Neka je M,, € N takav da
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jelr=Ji+M,={j+M,|je Ji}inekajep! = p(J, +i),zai=0,1,..., M,. Po propoziciji
3.4.10 znamo da je p} € S, za svaki i. Takoder, po definiciji je jasno da je udaljenost
izmedu p! i p!, | manja od |12_1| Stovise, kako i raste od 0 prema M, interval J; + i napusta
I7 i ulazi u I, zatim prelazi u 9 i naposljetku u I; dok se ne zaustavi u J, = J; + M,. S
obzirom da je |J;| > % po lemi PQ4), mozemo koristiti lemu da zaklju¢imo
kako je p(J; +1i) € B%(vk) kadaje J; +i C Ij? za neke j, k. Inace, ako J; +i sijeCe barem dva
od sedam podintervala iz dekompozicije, moZemo koristiti neke dvije tvrdnje iz leme [3.4.9]
uz vec¢ koristen argument konveksne kombinacije, kako bismo pokazali pripadnost nekom
§ij. Ovakvom argumentacijom dolazimo do zakljucka da vektori p? krenu iz B ! (v,), zatim
prelaze u B ! (v1) bez napustanja skupa S |, pa prelaze u B 1 (vo) ne napustajuci skup S, da
bi se naposljetku vratili u B 1 (v2) bez napusStanja skupa S ;.

U [3)] je pokazano da je za minimalan skup M, njegov rotacijski skup p,,(F) povezan
1 kompaktan. S obzirom da je konstruirani niz w Toeplitzov, zakljucujemo da je pg5—5
kompaktan i povezan skup. Preostaje nam jo$ pokazati da separira ravninu. Iz definicije
brojeva pf jasno je U, := {0, ... P4, } € T paje

timsup U, = [ Jve ([ YUTi < poy

neN k>n neN k>n

S obzirom da zan — oo vrijedi M,, — o0 1|J;| — oo, po ranijoj argumentaciji zakljuCujemo
da se, kada n — oo, udaljenost medu toCkama p? 1 p?,, tezi u 0 i da toCke p naprave petlju
kroz skup S. Zato zakljucujemo i da na$ kontinuum radi petlju kroz skup S pa zaista
separira ravninu R m|
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Sazetak

U ovom radu promatramo pojam rotacijskog skupa i neka njegova zanimljiva svojstva.
Zacetci ovog pojma leze u jednostavnijem pojmu rotacijskog broja, kojeg uvodi Poin-
caré. Radi se o pojmu koji opisuje gibanje tocaka pod iteracijama nekog homeomorfizma
kruznice, odnosno njegovog podizanja, prirodno pridruzenog preslikavanja na R promatra-
nom homeomorfizmu. Intuitivno, rotacijski broj predstavlja prosjecni pomak”™ tocke prili-
kom jedne iteracije naSeg homeomorfizma. Taj pojam najprije generaliziramo do pojma ro-
tacijskog skupa neprekidnih preslikavanja na viSedimenzionalnom torusu, a potom se foku-
siramo na slucaj rotacijskog skupa homeomorfizma na minimalnom podskupu dvodimen-
zionalnom torusu 1 konstuiramo primjer rotacijskog skupa koji separira ravninu, koristeci
se metodama simbolicke dinamike. Rad je strukturiran u tri poglavlja. U prvom poglav-
lju obradujemo jednodimenzionalni slucaj, odnosno rotacijske brojeve homeomorfizama
kruznice. Glavni rezultat prvog poglavlja je Denjoyev teorem koji, uz neke pretpostavke na
promatrani homeomorfizam, zakljuCuje da je dinamika tog preslikavanja jednaka dinamici
rotacije za iracionalni rotacijski broj promatranog homeomorfizma. U drugom poglavlju,
proSirujemo pojam rotacijskog broja na pojam rotacijskog skupa u viSedimenzionalnom
sluaju te pokazujemo niz svojstava rotacijskog skupa neprekidnog preslikavanja u R™,
medu kojima su najvaZnija zatvorenost i povezanost. Naposljetku, fokusiramo se na pod-
slu¢aj homeomorfizama na dvodimenzionalnom torusu, odnosno njihovih podizanja, gdje
pokazujemo da vrijede neSto jaca svojstva, medu kojima je najvaznije konveksnost rota-
cijskog skupa. U treCem poglavlju ostajemo pri promatranju homeomorfizama na dvo-
dimenzionalnom torusu i proSirujemo pojam rotacijskog skupa podizanja F na rotacijski
skup preslikavanja F na nekom podskupu torusa. Zatim pokazujemo da se gibanje toCaka
pod iteracijama podizanja F moze simbolicki reprezentirati nizovima znakova 0, 1,.., N.
Stvaranjem adektvatne podloge za poistovjecivanje simboli¢kih i dinamickih rotacijskih
skupova, problem traZenja rotacijskog skupa sa Zeljenim svojstvima svodimo na problem
konstrukcije niza znakova s nekim karakteristikama, ¢iju konstrukciju potom i provodimo.






Summary

In this paper we observe the notion of the rotational set and some of its interesting pro-
perties. Roots of this notion lie in the simpler notion of the rotational number, which was
introduced by Poincaré. The notion describes the motion of points iterated by some ho-
meomorphism of a circle, or its lift, which is a mapping in R naturally associated with the
observed homeomorphism. Intuitively, the rotational number represents the “average shift”
of a point under a single iteration of our homeomorphism. That notion is firstly generalized
to the notion of the rotational set of the continuous mapping in a higher-dimensional torus,
after which we focus on the case of a rotational set of a homeomorphism on a minimal sub-
set of the two-dimensional torus and construct an example of a plane-separating rotational
set, using the methods of symbolical dynamics. The paper is organized into three chap-
ters. In the first chapter we go over the one-dimensional case, i.e. the rotational number of
the homeomorphism of a circle. The main result of the first chapter is Denjoy’s Theorem,
which, along with some assumptions on the observed homeomophism, concludes that the
dynamics of that mapping equals the dynamics of a rotation R,, for the irrational rotational
number p of the observed homeomorphism. In the second chapter, we expand the notion
of the rotational number to the notion of the rotational set in the multi-dimensional case
and we show some of the properties of the rotational set of a continuous mapping in R™,
most important of which are being closed and connected. Finally, we focus on the case
of a homeomorphism on a two-dimensional torus and its lift, where we show some more
powerful properties, most importantly that the rotational set is convex. In the third chapter,
we continue observing the homeomorphisms on a two-dimensional torus and we expand
the notion of the rotational set of mapping F to the notion of the rotational set of map-
ping F on some subset of the torus. Further, we show that the motion of the points being
iterated by the lift F' can be symbolically represented by sequences of symbols O, 1, ..., N.
By creating the appropriate frame for identification of symbolical and dynamical rotational
sets, we transform the problem of constructing the rotational set with required properties
to the problem of construction of a sequence of symbols with some characteristics, whose
construction we then perform.






Zivotopis

Roden sam u Zagrebu 27. listopada 1996. Osnovnu $kolu pohadao sam u OS Jure Kastelana
na Savicl, u Zagrebu. Tijekom viSih razreda osnovne Skole krenuo sam sudjelovati na natje-
canjima iz matematike, a kao najveci osnovnoskolski uspjeh isti¢e se 3. nagrada u osmom
razredu, na drzavnom natjecanju u Opatiji.

Srednju Skolu pohadao sam u zagrebackoj XV. gimnaziji, popularno MIOC-u. Uz izvr-
stan prosjek, nastavljam se posvecenije baviti natjecanjima iz matematike gdje postizem
brojne uspjehe, medu kojima se istiCe 1. mjesto, A kategorija, u treCem razredu, na
drzavnom natjecanju u Sibeniku, sudjelovanje na Srednjoeuropskoj matematitkoj olimpi-
jadi u Veszpremu 2013. godine te dvije bronCane medalje sa Srednjoeuropske matematicke
olimpijade u Dresdenu 2014. godine.

Nakon zavrSetka srednje Skole, obrazovanje nastavljam na Matematickom odsjeku Pri-
rodoslovno matemati¢kog fakulteta u Zagrebu. Ondje zavrSavam najprije preddiplomski
studij matematike, smjer istrazivacki, a potom 2018. godine upisujem diplomski studij
Matematicka statistika. U pet godina provedenih na fakultetu, osvajam 3 broncane me-
dalje na International Mathematical Competition-u u Blagoevgradu, uz 2 sudjelovanja na
medunarodnom matematickom natjecanju Vojtech Jarnik u Ostravi. Uz postizanje izvrsnog
uspjeha na fakultetu i osvajanje dviju nagrada za jednog od najboljih studenata generacije,
u slobodno vrijeme ostajem ukljucen u srednjoskolska matemati¢ka natjecanja u ulozi men-
tora, a zatim 1 potpredsjednika udruge Mladi nadaredni matematic¢ari "Marin Getaldi¢”, te
kao mentor u XV. gimnaziji.



	Sadržaj
	Uvod
	Rotacijski brojevi homeomorfizama na kružnici
	Homeomorfizam, podizanje, rotacijski broj
	Denjoyev teorem

	Rotacijski skupovi preslikavanja u višedimenzionalnim torusima
	Poopcenje pojma rotacijskog broja
	Svojstva rotacijskog skupa od F H2

	Rotacijski skup koji separira ravninu
	Minimalni podskupovi torusa
	Rotacijske potkove i simbolicko racunanje rotacijskih skupova
	Realizacija rotacijskih skupova Toeplitzovim nizovima
	Konstrukcija rotacijskog skupa koji separira ravninu

	Bibliografija

