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Uvod

Teorija aproksimacije je podrucje analize koje se, u svojoj srzi, bavi sposobnosti
aproksimacije funkcija sa jednostavnijim i lakSe izracunljivim funkcijama. Prvo pita-
nje koje se postavlja u teoriji aproksimacije jest mogucénost aproksimacije. Je li obitelj
funkcija, kojima zelimo nesto aproksimirati, gusta u skupu funkcija koje Zelimo a-
proksimirati? To jest, mozemo li aproksimirati bilo koju funkciju iz naseg skupa,
koliko god to dobro Zelimo, koristeéi proizvoljne funkcije iz dane familije? Prvi vazni
rezultati za gustoce funkcija bili su oni koje je dokazao Karl Weierstrass 1885. go-
dine. To su gustoca algebarskih polinoma u klasi realnih neprekidnih funkcija na
kompaktnom intervalu, te gustoca trigonometrijskih polinoma u klasi 27-periodi¢nih
realnih neprekidnih funkcija. Weierstrassovi teoremi aproksimacije dali su brojne ge-
neralizacije koje su primijenjive na druge familije funkcija.

Pitanje kojim se bavimo u ovom radu jest koji uvjet mora zadovoljavati ras-
tuéi niz realnih brojeva A = (0 = Ay < A\ < ---) tako da vektorski prostor
II(A) := span{z* : k € Ny} bude gust podskup od C0,1] (skup realnih nepre-
kidnih funkcija na segmentu [0,1])? Takoder, postavlja se i obratno pitanje, ako
imamo gustoé¢u sto onda mora vrijediti za niz A? Ova pitanja postavio je Sergei
Bernstein 1912. godine, a odgovor na njih dao je Herman Miintz 1914. godine te
je taj rezultat poznat kao Miintz-Szaszov teorem. Na pocetku rada bavimo se doka-
zom Klasi¢nog Miintzovog teorema za rastuce nizove realnih brojeva, a nakon toga
slijedi Puni Miintzov teorem koji umjesto rastu¢ih nizova realnih brojeva razmatra
proizvoljne nizove realnih brojeva. Takoder, ne¢emo se baviti aproksimacijom samo
na skupu C10, 1], ve¢ i na nekim drugim skupovima kao sto su L?[0, 1] te Cla, b, za
0<a<b.



Poglavlje 1

Aproksimacija neprekidnih funkcija

Zapocinjemo s jednim od najvaznijih teorema u teoriji aproksimacije do kojeg je 1885.
godine dosao Karl Weierstrass.

Teorem 1.1 (Weierstrassov teorem aproksimacije). Neka je dana realna funkcija
f € Cla,b] i proizvoljan € > 0. Tada postoji polinom p € Rlx| tako da vrijedi

[f(z) = p(x)] <e
za sve x € [a,b].

Za dokaz ovog teorema treba nam pomocna tvrdnja. Najprije, za ogranicenu i
uniformno neprekidnu funkciju f: R — R i h > 0 definiramo

u—x

Suf(x) = # / " f)e P du,

Ova funkcija je dobro definirana jer je f ograniCena te za funkciju gustoc¢e normalne
distribucije vrijedi:
1 & u—x\2
- ) du = 1. 1.1
e | (1)

Teorem 1.2. Neka je f: R — R ogranicena i uniformno neprekidna funkcija. Tada
Spf uniformno konvergira prema f kada h | 0.

Dokaz. Neka je e > 0. Tada postoji § > 0 takav da |f(z)— f(y)| < 5 zasvakiz,y € R
za koje vrijedi |z — y| < 0. Pretpostavimo da |f(x)| < M na R. Zbog (1.1) mozemo

napisati

u—x )2

fa) = o= [ fae

2

du.
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Neka je hg > 0 takav da vrijedi hy < sgﬁ. Tada je

]‘ o u—x\2
[S1f(2) = F(@)| < / 17w~ e T
€ 1 s
= flu) — flx)le” " du
R LR
e 2M w2
=~ _+_ 6_( h ) du
2 h‘ﬁ |z—u|>d
5+2M -y
_ — _ e v
2 VT s
5+ 2Mh ] —y
-+t —F vle v
<8+4Mh, > _v2d €—|—2Mh<5
-+ — ve V= — + ——
2 0T )y 2 oy
za sve 0 < h < hgizasve x € R. 0

Dokaz teorema [l 1l Zapoc¢injemo tako da prosirimo f do ograni¢ene uniformno nep-
rekidne funkcije na R. Definiramo:

fla)(z—a+1), xz€la—1a)
fl@)=< —fb)(x —b—1), x€ (bb+1]
0, r<a-—1liliz>b+1

To jest, postoji R > 0 tako da je f(z) = 0 za |z| > R. Neka je € > 0 proizvoljan
i neka je M takav da vrijedi |f(z)| < M za sve z. Tada po prethodnom teoremu
postoji hg > 0 tako da za sve x € R vrijedi |Sp, f(z) — f(z)| < 5. Kako je f(u) =0
za |u| > R, moZemo pisati

u—

R
S (1) = # / e T .

Na segmentu [%}R, %] red potencija od e v konvergira uniformno, zato postoji N

takav da je

N k 2k
1 67(%)2 B 1 Z (—1) (’LL — .T)
hoy/7 ho\/7 —~ k! ho

za sve |z|,|u| < R, zato jer je tada |u — z| < 2R. To sada povlaci

€
ARM

<
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S0 e /Zf(“) > o (u;x)k .

k=0

za sve |z| < R. Stavimo

1 R al (=1 fu—=z\*
P =z [ S ()
Primjetimo da je integrand u prosloj nejednakosti (ako ga raspiSsemo na odgovarajuci
nacin) zapravo polinom u x stupnja 2N ¢iji su svi koeficjenti neprekidne funkcije po
u. To znadi da je odgovarajudi integral polinom u z stupnja najvise 2N s konstantnim
koeficijentima, to jest P(z) je polinom stupnja najvise 2N za koji vrijedi |Sy, f(z) —
P(z)| < § zasve || < R. Odavde slijedi | f(z) — P(x)| < ¢ za sve x € [a,b]. O

Vazna posljedica teorema je Stone-Weierstrassov teorem kojeg navodimo bez
dokaza.

Definicija 1.3. Podskup A C C(X) separira tocke ako za proizvoljne razlicite tocke
x,y € X postoji funkcija g € A takva da vrijedi g(x) # g(y).

Teorem 1.4 (Stone-Weierstrassov teorem). Neka je X kompaktan skup i neka C(X)
oznacava prostor realnih neprekidnih funkcija definiranih na X. Pretpostavimo da je
A podalgebra od C(X). Tada je A gusta u C(X), u supremum normi, ako i samo ako
A separira tocke i ako za svaki x € X postoji f € A koji zadovoljava f(x) # 0.

Pitanje koje se sada prirodno postavlja jest: koje potencije polinoma su dovoljne
za aproksimaciju neprekidnih funkcija iz C[0, 1], ili opéenitije, iz C[a, b]? Ovo pitanje
je 1912. godine postavio Sergei Bernstein i naslutio je sljedeée: ako je dana rastuca
familija realnih brojeva {0 = \g < A\; < ...}, tada je span{z* : i € Ny} gust u C|0, 1]

ako i samo ako je
I
= N

Bernstein je radio na tom problemu te je dokazao da je uvjet

[e.o]

Z 1+;\(jg)\i C e

=1

nuzan za gustocu, te da je
i Ak
im =
k—oo klog \p

dovoljno. Njegovu slutnju dokazao je Miintz 1914. godine.
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Definicija 1.5. Neka je A = (\;)72,, niz realnih brojeva. Vektorski prostor II(A) :=
span{z* : i € Ny} naziva se Miintzov prostor pridruZzen A.

Teorem 1.6 (Miintz-Szasz). Neka je A = (\)2, .0 = Ao < Ay < ..., rastuéi niz
realnih brojeva koji zadovoljava lim; . \; = 0o. Tada je TI(A) = span{z? : i € Ny},
gust v C[0,1] ako i samo ako je

i)\l = 00. (1.2)
i=1 "

Dokaz teorema napravljen je u sljede¢em poglavlju.



Poglavlje 2

Klasicni Muntz-Szaszov teorem

2.1 Preliminarni rezultati

Zapocinjemo s propozicijom koja ¢e se Cesto koristiti u dokazima:

Propozicija 2.1. Neka je (a,) niz realnih brojeva takav da je 0 < a, <1, n € N, i
an, — 0. Tada

ﬁu—an):o = ian:—iroo.
n=1 n=1

Dokaz. Neka je m takav da je a, < % za sve n > m. Razvijanjem logaritma u red,
za takve n mozemo pisati:

2
log(1 — ay, —a, — % %
og a>+1‘: e et
Qanp, Gp,
—a"+a’2“+ai+
12 3 4 T

Sada slijedi da za n > m vrijedi:
3 1
—50n <log(l—a,) < —50n.

Odavde slijedi da redovi Y log(l — a,) i > . -, a, ili oba konvergiraju ili oba
divergiraju. Dakle,

ian =400 <= ilog(l —ay) = log ﬁ(l — Q) = —00.
n=1 n=1

n=1
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Primijetimo da je zadnja jednakost ekvivalentna s [[>~ (1 — a,) = 0 i odavde slijedi
tvrdnja. 0

Sada prelazimo na rezultate iz teorije Hilbertovih prostora koji su potrebni za
originalan dokaz teorema. Standardne rezultate iz Hilbertovih prostora ne¢emo do-
kazivati.

Teorem 2.2. Neka je H Hilbertov prostor i Y zatvoren potprostor od H. Tada, za
svaki vektor x € H postoji jedinstvent y € Y takav da je

inf{||lx —z|| : z € Y} = d(2,Y) = ||z — y||.
Nadalje, v —y €Y+t ={z€H: (z,w) =0 zasvew € Y}.

Primijetimo da je na Hilbertovom prostoru H, |[v|| = (v,v)2, gdje je (-, -) skalarni
produkt. Takoder, jedinstveni y € Y iz teorema naziva se ortogonalna projekcija od
rmnaY.

Sada pokazujemo Gramov rezultat koji nam omogucava da racunamo udaljenosti
izmedu elemenata Hilbertovog prostora i kona¢nodimenzionalnog potprostora (koji
je automatski zatvoren).

Definicija 2.3. Neka je H Hilbertov prostor i neka su hy,....h. € H. Gramova
determinanta pridruZena elementima hq, ..., h, € H je

<h17 hl> e <h17 h'r‘>
Ghy, o hy) i=det |+ ..
<h‘7'7h‘1> <hT7hT>

Lema 2.4 (Gram). Neka je H Hilbertov prostor, neka je g € H iV = span{ fi, fa, ..., fu}
potprostor od H takav da je dimV =n. Tada,

G(f1, s [,

Dokaz. Prema teoremu [2.2] mozemo pronaci jedinstveni f* € V koji zadovoljava
d(g,V)?* = (g — f*,g — f*). Prema definiciji od V slijedi da postoje jedinstveni
1y, cnp € C takvi da f* =" ¢ f;. Takoder znamo da je g — f* € V*, zbog cega
vrijede sljedec¢e jednakosti:

(fe,g—fY=0 zasvek=1,...,n. (2.1)
Nadalje, vrijedi
d(g, V> ={g—["9) =g — I F)={9— "9 =(9,9) = (f*,9). (2:2)
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Prosirimo f* u jednakostima (2.1)) i (2.2) i tako dolazimo do sljedeceg sustava jed-
nadzbi:

ci(fi, fi)+ el fi, fo) = (f1,9) =

Cl<fn;f1>+~-~ + Cn<fn7fn> - <fn;g> =0
ci(f1,9) +oo + cn(fn, 9) +d(g,V)> = {g,9) = 0.

Primijetimo da je (cy, ..., ¢y, 1) # 0 netrivijalno rjesenje sustava s n + 1 jednadzbi:

<f17 f1>x1+... + <f1, fn>5’7n - <f1ag>$n+1 =0

(far F1)T1H oo+ (frs fa)Tn — (frs @)1 =0
(f1,9)x1 oo+ (fa, @)z + (d(g,V)? = (g, g))Tns+1 = 0.

Zato vrijedi:

<f1af1> <f1afn> _<f17g>

CN ) o Uk e |
(fg) - (farfg) d(g,V)*—(9,9)

Razdvajanjem posljednjeg stupca kao (0, ..,0,d(g, V)" — ((f1,9)s -, (fn, 9}, (g, 9)) T
dobivamo:

(fi.fr) - (i fa) 0 (fi,fr) - (i, fa) (f1,9)
<fmf1> <fmfn> 0 <fmf1> <fmfn> <fn;g>
<f17g> <fn7fg> d(.gvV)Q <f1ag> <fn)fg> <g7g>

Odavde, iz definicije Gramove determinante sada slijedi

d(ga V)QG(fla ey fn) = G(fla ~-'7fnag)a

i time je dokaz gotov. O]
Promatramo prostor L?([0,1]) := {f : [0,1] — C izmjeriva : fol |f(x)Pdz < oo},
gdje dx oznacava Lebesgueovu mjeru. Na L*([0, 1]) imamo definiran skalarni produkt

(f,9)r2 = fo g(x)dz i iz njega izvedenu normu || f|l, = \/fol |f(z)]2dz. Vrijede
sljededi teoremi:
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Teorem 2.5. Prostor L*([0,1]) je Hilbertov prostor.
Teorem 2.6. Skup C0,1] je gust u L*(]0, 1]).

Na kraju, potrebna nam je lema do koje je dosao Cauchy koja sluzi za rac¢unanje
Gramovih determinanti koje se pojavljuju u dokazima.

Lema 2.7 (Cauchy). Neka je n € N i neka su xq,...,Tp, Y1, ..., Yo € C takvi da je
x; +y; # 0 za sve i,j. Tada vrijedi:

_1r . 1
D, := det el Thcicen(® — i) (Y — vi)
. IR 1 H1§z‘,j§n(l’z‘ + ;)
TntyY1 Tn+Yn

Dokaz. Neka je C,, matrica ¢iji su elementi a;; = (ova matrica poznata je kao

1
T +Yj
Cauchyjeva matrica). Oduzmimo prvi stupac od svakog od stupaca 2 do n. Dobivamo

da se, u stupcima 2 do n, a;; transformira u

1 :($i+y1)—(l‘z‘+yj):(y1—yj)( 1 >
ity ity ()t ) zi+uy1) \zi+y;
Ovakvim elementarnim transformacijama vrijednost determinante se nije promijenila.
Nadalje radimo sljedeée transformacije: Izlu¢imo faktor —— iz svakog retka 1 < i <

Ti+Y1
n, a zatim izlu¢imo faktor y; — y; iz svakog stupca 2 < 7 < n. Dobivamo:

1 1 1 L. 1
r1+y2  T11+Y3 T1+Yn
n 1 n 1 1 1 L. 1
o r2+Yy2 z2+Y3 2+Yn
D, = ”:c+ [Twi—v) )| ™ S R
=1 % U j=2 . 1 1 . 1
1 Tnty2 ITntys o Tn+Yn

Sada oduzmimo redak 1 od svakog od redaka 2 do n. Prvi stupac sada ima sve 0
osim na prvom mjestu, a a;j, za ¢,j > 1, sada izgleda ovako:

L Lty (e (1)
ity vty (@t y) (et ) 1+ y;) \Ti+y;
Ponovno, ovakvim transformacija vrijednost determinante se nije promijenila. Sada
radimo sljedece: Izluc¢imo faktor x; — x; iz svakog retka 2 < ¢ < n, a zatim izlu¢imo
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faktor o +y iz svakog stupca 2 < j < n. Dobivamo:
1 1
0 1 1
n n n n 0 xg-fyg Zz—{yn
H it ];[ o1+ y; g( 1 ) g(yl 3/]) | 3?112 SJ‘ry
1
0 Tn+Y2 o Tn+Yn
Sredivanjem ove jednakosti dobivamo:
1 1 L 1
. 992-1-212 962-{% 1‘2-{yn
D — Hi:Q (2 — 21) (i — y1) z3ty2  w3tys  Tztyn
[Licicnocjcn(@i+y)(x1 +y;) | : K :
1 1 1
In+yY2 Tn+Y3 T Tn+Yn

Ponovimo ovaj postupak na manjoj determinanti koju smo dobili, to radimo sve dok
ne preostane samo trivijalna determinanta. Odavde slijedi rezultat. [

2.2 Dokaz teorema

Ovaj odjeljak zapocinjemo s elementarnim dokazom dovoljnosti Miintz-Szaszovog te-
orema. To ¢emo napraviti prateéi konstruktivan i kratak dokaz M. von Golitscheka
(vidi [12]).

Napomena 2.8. Sa || - || ili || - [[jg1) cemo oznacavati supremum normu na [0, 1].

Dokaz dovoljnosti u teoremu[1.6. Primijetimo da je dovoljno pokazati da za bilo koji
q € N\{\; : i € N} imamo da je 29 u zatvaracu od span{z* : i € NU {0}}. To
znaci da mozemo aproksimirati sve polinome, pa sada po Weierstrassovom teoremu
mozemo aproksimirati sve neprekidne funkcije.

Ideja je definirati, za svaki ¢, konkretan niz aproksimacija (P,)5>, C II(A) i
dokazati da Q,(x) = 27 — P,(z) konvergira uniformno prema 0 na [0, 1]. Stavimo
Qo(x) := x9 1 definiramo Q,(z) za 0 < x <11in > 1 induktivno kao

Qn(z) :i= (M — q)xk”/ Qu_1 ()t .

Pokazimo da za svaki n > 0 mozemo pronadi a,; € R koji zadovoljavaju

n

Qn(z) =29 — Z an,ix’\".

=1
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Ova tvrdnja ocito vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 0.
Pokazimo da vrijedi za n + 1. Koristeéi pretpostavku mozemo pisati:

1 n
Qi1 () = Ay — @)™+ / (tq - Z @n,itM> ¢ At
x i=1

4= Ant1 n hi—Ant1

= /\n - xAn+1 -\ Apix—~
Pt = 4) [q_)\n-H i )\i_)\n-i-l]x

" P
_ q . Ai n+1 q )\n+1 )\
=7+ ;:1 A i SV +x (Ant1 —q) ( T E am)\ )\n+1> )

i /\n+1

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Sada jo§ samo trebamo pokazati da ||Qn]/cpo,1]
konvergira prema 0 kad n — oco. Vrijedi ||Qol|cjoa) =11

1
’Qn(x) < x}\ ‘ / tl)\ndt‘
zM — 1
= = 0 1@l [T

_‘A

Odavde, uzimajuéi supremum po x € [0,1] i ponovljenim koristenjem gornje nejed-
nakosti, dobivamo:

q
] 11— ™[ Quslcroar

- q
1Qn (@) llepny < T |1 - Al
i=1 ¢
Dakle, prema propoziciji [2.1{slijedi da ||@,| — 0 ako vrijedi >~.°, /\1 = 00. O

Da bismo dokazali i drugi smjer teorema potrebna je sljedeca lema.

Lema 2.9. Neka su q, Ao, \1, ..., A, razliciti realni brojevi strogo veéi od —1/2. Tada,
u || - lo vrijedi:

§ = d(x? span{z™, .. a*}) =

q+>\ +1'

2q+

Dokaz. Znamo da je L?*([0,1]) Hilbertov prostor te da funkcije ... 2 razapi-
nju njegov kona¢nodimenzionalan vektorski potprostor. Zato, prema Gramovoj lemi
(Lema , udaljenost koju zelimo izracunati jednaka je

5— Gz, ..., x*¢n 29)
B G(aro, . xr)
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Primijetimo da za bilo koje a,b > —1/2 vrijedi:

1
a+b+1

1
(x®, 2% 12 :/ rrdr =
0

Dakle, gornje determinante mozemo napisati na sljede¢i nacin:

1 1
Ao+Ao+1 Ao+An+1
Gz, ..., 2™) = det : _ :
i

1 ... 1 1
Ao+Ao+1 Ao+An+1  Ao+g+1

Ao An 0\ : E : :

Gz, ...,x" x?) = det ; : ;
tho+tl T gHAatl gfg+l

Vrijednosti gornjih determinanti sada izra¢unamo pomoc¢u Cauchyjeve leme (Lema
saxz-:)\i_l iyj:)\j_l—i—ltexn+2:qiyn+2:q—|—1:
) [locicicnXi = A))°
Hogi,jgn(/\i + )‘j + 1)
H0§i<j§n(>\i - )‘j)Q H?:o(q - Aj)z
(2¢+1) Hogz’,jgn(/\i + A+ 1) H?:o(q + A+ 1)

Trazena formula slijedi uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u pocetni izraz. ]

G(z™, ..., x

Gz, ..., a™M 29 =

Sada prelazimo na originalni dokaz Miintz-Szaszovog teorema.

Dokaz teorema[1.d. Najprije dokazimo nuznost. Prisjetimo se da za f € C[0,1] vri-
jedi

£, = / @)z < [l

Ovime vidimo da ako je neki podskup gust u C[0, 1], tada je on takoder gust i u
L%([0,1]). Dakle, ako je span{z* : i € Ny} gust u C[0,1] to implicira da je z? u
L*-zatvaracu od span{z’i : i € Ny} za sve ¢ € N\{)\; : i € Np}. To vrijedi ako i samo
ako

n—o0

d(z?, span{z™, .. 2’ }) 272 0.
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Kako je lim;_,o A\; = 0o, prema prethodnoj lemi to ¢e se dogoditi ako i samo ako je

q—A —0
q—i—)\j—l—l

n

lim sup H
n—oo .
Jj=0

Primijetimo da za dovoljno velike j taj produkt mozemo pisati (bez prvih nekoliko
faktora) na sljedeci nacin: [] (1 - %). Prema propoziciji to ¢e konvergirati
prema 0 ako i samo ako vrijedi:

o0

2¢+1
N+t o
o i+ q+

Primijetimo, ako je dan a > 0, i ako je \; dovoljno velik, tada sljedec¢e nejednakosti
vrijede trivijalno:

2 1
)\j—i‘CL >\j+a.

Odavde slijedi da gornji uvjet vrijedi ako i samo ako je

|
j=1""

1
> — >
_>\j_

Time je pokazan jedan smjer.
Primijetimo da smo ovime zapravo dokazali sljede¢u tvrdnju:

= 1
span{z™ : i € Ny} je gust u L?[0,1] ako i samo ako je E SV (2.3)
=177

Dokazimo sada dovoljnost. Za ¢ > 1 i proizvoljan ig € N mozemo pisati

/ gt = aNtN T dt
0 i=ig
1
<)
0
[ 1
|

n
qri! — E aidi!

=10

n

z? — g a,-xAi

=10

n

qtq_l — Z ai)\it)‘i_l

=10

qtqil — Z ai)\l-tAfl

=10

dt

N[

2
dt

IN

Y

2

IA
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Sto vrijedi za sve x € [0, 1], pri ¢emu je u drugoj nejednakosti korigtena Jensenova
nejednakost. Dakle, zbog ([2.3)), slijedi da moZemo aproksimirati polinome x? u su-
premum normi elementima iz span{xki i € No} ako je

/\_1 = OQ.

i=1ip

Primijetimo da mozemo izabrati i tako da vrijedi A; —1 > 0 za sve ¢ > 7y. Takoder,

gornja jednakost je ekvivalentnas » -2, /\ = 00, zato §to za dovoljno velike \; vrijedi:

2 1
> >

1
N TN — i

Ovime je dokaz gotov. O

Sada navodimo (bez dokaza) jedan povijesno bitan rezultat. Radi se o Szaszovom
teoremu koji razmatra slucaj kada su eksponenti kompleksni brojevi (vidi [24]).

Napomena 2.10. C([0,1],C) := {f : [0,1] — C : f neprekidna} je prostor nepre-
kidnih kompleksnih funkcija definiranih na [0, 1].

Teorem 2.11 (Szész, 1916). Pretpostavimo da polinomi mogu imati kompleksne ko-
eficijente i kompleksne eksponente. Tada za A = (\g)72, C C stavimo Ic(A) =
spangc{z*}2 . Ako je Ao = 0 i Re(\y) > 0 za sve k > 0, tada je Ilc(A) gust podskup
od C([0,1],C) kad god je

> Relh) _ (2.4)

— 1+ ‘)\k|2

Stovise, ako vrijeds

s <0
2 )
P 1+ ‘)\k’
tada Tlc(A) nije gust podskup od C([0,1],C). Posebno, ako vrijedi
lim inf Re(\g) > 0,

k—ro0
tada je Ic(A) gust podskup od C([0,1],C) ako i samo ako je zadovoljeno (2.4)).

Napomena 2.12. Primijetimo da Szdszov teorem ne pokriva sve slucajeve. Na pri-
mjer, niz A\, = % + vk zadovoljava

> Re . = 1+Re(/\k)_
Zl—l—|)\k|2 i) T+ e

=1 k=1
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Za kraj ovog poglavlja slijedi nekoliko napomena i primjera.

Napomena 2.13. Potencija \g = 0 nam treba uw Miintz-Szdszovom teoremu (teorem
jer bi u suprotnom za sve f € II(A) vrijedilo f(0) = 0 pa ne bismo imali gustocu
u C0,1].

Primjer 2.14 (Kvadrati prirodnih brojeva). Neka je A = (n?),en,. Tada TI(A) nije
gust u C[0, 1] jer

I 7
2 ﬁ = E < 00.

Primjer 2.15 (Prosti brojevi). Neka je P skup prostih brojeva. Tada je II(P U {0})
gust u C[0,1]. Zaista, ako sa p, oznacimo n-ti prost broj, tada vrijedi

=1



Poglavlje 3

Puni Muntzov teorem

Klasi¢ni Miintz-Szészov teorem naveden je samo za rastuce nizove nenegativnih re-
alnih brojeva 0 = Ay < A\; < ---. Zanimljivo bi bilo znati neki opéenitiji rezultat,
koji se bavi proizvoljnim nizovima eksponenata, ako je to moguce. Takav rezultat
nazivamo Puni Miintzov teorem. Takoder, bilo bi zanimljivo znati takav rezultat
ne samo za prostor C|0, 1] ve¢ i za C(K) gdje je K kompaktan podskup od R ili C,
te za neke druge prostore funkcija kao $to je na primjer LP[a, b], itd.

3.1 Puni Miintzov teorem na |0,1]

Definicija 3.1. Za 1 < p < oo definiramo ||f|, = (fol \f(t)|pdt)%. Poistovjecujuci
funkcije koje se razlikuju na skupu mjere 0, definiramo LP[0,1] := {f : [0,1] = R :
fizmjeriva, || f||, < oo}. Takoder, za p = oo definiramo L>®[0,1] = {f : [0,1] — R
[ izmijeriva, || f{| 5, < oo}

Zapocinjemo s navodenjem glavnih rezultata ovog odjeljka.

Teorem 3.2 (Puni Miintzov teorem za C|0, 1]). Neka je A = (A\g)32, niz razlicitih
pozitivnih realnih brojeva. Tada je TI(A U {0}) gust u C|0, 1] ako i samo ako je

>
2
pt A+ 1

Teorem 3.3 (Puni Miintzov teorem za L?[0,1]). Neka je A = (\p)32, niz razlicitih
realnih brojeva veéih od —1/2. Tada je TI(A) gust u L?[0,1] ako i samo ako je

[e.9]

— (20, +1)? +1

16



POGLAVLJE 3. PUNI MUNTZOV TEOREM 17

Teorem 3.4 (Puni Miintzov teorem za L'[0,1]). Neka je A = (\x)32, niz razlicitih
realnih brojeva veéih od —1. Tada je TI(A) gust u L[0,1] ako i samo ako je

o0

)\k—i—l
ZAk+ -

=1

Teorem 3.5 (Puni Miintzov teorem za LP|0,1]). Neka je p € (0,00) i neka je A =
(A\k)2, niz razlicitih realnih brojeva vecih od —1/p. Tada je II(A) gust uw LP[0, 1] ako
1 samo ako je

Puni Miintzov teorem za C' [O, 1] naslutio je Schwartz, a prvi ga je dokazao A. R.
Siegel [22] prateci ideje koje je predstavio Szész u svojem poznatom uratku iz 1916.
godine [24]. Puni Miintzov teorem za L?[0,1] dokazao je Szasz [23]. Puni Miintzov
teorem za L'[0, 1] dokazali su Borwein i Erdéyli [6] i naslutili da vrijedi slicna tvdrnja
za LP[0,1] (teorem [3.5). Puni Miintzov teorem za LP[0,1] za slucaj 1 < p < oo
dokazao je Operstein [14], slu¢aj 0 < p < oo dokazali su Erdélyi i Johnson [11] te
relativno nedavno Erdélyi [10] sa "elementarnim" dokazom.

3.1.1 Puni Miintzov teorem za L?0, 1]
Dokaz teorema[3.3. Prema lemi [2.9 znamo da vrijedi

d(z9, span{:c’\o, A"})

q+/\ +1‘

2q—|—

Dakle, za nenegativni cijeli broj ¢ razli¢it od svih eksponenata \; vrijedi da je x? €
span{z?, 2 ...}, gdje Span oznacava L%[0, 1] zatvara¢ od span, ako i samo ako je

2q+1 _ 0
q+>\k—|—1 -

Gornji produkt rastavimo tako da faktore grupiramo u dvije skupine ovisno o sluca-
jevima g € (—1/2,q] i A\x € (¢,00), to nas dovodi do sljedece reformulacije gornjeg

uvjeta:
) 2q+1 2q +1
lim 1l - — l1———— | =0. 3.1
n—00 H ‘ q+>\k—|—1‘ H ‘ q+)\k+1‘ (3.1)

k<n; k<n;
Ae€(=1/2.4] Ar€(g,00)

n—>oo

q—i—)\k—|—1’< n—)oo
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Najprije primijetimo da ako je A > ¢, onda je 1 — q%f;il > 0, a ako je A € (—1/2,¢],

onda je 1 — qiq;il < 0. Nadalje, vrijedi
2¢+1 B 22 +1
q+A+1 T
Zato je prema propoziciji gornji uvjet (3.1)) evivalentan s
2+ 1 2, + 1
S Yy A (3.2)
k>1; 4+ At k>1; ¢+ At
Ak €(q,00) Ae€(=1/2,q]

Primijetimo da ako je A > ¢, vrijedi

1 _ 1 _ 2
2A+1 g+ A+1 2241

Takoder, ako je A € (=1/2,¢], onda vrijedi

1 1 1
- > > .
g+1 7 g+A+1 7 2g+1

Zato je uvjet (3.2)) ekvivalentan s

1
= 17 2\ 1) = 0. 3.3
;2)%_'_1 oo il ; 2\ + 1) = 0 (3.3)
Ak€(q,00) Ar€(—1/2,q]

Sada primijetimo da ako je A\ € (—1/2,¢]|, vrijedi

20+ 1 (2A+1)
20+ 1P 4+1)——— >4+ 1> -~
@)+ Do 22 M 2 e
Takoder za A > ¢ vrijedi
1 20 +1 1 (29 + 1)?

A+1 . AFIP L @A+ D+ (2 +1)7)

Zato se kona¢no uvjet (3.3) moze zapisati kao

[e.o]

A\ +1)2+1 77

k=1

Sto je i trebalo dokazati. O]
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3.1.2 Puni Miintzov teorem za C|0, 1]

Da bismo dokazali teorem potrebno je promatrati razlicite sluc¢ajeve, ovisno o
tome koji od sljedeca Cetiri uvjeta zadovoljava niz (\g):

1. infrey Ap > 0.

2. limg 00 A = 0.

3. (M) = (o) U (Br), gdje o, — 01 B, — o0.
4. niz (\x) ima gomiliste u skupu (0, co).

Dokaz teorema|3.2, uz pretpostavku infreny A\ > 0. Neka je 0 < 6 < infpey A\p. Na-
pravimo zamjenu varijabli x — zs i rjeSavamo problem za eksponente A\j = A\;/d
koji zadovoljavaju infreny A > 1. To zapravo zna¢i da mozemo pretpostaviti, bez
smanjenja opcenitosti, da vrijedi infyeny Ay > 1. Kako je Ay > 1 za sve k, vrijede
sljedeé¢e nejednakosti

420+ 1) - A - 20+ 1
A+1)2+17 X+17 2A+1)2+1

Takoder, zbog istog uvjeta, vrijede i ove nejednakosti

20 +1 _ 20 —1)+1 42X+ 1)
A+1)24+1  2A—-1)+1)24+1  (2A+1)2+1

Zato vrijedi

N L 20 +1 = 20— 1) +1
;Az+1 0o AR ;(2)\k+1)2+1 0o AR ;(Q(Ak—1)+1)2+1 >

Da bismo zavrsili dokaz prisjetimo se dviju nejednakosti dobivenih u proslom poglav-

lju:
x? — Z a;z| < |lgz?t — Z a i (3.4)
i=1 i=1 9
: 1
1= [ 1 @)Fde < 1l (3.5)

Pretpostavimo sada da vrijedi

- Ak . - Q(Ak—1)+1
pu— t' pu—
Z)\iJrl 0l ;(Z(Ak—1)+1)2+1 >
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Prema teoremu [3.3| slijedi da je IT((Ax — 1)§2,) gust u L?[0, 1]. Dakle, za proizvoljan
cijeli broj ¢ > 0 mozemo lijevu stranu u nejednakosti uciniti proizvoljno malom,
tj. moZemo aproksimirati polinome x¢ elementima iz span{z* : k € N}. Stoga,
prema Weierstrassovom teoremu aproksimacije, slijedi da je II((A\x)52, U {0}) gust u
10, 1].

S druge strane, ako je II((A\g)52; U {0}) gust CI0,1] tada, uzimajuéi u obzir da
je C[0,1] gust u L?[0,1] te nejednakost (3.5)), imamo da je TI((Ag)52, U {0}) takoder
gust u L?[0, 1]. Stoga, prema teoremu [3.3| vrijedi

o

2, + 1 =\
5 =00, tj. Z 5 = 0.
o (2)\k + 1) +1 P )‘k +1

]

Prije nego zapoc¢nemo s dokazom drugog sluc¢aja potrebno je navesti nekoliko
pomo¢nih tvrdnji, koje ne¢emo dokazivati, iz funkcionalne i kompleksne analize. Na
kraju navodimo i jednu korisnu nejednakost.

Teorem 3.6 (Rieszov teorem o reprezentaciji linearnog funkcionala na Cla, b]). Svaki
ograniceni linearni funkcional f na Cla,b] moZe se reprezentirati kao

£(6) = / o(t)du(t), (3.6)

gdje je u neka konaéna Borelova mjera s predznakom na |a, b].

Teorem 3.7 (Hahn-Banach). Neka je X normiran prostor, Y < X i f € Y*. Postoji
F € X* takav da je Fly = f i ||F|| = || f-

Kako je nas problem gustoca odredenih linearnih potprostora u Banachovom pros-
toru, sasvim je prirodno koristiti Hahn-Banachov teorem na sljede¢i nacin.

Korolar 3.8. Neka jeY zatvoren potprostor Banachovog prostora X. Tada je Y # X
ako 1 samo ako postoji ograniceni linearni funkcional L € X* takav da je L # 0 1
Ly =0.

Koristeéi gornji korolar i uzimajuéi da je X = C[0,1] i Y = II(A), dobivamo da
II(A) # C[0,1] ako i samo ako postoji L € (C[0,1])* \ {0} koji zadovoljava L(1) = 0
i L(z*) = 0 za sve k € N. Potrebno je jo§ znati kako funkcional L izgleda. Dualni
prostor prostora C|0, 1] karakteriziran je (prema Rieszovom teoremu o reprezentaciji)

na sljedeci na¢in: L € (C[0, 1])* ako i samo ako je

L(f) = / F(t)du(t) (3.7)
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za neku kona¢nu Borelovu mjeru s predznakom pu na [0, 1].
Definicija 3.9. Neka je D := {z € C: |z| < 1} jedinicni disk, i neka je

H>(D) := {f : f je holomorfna na D i || f[| o ) := sup | f(2)[ < oo}
zeD

algebra ogranicenih analitickih funkcija definiranith na D.

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza, a dokaz se moZe pronac¢i u [19] (teorem
15.23, str. 311).

Teorem 3.10. Ako je f € H*®, i ako su aq,aq,as, ... nultocke od f na D te vrijeds
S (1 —|an]) = oo, tada je f(z) =0 za sve z € D.

n=1

Teorem 3.11 (Cauchyev integralni teorem). Neka je Q jednostavno povezano pod-
rucje i neka je f : 2 — C holomorfna. Tada vrijed:

j{f(z)dz =0

za svaku glatku petlju v u €.

Teorem 3.12 (Morerin teorem). Neka je 2 jednostavno povezano podrucje i neka je
f:Q — C neprekidna. Ako je f takva da vrijedi

]{f(z)dz =0

za svaku glatku petlju v u 2, onda je f holomorfna.

Teorem 3.13 (Newmanova nejednakost). Pretpostavimo da je A = (A\g)32, niz di-
sjunktnih pozitivnih realnih brojeva. Tada nejednakost

lzp’ ()]l oy < 11 (Z Ak) ()l 0,1
k=0

vrigedi za sve p € II(A,,) @ za sve n € N, gdje je A, := (\g)p_o-

Za dokaz prethodnog teorema pogledati [I]. Sada smo spremni dokazati drugi
slucaj teorema.
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Dokaz teorema [3.3, uz pretpostavku limy_,o Ay = 0. Pretpostavimo da je >, /\QA—L =
k

0. Prva stvar koju primjec¢ujemo u ovom sluc¢aju jest da vrijedi sljedec¢a ekvivalencija:

A oo
Z 2 _T_ [ = ako 1 samo ako Z A = o0. (3.8)
17k k=1

o0
k—
Naime, kako postoji limes, slijedi da je niz (\g) ogranicen, tj. postoji m € R takav
da vrijedi 0 < Ay, < m za sve k € N. Pa gornja ekvivalencija vrijedi zbog ovih
nejednakosti:

2
A <)< (m*+ 1)\
A24+1 7 7 A+1

Zbog komentara nakon Korolara [3.8]slijedi da span{1, z*}2° | nije gust u C[0, 1] ako
i samo ako postoji neka ne-nul, kona¢na Borelova mjera s predznakom p na [0, 1]

takva da je

1
/ Pedu(t) = 0, k€ Ny, (3.9)
0

gdje je \y = 0. Pretpostavimo da postoji neka ne-nul, kona¢na Borelova mjera s
predznakom g na [0, 1] takva da vrijedi (3.9). Stavimo

f(z) ::/0 t*du(t).

Neka je Hy := {2z € C: Re(z) > 0} desna kompleksna poluravnina. Pokazimo da je
f dobro definirana na H:

£ (2)l S/O |%|d[ ] (2) :/0 t%@dlp|(t) < [l < oo. (3.10)

Neka je v petlja klase C! na Hy. Tada, zato §to je 2 — t* holomorfna, prema
Cauchyevom integralnom teoremu (teorem [3.11]) i prema Fubinijevom teoremu slijedi

]{Y f(z)dz = ]g /0 Fdu(t)ds = /0 1 j’{ tdzdp(t) = /0 0 du(t) = 0.

Stoga, prema Morerinom teoremu (teorem|3.12)) mozemo zakljuciti da je f holomorfna
na Hj. S druge strane, u (3.10) smo pokazali da je f ograni¢ena na Hy. Promotrimo
sada kompoziciju od f s transformacijom koja preslikava jedini¢ni disk na desnu

poluravninu:
1+2
= e D.
9(2) f<1_z), z
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Primijetimo da je ¢ € H*>(D). To vrijedi jer je f ograni¢ena i holomorfna na Hp.

Nadalje, kako je f(A\x) = 0 zasve k € N, slijedi da je g (i:ﬁ) = 0, gdje je :\\:H

za sve k € N. Takoder, vrijedi sljedec¢a nejednakost za \ < 1:

‘<1,

2\ A—1
A< ——=1—|——|.
Sat1 ’A+1‘
Zato zbog (3.8)) vrijedi
i oI
A+ 1 N

k=1
Sada prema teoremu slijedi da je g(z) = 0 za sve z € D, a to zapravo znadi da
je f(z) = 0 kad god je Re(z) > 0. To posebno znaci da vrijedi

f(n) = /Olt"du(t) =0, neN,,.

Sada Weierstrassov teorem aproksimacije daje

/o u(t)du(t) =0

zasve u € C[0,1]. To je kontradikcija s time da g nije ne-nul mjera. Dakle, II(AU{0})
je gust u C|0, 1].

Sada dokazujemo drugi smjer. Neka je II(AU{0}) gust u C[0, 1] i pretpostavimo
daje M :=3 7| A < co. Prema Newmanovoj nejednakosti (teorem slijedi da

Hmp/(x)“[o,l] < 11MHP($)H[0,1] (3.11)

vrijedi za sve p € II(A). Neka je, na primjer, dana funkcija f € C0,1] zadana s
f(z) = (1 — x)Y/2. Tada za proizvoljni prirodni broj m postoji p € II(A) takav da
je |lp — £l 0, 1 < 1/m?. Prvo primijetimo da je ||f||[01 < 1 pa odavde slijedi da

je Pl < Il + P = fllpy < 2. Za svaki z € [0 1] vrijede i neke trivijalne
nejednakosti: 1
()| 2 7@ = lple) = £(@)] = F@)] - —
i
1
—Ip(@)] 2 =|f (@) = Ip(z) = f2)] 2 =[f(2)] = —.

Neka su sada x,y € [0, 1] 1 pretpostavimo da je |f(x)| > |f(y)|. Vrijedi nejednakost:

(@) = P > @) ~ o) > 17(@)] = — ~ 1)~ —5 > 1F@)] = )] - 5.
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Zato vrijedi:

p(1 = 1/m?) — p(1)] > |F(1 — 1/m?)] — [f(1)] - = = — — 2.

Prema teoremu srednje vrijednosti sada slijedi

lp(1 = 1/m?) — p(1)]
1/m?

=(1-1/m*)(m—2) >

1/m —2/m?
1/m?

ep'(e)l = € > (1-1/m?)

m— 2
2

za neki € € (1 —1/m? 1). Dobivamo da mora vrijediti

m — 2

< 2 () gy < 1M [p(a) ) < 221 < o0,

Ovo posljednje je kontradikcija zato Sto je m bio proizvoljan. Dakle, mora vrijediti

Prije dokaza sljedeceg slucaja treba navesti nekoliko pomoénih rezultata vezanih
uz CebiSevljeve sustave i polinome.

Teorem 3.14 (Ogranicena Bernsteinova i Cebisevljeva nejednakost). Pretpostavimo
da je 0 < Ag < A1 < Ao < -+ te da vrigedi 220:1 1/A; < oco. Tada za svaki € > 0
postoje konstante c.,c: > 0 takve da je

Pl 1) < cellplln—cy (3.12)

Hp/H[O,l—e] < C:HpH[l—a,I] < C:”pH[o,l]
za sve p € II(A).

Dokaz teorema moze se pronaci u [I] (Teorem 15, str. 175-184).

Definicija 3.15 (Cebisevljev sustav). Neka je A Hausdorffov prostor. Niz (fo, .., fn)
zove se realni (ili kompleksni) Cebisevljev sustav ili Haarov sustav dimenzije n+1 na
A ako su fo, ..., fn realne (ili kompleksne) neprekidne funkcije na A, span{ fo, ..., fn}
nad R (ili C) je (n + 1)-dimenzionalan potprostor od C(A), i svaki element od
span{ fo, ..., fu} koji ima n + 1 razlic¢itu nultocku na A je identicki jednak nula.

Propozicija 3.16. Neka je A = ()\k)zozg niz razlicitih nenegativnih realnih brojeva,
gdje je Ao = 0. Niz (x?0 2™ .. 2*) je Cebisevljev sustav na svakom A C [0,00) koji
sadrzi barem n + 1 tocku.
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Dokaz prethodne propozicije moze se pronaci u [6 str. 93-96].

Definicija 3.17 (Markovljev sustav). KaZemo da je (fo, ..., fn) Markovljev sustav na
Hausdorffovom prostoru A ako je f; € C(A) za svaki 0 < i <mn, i ako je {fo,..., fm}
C’ebi§evljev sustav za svem = 0,1,...,n. (n moZe iéi u +00, tada takav sustav zovemo
beskonac¢an Markovljev sustav na A).

Napomena 3.18. Primijetimo da iz prethodne propozicije i definicije slijedi da je
niz (20, 2™, ..., 2*) zapravo Markovljev sustav.

Teorem 3.19 (Egzistencija Cebigevljevih polinoma). Neka je A kompaktan podskup
od [0, 00) koji sadrzi barem n+1 tocku. Tada postoji jedinstven (prosiren) Cebisevljev
polinom

Tn = Tn{)\Oa )\1, ceey )\nv A}
za II((A\g)i_y) na A definiran sa

n—1
T.(z) =c <x’\” — Zaix)‘i) ,

1=0

gdje su brojevi ag,ay, ...,a,—1 € R odabrani tako da minimiziraju

n—1
™ — E alx
i=0

i gdje je c € R normirajuca konstanta odabrana tako da vrijedi ||T,|| , = 1, a predznak
od ¢ je odreden sa T, (max A) > 0.

A

Teorem 3.20 (Alternirajuce svojstvo éebiéevljevih polinoma). éebi§evljev polinom
T = To{ Ao, Aty ooy Ay A} € TH(Ak)7so)
jedinstveno je karakteriziran postojanjem alternirajuceq skupa
{ro<my <<z} CA
za koji vrijedi
To(z;) = (=1)"7 = (=1)" | T,ll,, §=0,1,...,n.

Dokazi prethodna dva teorema mogu se pronaci u [0, str. 93, 114-115].
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Teorem 3.21. Neka je (:L‘Aola:Al,...,a:A") Markovljev sustav na [a,b], 0 < a < b, s
odgovarajucim pridruzenim Cebisevljevim polinomima

T =T Ao, A1y ooy A @, 0]}, m=0,1,...,n.

Tada su, za m = 1,....n, nultocke od T,, i T,,_1, strogo isprepletene (tocno jedna
nultocka od T,,—1 se nalazi strogo izmedu svake dvije uzastopne nultocke od T, ).

Za dokaz prethodnog teorema pogledati 6 teorem 3.3.3.; str. 116].

Dokaz teorema[3.9, uz pretpostavku (\,) = (a) U (By), gdje ax = 0 @ B, — 0o0. Prvo
primijetimo da vrijedi sljedeca nejednakost ako je A > 1:

1> A >1

ATONH+1 T 20
A ako je 0 < A < 1 vrijedi

2\ A

AN .
Nl T e

Zato u ovom slucaju vrijedi sljedeca ekvivalencija:

Z 5 = oo akoisamo ako Z ap + Z — = 00. (3.13)
i k=1 = D

1

Pretpostavimo da vrijedi , tada je zadovoljen barem jedan od uvjeta Y - ay =
oo ili Y07, i = oo. To jest, postoji podniz od (\;) za kojeg je zadovoljeno
te jedno od infreny Ap > 0 ili limg_,oo Ap, = 0. Dakle, prema nekom od prethodna dva
slucaja slijedi da je II(A) gust u C|0, 1].

Pokazimo sada drugi smjer. Pretpostavimo da je II(A) gust u C[0, 1] te da vrijedi
D opey Qi < 00137 - < oo, Koristimo sljedecu notaciju

Tho =T {1, 2%, ..., 2% :[0,1]},
T =T {1,2%, ... 2" . [0,1]},
Tonap =T {1,2%, ..., 2%, P P [0,1]},

Trskope = To{l, 2™, o 2P 2P [0,1]}

Iz Newmmanove nejednakosti (teorem [3.13)) slijedi

|27, o (@) gy < 11 (Z ozk> | T0 (@)l = ca <00, neEN.
k=1
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Neka je € > 0 proizvoljan, iz prethodne nejednakosti slijedi da za x € [, 1) vrijedi
2T, (@) S car tj [T o (2)| < — < —. (3.14)

Neka su a < b dvije uzastopne tocke iz alternirajuceg skupa od 7T}, ,. Prema teoremu
srednje vrijednosti postoji d € (a, b) takav da vrijedi

Tna(b) — Thol(a)l 2
T/ d — | ) ’ — .
() = Do) Toelel] 2

Ako su a,b € [, 1), prema (3.14]) mora vrijediti

2 2
b—a|=—2 >

|T1/1,a(d) | N Ca

Vidimo da je udaljenost izmedu dvije uzastopne alternirajuce tocke na [e,1) veca od
neke konstante. Kako éebiéevljev polinom ima n nultocki i svaka se nalazi izmedu
dvije alternirajuce tocke, iz prethodne nejednakosti slijedi da 7, , ima ograni¢en broj
nultocki u skupu [g,1). Zapravo, dobili smo da postoji konstanta ki(¢) koja ovisi € i
nizu (ag)52, (ne ovisi o n) takva da 7), , ima najvise ki(¢) nultocki u [e,1) i barem
n — ki(e) nultocki u [0, ). Nadalje, iz ograni¢ene Bernsteinove nejednakosti (teorem
slijedi da vrijedi

1T, < C:HTN,BH[OJ] = ¢; < oo.

75”[0,1—8] -
Sli¢no kao ranije, koristeci teorem srednje vrijednosti, dobijemo da za dvije uzastopne
alternirajuce tocke a,b € [0,1 — €] od T, g vrijedi

2 2
b—a|=——+ > —

T s(d)] ~ ca’

Dakle, postoji konstanta ko(e) koja ovisi o € i nizu (5;)72; (ne ovisi o n) takva da
T, 5 ima najvise ko(¢) nultocki u [0,1—¢) i barem n — ky(e) nultocki u [1 —¢,1). Sada
primijetimo da je (1, 2%, 2%)?_, Markovljev sustav koji je produzetak oba sustava
(1, zo%)p_, i (1,2°%)7_,. Teorem @ daje da za nultocke 1 < 2y < -+ <z, od T}, 4
i nultocke y; < ya < -+ < ypy1 0od T)11.4,6 vrijedi

Y1 <1 <Y <22 <+ < Tp1 < Yn < Tp < Ynt1-

Sliéna nejednakost vrijedi za svaki susjedni par polinoma od 7}, , do 15,45 (jedino
se povecava broj nultocki). Gornja nejednakost povlaci da je y; < x; za sve j < i.

Odavde slijedi da ako je T},4p.q,6, imao j nultocki u skupu [0,€), onda Ty yr41.0,60,4
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ima barem j nultoc¢ki u [0,¢). Induktivnim argumentom sada slijedi da 15, , 5 ima
barem n — k;(¢) nultocki na skupu [0, €]. Na analogan nacin, promatrajuéi polinome
od T, 3 do Ty ap, zakljutujemo da Th, . p ima barem n — ko(e) nultocki na skupu
[1 —¢,1). Dakle, zaklju¢ujemo da postoji konstanta k(e) koja ovisi o € 1 nizu (Ax)72,
(ne ovisi o n) takva da 1%, s ima najvise k(e) nultocki na intervalu (¢,1 — ). Neka
je k = k(1/4) i uzmimo skup tocaka

L <ty <t < <t < 5
g <lo<h k1<
Uzmimo takoder funkciju f € C0,1] takvu da je f(z) = 0 zasve z € [0,1/4]U[3/4, 1]
dok je ‘
Ft)=2-(=1), i=0,1,. k+1.

Zbog gustoce od II(A) u C|0, 1] znamo da postoji polinom p € II(A) takav da je

1f = pllgy < L.

Tada p — Tby, a0, ima barem 2n + 1 nultocku na intervalu (0,1). Zaista, u tockama t;
vrijedi da je (p — Ton.ap)(ti) > 0 za parne 4, a (p — Tonap)(t;) < 0 za neparne. To
daje barem k + 1 nultocki na intervalu (1/4,3/4). Dok na intervalu [0,1/4] U [3/4, 1]
polinom 75, , 3 ima barem n — k nultocki. Ovo je kontradikcija s ¢injenicom da je
p—Tonap € span{l, ™, ... %", 2%, ..., 2P} za dovoljno velike n (u tom sluc¢aju, zato
stoje (1,2, ..., 2% 2P .. 2P) Cebisevljev sustav, p— Ty o 5 moZze imati najvise 2n
nultocki). Dakle mora vrijediti barem jedno od 377 ay = 00 ili 357, 5- = co. [

Dokaz teorema kad (A\g) itma gomiliste u skupu (0,00). Neka je ¢ > 0 neko gomi-
liste. Tada za € > 0 postoji beskona¢no ¢lanova niza u skupu (¢ —e, ¢+¢), pretposta-
vimo jo§ c—¢e > 0. Neka je (g )ren C A podniz koji ¢itav pripada skupu (c—¢, c+¢),
tada za njega vrijedi infzen o > 0. Takoder, za svaki a4 vrijedi

(07X c—¢

> = const.
ai+1" (c+e)?+1

Odavde slijedi da je

[e.9]

Q
Zaiqu:oo

k=1

Prema prvom slucaju teorema slijedi da je II((ag)ken) gust skup u C[0,1]. Tada je
o¢ito i II(A) gust skup u C10, 1]. O

Primjer 3.22 (Ogranicen niz brojeva). Pretpostavimo da je (A\;)32,, rastuci i ogra-
nicen niz nenegativnih realnih brojeva. Tada taj niz ima gomiliste u skupu (0,00) i
prema dokazu iznad slijedi da je II(A) gust skup u C[0,1].
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3.1.3 Puni Miintzov teorem za L'[0, 1]

Prije dokaza teorema treba navesti propoziciju koja ¢e se koristiti u dokazu.
Propozicija 3.23. Prostori (L'(0,1])* i L>®[0,1] su izometricki izomorfni.

Dokaz teorema[3.]. Pretpostavimo da je IT(A) gust u L'[0,1]. Neka je m neki fiksni
nenegativni cijeli broj i neka je e > 0. Odaberemo neki p € II(A) takav da vrijedi

/ |x™ x)|dx < e.

q(z) = / p(t)dt € span{zott ghtt grett
0

Tada za svaki = € [0, 1] vrijedi
x 1
/ (" —p(t)>dt‘ < / it — p(t)|dt < e.
0 0

Dobili smo da je ™! € span{xz?ott xM+1 .} Prema Weierstrassovom teoremu
aproksimacije slijedi da je span{1, z**! z2*1 1 gust u C[0, 1]. Prema teoremu
slijedi

Neka je

l,erl

m+1

—Q(l’)’ =

i e+l
——— =
~ (At 1) +1
Dokazimo sada drugi smjer. Pretpostavimo da vrijedi

o

)\k+1
ZAk+ -

=1

Koristec¢i propoziciju te prema Hahn-Banachovom teoremu i Rieszovom teoremu
o reprezentaciji funkcionala slijedi da II(A) nije gust u L*[0, 1] ako i samo ako postoji
0 # h € L*|0, 1] koji zadovoljava

1
/ tM»h(t)dt =0, keN. (3.15)
0
Pretpostavimo da postoji neki 0 # h € L>[0, 1] takav da vrijedi (3.15)). Neka je

f(2) ::/0 t*h(t)dt.
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Slicno kao u dokazu sluc¢aja limy_ ., Ay = 0 teorema dobije se da je f ogranicena
funkcija koja je holomorfna na skupu {z € C : Re(z) > —1}. Promotrimo sada
kompoziciju od f s transformacijom koja preslikava jedini¢ni disk na skup {z € C :

Re(z) > —1}:
a(2) :—f(1”_1), 2eD.

Primijetimo da je g € H>*(D). To vrijedi jer je f ograni¢ena i holomorfna na skupu

{z € C: Re(z) > —1}. Kako je f(A\x) = 0 za sve k € N, slijedi da je g <A:i2> =0,

Ak
ot+2

nejednakost

gdje je < 1,zasve k € N. Za A > 0 vrijedi 1 — |/\L+2‘ = /\L+27 pa zato vrijedi

A+1 < 2
A+1)2+1 7 A42

xhsl = 55

A+1 2\ +2
Ar1P+l -7 A12

= M43 +2<4A+1)P +4N+4

= 0<4N+ 1P+ (=N +21+2).

—_——— — —
>0 >0

MO
A+ 2 N

Sada prema teoremu slijedi da je g(z) = 0 za sve z € D, a to zapravo znaci da
je f(z) =0 kad god je Re(z) > —1. To posebno znaci da vrijedi

Za A € (—1,0) vrijedi 1 — Zato vrijedi nejednakost

Dakle, vrijedi

o

> (1-

k=1

1
f(n) = / t"h(t)dt =0, n € Ny.
0
Sada Weierstrassov teorem aproksimacije daje
1
/ u(t)h(t)dt =0
0

za svaki u € C10,1], a to je kontradikcija s time da je h # 0. Dakle, II(A) je gust u
L0, 1]. O



POGLAVLJE 3. PUNI MUNTZOV TEOREM 31

3.1.4 Puni Miintzov teorem za L0, 1]
Prije dokaza teorema dokazujemo lemu koja se koristi u dokazu.

Lema 3.24. Neka je (1;)32, niz razlicitih pozitivnih realnih brojeva takav da je
span{z /3% gust w L"[0,1]. Tada je span{z*i~1/*}2, gust u L*[0,1] za svaki
s > r. Takoder, span{l, x#° zt ..} je gust u C[0,1].

Dokaz. Neka je J ograniceni linearni operator s normiranog prostora X na normirani
prostor Y takav da je J(X) gust u Y. Ako je A C X gust u X, tada je J(A) gust u
Y. Neka je X = L"[0,1], Y = L*[0,1], 1 <7 < s < 00, A = span{z*~1/"}2, i neka
je J: L"[0,1] — L*[0, 1] definiran sa

(Jo)(z) = =1/ +1/9) /x o(t)dt, z€l0,1], ¢ L"0,1],
0

gdje je % + % = 1. Ogranic¢enost operatora .J slijedi iz odgovarajuce nejednakosti
Hardyjevog tipa (pogledati [15, teorem 5.9]). Vrijedi sljedece

I/\‘Fl/T*l/S

J(2?) = g~/ ) / tdt = kada je A > —1. (3.16)

0 A+1 7
Neka je ¢, (7) = (n+ 1/r" +1/s)z"+/*=Y" n € Ny. 0¢ito je v, € L"[0,1], zato Sto je
r-(n+1/s—1/r) > —1. Stoga vrijedi

(Ta)(a) = (0 + 17+ 1 O [Cmstioctiegy —gn. - (3.n)
0

Najprije napomenimo da teorem vrijedi i za prostore L”[0,1], 1 < p < oo, to jest,
prostor C[0, 1] je gust u L?[0, 1]. Zato zbog nejednakosti (3.17) prema Weierstrasso-
vom teoremu aproksimacije (teorem i prema teoremu [2.6| slijedi da je J(X) gust
u Y. Nadalje, primijetimo da iz nejednakosti , ako uvrstimo \; = p; — 1/r,
slijedi da je J(A) = span{z*~1/5} . Dakle, prema komentaru na pocetku dokaza
slijedi da je J(A) gust u Y kad god je A gust u X. Za drugi dio leme, promotrimo
operator J : L"[0,1] — L*[0, 1] definiran sa

(J6)(x) = &~V / oty we (0,1, (J6)(0) =0,

gdje je % + 7% = 1. Ogranicenost operatora slijedi kao i u prvom dijelu dokaza. Vrijedi

sljedece
A+1/r

A+17

J(z*) = a;W/ thdt = kada je A > —1. (3.18)
0
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Neka je 1, () = (n + 1/r")2" /", n € N. Primijetimo, v,, € L"[0, 1], zato $to je
r-(n—1/r) > —1, dakle vrijedi

(Fin)(@) = (e 1oy [ i — (3.19)
0

Prema nejednakosti (3.18)), ako uvrstimo \; = p;—1/7 slijedi da je J(A) = span{z*}°,

Zbog nejednakosti (3.19) prema Weierstrassovom teoremu aproksimacije (teorem 1.1))

slijedi da je span{l, z#o 1 ...} gust u C[0,1]. O

Teorem [3.5] dokazujemo za 1 < p < o0.

Dokaz teorema[3.3. Neka je 1 < p < oo i neka je (\;)°, niz razli¢itih realnih brojeva
vecih od —1/p koji zadovoljavaju uvjet

o0

A +1/p
(N +1/p)?

=0

Tada je {v; = \; — 1/p'}32,, gdje je 1—1) + 7% = 1, niz razli¢itih realnih brojeva veéih od

—1 koji zadovoljava uvjet

i v; + 1 o

—~ (vi+1)2+1
Prema teoremu [3.4) skup span{z?}2°; = span{z# 1} ;= v; + 1 = \; + 1/p, je
gust u L'[0, 1]. Prema lemi[3.24{sar = 1 < p = s sada slijedi da je span{z*~1/P}> =
span{z*}2°, gust u LP[0, 1].

Obratno, pretpostavimo da je span{xz*}22, gust u LP[0,1]. Oznacimo pu; = \; +

1/p. Tada je span{z#i~1/P} = span{z*}3°, gust u L?[0, 1], zato prema lemi m
slijedi da je span{1,2*:}°, gust u C[0, 1]. Teorem [3.2|sada daje da vrijedi

o0

— ()\Z+1/p 1

=

Ovime je dokaz gotov. m

3.2 Puni Miintzov teorem dalje od ishodista

Neka je A = (M), niz razli¢itih nenegativnih realnih brojeva. Progirenje Punog
Miintzovog teorema na segmente oblika [a,b], 0 < a < b, nije trivijalan zadatak.
Naime, linearna zamjena varijable x = bt omoguc¢ava da prosirimo Puni Miintzov
teorem na interval [0,b]. To jest, trivijalno vrijedi sljedeé¢i teorem.
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Teorem 3.25 (Puni Miintzov teorem za C[0,b], b > 0). Neka je A = (\g)72; niz
razlicitih pozitivnih realnih brojeva. Tada je II(A U {0}) gust u C[0,b], b > 0 ako i
samo ako je

00 )\k;
= 00. (3.20)
;:A%+1

1

Pretpostavimo sada da je II(A U {0}) gust u C[0,b], i neka je dana funkcija f €
Cla,b], sa 0 < a < b. Funkciju f moZemo neprekidno profiriti do funkcije f €
C[0,b] koja is¢ezava u ishodistu. Funkcija f se sada moze uniformno aproksimirati
na intervalu [0, b] elementima iz II(A), dakle f pripada zatvaracu od II(A) na [a, b].
Dakle, ako je zadovoljen Miintzov uvjet , tada je II(A) gust u Cla, b]. Zahtjevniji
dio je dokazati da je neki oblik Miintzovog uvjeta nuzan za intervale dalje od ishodista.
To su prvi puta dokazali Clarkson i Erdés za posebni sluc¢aj nenegativnih cjelobrojnih
cksponenata, to jest pokazali su sljedeci teorem (vidi [9]).

Teorem 3.26. Neka je A = (X\;)2, strogo rastuci niz prirodnih brojeva, i neka su
0<a<b. Tada je skup TI(A) gust u Cla,b] ako i samo ako je

=1

Njihov rad nastavio je L. Schwartz [21] koji je pokazao Puni Miintzov teorem za
intervale dalje od ishodista i za proizvoljne nizove eksponenata. Kako su monomi
x* neprekidne funkcije na [a,b] za sve A € R, ima se smisla pitati koji su nuzni i
dovoljni uvjeti na proizvoljan niz realnih brojeva A = (A\;)32, takvi da je II(A) gust

potprostor od Cfa,b]. Naime, on je dokazao sljedeci rezultat.

Teorem 3.27 (Puni Miintzov teorem dalje od ishodista). Neka je A = (A\;)p2, C R
niz razlicitih realnih brojeva, i neka je 0 < a < b. Tada je II(A) gust u Cla,b] ako i

samo ako je
1
> o
= [l

Napravit ¢emo samo skicu dokaza prethodnog teorema.

Skica dokaza. Dokaz je podijeljen na cetiri slucaja od kojih jedino zadnji nece biti
dokazan, za njega je dana samo skica.

1. sluéaj: (\p)32, ima neko gomiliste A # 0.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A > 0. U suprotnom,
pogledajmo preslikavanje S : Cla,b] — C[a,b] dano sa S(f)(z) = ="' f(x).
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Primijetimo da je S bijektivan, to jest, postoji inverz dan formulom S~!(f)(z) =
2~ f(x). Takoder S'i S~' su ograniceni, na primjer za S vrijedi [|S(f)|l,,, =
[z F (@) gy < N flljpy -0 Dakle, S je izomorfizam Banachovih prostora
Sto znaci da preslikava guste potprostore u guste potprostore i obratno. Primi-
jetimo da u ovom slucaju, zato sto je A > 0, vrijede sljedece dvije jednakosti
Z/\#Oﬁ = o0, te Z/\PO(/\I;\)—’;H = oo. Dakle, ovaj slucaj slijedi iz Punog
Miintzovog teorema za C[0,b]. To jest, II(A) je gust u Cla, b].

2. sluéaj: 0 je gomiliste od (\g)72
Primijetimo da vrijedi Z/\k £0 T Ak\ = oo. Ovaj slucaj lagano se svodi na pret-
hodni. Prvo promotrimo niz (A; 4+ 1)72, koji spada u prvi slucaj, odavde slijedi
da je II((Ax + 1)72,) gust u Cla, b]. Promotrimo sada izomorfizam Banachovih
prostora T : Cla, b] — Cla, b] dan formulom T'(f)(z) = 2! f(x). Odavde slijedi
da je II((Ax)32,) gust u Cla, b] jer vrijedi T(II((A\r 4+ 1)32,)) = II((Ak)52y)-

3. slucaj: (A\;)p2, nema gormhste i vrijedi 35, o5 o = oo ili D<o T B = O©

Neka vrijedi pro svilialie =k Kako nema gomlhsta postoji najvise konacno

mnogo A u intervalu [0, 1], pa nejednakost )\22’\:1 > /\ daje Z/\k>0 ’\) b

Tvrdnja slijedi iz Punog Mintzovog teorema za C|[0,b]. Pretpostavuno sada
1

1 . 1 .. . .. . _ 1
da 35 oo A = ool 2 >0 < 00, tada koristimo zamjenu varijabli ¢ =

i promatramo preslikavanje S : Cla,b] — C[3, %] dano s S(f)(z) = f(3). S
je izometrija, to jest vrijedi ||S(f)]|[%7;} = || fllj44- 1z prethodnog slijedi da je
II((A\k)52,) gust u Cla,b] ako i samo ako je S(II((Ag)5,)) = II((—Ak)3,) gust

u C[3, 2], 5to nas ponovno vraca na slucaj > a0 /\—1k = 00.

= OQ.

4. slueaj: >, ﬁ < 00.
Najprije preuredimo niz (A\g)s, kao (Af)52_ o = (Ae)72,, tako da vrijedi A} <
Neppzasve k € Z, \; <0zak <0i) >0zak >0. Kakoredzboé
konvergira i niz (A\})reny je monoton, slijedi da limy_,. A\j/k = oo. Neka je
m € N takav da je A\j > 2k za sve k > m, i definirajmo niz (vx)ren na sljedeci

nacin:
Jmin{)\;, Kk}, za ke {1,2,..,m},
e I+ k, za k > m.

Na slican nac¢in pomoc¢u niza (A})x<o definiramo niz (yx)k<o. Ovako smo dobili
niz I' == ()52 za koji vrijedi infrez(vi — —1) > 0, D 1es ﬁ < 00, T <
Vet el < N5l zasve k € Z, v < 0zak <019 >0z k > 0. Sada
preostaje pokazati da vrijedi II(T") = m te da II(I") nije gust u C[a,b]. Za
dokaz zadnje tvrdnje pogledati [I, str. 175-188] ili [6l str. 176-184]. ]
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3.3 Miintzov teorem za izmjerive skupove

U ovom odjeljku samo navodimo glavne rezultate Miintzovog teorema za izmjerive
skupove Pretpostavimo u nastavku da je A = (M), niz takav da je 0 = g <

A1 < -+, teneka je A C [0, 00) skup pozitivne Lebesgueove mjere. Sljede¢ih nekoliko
teorema posljedica su Ogranicene Bernsteinove i éebiéevljeve nejednakosti (teorem
te govore o gustoci skupa II(A) u skupu C(A). Dokazali su ih Borwein i Erdélyi

(D)

Teorem 3.28. Neka je 0 = X\g < Ay < Ay < -+, i neka je A C [0,00) skup pozitivne
Lebesgueove myjere te pretpostavimo da vrijedi

Z 1
oy

k=1
Tada II(A) nije gust u C(A).

Prethodni teorem posljedica je poopéene nejednakosti (3.12)) i detaljan dokaz moze
se pronaci u |4 teorem 6.1.].

Teorem 3.29. Neka je 0 = N\g < A1 < Ao < --+, i neka je A C [0,00) kompaktan
skup pozitivne Lebesgueove mjere. Tada je II(A) gust u C(A) ako i samo ako je

=1
2

Dokaz. Pretpostavimo da je 220:1 i = 00. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pret-
postaviti da je A C [0,1]. Neka je f € C(A). Prema Tietzeovom teoremu postoji

funkcija f € C[0, 1] takva da je f(x) = f(z) za sve v € A. Prema teoremu [1.6|slijedi
da postoji niz (p;)72; C II(A) takav da vrijedi
zll)rono If _piH[o,q =0

Odavde slijedi
lim |1~ il 4 = 0.

Ovime smo pokazali jedan smjer. Pretpostavimo sada da je >, i < oo. Tada
prema teoremu slijedi da TI(A) nije gust u C'(A). O

Prije iskaza jo$ jednog teorema potrebna je sljedeca definicija.
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Definicija 3.30. Definiramo normu

1
q
1l g ) = ( / \pww) ,
A

gdje je p izmjeriva funkcija definirana na izmjerivom skupu A € [0,00), w je nene-
gativna izmjeriva teZinska funkcija definirana na A, i q¢ € (0,00). Poistovjecujuci
funkcije koje se razlikuju na skupu mgere 0, definiramo L1(A) == {f : A — R :
[ izmjeriva, || f|| 1o ) < o0}

Teorem 3.31. Neka je 0 = N\g < A\; < Ay < ---. Pretpostavimo da je A C [0, 1] skup
pozitivne Lebesqueove mjere, w neka nenegativna integrabilna teZinska funkcija na A
za koju vrijedi [, w > 0, i neka je q € (0,00). Tada je IL(A) gust podskup od L%(A)

ako 1 samo ako je
Sl
N
k=1

Za dokaz prethodnog teorema pogledati |4, teorem 6.5.]. Za kraj navodimo te-
oreme koji su poopcéenje prethodnih rezultata, to jest pretpostavljamo da je A pro-
izvoljan niz realnih brojeva. Do njih su takoder dosli Borwein i Erdélyi i mogu se
pronadi u [5], teorem 3.4. i teorem 3.7.|.

Teorem 3.32. Neka je (M), niz razlicitih realnih brojeva, i neka je A C (0,00)
kompaktan skup pozitivne Lebesgueove mjere. Tada je II(A) gust u C'(A) ako i samo

ako je
N |
2
=

Teorem 3.33. Neka je (A\p)32, niz razlicitih realnih brojeva. Pretpostavimo da je
A C (0,00) ogranicen skup pozitivne Lebesgueove mjere, takav da je inf A > 0, neka
je w neka nenegativna integrabilna teZinska funkcija na A za koju vrijedi [ qLw>0,1
neka je q € (0,00). Tada je II(A) gust podskup od L (A) ako i samo ako je
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Sazetak

Na pocetku rada napravljen je dokaz Weierstrassovog teorema aproksimacije koji kaze
da je prostor algebarskih polinoma gust u C|0, 1].

Drugo poglavlje posveéeno je dokazu glavnog rezultata u radu, a to je Miintz-
Szaszov teorem koji karakterizira skupove potencija II(A) = span{z** : k € Ny, 0 =
Ao < A1 < --- } koji razapinju gust skup u prostoru neprekidnih funkcija na segmentu
[0, 1].

U tre¢em poglavlju napravljen je opcenitiji slucaj teorema pod nazivom Puni
Mintzov teorem. Ovdje nas takoder zanima gustoc¢a skupa II(A) u nekom prostoru
funkcija, ali razlika u odnosu na pocetni teorem je §to ovdje nije dan rastuci niz real-
nih brojeva, ve¢ radimo s proizvoljnim nizovima realnih brojeva. Veéi dio poglavlja
zauzimaju dokazi Punog Miintzovog teorema za prostore funkcija C0,1] i LP[0, 1],
za 0 < p < oo. Nakon toga razmotren je Puni Miintzov teorem za C|a,b], gdje su
0 < a < b, a na samom kraju navedeni su neki rezultati Punog Miintzovog teorema
za C(A), gdje je A C [0,00) neki skup pozitivne Lebesgueove mjere.



Summary

At the beginning of this thesis, we prove the Weierstrass Approximation Theorem
which says that the space of algebraic polynomials is dense in C[0, 1].

The second chapter is devoted to the proof of the main result in this thesis, which
is the Miintz-Szész Theorem that characterizes sets of powers II(A) := span{z** :
k€ Ny, 0= Xg < Ay < ---} that span a dense subset in the space of continuous
functions on the segment [0, 1].

In the third chapter we consider a more general case of the theorem called Full
Miintz Theorem. Here we are also interested in the density of the set TI(A) in some
space of functions, but the difference from the initial theorem is that here we aren’t
given an increasing sequence of real numbers, but instead we are working with ar-
bitrary sequences of real numbers. Most of the chapter is taken up by the proof of
the Full Miintz Theorem for spaces of functions C[0, 1] and L?[0, 1], for 0 < p < 0.
After that, the Full Miintz Theorem for C[a,b], where 0 < a < b, is examined, and
at the very end a few results of the Full Miintz Theorem for C'(A) are listed, where
A C [0,00) is a set of positive Lebesgue measure.
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