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Uvod

Mnoge rubne zadace parcijalnih diferencijalnih jednadzbi se mogu ekvivalentno zapisati
kao minimizacijske zadace, koje proucava teorija varijacijskog racuna. Ta grana mate-
matike je opSirno i jo§ uvijek veoma aktivno podrucje, a mi ¢emo se u ovom radu baviti
direktnom metodom varijacijskog racuna. To je standardan postupak kojim se pokazuje
postojanje minimizatora. Metoda je nekonstruktivna, a polazi od proizvoljnog minimizi-
rajuceg niza te se uz odgovarajuce rezultate kompaktnosti i neprekidnosti pokazuje da je
svako gomiliSte minimizirajueg niza minimum.

U ovom radu ¢e se dati pregled osnovnih svojstava Soboljevljevih prostora i vaznih re-
zultata varijacijskog racuna na apstraktnim refleksivnim Banachovim prostorima. Potom ¢e
se direktnom metodom pokazati dobra postavljenost nehomogene Dirichletove, Neuman-
nove i mjeSovite zadace za Laplaceov operator, te za joS neke zadace od interesa.

U prvom poglavlju ¢emo definirati distribucije i pokazati neka njihova svojstva. Uvest
¢emo konvergenciju na prostoru distribucija i motivirati uvodenje deriviranja na tom pros-
toru. Zatim ¢emo definirati Soboljevljeve prostore i1 pokazati da su oni potpuni. Dokazat
¢emo Poincaréovu nejednakost koja je neophodna za varijacijski pristup rjeSavanju rub-
nih problema. Potom ¢emo pokazati egzistenciju operatora prosirenja Sto je polazna tocka
dokaza mnogih rezultata u teoriji Soboljevljevih prostora. Uvodimo i operator traga koji
daje znaCenje rubnim uvjetima u tim prostorima. Poglavlje zavrSavamo kratkim pregledom
nekih potrebnih rezultata iz topologije, s naglaskom na slabu konvergenciju.

U drugom poglavlju predstavljamo apstraktni problem te dajemo poveznicu s konvek-
snim minimizacijskim problemom. Potom opisujemo ideju direktne metode varijacijskog
racuna, demonstriramo je na primjeru Dirichletovog integrala, te dajemo opcCeniti rezultat.
Dokazat ¢emo Lax-Milgramovu lemu, $to je poznati rezultat egzistencije rjeSenja spome-
nutog apstraktnog problema.

U treem, posljednjem poglavlju primjenjujemo navedene rezultate na konkretne rubne
probleme.



Poglavlje 1

Teorija distribucija i Soboljevljevi
prostori

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti osnovne ideje i tehnike teorije distribucija. Za nase
potrebe e biti vazan pojam slabe derivacije integrabilne funkcije u ¢ijim ¢emo terminima
definirati Soboljevljeve prostore. U literaturi su definicije 1 oznake vecinski usuglaSene,
dok se pristup dokazivanju tvrdnji moZe znacajno razlikovati. U ovom radu uglavnom
pratimo [3]].

1.1 Distribucije

Neka je u realna neprekidna funkcija na otvorenom skupu Q € RY, N € N. Tada je
poznata njezina vrijednost u svakoj tocki domene, to jest imamo pridruZivanje x — u(x).
U primjeni nas Cesto viSe zanima tezinski prosjek funkcije, a ne vrijednost u nekoj tocki.
Zato je korisno promatrati pridruzivanje oblika

gp|—>fu(pdx, (1.1)
Q

gdje ¢ pripada nekoj dovoljno velikoj klasi funkcija K. Na ovaj naCin funkcija u definira
funkcional na K. Ako je ta klasa funkcija dovoljno Siroka, u je u potpunosti odredena
preslikavanjem (I.1). Dobar odabir takve klase ¢e se pokazati skup tzv. test funkcija ili
probnih funkcija na Q definiranih kao

D) = {u e C*(R") : supp(u) je kompaktan skup u Q} .

Podsjetimo se da je nosa¢ funkcije u definiran sa supp(u) = {x € Q : u(x) # 0}, tj. kao
najmanji zatvoren skup na kojem je funkcija u razlicita od nule. Dakle, test funkcije su

2
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jednake nuli izvan nekog ograni¢enog podru¢ja u Q. Klasian primjer test funkcije na RY
je

p(x) = {”21’ xl <1, (12)

Vrijedi supp(p) = K(0, 1), te sada jednostavno moZemo definirati test funkcije s nosacem
sadrzanim u proizvoljnoj kugli u R¥. To znaci da je D(Q) neprazan skup za svaki otvoreni
skup Q, te kako za proizvoljne funkcije f, g € D(Q) vrijedi

supp(f + g) € supp(f) U supp(g) C Q,

D(Q) je vektorski prostor. Ako je ¢ € D(Q), tada su i sve njene parcijalne derivacije iz
D(Q). Takoder, jasno je da je produkt test funkcije na Q i beskonac¢no diferencijabilne
funkcije opet test funkcija na Q.

Prirodna topologija na D(£2), uz koju je taj prostor potpun, je lokalno konveksna to-
pologija strogog induktivnog limesa. lako ta topologija nije metrizabilna [9) poglavlje 6],
ipak zadovoljava Heine-Borelovo svojstvo, tj. moze se zadati konvergencijom nizova. Ko-
ristimo standardnu notaciju

A"y
- Ox{'0x?..0xy""

pri Cemu je @ = (a1, @z, ....,ay) 1 || = a; + @y + ... + ay.

D%

Definicija 1.1.1. KaZemo da niz test funkcija (¢,) konvergira u D(Q) k test funkciji ¢ ako
postoji kompaktan skup K u Q takav da za svaki n € N vrijedi supp(¢,) C K, supp(¢) € K
te
(Va/ e NY ) D%y, — D" uniformno na K.

L ey D)
Krace pisemo ¢, — .

Opcenito za linearan funkcional T na D(€2) kazemo da je distribucija na Q ako je
nizovno neprekidan na D(€2) u smislu spomenute topologije. Preciznije, imamo sljedecu
definiciju:

Definicija 1.1.2. Neka je T linearan funkcional na D(Q). KaZemo da je T distribucija na
Q ako za svaki niz (¢,) C D(Q) vrijedi

D(Q)

Prostor distribucija je topoloski dual od D()) i oznacavamo ga s D' (D).

Kako je T posebno linearan operator, zapravo je dovoljno pokazati samo nizovnu ne-
prekidnost u nuli. Sada dajemo vaznu karakterizaciju distribucija.
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Propozicija 1.1.3. Neka je T linearan funkcional na D(Q). T je distribucija na Q ako
i samo ako za svaki kompaktan skup K u Q postoje m € Ny i C > 0 takvi da za svaki
@ € D(Q) vrijedi

supp(p) €K = [T, @)l < CZ 1D @l k- (1.3)

la|l<m

Dokaz. Pretpostavimo da je T linearan funkcional na D(Q) takav da vrijedi (1.3)). Neka je
(¢,) niz test funkcija takav da ¢, — 0 u D(Q) te K kompaktan skup kao u definiciji [[.1.1]
Tada postoje m € Ny i1 C > 0 takvi da

(T, @ < C D ID°@ullimy,  m €N

lal<m
Po definiciji konvergencije u 9(€2) desna strana tezi nuli kada n — +oco pa je T distribu-
cija.
Kako bi pokazali drugi smjer pretpostavit ¢emo suprotno. Neka je T distribucija takva
da postoji kompaktan skup K C Q te niz (¢,) C D(L) za kojeg vrijedi

@n # 0, supp(en) € K 1 KT, ¢n)| > nZIID“¢nIILw<K>, neN. (1.4)

la|<n

-1
Oznacimo sada ¢, := (n > ||D“gon||Lm(K)) 1 promotrimo niz w,, := ¢,p,. Za svakin € N
vrijedi sljedece: -

w, € D(Q), supp(w,) C K, DPw, = anﬂcpn zaf € Nf)v.
Posebno za n > |8| imamo

||D690n||Lw(K)
n Y 1Dl

la|<n

”Dﬁwn”L‘x’(K) =

1
<-.
n

Pokazali smo da za svaki 8 € N{;’ imamo D?w, — 0 uniformno na K, dakle w, — O u
D(Q). Kako smo pretpostavili da je 7 distribucija nuzno vrijedi (T, w,) — 0. S druge
strane zbog linearnosti 7 iz (1.4)) slijedi [T, w,)| > 1 $to je oCito kontradikcija.

O

Ako postoji m € N takav da ne ovisi o odabiru kompakta K, tj. m je takav da nejedna-
kost (I.3) vrijedi za sve kompakte K, kaZzemo da je distribucija kona¢nog reda. Ako je m
najmanji takav, onda kaZemo da je distribucija reda m.

Sada uvodimo konvergenciju niza u prostoru distribucija, koja je zapravo slaba* ko-
nvergencija u dualu prostora D(Q).
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Definicija 1.1.4. Kazemo da niz (T,) C D'(Q) konvergira k T € 9 (Q) ako
Vo e D(Q))  (Tw, ) — (T, 9).

Sljedeci rezultat je od velike vaznosti za teoriju varijacijskog racuna i navodimo ga bez
dokaza (vidi [6]).

Teorem 1.1.5. (osnovna lema varijacijskog racuna)
Neka je f € L' (Q) takva da

loc

My € D(Q)) ffgodx =0.
Q

Tada je f =0 s.s. na Q.

Sjetimo se da se prostor L, () sastoji od svih izmjerivih funkcija f takvih da za svaki
kompaktan skup K sadrZzan u Q vrijedi fK |fldx < +o0o . Teorem nam zapravo go-
vori da su lokalno integrabilne funkcije jedinstveno odredene djelovanjem funkcionala
Ty, @) = fQ fedx na prostoru D(Q). Neka je K ¢ Q kompaktan skup i ¢ € D(Q)
takva da supp(¢) C K. Tadaza f € L} (Q) vrijedi

loc

fK fodx

dakle T je distribucija reda 0. Takoder, preslikavanje

KTy @) =

< ”‘PHL"“(K)flfl dx < +0o,
K

L,.(Q)> fr—T;e D Q)

je injektivno.
Uoc¢imo da kad u, — uu LP(Q), tadai T, — T, u D'(Q):

(T, @) = (Tu )| < f (e, — wpldx < luy — ullr@llllr @) — 0.
Q

Dakle L? konvergencija je jaca od distribucijske.
Kada je u dovoljno glatka funkcija na Q, za ¢ € D(Q2) nam formula parcijalne integra-

cije daje
fu(?icpdx:—faiu(pdx.
Q Q

Time je motivirana sljedeca definicija:
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Definicija 1.1.6. Neka je u € L}OC(Q). Kazemo da je v; € L}OC(Q) slaba derivacija po
i€{l,2,..., N} funkcije u ako

f udipdx = — f viedx, ¢ € D).
Q Q

Dalje ¢emo koristiti oznaku d;u = v;. KaZemo da je u slabo diferencijabilna ako postoje
sve slabe derivacije Oiu,i = 1,2, ...,N.

Napomenimo da oznaka 0;u ima smisla jer ako slaba derivacija postoji, tada je ona po
teoremu m jedinstvena. MoZe se pokazati da kada je funkcija klase C', pojmovi slabe
1 klasi¢ne derivacije se podudaraju; direktna posljedica formule parcijalne integracije 1
osnovne leme varijacijskog racuna. Uo¢imo da je u ovako definiranim slabim derivacijama
kljucna ¢injenica da su test funkcije jednake nuli na Q2. Pojam slabe derivacije se analogno
poopcuje na derivacije viSeg reda.

Primijetimo da slaba derivacija funkcije u € L; () opet definira distribuciju te vrijedi

<T8,~u’ ¢> = _<Tu’ ai‘p>’
tj. smislena je sljedeca definicija derivacije distribucije.

Definicija 1.1.7. Neka je T distribucija na Q. Za a € Nf)v definiramo D*T kao
(DT, @) = (=1)"(T, D"). (1.5)

Ako je (¢,) niz test funkcija koji konvergira k nuli u D(Q), tada je i ((—1)'D%p,) niz
test funkcija koji konvergira k nuli u D(Q). Dakle, iz (I.3) vidimo da (DT, ¢) — 0 kada
¢ — 0, tj. DT je distribucija za svaki @ € Ng[ . Takoder, preslikavanje T — DT je
(nizovno) neprekidno. Naime, neka 7, — T u 9’(Q2), tada raCunamo

(DT, @) = (=1)KT,, D"y — (—1)AT, D"p) = (DT, ), ¢ € D(Q).

Vidimo da za u € L}OC(Q) vrijedi 0;T, = T,,, ako slaba derivacija postoji, tj. derivacija dis-
tribucije odredene L, () funkcijom je jednaka distribuciji odredenoj slabom derivacijom
te funkcije. U nastavku uglavnom neéemo praviti razliku izmedu funkcije te distribucije
koju ona definira.

Primjer 1.1.8. (Heavisideova funkcija)
Pokazat éemo da Heavisideova funkcija H(x) = x(0.+-) nema slabu derivaciju na R. Neka

je ¢ € DR), racunamo
+00
- fH(p’dx = —f ¢'dx = ¢(0).
R 0
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Pretpostavimo da postoji v € L}OC(R) takva da
fvgodx = ¢(0). (1.6)
R

Tada posebno vrijedi
—+00
[ vedx=0. oD@ 4000,
0

iz Cega primjenom osnovne leme varijacijskog racuna zakljucujemo v = 0 s.s. na (0, +o0).
Analogna tvrdnja se dobiva za interval (—oo0,0) pa zakljucujemo v = 0 s.s. na R. No tada
iz zakljucujemo da za proizvoljnu ¢ € D(R) vrijedi ¢(0) = 0, §to oclito ne vrijedi
(npr. funkcija definirana u (1.2))). Dakle H nema slabu derivaciju, ali smo nasli njezinu
distribucijsku derivaciju definiranu s

(0, 0) = ©(0), ¢ € DR).

Ta distribucija se cesto naziva Diracova delta funkcija, te kako je |p(0)| < |l¢lli~wr) ona
stvarno jest distribucija i to reda 0.

Primijetimo da smo u prethodnom primjeru ujedno i pokazali da ne postoji L, . funkcija
koja odreduje Diracovu distribuciju, tj. postoje distribucije koje se ne mogu reprezentirati

L, . funkcijama. Ipak, pojam slabe derivacije je dovoljan za definiranje Soboljevljevih

prostora.

1.2 Soboljevljevi prostori

Osim ako ne bude naglaseno drugadije, dalje pretpostavljamo da je Q otvoren skup u R" te
da su sve funkcije realne.

Definicija i osnovni rezultati
Definicija 1.2.1. Za p € [1, +oo] Soboljevijev prostor W'P(Q) definiramo kao
WIP(Q) :={ue LF(Q): Vu e LP(Q)}.

U gornjoj definiciji koristimo skracenu oznaku Vu € LP(Q) umjesto du € LP(Q),i =
1,2, ..., N. Takoder uvodimo oznake

1

N P
IVullry = [Zuaiunim)) :
i=1
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Vulljooy = max ||0:ul|i~q).
Vel = max |6l

Na prostoru W!7(Q) je dobro definirana norma

1
(Il ) + IVl )" - p € [1,+00),
||M||W'vv(9) =
max {|lull @, IVull=)},  p = +oo.
Pokazat ¢emo da je W!*(Q) uz ovako definiranu normu potpun, tj. Banachov za p €
[1, +00]. Neka je (u,) Cauchyev niz u W'P(Q). Iz definicije norme na tom prostoru vidimo
da za sve m,n € N vrijedi
”un - um”U’(Q) < ”un - um”W”’(Q)a
Vi, — Vil < lltn — thllwir s
dakle nizovi (u,), (Vu,) su Cauchyevi u Banachovom prostoru L”(€2). Zato postoje u, U €
LP(Q) takvi da
u, —u ul?’(Q),
Vu, — U uLP(Q).

Zelimo jo§ pokazati Vi = U u slabom smislu. Gornja konvergencija vrijedi i u distribucij-
skom smislu, a kako je deriviranje distribucija neprekidno imamo

Vu, — Vu uD'(Q).

Sada tvrdnja slijedi iz jedinstvenosti limesa na prostoru distribucija.

Poseban slu¢aj je p = 2, tada se prostor W!'2(Q) &esto oznatava s H'(Q). Notacija H'
se koristi kako bi se naglasilo da je taj prostor Hilbertov, tj. ako promatramo samo realne
funkcije (3to je slu¢aj u ovom radu) H'(Q) je potpun uz skalarni produkt

(u,v) := fuvdx+fVu'Vvdx.
Q Q

Analogno se definiraju prostori W"?(Q), m € N, p € [1, +o0] kao
W™P(Q) :={u € LP(Q) : Du € LP(Q), || < m}.

Zasvem € N1p € [1, +o0] je Soboljevljev prostor W"-”(2) Banachov s normom

1

> ||D“u||L,J<Q)] . pell,+oo),

|a|<m

||M||me(Q) =

{nlaxllD ullz=)s p = +00.
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Posebno je separabilan za p € [1, +o0) te refleksivan za p € (1, +o0) [1, Teorem 3.6]. Kada
je p = 2, prostor H™(Q) := W™?(Q) je Hilbertov uz skalarni produkt

(u,v) := Z fD"wD“vdx.
Q

|l<m

Kako je prostor test funkcija na Q sadrzan u svakom prostoru W"?(Q)), prirodno je
razmotriti njegov zatvara¢ u W”?(€2). Definiramo

WP (Q)

WP (Q) = DQ)

Od posebne vaznosti ¢e nam biti prostor Hy(Q) := WS’Z(Q), za kojeg ¢emo pokazati da je
jednak prostoru svih funkcija iz W!2(Q) koje su jednake nuli na Q. Za sada jo$ nije jasno
Sto znaci da je W'?(Q) funkcija jednaka nuli na rubu domene. Naime, L? funkcije nisu
jedinstveno odredene na skupu mjere nula, a rub otvorenih skupova je obi¢no Lebesgueove
mjere nula. Za to nam je potrebna teorija traga koju ¢emo razviti kasnije. Kada je p # +oo,
moZe se pokazati da vrijedi Wy"(RY) = W™P(R"), tj. da je D(R") gust potprostor od
WwmP(RN) (vidi [3, Teorem 5.1.3]). Navodimo jos$ jedan vaZzan rezultat.

Teorem 1.2.2. Neka je u € W' (Q), te neka je it prosirenje nulom funkcije u na RN. Tada
je it € WmP(RN) te je linearno preslikavanje p WP (Q) — WmP(RN) definirano s
p(u) = it izometrija.

Dokaz. Nekajev € D(€). Znamo da je tada v = 0 van nekog ograni¢enog podrucja u Q pa
za svaki x € 0Q postoji neka okolina tocke x na kojoj je v = 0. Zato funkcija ¥ definirana s

B v  naQ,
V=
0 naRM\Q

pripada D(RY), tj. p(v) = ¥ je dobro definirano preslikavanje s D(Q) u DRY). Kako
vrijedi

||‘7||W'”v1’(RN) = |Vllwmr), v E D(Q),
p je linearna izometrija s D(Q) u W™(RY). Za u € W, (Q) postoji niz (u,) C D(Q) takav
dau, — uu W™P(Q). Zan, k € N rijedi

| p(u,) — P(W)HWW(RN) = ||p(u, — uk)”W’"’F(RN) = |lu, — uk”W’”’P(Q),

iz Gega vidimo daje niz (p(u,)) Cauchyev u W™P(RY). Jer je W™P(R") potpun, dobro je
definirano proSirenje
p(u) := lim p(u,),
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te je ovako zadano preslikavanje p : Wy’ () — W™?(RY) otito linearna izometrija. Jo§
je preostalo pokazati da vrijedi p(u) = @. To se vidi iz sljedeéeg raCuna:

lp(u) — ﬁ”WW(RN) <llp(u) - ﬁn”WW(RN) + |lit, — fl||WW(RN)

= |lp(u) = p(u)llwmr@yy + |l = wy|lwnr@) — 0.

Poincaréova nejednakost

Sada navodimo nejednakost koja ¢e biti klju¢na u varijacijskom pristupu rjeSavanja rubnih
problema.

Teorem 1.2.3. (Poincaréova nejednakost)
Neka je Q C RY otvoren i ogranicen u nekom smjeru. Tada za p € [1,+00) postoji kons-
tanta C = C(p, Q) takva da

L,
lullr) < CliVullry, — u € Wy(Q).

Podsjetimo da je skup Q ograni¢en u smjeru d € R" ako leZi izmedu dvije ravnine s
normalom d. Najmanju konstantu C takvu da vrijedi Poincaréova nejednakost nazivamo
Poincaréova konstanta.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da Q leZi u pruzi R¥-! x [0, d].
Uzmimo u € D(Q) i prosirimo ju nulom na RY do funkcije #. PiSemo x = (x/, xy), gdje je
x' = (x1, X2, ..., Xxy—1). UoCimo da vrijedi #t(x’, 0) = 0. Sada koristimo ¢injenicu da je i(x’, -)
realna i neprekidno diferencijabilna funkcija:

|a(x’, xn)| = li(x’, xy) = @(x’, 0)]

N i ,
[ 2w
0 XN

y Y
Sx]f,(f dy),
R

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili Holderovu nejednakost. Sada dobivamo ocjenu
d
li(x)"dx = f f li(x’, xp)IPdx"doxy
RN 0 JRrMN-I
d p
<), .
0 RN
d§+l
- I% +1 fRN

on
a(x ,Y)

a ~ V4
)| dzdxy

aXN
o
(9xN

p

dz.

()
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Trivijalno vrijedi ocjena [ —
oxy 6x,
sve njene derivacije jednake nuli i 1zvan Q, imamo

f |u(x)|pdx<— f Z

d
lellr) < —IVullr)-
pP

p N

<2

. Ako uo¢imo da vrijedi 1 + f =ptedasuiri

ox;

to jest

Tvrdnja sada slijedi iz gustoce test funkcija u Wé’p (Q).
|

Kako ¢e nam dalje uglavnom biti potrebno samo naci nekakvu ocjenu, a ne i naci naj-
bolju ocjenu dosta ¢emo slobodno koristiti oznaku C (to jest neCemo raditi razliku izmedu
CCr, c’ ....). Poincaréova nejednakost ne vrijedi na W'?(Q). Na primjer, nejednakost

ne vrijedi za konstantne funkcije razli¢ite od nula, dok je u prostoru Wé”’ (Q) upravo nul-
funkcija jedina konstanta. MoZe se pokazati da je uz dovoljnu glatko¢u ruba domene €2 to
jedini potrebni uvjet za nejednakost tog oblika.

Koristimo standardnu notaciju

RY = {x = (', xy) € RY : xy > 0,
RN-1 = {x =, xy) €ERN : xy = O},
KO, 1)={xeR¥:|x <1}
Definicija 1.2.4. Neka je Q C R otvoren skup. KaZemo da je Q skup klase C' ako za

svaku tocku x € 0Q postoji otvorena okolina U, i C'-difeomorfizam ¢, : K(0,1) — U,
takav da

e(KO. D)) = U, nQ,
¢ K(0,1)) = U, N 6Q,

pri emu je K(0,1)" := K(0,1) NRY, K(0,1)y := K(0,1) "N RN,

Dokaz sljedeceg rezultata se moze naci u [3, Teorem 5.4.3].
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Teorem 1.2.5. Neka je Q c RY otvoren, povezan, ogranicen i klase C', te neka je V
vektorski potprostor od W'P(Q) takav da je jedina konstantna funkcija u V jednaka nuli.
Tada postoji konstanta C > 0 takva da

llullr) < CliVullpry, u€ V.

Dobar odabir takvog prostora V je skup svih u € W!'*(Q) takvih da fQ udx = 0. Lako
se provjeri da on zadovoljava uvjet u prethodnom teoremu. Takoder za svaki u € W!?(Q)
vrijedi u — ﬁ fQ udx € V pa imamo sljedeci korolar:

Korolar 1.2.6. (Poincaré-Wirtinger nejednakost)
Neka je Q C RN otvoren, povezan, ogranicen i klase C'. Tada postoji C > 0 takav da

1
U—— udx

< C\\Vullpry, u€ WH(Q).
QI Jo

LP(Q)

Operatori proSirenja

Dokaz teorema [[.2.5|koristi Rellich-Kondrasov teorem, koji kaze da je kanonsko ulaganje
WP (Q) — LP(Q) kompaktno. Kljucan korak u pokazivanju te tvrdnje je pretpostavka da
postoji operator proSirenja za WP(Q). Ve¢ smo pokazali kako Wé”’ (Q) funkcije moZemo
progiriti nulom do W!?(R") funkcija. Kako bi mogli na¢i operator proSirenja za W!"(Q)
funkcije ¢ija vrijednost na dQ nije poznata, bit ¢e nuZne pretpostavke glatkoce na rub
domene. Najprije razmatramo slucaj Q = RY.

Teorem 1.2.7. Operator P : W'"?(RY) — WU'P(RY) dobiven kao prosirenje po parnosti
na RN:
/’ b > O,
(P ) 1= 00
M(.x ’ _.XN), Xy < O,

je linearan i neprekidan. Posebno vrijedi

IPuller@yy < 2lull @y,

||Pu||W1~P(RN) < 2||M||W1’1’(R¥)'
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Dokaz. Neka je ¢ € D(RY), zelimo izratunati 8;(Pu). Zai=1,2,...,N — 1 imamo

(0i(Pu), ) = —f Pud;pdx

RN

+00 0
= _f (f u(x’, xy)0ip(x’, xy)dxy +f ”(x,’—xN)ai‘,D(x',xN)de) Iy
RN—I 0 ~

(o)

+00 oo
= _f (f u(x,’xN)ai‘p(x’, xN)dXN + f M(X/,XN)ai(’p(x’, _xN)de) dx/
RN—] 0 0

= - fN u(x)(ai(p(x,’ xN) + aiw(x,’ _'xN))dx.

Ry

(1.7)

Zelimo iskoristiti pretpostavku da je u € W'?(RY), tj. da u ima slabu derivaciju na RY.
Funkcija ¢(x', xy) := @(x’, xy) + ¢(x’, —xy) opCenito ne pripada D(RY) pa uvodimo funk-
cijjureza n € C*(R) takvu da je rastuca 1

0 1

=1 2’

) {1, > 1.
Takva 1 se moZe dobiti kao konvolucija karakteristi¢ne funkcije na (2, +oo) i standardnog
izgladivaca p,., za dovoljno mali &. Pomocu te funkcije definiramo u C*(R) niz n(t) =

n(kt),k € N. Primijetimo da vrijedi n:(t) = 0 za t < ﬁ te da je (@) (x) = m(xn)d(x) €
D(RY), za svaki k € N. Kako u ima slabu derivaciju na RY vrijedi

- f udi(nep)dx = f () pdx. (1.8)
RY RY

+

Jer n; ovisi samo o xy varijabli, zai = 1,...,N — 1 imamo 9;(qx¢) = n0;¢. Tada nam
Lebesqueov teorem o dominiranoj konvergenciji kada k — +oo daje

—f uﬁirzﬁdx:f (Oiu)pdx.
RY RY

Sada moZemo nastaviti jednakosti u (1.7):

(0i(Pu), ) = f Au(x)(p(x', xv) + @(x', —xy) )dx
RN

+

= f (0,-u(x’, xy) + Oiu(x’, —xN))go(x)dx
RN

= f P(O;u)pdx.
RN
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Posebno P(d;u) € LP(RY) jer diu € LP(RY), dakle slaba derivacija po i-toj varijabli funkcije
Pu na RY postoji i jednaka je P(Q;u), i = 1,2,...,N — 1. Sada éemo pokazati da postoji i
slaba derivacija po N te da je ona jednaka

u(x’, xy),  xy >0,

On(Pu) = { (1.9)

—u(x’,—xy), xn <O.

Funkcija definirana s (T.9) je sigurno iz L?(RY). Sli¢nim ra¢unom kao i ranije zaklju¢ujemo

(On(Pu), @) = —f Pudypdx

RN

- - [ a(@ne ) + @upX iy (110)

R

+

=1fum@wwwm—mww:mmm.
RN

+

Uvedimo oznaku y/(x', xy) := (X, xy)—@(x’, —xy). UoCimo da vrijedi ¥(x’, 0) = ¢(x’,0)—
¢(x’,0) = 0. Neka je R > 0 takav da supp(¢) € K(0O,R), tada je i supp(yy) € K(0,R).
Lagrangeov teorem srednje vrijednosti nam daje ocjenu

(', xw)l = (', xn) — (X, 0)] < [Onyp (X', Xn)llxn — OF < Mlxyl,

gdje je M = 2||0n¢l|r~. Kao i ranije je mup € D(RY) i vrijedi

fN(aNu)ﬂklﬂdx = - fN udy(mp)dx

RY RY

:—f MﬂkaN'//dX—f unpdx.
RY RY

Pogledajmo zadnji integral. Kako je ni(xy) = ki’ (kxy) te ' (kxy) = 0 za xy > % imamo
ocjenu

(1.11)

1

< kM sup n’(t)f fk lu(x)|xydxydx’
RN-1

t€[0,1]

< M sup n’(t)f f lu|ldxydx’.
r€[0,1] rN-1 Jo

Kako je R¥! x [0, %] padajuéi niz skupova, desna strana gornje nejednakosti tezi k nuli
kada k — +o0 pa vrijedi

o

f u(x)kn’ (kxy (x', xy)dx
RY

==

lim unydx = 0.

k—+0co RIJY
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Sada opet Lebesgueovim teoremom o dominiranoj konvergenciji iz (I.1T)) dobivamo

f(aNu)wdx:—f uoydx,
RY RY

+ +

tj. kad se vratimo u (I.10) imamo

(On(Pu), ¢) = f a0, xw) = (s xy))dx

R

:f aNu(x)tp(x)dx—f Ovu(x’, —xy)p(x)dx.
RY RY

Dakle, pokazali smo da je upravo (I.9) slaba derivacija po N funkcije Pu. Sada se lako
izracuna:

1
|Pullpevy = 2P||u||LP(R{Y) = 2||u||LP(R{Y),

1 1
N P N »
VPl = [anwiu)niP(RN)] = [Zzna,-unzp(w)) < 2IVadlly e,
i=1 i=1
O

Teorem 1.2.8. Neka je Q C RY otvoren i ogranicen skup klase C'. Tada postoji opera-
tor profirenja P : W'"P(Q) — WUP(RN) koji je linearan i neprekidan. Posebno postoji
konstanta C = C(p, Q) takva da za svaki u € W'P(Q) vrijedi

(i) Pulg = u,
(ii) ||Pullr@wyy < Cllullzr,

(iii) ||Pullwrreyy < Cllullwirq)-

Dokaz. Kako je Q otvoren skup klase C!, skup svih otvorenih okolina iz definicije
svih tocaka na dQ €ini otvoren pokriva¢ od 0Q. Kako je Q ogranicen, skup 9Q je kom-
paktan pa posebno postoji konacan potpokrivac {U,, Us, ..., Ui} te C' difeomorfizmi ¢; :
K(0,1) — U,;,i = 1,2,..,k kao u definiciji [I.2.4 Uzmimo jo§ U, otvoren skup takav da
— k _

Q c JU;1 Uy c Q. Koristit ¢emo particiju jedinice (vidi [9, Teorem 6.20]) tog pokrivaca

i=0
kompaktnog skupa Q: postoje funkcije o, ¥, ..., ¥y takve da y; € D(Q,),i = 0,1,...,k i

k
Y ¢; = 1 na Q. Neka je u € W'P(Q) proizvoljan. Vrijedi

i=0
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Da bismo prosirili u na RY, najprije éemo prosiriti funkcije u; := yu,i = 0,1, ..., k. Kako
je up identicki jednaka nuli van nekog zatvorenog podrucja u Q, za i = 0 moZemo prirodno
prosiriti funkciju nulom:

. {uo na Q,

Uy =

0 naRM\Q.

Neka je ¢ € D(RY). Kako je i/ posebno test funkcija na Q, tada je i ¢y € D(Q) i vrijedi
formula 9 (¢yro) = (0000 + (0 ¢bp). Sada imamo

<(9j17£0,¢> = —f ﬁ06j¢dx = - f l//ouaj¢dx
RN Q
:—faj(¢¢0)udx+f¢(8jlpo)udx
Q Q
:fwo(ﬁju)¢dx+f(6jwo)u¢dx.
Q Q

Za funkciju t//oﬂ + 0 Woily se lako provjeri da se nalazi u LP(R"), te nam gornji racun daje
da je ona slaba derivacija po j funkcije . Dakle, ity € W'P(R"). Funkcije u;,i = 1,2, ...,k
necemo direktno proSirivati jer njihov nosac nije sadrzan u Q, ve¢ ¢emo prosirivati funkcije
oblika u; o ¢;. Zai = 1,2, ..., k definiramo

uiog; nakK(0,1)",
Vi =
0 na RM\(K(0, 1)*.

Prisjetimo se da za svaki i = 1,2, ...,k vrijedi ¢;(K(0, 1)*) = U; N Q. Ovako definirana v;
pripada W'P(RY), pa ju kao u teoremu moZemo profiti do Pv; € WHP(RY). Kako
smo prosirili funkciju po parnosti, nosa¢ Pv; je sadrzan u K(0, 1), a tada je nosa¢ funkcije
Pv; o cpl._l sadrzanu Q;. Zai = 1,2, ..., k definiramo

__|Pviogs! nagQ,
u; =
0 na RM\Q,,

Sto je opet WP(RY) funkcija. Sada definiramo operator proirenja sa
k

Pu = i:ll'.
i=0

k
Ocito je P linearani Pu € W'"P(R"). Vrijedi Pulo = . u; = u, dakle tvrdnja (i) je ispunjena,
i=0

dok se (ii) i (iii) lako provjere.
O
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Sada iz teorema i &injenice da je D(RY) gust u WP(RY) direktno slijedi sljedeci
vazan rezultat.

Korolar 1.2.9. Neka je Q C RY otvoren i ogranicen skup klase C' i neka je p € [1,+c0).
Tada je D(Q) := {ulg : u € DRY)} gust u W' (Q).
Trag

Sada ¢emo dati znacenje rubnom uvjetu u = g na dQ. Opcenito to nije moguce za L”
funkcije jer je obi¢no dQ skup mjere nula, ali pokazat ¢emo da se preslikavanje u — ulq
definirano na D(Q) moZe prosiriti na W (Q).

Teorem 1.2.10. Neka je Q < RN otvoren i ogranicen skup ¢&iji je rub klase C', te p €
[1, +00). Tada se preslikavanje tr : D(Q) — LP(0Q) definirano s

tr(u) = ulsq

moZe po neprekidnosti prosiriti do linearnog neprekidnog preslikavanja u istoj oznaci tr :
Whr(Q) — LP(0Q). Taj operator nazivamo operator traga.

Najprije je potrebno pokazati sljedecu lemu, koja nam daje neprekidnost operatora
traga na D(RY).

Lema 1.2.11. Za p € [1, +00) vrijedi nejednakost

1 5N
| tr@)llr @1y < prllullwrrgyy, — u € DRY).

Dokaz. Nekaje u € D(RY), tada vrijedi

+00 a
lu(x’, 0)F = —f g|u(x’,xN)|pde. (1.12)
0 N

Jednostavno se vidi da je
9 ’ P ’ p—1 ; ’ u ’
(", xy)I” = plu(x’, xp)IP™ sign(u(x’, xy)) — (X', xn),
0)61\/ 8XN

Sto kada uvrstimo u (1.12)) daje

dxy. (1.13)

’ e / —1 0” ’
lu(x",0)l” < p f lu(x’, xn)I” '—a (x', xn)
0 XN
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Za p, p’ € (1, +00) konjugirane eksponente te x,y € [0, +c0) Youngova nejednakost glasi

Ako uzmemo
ou
X = ‘E(x 7XN) D)

—1
y = lu(x’, xn)IP,

iz (1.13) imamo
+00 1 8 P 1 )
lu(x’, 0)" < Pf (— —u(x',xzv) + —u(x’, xp)I? (’"”) dxy
o \ploxy )24
to du p +00
= f a_(x,’ xN) d-xN + (p - 1)f |u(.x,,XN)|pde.
0 XN 0

Primijetimo da za p = 1 iz (I.13) direktno dobivamo gornju ocjenu. Integriranje po RV~!

sada daje ocjenu
’ ’ 6
f u(x’, 0)|Pdx S(p—l)f |u|de+f
RN-1 RY RY 0

dxy
<(p- 1)f |u|pdx+f |Vul? dx
RY RY

Spf (lul” + Vul”) dx,
RY

dx

gdje smo iskoristili nejednakost ! < |Vul?, te nejednakosti 1 < pip—1 < p. Time je

pokazana tvrdnja teorema, to jest

Ou_

oxyn
1

lleeC-, Ol Lov-1y < pollullyroeyy.-

Dokaz. (teoremall.2.10)

Dovoljno je pokazati da je operator traga
tr 2 (D, 1~ lwirey) — (LP@O), || - @)

neprekidan. Po korolaru je D(Q) gust u W'P(Q) pa se tada operator traga moze
progiriti do linearnog i neprekidnog preslikavanja s W!»(Q) u L?(8Q). Taj operator i dalje
nazivamo operator traga te koristimo istu oznaku tr.
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Sli¢no kao u dokazu teorema za Q postoji konacan otvoren pokrivaé {Uy, Uy, ..., Ui}
takav da U, Cc Q te C! difeomorfizmi ¢; : K(0,1) — U,, i = 1,2, ..., k. Koristimo particiju

k -
jedinice {Y, Y1, ..., Y} takvu da y; € D(U;), ¥; > 0te Y ; = 1 na Q.
i=0
Nekaje u € D(Q). Oznaéimo u; := Y;u. Sadazai= 1,2, ..., k definiramo

u;op; nakK(,1)",
Vi =
0 na RY\K(0, 1)*.

Zav; vrijedi

-1
Wil e, = f jui o gilPdy = f | det Vg7 'dx
M K@©O,)* U;nQ
-1
< [l det Ve, llz=wina 1] lz=wnallull} -

Sli¢nu ocjenu dobivamo i za Vv; = (Vu; o ¢;) - Vi;. ZakljuCujemo da za svakii = 1,2, ...,k
postoji konstanta C; neovisna o funkciji u takva da

WVillwr@yy < Cillullwr - (1.14)
Kako je v; € DRY) iz leme|1.2.11]i ocjene (T.14) imamo
1
Vi(x’, Ollzr@y-1y < Cip?llullwi).- (1.15)

Oznadimo sada ~ proSirenje nulom van skupa § := {y € R¥"! : |y| < 1}. MoZe se pokazati
da se ekvivalentna norma L?(9€2) normi moZe dobiti preko lokalnih koordinata. Vrijedi

Lr(0Q) = {w: 0Q — R : () 0 i, 0)) € LPRY™), i = 1,2, ...k},

" (Z: H((w’w) °¢ilt, O))~ 'ZP(RNU]P

ekvivalentna norma standardnoj L”(0Q2) normi. Sada iz definicije funkcije v; i nejednakosti
(1.15) slijedi da postoji C = C(p, N, Q) > 0 t.d.

te je

lullron) < Cllullwir)-

Dakle, operator traga je neprekidan.
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Napomenimo da operator traga tr : W'(Q) — LP(8Q) nije surjektivan. Za p = 2
sliku operatora oznacavamo s H %(69) te je ona gusta u L*(0Q). Prostor H %(69) se moZze
interpretirati kao razlomljeni Soboljevljev prostor, tj. prostor oblika W™”(Q)) gdje m nije
nuzno prirodan broj (vidi [1, Poglavlje 7]).

Po definiciji za funkciju u € Wé’p (Q) postoji niz (u,) ¢ D(Q) takav da u, — wu u
WLP(Q). Znamo u,|sq = 0, to jest D(Q) funkcije imaju trivijalan trag na Q. Sada iz
neprekidnosti operatora traga slijedi da nuzno tr(u) = 0, pa smo pokazali jedan smjer
sljedece propozicije.

Propozicija 1.2.12. Neka je Q c RN otvoren i ogranicen skup klase C' te p € [1, +co).
Tada funkcija u € W'"P(Q) pripada W(;’p (Q) ako i samo ako tr(u) = 0.

Dokaz. Pokazano je u dokazu teorema|l.2.10/da je dovoljno provijeriti tvrdnju za Q = RY.
Neka je u € WIP(RY) takva da tr(u) = 0. Po korolaru postoji niz (u,) € DRY) takav
da

U, — u u WHRM.

Jer je operator traga neprekidan nuzno tr(u,) — 0 u LP(RV~"). Kako za xy > 0 vrijedi

XN (9 ,
i, (X, x0)| < (X7, 0)] +f L(x’,y)‘dy, neN,
0 10xy

zbog konveksnosti preslikavanja y +— y” na R* imamo ocjenu

f (X', xp)Pdx’ < C f (X, 0)Pdx’ + Cxb! f Vi, | dx.
RN-1 RN-1 R{X

PusStanjem n — +0c0 dobivamo

f l|u(x’,xN)|de'SCx§‘1 f IVuldx. (1.16)
RN- R

+

Neka je £ € C*(R") padajuca funkcija takva da je { = 1 na [0, 1], { = 0 na R*\[0,2] te
0 < ¢ < 1. Sada definiramo niz
W 1= (1 = &u,

pri ¢emu je £,(x) := {(nxy) za x = (X', xy) € RY. Tada je
aiwn = (1 - {n)aiu

zai=1,2,...N—1, te
Ovwy = (1 = £,)0nu — nd’ (n-)u.
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Lako se provjeri da w, — u u L?(RY), jo§ éemo pokazati Vw, — Vu u LP(RY).
f [Vw, — Vu|Pdx < Cf £,V vulPdx + Cf |, 0nu + nd’ (n-)ul’dx
RY RY RY

(1.17)
Sle |§,,Vu|”dx+C2n”f |"(n-)ulPdx.
RY RY

2
Kako je ¢, = 0 za xy > — prvi ¢lan sume iz ocjene (1.17/)) tezi k nuli kada n — +oc0. Drugi

¢lan ocjenjujemo pomocu (1.16):

2
n n)ulfdx < Cn ul"ax dxy
P 1 (nulPdx < Cn” |ul”dx'd
RY 0 JRN-!
2 2
7l dxy f f \VulPdx
0 RN—I

f [Vul’dx — 0 kadan — +oo.
RN—I

SCnP(

SCZ‘”f
0

Dakle w, — uu W'P(RY). Kako je w, = 0za 0 < xy < ﬁ moze se izgladiti do funkcije
u, € DRY) takve da u,, — uu W'P(RY), iz Cega slijedi u € W(;’p(Rf).

S

I

O

1.3 Slaba konvergencija

Prisjetimo se, topologija na prostoru X je familija podskupova od X koja sadrzi prazan skup
0 te je zatvorena na proizvoljne unije i konacne presjeke. Elemente topologije nazivamo
otvorenim skupovima, a topologiju na X oznacavamo Ty.

Neka su X, Y topoloski prostori, f : X — Y. KaZemo da je funkcija f neprekidna u
x € X ako za svaki otvoreni skup V € 1y takav da f(x) € V postoji otvoreni skup U € 7
takav da x € U te f(U) C V. Neprekidnost funkcije na opéenitom topoloskom prostoru se
ne moze okarakterizirati nizovnom neprekidnoS¢u bez dodatnih pretpostavki, ali vrijedi da
neprekidnost povlaci nizovnu neprekidnost.

Sjetimo se da niz (x,) C X konvergira k x € X u topologiji 7, ako za svaki V € tx takav
da x € V postoji ny € N za koji vrijedi

n>ny = x, € V.

Za danu familiju topologija (Y}, 7;);c; te funkcije f; : X — Y;,i € I moZe se poka-
zati egzistencija najmanje topologije na X u odnosu na koju su sva preslikavanja f;, i € 1
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neprekidna (vidi [4, Poglavlje 5] ili [3, Teorem 2.4.1]). Tu topologiju nazivamo slabom
topologijom na X induciranom familijom (f;),c;. Pokazuje se da niz (x,) C X konvergira k
x € X u slaboj topologiji induciranoj (f;);e; ako i samo ako za svaki i € I f;(x,) konvergira
k f;(x) u topologiji 7;.

Za naSe potrebe Ce biti dovoljno proucavati topologije na normiranim prostorima. Slaba
topologija na normiranom prostoru X je slaba topologija na X inducirana svim ograni¢enim
funkcionalima f € X’. U ovom radu ¢emo slabu konvergenciju oznacavati *—’. Kako je
napomenuto ranije, imamo karakterizaciju

Xy — X = VfeX) f(x)— f(x).

Opcenito konvergencija norme povlaci slabu konvergenciju, i to k istom limesu. Na normi-
ranim prostorima se to direktno vidi iz dane karakterizacije slabe konvergencije te Cinjenice
da su svi f € X’ neprekidni u topologiji norme, pa posebno i nizovno neprekidni.

U Hilbertovim prostorima nam Rieszov teorem o reprezentaciji daje da x, — x ako 1
samo ako za svaki z € X vrijedi (x,,z) — (x,z). Na primjer, pogledajmo prostor L*(Q).
On je Hilbertov uz skalarni produkt

(u, vy := f uvdx.
Q

Dakle, slaba konvergencija u L*(Q) je dana s

U, — U = (Vv € LZ(Q)) funvdx — fuvdx.
Q Q

MoZemo promatrati i slabu topologiju na dualnom prostoru X’, gdje je X normiran
prostor. Za x € X definiramo preslikavanje X : X" — R

X =f, feX.

Kako je f ogranicen linearan funkcional na X vrijedi

1XHOI = 1F O < 1 Il llxllx

iz Cega zakljuCujemo X € X”. Definiramo slabu* topologiju na X’ kao slabu topologiju
na X’ generiranu svim funkcionalima x € X”, x € X. Niz (f,) € X’ ¢e konvergirati k
f € X’ u slaboj* topologiji ako 1 samo ako X(f,) konvergira k X(f), to jest ako i samo
ako f,(x) — f(x), x € X. U refleksivnim Banachovim prostorima vrijedi izomorfizam
X = X", pa se u takvim prostorima slaba i slaba* topologija podudaraju.

Za kraj navodimo teorem koji je dobro poznat u podrucju funkcionalne analize (vidi [9,
Teorem 3.15] ili [5, Teorem 3.16]).
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Teorem 1.3.1. (Banach-Alaoglu)
Neka je X normiran prostor. Tada je zatvorena jedinicna kugla

{feX I}

slabo* kompaktan skup.

Sljedeca tvrdnja je jednostavna posljedica Banach-Alaoglu teorema i svojstva reflek-
sivnosti, a moze se pokazati da za normirane prostore vrijedi i obrat [S, Teorem 3.17]).

Korolar 1.3.2. Neka je X refleksivan normiran prostor. Tada je zatvorena jedini¢na kugla
{xeX : |z <1}

slabo kompaktan skup.



Poglavlje 2

Apstraktni problemi

2.1 Konveksna minimizacija

U proucavanju egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi je
cesto korisno zapisati problem u slabom obliku, tj. svesti ga na sljede¢i oblik:
Nadi u € V takav da
a(u,v) =L(v), veYy, (2.1)

gdje je V vektorski prostor, a : V X V — R bilinearna forma te L : V — R linearan
funkcional. Forma a(:,-) je bilinearna ako je linearna i u prvom i u drugom argumentu,
drugim rije¢ima ako su funkcije a(-, v) i a(u, -) linearne za sve fiksne u,v € V.

Definicija 2.1.1. Neka je (V, || ||) realan normiran prostor. KaZemo da je bilinearna forma
a:VxV—sR

e neprekidna ako postoji M > 0 takav da

la(u, v)I < Mllul[IVIl, — u,v eV,

e pozitivna ako vrijedi
alu,u) >0, wuev,

e pozitivno definitna ako vrijedi

a(u,u) >0, ueV,u+0,

e koercitivna ako postoji a > 0 takav da

a(u,u) > allull>, ueV,

24
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e simetricna ako vrijedi
a(u,v) =a(v,u), u,veV.

Napomenimo da su pozitivnost, pozitivna definitnost i simetri¢nost bilinearne forme
dobro definirani pojmovi i za opceniti vektorski prostor V. Prisjetimo se definicije konvek-
snosti funkcije na vektorskom prostoru.

Definicija 2.1.2. Neka je V vektorski prostor. Za funkciju f : V — R U {+o00} kaZemo da
je konveksna ako za svaki A € [0, 1] vrijedi

fA=-Du+v) <A -Dfm)+Af(v), wu,velV.
Ako vrijedi stroga nejednakost za u # v, kazemo da je f strogo konveksna.

U ovom poglavlju ¢emo pokazati nekoliko rezultata vezanih uz apstraktan problem
(2.1), a u sljedecem poglavlju ¢emo zapisati neke klasiéne rubne probleme u tom obliku
1 primijeniti dobivene rezultate. Najprije pokazujemo vaznu karakterizaciju rjeSenja pro-

blema (2.1).

Teorem 2.1.3. (Varijacijski princip)
Neka je V vektorski prostor, L : V — R linearno preslikavanje, te a : VXV — R
bilinearna forma koja je simetricna i pozitivna. Definiramo preslikavanje J : V — R s

J) = %a(v, v) — L(v).

Za u €V je ekvivalentno:
(i) a(u,v) = L(v), veYV,
(i) Jw) < J(v), vev.

Dodatno, ako je a(-,-) pozitivno definitna, rjeSenje problema (2.1) (ako postoji) je jedins-
tveno.

Dokaz. Najprije pokazimo smjer (i) = (ii). Uoimo da zbog simetri¢nosti bilinearne
forme vrijedi

alu +v,u+v) =alu,u) +alu,v)+alv,u) + a(v,v)
=a(u,u) + 2a(u,v) + a(v,v).
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Neka je u € V takav da vrijedi (i), te v € V proizvoljan. Jednostavnim racunom dobivamo

Ju+v)—J) = (%a(u +v,u+v)—Lu+ v)) - (%a(u, u) — L(u))

= %a(u, u) +au,v) + %a(v, v) — L(u) — L(v) — %a(u, u) + L(u)

= (a(u, V) — L(v)) + %a(v, v) > 0.

U zadnjem koraku smo iskoristili pretpostavku da je u rjeSenje (2.1)) te da je a(:, -) pozitivna
forma. Dakle, za svaki v € V vrijedi J(u) < J(u + v). Kako je V vektorski prostor
ekvivalentno je da vrijedi J(u) < J(v),v € V, §to je upravo (ii).

Pokazimo sada drugi smjer. Pretpostavimo da # € V minimizira funkcional J. Neka su
t € R1iv € V proizvoljni, raCunamo:

Ju+tv)—Ju) = %a(u, u) + ta(u,v) + %tza(v, v) — L(u) — tL(v) — %a(u, u) + L(u)
= ta(u,v) + %tza(v, V) — tL(v).
Kako u minimizira J, za t > 0 vrijedi
a(u,v) + %ta(v, v)— L(v) = % (Ju+1tv)y—Jw) =>0.

Pustanjem ¢+ — 0% dobivamo a(u,v) — L(v) > 0. Uzimanjem ¢t < O se dobiva suprotna
nejednakost pa zaklju¢ujemo

a(u,v) = L(v), vevy,

¢ime smo pokazali ekvivalenciju uvjeta (i) 1 (ii).
Pretpostavimo sada da je preslikavanje J(-) strogo konveksno, tedasuu; € Viu, € V
dva razli¢ita minimizatora preslikavanja J na V. Tada vrijedi

up + up 1 .
7(M52) < 57 + @) = infI )
Sto je kontradikcija, dakle rjeSenje je jedinstveno. Sada je joS preostalo pokazati da po-
zitivna definitnost bilinearne forme af(-, -) povlaci strogu konveksnost funkcionala J. L je
linearna forma, pa je dovoljno pokazati strogu konveksnost kvadratne forme a(v, v). Neka
suu,v € V proizvoljni, te A € [0, 1]. Lako se provjeri da vrijedi

Al = Daw—v,u—v)+a(lu+ (1 = D)v, Au+ (1 — A)v) = da(u, u) + (1 — Da(v, v).
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Naime,
alAu+ (1= D, du+ (1= ) = a(Au = v) +v,(A = D - v) + u)
=AAl - Da(u—v,u—v)+alv,(1 - DV —u))
+a(Au+ (1 = D)v,u)
= A - Da(u—v,u—v)+ Aa(u, u)
+ (1 = Da(v,v).

Sada tvrdnja slijedi direktno iz ¢injenice daza A € (0, 1) vrijedi A(1 — 1) >0tedazau # v
imamo a(u — v,u —v) > 0.
O

Ovim teoremom nismo pokazali egzistenciju rjeSenja (2.1, ve¢ samo da ako postoji
tada je ono ujedno 1 rjeSenje problema minimizacije funkcionala J i obrnuto. Pokazat
¢emo joS odgovarajuéu tvrdnju na konveksnim skupovima.

Propozicija 2.1.4. Neka je (V,|| - ||) realan normiran prostor, C C V neprazan, zatvoren i
konveksan te a(-,-) i L(-) kao u teoremu Tada u € C minimizira funkcional

J(u) = %a(u, u) — L(u)

na C ako i samo ako vrijedi

alu,v—u)—Lv—u)>0, veC. (2.2)

Dokaz. Pretpostavimo da u € C minimizira funkcional J na C. Kako je C konveksan, za
te€[0,1]je u+ t(v—u) € C, pa vrijedi nejednakost

Ju+1v-w) = Jw), te[0,1].
Sada sli¢no kao 1 u dokazu teorema zakljucujemo da za t > 0 vrijedi
1 1
alu,v —u) + Eta(v —u,v—u)—Lv—u)= ;(J(u +t(v—u))— J(u)) > 0.

Jer je C zatvoren moZemo prijeéi na limes kada t — 0% ¢ime dobivamo upravo (2.2).
Pokazimo sada drugi smjer. Neka je u € C takav da vrijedi (2.2)). Za proizvoljan v € C
imamo

J(v):J(v+u—u):%a(u+(v—u),u+(v—u))—L(u+(v—u))
= J(u)+%a(v—u,v—u)+<a(u,v—u)—L(v—u))

2 J(u),

pri ¢emu smo koristili (2.2)) te pozitivnost bilinearne forme a. o
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2.2 Direktna metoda varijacijskog racuna

Promatramo problem minimizacije funkcionala J(-) na nekom dopustivom skupu funkcija
X. Kako bi problem bio smislen, zahtijevamo da postoji # € X takav da J(u) < +oo.
Takoder ocekujemo da vrijedi

iugj(u) > —00. (2.3)

Glavna ideja direktne metode varijacijskog raCuna je uzeti minimizirajuci niz (4,) C X
(¢ije nam postojanje daje (2.3)) te probati pokazati da taj niz ima limes # u X. Tada ako
moZemo pokazati da vrijedi

lim J(u,) = J (@), (2.4)

direktno slijedi da funkcional J postize minimum na X u i:

J(@) = r}i_{?o‘](u") = iulel}g.](l/l). (2.5)

Cak i ako postoji limes niza (u,) u nekoj topologiji, nije trivijalno pokazati da vrijedi (Z.4).
Kasnije ¢emo direktnom metodom pokazati dovoljne uvjete da bi funkcional postizao mi-
nimum u refleksivnim Banachovim prostorima.

Definicija 2.2.1. Neka je (V,||-||) normiran prostor, za funkciju f : V — RU{+o0} kaZemo
da je
e koercitivna ako vrijedi

lim f(u) = +oo,

[|ut]| = +o0

o poluneprekidna odozdo u u € V ako vrijedi

f(u) < liminf f(v),

e slabo poluneprekidna odozdo u u € V ako vrijedi
f(u) < liméinff(v),

gdje '—’ oznacava slabu konvergenciju.
Sljedeci koristan teorem navodimo bez dokaza (vidi [3, Teorem 3.3.3]).

Teorem 2.2.2. Neka je (V,|| - ||) normiran prostor, f : V — R U {400} konveksna funkcija.
Tada je f poluneprekidna odozdo ako i samo ako je slabo poluneprekidna odozdo.
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Primjer 2.2.3. (Dirichletov integral)
Neka je Q c RN otvoren i ogranicen skup s glatkim rubom 0 te uy € H'(Q). Promatramo
problem minimizacije funkcionala

1
Jw) = = f \Vul*dx
2 Jo

na skupu svih H'(Q) funkcija takvih da su jednake uy na 0Q. Taj skup krace oznacavamo
uy + H(l) (Q). Direktnom metodom ¢emo pokazati da problem

inf {J(u) : u € ug + Hy(Q) (2.6)

ima jedinstveno rjeSenje. Funkcional J je ocito nenegativan pa infimum (2.6) postoji.

Oznacimo ga u. Kako je uy € H'(Q) posebno je Vuy € L*(Q) pa vrijedi J(uy) = %lluolli2 @ <

+00. Sada iz ¢injenice da je uy € uo + Hy(Q) slijedi
0<pu<J(u) < +oo.
Neka je (u,) C ugy + Hé (Q) minimizirajuci niz, to jest niz takav da
limJ(u,) = p.

Posebno je u, — uy € Hé(Q), pa moZemo iskoristiti Poincaréovu nejednakost za taj izraz.
Sada racunamo

et — uollmr ) < ClIV(uty — uo)llz20)
< ClIVuullz2 @) + ClIVuoll 2 (2.7)

< C+2J(uy) + Clluollzn -

(J(up)) je konvergentan niz u R pa je posebno i ogranicen, te kako je uy € H'(Q) za-
kljucujemo da je niz (u, —up) ogranicen u Hé (). Po korolaru postoji podniz (U, —up)
teve Hé (Q) takvi da

Uy, — Up —V,

to jest
Uy, — U + V.
Oznacimo u = ug + v. OCito je i € uy + Hé (Q), a jos Zelimo pokazati da je minimizator
funkcionala J. Vrijedi jednostavna ocjena
IVt |* = |V, — i) + Virl*
= |V(u, — )]* + 2V (u,, —@t) - Vit + |Virl* (2.8)

> 2V(u,, — i) - Vi + |Vil*.
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Kako u,, slabo konvergira k it u H Q) posebno i Vu,, slabo konvergira k Vit u L*(Q). To
je ekvivalentno s tim da Vu,, — Vi slabo konvergira k nuli u L*(Q). Po definiciji slabe
konvergencije u L*(Q) vrijedi

fV(unk —u)-Viudx — 0  kada k — +co.

Q

Sada kada integriramo (2.8)) po Q se na limesu jednostavno dobije
J(@) < likm infJ(u,, ).

Zapravo smo pokazali da je funkcional J slabo odozdo poluneprekinut, iz cega direktno
slijedi da je u minimizator:

u<J@) < likm infJ(u,,) = limJ(u,) = u,
tj. J(it) = p. JosS nam je preostalo pokazati jedinstvenost, pa pretpostavimo da su u,v dva

razlicita rjeSenja problema (2.6). Tada je i %(u + V) € uy + H(l)(Q), pa ce jedinstvenost
slijediti iz stroge konveksnosti funkcije | - |*:

<J l(u+v) —1f

H=713 2 )
1(1 1

SE(ELIVulzdx+§L|Vv|2dx)

1 1
= EJ(M) + EJ(u) = U

2

1
3 (Vu+Vv)| dx

Dakle, dobili smo da je u < u, sto je ocito kontradikcija. Zakljucujemo da je rjesenje
problema (2.0)) jedinstveno.

Primijetimo da u ocjeni J(u,) — +oo kada ||u,|lz1q) — +oo. Kako u toj ocjeni
nismo koristili pretpostavku da je u, minimizirajuci niz i ona vrijedi za proizvoljan niz u
uy+H'(Q), zaklju¢ujemo da je funkcional J koercitivan. Jo§ smo i pokazali da je konveksan
1 neprekidan odozdo. Pokazat ¢emo direktnom metodom da su to dovoljne pretpostavke na
funkcional kako bi postizao minimum u refleksivnom Banachovom prostoru.

Teorem 2.2.4. Neka je (V,|| - ||) refleksivan Banachov prostor te f : V — R U {+o0}
konveksna, koercitivna i odozdo poluneprekidna. Tada postoji u € V takav da

fa) < f(v), veV
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Dokaz. Neka je (4,) € V minimizirajuéi niz funkcije f, tj. niz takav da lim f(u,) =
n—+oo

ing f(v). Tada postoje M > 01 ny € N takvi da su za n > ny ¢lanovi niza (u,) sadrZzani u

ve

M-nivo skupu {v € V : f(v) < M}. Taj skup je nuzno ogranicen; u suprotnom bi postojao
niz (v,) C V takav da ||v,]| — +o0 1 f(v,) < M, Sto je kontradikcija s pretpostavkom
da je funkcija f koercitivna. Kako je V refleksivan, postoji slabo konvergentan podniz
u,, — u € V. Funkcija je konveksna i poluneprekidna odozdo, pa je po teoremu [2.2.2]
slabo poluneprekidna odozdo. Sada imamo niz nejednakosti

fu) < hr]glijnff(unk) = kllI+Il Sun) = hlP Sfu,) = Hel\{;f(V)

2.3 Lax-Milgramova lema

Predstavit ¢emo vazan rezultat egzistencije rjeSenja problema oblika (2.1)), a sljedeca dva
poznata teorema ¢e nam biti kljucna u dokazivanju tvrdnje.

Teorem 2.3.1. (Riesz)
Neka je H Hilbertov prostor. Tada za svaki F € H' postoji jedinstveni f € H takav da

Fv)=(f,v), veH.

Teorem 2.3.2. (Banachov teorem o fiksnoj tocki)
Neka je (X, d) potpun metricki prostor te f : X — X k—kontrakcija, tj. postoji k < 1 takav
da

d(f(x0), f(») < kd(x,y), x,y€X.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu tocku na X.
Dokaz teorema je konstruktivan, pokazuje se da niz
Xn+1 = f(-xn)’ n= 0’ 17 27 o

konvergira k fiksnoj tocki za svaku pocetnu iteraciju x,. Sada smo spremni za glavni rezul-
tat.

Teorem 2.3.3. (Lax-Milgramova lema)
Neka je H Hilbertov prostor uz skalarni produkt {-,-), gdje je ||-|| = V-, -) pripadna norma.
Neka je a : H X H — R bilinearna forma koja je neprekidna i koercitivna, te L € H'.
Tada postoji jedinstveni u € H takav da

a(u,v) = L(v), veH.
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Dokaz. Kako je a(-,-) neprekidna bilinearna forma, za svaki u € H je a(u,-) : H — R
neprekidan linearan funkcional. Tada nam Rieszov teorem o reprezentaciji za svaki u € H
daje postojanje jedinstvenog A(u) € H takvog da

a(u,v) = {(A(u),v), veH.

Po pretpostavci je L € H' pa opet po Rieszovom teoremu zaklju¢ujemo da postoji jedins-
tveni f € H takav da
Lv)=(f,v), veH

Sada je pocCetni problem ekvivalentan problemu nalaZenja u € H takvog da

(Aw),v) =(f,v), VveEH,
to jest A(u) = f. Navedimo neka svojstva preslikavanja A : H — H.
1. A je linearno preslikavanje (slijedi direktno iz bilinearnosti a).
2. A je neprekidno preslikavanje: za v = A(u) iz neprekidnosti a slijedi
IA@I* = (Aw), A@w)) = a(u, Aw)) < Mjull |A@w),
tj.
Al < Mlul],
dakle A € B(H).

3. Zav = u iz koercitivnosti a slijedi

(A(w), u) = a(u,u) > allull’, ueH.

Dalje mozemo pisati A(u) = Au. Neka je 4 > 0, Zelimo formulirati problem kao problem
fiksne tocke pa traZzimo u takav da

Salw) = u,

pri cemu je f1(v) = v—A(Av— f). Primijetimo da je taj problem ekvivalentan poc¢etnom te da
ako je u fiksna tocka za f; za neki A > 0, tada je i fiksna tocka za f; za svaki 4 > 0. Dakle,
da bi pokazali da problem Au = f ima jedinstveno rjeSenje u € H dovoljno je pokazati da
/1 1ima jedinstvenu fiksnu to¢ku za neki 4 > 0.

Provjeravamo uvjete Banachovog teorema o fiksnoj tocki za f;. Neka su v;,v, € H,
tada

fa() = favy) = (v2 —vi) — A(Av, — Avy).
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Uz oznaku v = v, — v; racunamo:

IA201) = fr)IlF = v — AAV|?
= |VII* = 22(Av, v} + 22||AV|]*.

Ocjenjujemo pomocu 2) i 3):

1,00 = LGP < VP = 22alVIP + 2M|VIP = I,

gdje je ky = V1 —2da + 22M?. Mozemo odabrati A = %. Tada je k3 = /1 — 5 < L, j.
/i je k—kontrakcija s konstantom «3 < 1.
i

Neka je H Hilbertov prostor, a : H X H — R bilinearna forma koja je neprekidna i
koercitivna, te L € H'. Tada je funkcional J : H — R definiran s

JOv) = %a(v, v) — L(v)

neprekidan i koercitivan. Neprekidnost je jasna, a koercitivnost slijedi iz koercitivnosti
bilinearne forme a 1 ogranicenosti linearne forme L:

1 1
JO) 2 5@|IV||2 = LIl = {vll (EQIIVII - IILII)-

Ako dodatno pretpostavimo da je a pozitivna bilinearna forma, J je konveksan funkcional
(kao u dokazu teorema [2.1.3). Tada J zadovoljava pretpostavke teorema [2.2.4] pa postoji
u € H u kojoj J postize minimum na H. Po teoremu [2.1.3|u je ujedno i rjeSenje problema
a(u,v) = L(v), ve V.

S druge strane, u teoremu je dovoljno imati refleksivan Banachov prostor pa ce
minimizacijski pristup biti bolji kada nemamo Hilbertov prostor (koji je uvijek refleksivan)
ili bilinearna forma a nije simetri¢na.



Poglavlje 3

Primjeri klasicnih varijacijskih
problema

U ovom poglavlju éemo koriste¢i dosad dane rezultate pokazati egzistenciju i jedinstvenost
slabog rjesenja nekoliko standardnih rubnih problema. U nastavku rada pretpostavljamo
da je Q otvoren i ograni¢en skup u R" klase C'.

3.1 Dirichletov problem

Neka je f : Q — R, Zelimo nadi rjeSenje u : Q@ — R rubnog problema

{—Au =f naQ, )

u =g naold.

Dakle, trazimo funkciju koja zadovoljava Poissonovu jednadzbu na Q i rubni uvjet u = g
na 0Q. Taj uvjet nazivamo Dirichletov rubni uvjet, a kada je g = 0 posebno ga nazivamo
homogeni Dirichletov rubni uvjet.

Uz rjeSenje Dirichletovog problema veZemo sljede¢i minimizacijski problem:

min {J(u) : u = g na 0Q}, (3.2)
pri Cemu je
J(u) = f (1|Vu|2 - fu) dx (3.3)
Q 2

funkcional koji nazivamo Dirichletov integral ili Dirichletova energija. Malo kasnije ¢emo
dati poveznicu izmedu Dirichletovog rubnog problema i problema minimizacije Dirichle-
tovog funkcionala.

34
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Pogledajmo najprije homogen Dirichletov problem

-A = Q
u =/ mak 3.4)
u =0 nadQ.

Kada prvu jednadZbu pomnoZimo s ¢ € D(Q) te integriramo po €2 dobivamo

—fAugodx:fﬂpdx. (3.5)
Q Q

Ako pretpostavimo da je u dovoljno glatka funkcija moZemo parcijalno integrirati (3.5]).
Rubni integral ée biti jednak nuli jer je ¢ = 0 na dQ pa imamo

fVu-Vgpdx:ffgodx. (3.6)
Q Q

Zbog gustoée D(Q) u Hy(Q) jednakost (3.6) moZzemo po gustoéi i neprekidnosti prosiriti
na H(Q) ¢ime dolazimo do standardne slabe formulacije Dirichletovog problema.

Definicija 3.1.1. Neka je f € L*(Q). KaZemo da je u € H)(Q) slabo rjesenje homogenog
Dirichletovog problema ako zadovoljava

f Vu - Vvdx = f fvdx, v e Hy(Q). (3.7)
Q Q

Primijetimo da ako je u : Q — R klasi¢no rjesenje, to jest u € C*(Q) zadovoljava
(3.4), tada je u i slabo rjeSenje. Naime, kako su u i sve parcijalne derivacije od u nepre-
kidne na Q, posebno su ogranicene iz cega slijedi u € H'(Q). Posto je u = 0 na rubu, iz
propozicijeimamo u € Hy(Q). Sada iz gornjeg racuna te injenice da je D(Q) gusto
u Hy(Q) zakljucujemo da je u slabo rjeSenje.

Moze se pokazati i obrat; neka je u € C*(Q) slabo rjesenje homogenog Dirichletovog
problema. Jer je u glatka funkcija iz H)(Q) vrijedi u = 0 na 6Q. Kako je D(Q) ¢ H)(Q)
posebno vrijedi

f Vu - Vvdx = ffvdx, v e D),
Q Q

tj. vrijedi —Au = f u 9'(Q). Jer je u glatka poklapaju se klasi¢ne derivacije i distribucijske
derivacije (do na derivacije drugog reda), dakle u zadovoljava —Au = f i u klasi¢nom
smislu.

Teorem 3.1.2. (Dirichletov varijacijski princip)
Neka je f € L*(Q). Tada postoji jedinstveno slabo rjesenje homogenog Dirichletovog
problema koje je dano kao minimizator problema

1
min {— f |Vul?dx — f fudx}. (3.8)
ueH (@) (2 Jg Q
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Dokaz. Egzistenciju i jedinstvenost slabog rjeSenja pokazujemo preko Lax-Milgramove
leme. Uzimamo V = H,(€) §to je Hilbertov prostor uz standardni H' skalarni produkt.
Definiramo bilinearnu formu na H(l) Q)

a(u,v) = f Vu-Vvdx, u,ve Hé(Q).
Q
Iskoristimo Holderovu nejednakost za p = 2:

la(u, v)| < f IVuVvldx < |[Vull 2 o)lIVVllzg) < llullg@lvilia @)
Q

dakle a(-, -) je neprekidna bilinearna forma. OCito je simetricna, pokazZimo jo$ koercitivnost
koristeci Poincaréovu nejednakost na Hé (Q):

2

2 2
e = ullzq) + 1Vull

L2(Q) L2(Q)
2 2
S (C + 1)||VM||L2(Q)

=(C*+1) f \Vul?dx
Q
= (C? + Da(u, u),

[l

1

Dakle, a(:, -) je koercitivna s konstantom o

Ostalo je pokazati da je linearan funkcional

L(v) := f fvdx, ve H)(Q),
Q

neprekidan. Preslikavanje L : V — R je dobro definirano zbog pretpostavke f € L*(Q).
Neprekidnost dobivamo iz sljedeée ocjene:

IL(v)| < flfvldx < flez@lViizg < 1 lz@lvilia e)-
Q

Time je pokazano postojanje i jedinstvenost slabog rjeSenja homogenog Dirichletovog pro-
blema. Druga tvrdnja teorema je direktna posljedica teorema [2.1.3} a(-, ) je simetri¢na i
pozitivna. Uotimo da za u;, u, € H}(Q) vrijedi

+ 2 1 1 1
f V(ul uz) dx = - f |Vu1|2dx+ - f |Vu2|2dx— — f Vi, — Vu2|2dx.
Q 2 Ja 2 Jo 4 Ja

2
Kada je u; # u, zadnji ¢lan je strogo manji od nula, dakle imamo strogu konveksnost. Kako
je funkcional v — fQ fvdx linearan, zaklju¢ujemo da je funkcional J strogo konveksan
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kao suma strogo konveksnog i linearnog funkcionala. Posebno je neprekidan kao suma
neprekidnih. Nadalje, J je koercitivan:

1
Ju) = Salu, u) = L) 2 Wl (Clldlinay = 1 liz)

Sada vidimo da smo egzistenciju i jedinstvenost mogli pokazati i preko teorema
O

Pokazali smo da slabo rjeSenje postoji te da je ono ujedno i klasi¢no rjeSenje ako je do-
voljno glatko, pa se pitanje egzistencije i jedinstvenosti klasi¢nog rjeSenja svodi na pitanje
regularnosti slabog rjeSenja. Napomenimo da dokaz u potpunosti prolazi za f € H"1(Q) =
(Hé(Q))’, dakle teorem vrijediiza f € H™'(Q).

Promotrimo sada nehomogen problem. Neka je g € H %(69), tada postoji G € H'(Q)
takva da g = tr(G). KaZzemodajeu € V := {v € H'(Q) : tr(v) = g na GQ} slabo rjesenje
nehomogenog Dirichletovog problema ako vrijedi

f Vu - Vvdx = f fvdx, ve HyQ). (3.9)
Q Q

Skup V je zatvoren, neprazan i konveksan podskup od H'(Q). Kako je tr : H'(Q) —
L*(9Q) neprekidno linearno preslikavanje posebno vrijedi V = G + H, ().

Teorem 3.1.3. Neka je f € L*(Q). Tada postoji jedinstveno slabo rjesenje nehomogenog
Dirichletovog problema te je ono dano kao minimizator problema

1
min{— f Vuldx - f fudx}. (3.10)
ueV |2 Q Q

Dokaz. Najprije pokazujemo egzistenciju i jedinstvenost minimizacijskog problema (3.10).
Definiramo funkcional J : V — R sa

J(u) ::% f \VulPdx — f fudx.
Q Q

Kako bismo mogli primijeniti teorem na H'(Q) funkcional J ¢emo progiriti do funk-
cionala J : H'(Q) — R U {+0c0} definiranog kao

J) = {J(u), uevy,

+o00, inace.

Sada je problem (3.10) ekvivalentan problemu minimizacije funkcionala J na H'(Q). On
je konveksan 1 neprekidan, joS je potrebno pokazati koercitivnost. Neka je u € V. Tada je
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u =v+G zanekiv € H)(Q), pa imamo ocjenu

1
J(u) = §||Vv + VG”iz(Q) - Lf(v + G)dx

1 2 1 2
> IVl + 5 1VG 0, + j; Vv - VGdx

L2(Q)
- ||f||L2(Q)||V||L2(Q) - ||f||L2(Q)||G||L2(Q)

1
> S[IVvl7 +§||VG||2 VW2l IVGllr2 (3.11)

L2(Q) 12(Q)

S

= Cllfllz@liVVll2) = I l2@llGllize)
1
= ||VV||L2(Q) §||VV||L2(Q) - ||VG||L2(Q) - C||f||L2(Q)

1
+ EIIVGHZ(Q) = Ifl2@lGll@-

Izraz u zagradi u zadnjem retku je pozitivan za dovoljno velike ||Vv|[;2q). Kako za H(l) Q)
funkcije vrijedi Poincaréova nejednakost ||v||g1q) < ClIVV|12q), kada H ! norma funkcije v
teZi beskona¢nosti i L? norma funkcije Vv teZi beskona¢nosti. Primijetimo jo$ da su fi G
fiksne funkcije. Sada konacno iz ocjene (3.11)) vidimo da J(u) — +oo kada |||l ) —
+o0. Tada je i J koercitivan, dakle postoji rjeSenje minimizacijskog problema (3.10).
Jedinstvenost je direktna posljedica Cinjenice da je funkcional fQ IV - [*dx strogo ko-
nveksan, jer je tada i J(-) strogo konveksan. Za dva razli¢ita minimizatora u,, u, € V zbog

konveksnosti skupa V vrijedi “5* € V te imamo

. _ 1 1 up + up
minJ ) = 5J) + 5Jw) > J( )

Sto je kontradikcija. ZakljuCujemo da je minimizator jedinstven. PokaZimo sada da je on
ujedno i rjeSenje slabog nehomogenog Dirichletovog problema. Po propoziciji je
u € V minimizator funkcionala J ako 1 samo ako vrijedi

l‘[VM'V(v—u)a’x—f‘f(v—u)dxzo, vev. (3.12)
2 Ja Q

Primijetimo da je v € V ako i samo ako v — u € H, (), dakle (3.12) je ekvivalentno s

1
—fVu-Vvdx—ffvdsz, veHé(Q),
2 Ja Q

iz Cega kada uzmemo —v umjesto v slijedi tvrdnja.
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3.2 Neumannov problem

Neka je f € L*(Q) te g € L*(0Q). Neumannov problem je dan s

ou (3.13)

—Au+apu =f naQ,
5 =& naodQ,

gdje je ap € L¥(Q) takva da vrijedi ay > «a s.s. za neki @ > 0. Slaba formulacija ovog

problema se izvodi analogno Dirichletovom homogenom slucaju te se svodi na nalaZenje
u € H'(Q) t.d. vrijedi

f(Vu-Vv+aouv)dx:ffvdx+f gvdS, veH(Q). (3.14)
Q Q o0

Funkciju u € H'(Q) koja zadovoljava (3.14) nazivamo slabo rjesenje Neumannovog pro-
blema. Prvo éemo pokazati da je slabo rjeSenje ujedno i klasi¢no ako je u € C*(Q). Za
v € D(Q) zbog pretpostavljene glatkoCe moZzemo parcijalno integrirati (3.14) ¢ime dobi-

vamo
—fAuvdx+faouvdx:ffvdx, v e D(Q).
Q Q Q

Kako je ay € L™ (Q) te u glatka funkcija, apu je dobro definirana distribucija te vrijedi
—Au+apu=f udD(Q).
—Au + agu — f je L? funkcija, pa zaklju¢ujemo
—Au+apu—f=0 s.s.naQl. (3.15)

Sli¢no za v € D(Q) dobivamo

—fAuvdx+f (Vu-n)vdS+faotidx=fdefof gvds,
o 50 Q Q 0Q

Sto se kada iskoristimo (3.15]) ekvivalentno s
ou _
trl— —g|tr()dS =0, ve D).
80 87’1

Kako je operator traga neprekidan, gornja jednakost vrijedi za svaki v € H'(Q). Sada iz
¢injenice da je slika traga H %(BQ) gusta u L*(6Q) i glatkode % nuzno slijedi g—z = gna
0Q. Dakle, pitanje egzistencije klasi¢nog rjeSenja se svodi na pitanje regularnosti slabog
rjeSenja.

Najprije promatramo homogen Neumannov problem, to jest pretpostavit ¢emo g = 0.
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Teorem 3.2.1. Postoji jedinstveno slabo rjesenje homogenog Neumannovog problema i
ono je dano kao minimizator problema

1
min {— f (IVul* + agu?) dx - f fudx}. (3.16)
ueH' (@) | 2 Jo Q

Dokaz. Da jerjeSenje (ako postoji) dano kao minimizator (3.16) slijedi direktno iz Cinjenice
da je

a(u,v) = f(Vu - Vv + apuv)dx
Q

simetri¢na i pozitivna bilinearna forma; simetri¢nost je o¢ita, a za proizvoljan u € H'(Q)
vrijedi
H'(Q)

a(u, u) = f (|vu|2 + aouz) dx > min{1, a}|lul/*, ., > O.
Q

Posebno, a(-, -) je koercitivna s koeficijentom min{1, a}. Takoder je neprekidna:

la(u, v)| < f (IVu - I + llaoll« vl dx
Q

< max{1, llaollz=} (IIVaull 2 IV V120 + il 2 V20

1
< 2max{1, [laollz=Hullzr @IVl @), usv € H ().

Linearan funkcional

L) := f fvdx
Q
je neprekidan na H'(Q):

ILO)| < Ifllz@lVliz@) < 2@l Vi q)-

Sada nam Lax-Milgramova lema daje egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja na H'(Q).

O
Vratimo se na nehomogeni Neumannov problem i odgovarajucu slabu formulaciju
f(Vu - Vv + qouv)dx = ffvdx + f gvdS, ve H'(Q). (3.17)
Q Q o0

Za bilinearnu formu a(-, -) definiranu kao u prethodnom teoremu smo ve¢ pokazali svoj-
stva koja zahtijeva Lax-Milgramova lema, joS je potrebno pokazati neprekidnost linearnog
operatora L : H'(Q) — R definiranog kao

L(v):ffvdx+f gvdsS.
Q Fle)
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Kako je operator traga neprekidan s H'(Q) u L*(9Q), postoji C > 0 td. |Vll2@a <
Clvllgiy, v € H(Q). Tada za v € H'(Q) vrijedi
ILOI < Ifll2@lVllzz @) + Igllzeo) V2o
< (il + Cliglizan) Ml @
Time je pokazana egzistencija i jedinstvenost slabog rjeSenja u € H'(Q) nehomogenog

Neumannovog problema. Analogno kao i u prethodnom teoremu se pokazuje da je ono
dano kao minimizator problema

1
min {— f (IVul® + ag®) dx - f fudx - f gudS}. (3.18)
ueH' (@) |2 Jo Q o)

Za dobru postavljenost Neumannovog problema je bila vazna pretpostavka ay(x) > a >
0 s.s. na Q, jer inace odgovarajuca bilinearna forma nije koercitivna. Promotrimo sljedeci
problem:

-Au =f naQ,

3.19
@ =0 naodQ, ( )
on

pri Cemu je f € L*(Q). Sada je ay = 0 i time gubimo jedinstvenost; ako je u rjeSenje (3.19)
tada je 1 u + C rjesenje, C € R. Kako bi problem postao koercitivan, uvodimo novi prostor

V= {ueHl(Q):fudx:O}.
Q

Neka je (u,) C V takav da u,, — uu H'(Q), tada

f U,dx — f udx
Q Q

to jest vrijedi

1 1
< f |y, — uldx < |QI2||u, — ull2) < QU2 uy — ullpgr )y — +00,
Q

fundx—>fudx.
Q Q

Kako za svaki n € N imamo fQ u,dx = 0 nuzno vrijedi fQ udx = 0, pa zakljuCujemo da je
u € V. Dakle, V je zatvoren podskup od H'(Q), pa je posebno i Hilbertov. Prisjetimo se
Poincaré-Wirtinger nejednakosti: postoji konstanta C > 0 takva da

1

u—— udx
1 Jo

< ClVullpz)y u€ H(Q).

L2(Q)

Za u € V ta nejednakost glasi ||ull;2) < C||Vull2q). Sada je bilinearna forma

a(u,v) = fVu - Vvdx
Q
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koercitivna na V s konstantom ﬁ:

< (C* + D|IVull,,,. = (C* + Da(u, u).

2
”M”HI(Q) LZ(Q)

Time je rijeSen problem egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja slabe formulacije problema

(.19).

Teorem 3.2.2. Neka je f € L*(Q). Tada postoji jedinstveni u € V takav da

fVu-Vvdx:ffvdx, vevy, (3.20)
Q Q

te je on dan kao minimizator problema

1
min{— f Vuldx - f fudx}. (3.21)
ueVv 2 Q Q

Pretpostavimo sada da je u glatko rjesenje (3.19), integracijom na Q dobivamo

ffdx:—fAudx:—f Vu-ndS =0,
Q Q 0

gdje smo u drugom koraku iskoristili teorem o divergenciji. ZakljuCujemo da je uvjet
fQ fdx = 0 nuzan za egzistenciju klasi¢nog rjeSenja, a sada ¢emo pokazati da je i dovoljan,
te da je rjeSenje jedinstveno do na konstantu.

Teorem 3.2.3. Neka je f € L*(Q) takva da fQ fdx =0, i neka je u € V regularno rjesenje
(3.20). Tada je u rjesenje problema

-Au =f naQ,
0
M 0 naoQ, (3.22)
on
fgudx =0.

Sva druga klasicna rjesenja (3.19) su oblika u + C, C € R. Obratno, ako je u klasic¢no
rjesenje (3.19), tada je u — ﬁ fQ udx rjesenje problema (3.20).

Dokaz. Primijetimo da za v € D(Q) vrijedi v — ‘1@ fQ vdx € V. Sada ako je u € V regularno
rjeSenje (3.20) vrijedi

fVu-Vvdx:ff(v—Lfvdx)dx, ve D),
o o 1€ Ja
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tj. kada iskoristimo pretpostavku fQ fdx = 0 imamo

f Vu - Vvdx = ffvdx, v e DQ).
Q Q

Sada se sli¢nim metodama kao i ranije dobije da u zadovoljava (3.22)). Ako je it € V neko
drugo klasi¢no rjesenje (3.19)), tada vrijedi

0
—w@—i) =0 naodQ.

{—A(u - =0 naQ,
on

Prvu jednakost pomoZimo s u — ii, integriramo po €2 i parcijalno integriramo:

f IV(u — it)[*dx = 0,
Q

iz Cega zakljuCujemo u — it = C, zaneki C € R.
Obratno, ako je u klasi¢no rjesenje (3.19) tada se u — ﬁ fg udx nalazi u V i zadovo-
ljava (3.19). MnoZenjem prve jednadzbe s v € D(Q), integriranjem po Q i parcijalnom

integracijom dobivamo
1
fV(u — —fudx) -Vvdx = ffvdS,
0 19 Ja o

pa iz gustoée D(Q) u H'(Q) slijedi tvrdnja.

3.3 MjeSoviti Dirichlet-Neumannov problem

Neka je Q c RY otvoren, ogranicen i povezan skup klase C!, i neka je 0Q = Iy U T},
oI} = 0. Pretpostavimo jo§ da je I'y pozitivne Lebesgueove mjere u RV~!. Sada zadajemo
dva razlicita tipa rubnih uvjeta:

-Au =f naQ,
u =0 mnaly, (3.23)
ou
o =g naljy.

Na I'y smo zadali homogeni Dirichletov rubni uvjet, a na I'y Neumannov. Takav rubni
uvjet nazivamo Dirichlet-Neumannov rubni uvjet. Pretpostavimo da je u glatko rjeSenje
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(323). Ako pomnoZimo prvu jednakost s ¢ € D(Q) takvom da ¢|r, = 0 i integriramo po
Q, parcijalnom integracijom dobivamo

0
fVu-Vgodx:ffgodx+f —ugodS.
Q Q aq On

Kako je ¢ jednaka nuli na I'y, to je ekvivalentno s

fVu-chdx:ff(pdx+fgg0dS.
Q Q I

Neumannov rubni uvjet se implicitno nalazi u jednakosti kao rubni integral. Sada je pri-
rodno definirati prostor

V.= {u € HI(Q) ctr(u) = OnaFO},

za kojeg se lako provijeri da je Hilbertov uz H' skalarni produkt. KaZzemo da je u € V slabo
rjeSenje problema (3.23)) ako vrijedi

fVu-Vvdxszvdx+fgvdS, veV (3.24)
Q Q I

PokaZimo sada da ako je slabo rjeSenje dovoljno glatko, ono je ujedno i klasi¢no rjeSenje.
Neka je u € V glatka funkcija koja zadovoljava (3.24)). Uzimanjem v € D(Q) c V se lako
kao i ranije dobiva

—Au=f s.s.naQ.

Kako se u nalazi u V i regularna je, zadovoljava homogeni Dirichletov rubni uvjet na I'y.
Jo§ treba pokazati da zadovoljava Neumannov rubni uvjet iz (3.23). Kada u (3.24) uzmemo
daje v € D(Q) takva da v|r, = 0, parcijalnom integracijom dobivamo

0 _
f s = f gvdS, ve D), v, = 0. (3.25)
r, on T
Zav € D(Q) vrijedi v|r, € L*(';). Ako pretpostavimo da je dio granice I'y dovoljno gladak

da skup {v|r, : v € D(Q), Vlr, = 0} bude gust u L*(I)), iz (3:23) slijedi

ou
— = nal’.
an 8 1
Dakle, uz odredene pretpostavke na regularnost ruba domene su slabo i klasi¢no rjeSenje

ekvivalentni.
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Teorem 3.3.1. Neka su f € L>(Q) i g € L>(T'y). Tada postoji jedinstveno slabo rjesenje
problema (3.23)) te je ono dano kao minimizator problema

1
min{— f \VulPdx — f fudx — f gudS}. (3.26)
ueV 2 Q Q I

Dokaz. Bilinearna forma

a(u,v)szu-Vvdx
Q

je simetri¢na i neprekidna na V. Kako je V zatvoren potprostor od H'(Q) te je trag funk-
cija iz V jednak nula na skupu pozitivne Lebesgueove mjere, zadovoljene su pretpostavke
teorema|[l.2.5] Tada postoji C > 0 takav da

llull2) < CliVull2),  vEV,

iz ¢ega kao 1 ranije slijedi koercitivnost. Posebno, a(:,-) je pozitivno definitna. Kako je
operator traga neprekidan s H'(Q) u L*(Q) lako se provijeri da je linearna forma

L(v):ffvdx+fgvd5
Q I

neprekidna.
]

Neumannovom rubnom uvjetu u (3.23) mozemo dodati ¢lan apu gdje je ao definirana
na dQ, tj. promatramo rubni uvjet oblika

aogu + @ =g naodQ. (3.27)
on

Kada je ay = 0 dobivamo upravo Neumannov rubni uvjet, kada ay — +oo vidimo da (3.27))
tezi homogenom Dirichletovom rubnom uvjetu, a uzimanjem razli¢itih vrijednosti ay na
razli¢itim dijelovima granice moZemo dobiti Dirichlet-Neumannove rubne uvjete. Dakle
(3.27) u sebi sadrzi oba rubna uvjeta, pa se Cesto naziva mjeSoviti Dirichlet-Neumannov
rubni uvjet (ili Robinov rubni uvjet).

Pretpostavimo da je ap : Q2 — R takva da za neki @ > 0 vrijedi gy > a s.s. na 9Q.
Promotrimo problem

-Au =f naQ,
3.28
a0u+a—u =g naodQ. ( )
on

Kako nemamo vise Dirichletov rubni uvjet, dobar odabir prostora je H'(€2), a mjeSoviti
rubni uvjet se pojavljuje implicitno u slaboj formulaciji. Trazimo u € H'(Q) takav da

fVu-Vvdx+f aouvdS:ffvdx+f gvds, ve H(Q). (3.29)
Q 00 Q aQ
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Slaba formulacija (3.29) je ekvivalentna nalaZenju minimizatora problema

1 1
min{— f \VulPdx + = f aou*dsS — f fudx — f gudS}. (3.30)
eV |2 Jg 2 Jaa Q r

Ekvivalencija slabog i klasi¢nog rjeSenja kada je funkcija dovoljno glatka se jednostavno
pokazuje ve¢ koriStenim metodama. Jedino je egzistencija upitna, tj. koercitivnost biline-

arne forme
a(u,v) = fVu - Vvdx + f aouvds .
Q o0

Kako smo na prostoru H'(Q) ne vrijedi Poincaréova nejednakost, ali sli¢no kao i kod kva-
zikoercitivnog Neumannovog problema uvest ¢emo novi prostor na kojem mozemo primi-

jeniti teorem [1.2.5}
V= {ueHl(Q) :f udS :0}.
00

1

Ocito za svaki u € H'(Q) vrijedi u — faa udS €V, te kako V zadovoljava pretpostavke

joQ
teorema [1.2.5] vrijedi nejednakost
H ! dS < C|[Vull
u— ——= u s Ul|2 .
09 Joa ™ Nl o
Nejednakost fag udS < IBQl%Hull 1260 Nam daje
72y < 2C% IVtll72 g + 2101 lull7

< 2max {C2, 1QUIOQI™} (IIVull}, g, + el ) -

Zbog pretpostavki na a, mozemo napraviti ocjenu

. 2 2
a(u, u) = min {1, &} (IVull2, g, + lll22 40, )

te je sada lako pokazati koercitivnost:

2 2 2
”u”Hl(Q) = ”u”LZ(Q) + ||VM||L2(Q)

< 2max {C?, 1QUIOQI™} (IVully. g, + ]2 ) + Vet g

< (1 +2max {CZ, IQllan_l}) (196120 + il )

1 + 2 max {CZ, |Q||aQ|—1}

min {1, a}

a(u, u).
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3.4 Stokesov problem

Proucavat ¢emo Stokesov sustav koji opisuje tok viskoznog inkompresibilnog fluida. Za
danu volumnu gustoéu f € L*(Q;RY) te koeficijent viskoznosti u > 0 trazimo brzinu toka
u:Q — RN tetlak p : Q — R takve da

—uAu+Vp =f naQ,
divu =0 naQ, (3.31)
u =0 naodQ.

Uvjet divu = 0 oznacava da fluid nije kompresibilan, tj. da nema promjene volumena. Taj
uvjet ukljuCujemo u prostor test-funkcija

V= {(,DGD(Q;RN) : diV(,OZO}.

Kada pomnozimo (3.31)) s ¢ € V i integriramo po © dobivamo

0
yfVu-Vgadx—,u —u<pdS—fpdng0dx+f ple - n)dS =ffgodx.
Q 00 On Q 0 Q

Kako je ¢ = 0 na 0Q te div ¢ = 0 imamo

,usu-Vgodx:ffgodx, peV.
Q Q

Sli¢no kao i s D(Q) moZemo uzeti zatvara¢ prostora V u H' normi za odabir prostora za
slabu formulaciju. Pokazuje se da je taj prostor jednak prostoru

V = {ue HyQ:RY) : divu =0}

koji je Hilbertov uz H' skalarni produkt: neka je u € H'(Q; R"), imamo ocjenu

N N N
—_— . . . . . . 2 2
;8,-%- => fg (Oiu)(@u)dx < fg ;(au,) dox < [lulffy -

12(Q) i,j=1
Dakle div : Hy(€Q;R") — L*(Q) je neprekidan operator. Kako je V jednak jezgri opera-
tora divergencije zaklju¢ujemo da je V zatvoren potprostor od Hy(Q;R"), pa je posebno
Hilbertov. Zelimo naci u € V takav da

,usu -Vvdx = ffvdx, veV (3.32)
Q Q

2

1 div()l[72q, =

L2

Takav u nazivamo slabo rjeSenje Stokesovog problema. Uocimo da se u slaboj formulaciji
ne pojavljuje tlak, ali se njegova egzistencija moze dobiti iz sljedeceg teorema (vidi [10,
Lema 7] ili [2, Teorem 2.8]).
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Teorem 3.4.1. (De Rham)
Neka je Q c RN ogranicen i povezan skup klase C', te F € H™'(Q;R") = (Hy(Q;R")Y
takav da

(F,vy=0, veV

Tada postoji p € L*(Q), jedinstven do na aditivnu konstantu, takav da F = Vp (u smislu
distribucija).

Neka je u € C*(Q; R") glatko rjeSenje slabe Stokesove formulacije (3.32). Definiramo
linearan funkcional

F®) :,usu-Vvdx—ffvdx, Ve Hé(Q;RN).
Q Q

Lako se provjeri da je F' ogranicen funkcional na Hé(Q; RY). Posebno (F,v) = 0 za sve
v € V, pa po teoremu postoji p € L*(Q) takav da

u f Vu - Vvdx — ffvdx = prvdx, Ve H(l)(Q; RM).
Q Q Q
Sada nam nakon parcijalne integracije osnovna lema varijacijskog racuna daje
—uAu— f=Vp s.s.naQ. (3.33)

Ako dodatno pretpostavimo da je volumna gustoéa f neprekidna na Q, iz (3.33)) zaklju¢ujemo
p € C'(Q). Kako smo pretpostavili da je u € V dovoljno glatka tada divu = 0iulg = 0
vrijede i u klasi¢nom smislu. Dakle, (1, p) € C*(Q;RY) x C'(Q) je klasi¢no rjesenje Sto-
kesovog problema (3.31).

Lako se provjere uvjeti Lax-Milgramove leme za slabu formulaciju kako bi se dobila
egzistencija i jedninstvenost.

Teorem 3.4.2. Neka je f € L>(Q;RN). Tada postoji jedinstveno slabo rjesenje u € V slabe
formulacije Stokesovog problema (3.32)).

Direktniji pristup problemu je preko Helmholtzove dekompozicije, koji ¢emo ukratko
opisati. Sve tvrdnje se mogu naéi u [7] i [2]. Uzmimo jednostavnosti radi 4 = 1. Oznacimo
sa V* ortogonalni komplement od V u H&(Q; RM) s obzirom na skalarni produkt (V-, V-).
Pokazuje se da je operator divergencije izomorfizam sa V+ u L(Q), pri Cemu je

Ly(Q) := {u e LX(Q): fudx = o}.
Q

Za f € H'(Q;R") definiramo (—A)~! f kao rjeSenje problema

{—Au =f naQ,

3.34
ue Hi(Q;RY), 539
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Operator (—A)™! nazivamo Greenov operator za Dirichletov homogeni problem. Vrijedi
sljedeca karakterizacija:
Vi ={(-A)"Vg: g € Li(Q)}. (3.35)

Jer je V = Ker(div) zatvoren potprostor od H,(€; R") imamo dekompoziciju
Hy(Q;RY) = Ve V-

Znamo da sustav (3:34) ima jedinstveno rjesenje w € Hy(Q;R"). Uotimo da je divw €
L3(Q). Jer je operator divergencije izomorfizam sa V* u Lj(Q) postoji v € V* takav da
divw = divv. Po karakterizaciji V* postoji jedinstveni p € L3(Q) takav da

v = (-A)'Vp,
to jest
—-Av = Vp.
Sada se lako provjeri da je (w — v, p) rjeSenje Stokesovog problema (3.31).

3.5 Nelinearan Laplaceov operator

U dosadasnjim primjerima smo proucavali Laplaceov operator i linearne elipticke jed-
nadZzbe. Sada za p € [1,+oco] definiramo nelinearno poopcenje Laplaceovog operatora
definirano s

Apu = div(|Vul”*Vu).

Taj operator nazivamo p-Laplaceov ili nelinearan Laplaceov operator. Primijetimo da
vrijedi A, = A, to jest za p = 2 dobivamo upravo Laplaceov operator. RjeSenja jednadzbe

Ayu=0 (3.36)

nazivamo p-harmonijskim funkcijama. Mnogi rezultati iz klasi¢ne teorije Laplaceovog
operatora vrijede 1 za p-harmonijske funkcije (vidi [8]).
Za Q C RY otvoren i ograni&en skup te f € L*(Q) promatramo problem

(3.37)

Aju =f naQ,
u =0 na 0Q.

U proucavanju ovog problema ¢emo koristiti teorem koji vrijedi za refleksivne Banac-
hove prostore, pa éemo dalje pretpostaviti p € (1, +oo); tada je prostor W!*(Q) refleksivan.
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Slucajevi p = 1 i p = +co su znacajno kompliciraniji. Slaba formulacija problema (3.37)
se lako izvede, trazimo u € Wé’p (Q) takav da

f IVul’*Vu - Vvdx = f fvdx, veW,(Q). (3.38)
Q Q

Takav u nazivamo slabo rjesenje problema (3.37)).

Teorem 3.5.1. Neka je f € L™(Q) e p € (1,+e). Tada postoji jedinstven u € Wy"(Q)
koji zadovoljava slabu formulaciju (3.38) te je rjeSenje dano kao minimizator problema

1
min {—fIVulpdx—ffudx}. (3.39)
uew, P @ \ P Ja Q

Dokaz. Najprije ¢emo pokazati da je rjeSenje minimizacijskog problema (3.39) ujedno i
rjesenje slabe formulacije (3.38). Kako bilinearna forma a(u, v) = fg |Vu|P~2Vu - Vvdx nije
simetri¢na ne mozemo primijeniti teorem Promatramo funkcional J : Wg Q) — R

definiran s :
J(u)z—fqulpdx—ffudx.
P Ja Q

Neka je u € Wé’p (Q) rjesenje (3.39), sada za svaki v € W(;’p (Q) i svaki ¢t > 0 imamo

(J(u +1v) — J(u) ( f V(u + tv)|Pdx — I_? f |VulPdx — tffvdx)

v P _ \VylP
| (u+tv)t| Ve dx—ffvdx.
Q

(3.40)

Definiramo realnu funkciju realne varijable A(¢) := [V(u + tv)|”. Ona je derivabilna 1 vrijedi
W (1) = plV(u + V)P 2(V(u + tv)) - Vv,

iz ¢ega mozemo zakljuciti

[V(u + )P — IVulf’

1
. 7 (D) = h(O)) = —h’(S)(t—0)=h'(S),

pri ¢emu je s € (0, ). To nam daje sljedeéu ocjenu za s < 1:

[V(u + tv)|? = |Vul?
t

= pIV(u + sv)|P |V
< p(IVul + |Vv))P~ 1|Vl

Neka je p’ konjugirani gradijent od p. Tada je p’(p — 1) = p te kako su u i v funkcije iz
Wé”’(Q) vrijedi (|Vu| + V)P~ € LP(Q), to jest (|Vul + [Vv])?~1|Vy| € L'(Q). Dakle kada je
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t € {0, 1] desna strana gornje nejednakosti je L'(Q) funkcija koja ne ovisi o #, pa nam sada
iz (3.40) Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji kada r — 0* daje

f IVulP>Vu - Vvdx — f fvdx = 0.
Q Q

Kako je v € W&’p (Q) proizvoljan, uzimanjem —v umjesto v dobivamo suprotnu nejed-
nakost, tj. vrijedi

f \VulP~*Vu - Vvdx = f fvdx, ve W, Q).
Q Q

Jer je Wé’p (Q) refleksivan Banachov prostor, treba joS pokazati da je J konveksan, ko-
ercitivan i odozdo neprekidan funkcional da bismo mogli primijeniti teorem [2.2.4] Neka
suu,ve WS”’(Q), tada za A € [0, 1] imamo

1
JAu+ (1 - )v) = — f [AVu + (1 — )Vv]P dx - ff(/lu + (1 — )v)dx

P Ja Q
1 1

< —f/lqulpdx+ — f(l — D|VvPdx — ff/ludx— ff(l — Dvdx
P Jao P Jao Q Q

=AJ(w) + (1 - DJWv),

gdje smo u predzadnjem koraku iskoristili konveksnost preslikavanja x — x” na R*. Ono

je 1 strogo konveksno, pa iz gornjeg racuna vidimo da je i J strogo konveksan funkcional.
Neka je sada M > 0 i pretpostavimo da za u € WS”’ (Q) vrijedi J(u) < M, to jest

1
—fqulpdx—ffudeM.
P Jao Q

1
IVull}, ) < pf |fuldx + pM < plQ[” || fllollullr @) + PM,
Q

To nam daje ocjenu

te kada iskoristimo Poincaréovu nejednakost vrijedi

pM

_ 1
IVall?, oy < PCIQT (| flleo + =
||VM||LP(Q)

Lr(Q)

M

eqe . eqe p
Sada ili je ||Vullrq) < 1,111 Tl

< pM, pa zakljuCujemo

1
IVuller@) < maX{l, (pCIQIP’IIfIIm + PM) }
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Kako zau € Wé”’ (Q) vrijedi

p _ p
[leell = [lullypq + IVl

Whr(Q) < (C+ DIIVul|

p p
LP(QY) Lr(Q)?

dobili smo da je M-nivo skup {u € Wé’p Q:Ju)<M } ogranicen, za svaki M € R. Tada

je J nuzno koercitivan; inace bi postojao neki M > 0 te niz (u,) u W(;’p (Q) takav da
lunllwrry — +o0 1 J(u,) < M za svaki n € N Sto je kontradikcija s upravo pokaza-
nim. Jo$ je funkcional J neprekidan kao suma dva neprekidna funkcionala, dakle pokazali
smo da postoji rjeSenje minimizacijskog problema (3.39). Posebno kako je J strogo ko-
nveksan, ono je jedinstveno.

O

3.6 Uyjeti transmisije u heterogenom mediju

Promatramo otvoren skup Q c R koji je podijeljen na dva otvorena skupa Q;,Q, sa
zajednickom glatkom granicom X tako da vrijedi

Q=0Q,UQUX.

Ovdje Q, i Q, predstavljaju dva razli¢ita materijala s koeficijentima provodena k;, odnosno
k,. Koeficijent provodenja na Q definiramo kao funkciju

r = ki  naQ,
B k2 1’12192.

U daljnim razmatranjima ¢e nam biti dovoljno da je kK omedena funkcija na €, pa ju os-
tavljamo nedefiniranu na X. Pretpostavimo da je rub domene 0Q ucvr$éen u zemlju, te
s f 1 Q@ — R ozna¢imo gustou naboja. Iz teorije elektrostatike za danu potencijalnu
funkciju imamo formulu za unutarnju energiju

O(u) = f k|Vu|*dx.
Q

Tada je ravnotezna potencijalna funkcija dana kao rjeSenje minimizacijskog problema

1
min {— f KIVuldx — f fudx}.
ulpo=0 2 Q Q

Teorem 3.6.1. Neka je f € L*(Q). Tada postoji jedinstveno rjeSenje u € Hy(Q) minimiza-

cijskog problema
1
min {— f k|Vul*dx — f fudx}. (3.41)
ued @) (2 Jg Q
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Ono je ujedno i rjesSenje slabog problema nalaZenja u € Hé(Q) takve da

f kVu - Vvdx = f fvdx, veH)Q). (3.42)
Q Q

Dokaz. Primijenit éemo teorem [2.2.4{na funkcional

1
Jw) = = f k|Vul*dx — f fudx.
2 Q Q

On je konveksan kao suma konveksne i linearne funkcije te kako vrijede sljedece ocjene je
i neprekidan na Hy(Q):

f k|Vul*dx

Q

ffudx
Q

Zau € H)(Q) vrijedi niz nejednakosti

2 2
< ||k||L°°(Q)||Vu”L2(Q) < ||k||L°°(Q)||u||H1(Q)9

< lezellllze) < 1 lzellullp g)-

minlky, k> }
Jw) > TSI g, = 1l ey
min{ky, k> }
> IVl g, ~ Cllf e IVulo)
miniky, ky}
= ||VM||L2(Q) (%”VMHLZ(Q) - C||f||L2(Q) .

Izraz u zagradi je pozitivan za funkcije s dovoljno velikom L? normom. Kada ||Vul| 2, —
+o00 tada iz gornje ocjene zakljuujemo i J(u) — +oo, pa je funkcional J koercitivan na
H,(Q). Dakle, postoji minimizator problema (3.41). Jer je funkcional J posebno strogo
konveksan kao suma strogo konveksne i linearne funkcije taj minimizator je jedinstven.
Druga tvrdnja ¢e jednostavno slijediti iz teorema|2.1.3] jer je bilinearna forma

a(u,v) = kau - Vvdx
Q

simetri¢na i pozitivna.
O

Pretpostavimo da je ulo, = u; 1 ulg, = up, te da je u glatka u smislu u; € CHQ)),uy €
C*(Q,). Neka je u jos i rjeSenje (3:42), to jest u € H)(Q) i vrijedi

kau - Vvdx = ffvdx, Vv E Hé(Q). (3.43)
Q Q
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Kako nismo pretpostavili glatko¢u na zajednickoj granici, uzimat ¢emo test funkcije naj-
prije na €;, pa onda na €,. Neka je v € D(Q;) C Hé(Q), tada imamo

ki f Vu, - Vvdx = fvdx, veDQ),
Q| Q]
to jest nakon parcijalne integracije

—klfAulvdx:ffvdx, v E D).
o o

Kao i do sada lako zaklju¢ujemo
—kiAu; = f  s.s.na Q. (3.44)
Analogno se dolazi do istog rezultata na €;:
—koAu, = f s.s.na Q. (3.45)
Jerjeu € Hé (Q), postoji niz (u,) € D(Q) takav da u, — u u H'(Q). Posebno onda vrijedi
Unla, € D), o, € D(Qy).

Kako vrijedi

2 2 2 2
lnle, — ulall2q,) = f |ty — ul"dx < f lup — ul"dx = llup — ull2 s
Q Q

te analogno za gradijente, posebno imamo
1
Unlo, — ur w H (Qy).

Znamo da je operator traga neprekidan s H'(Q) u L*(X), te kako su funkcije u,, glatke, za
njih vrijedi tr(u,) = u,|s. Sve to nam daje

Uyls — tr(uy) u LA(Z).
Sasvim analogno zaklju¢ujemo
taly — tr(uz) u LX(2),

to jest trag funkcije u je jednak s obje strane zajedniCke granice X. Sada zbog pocetne
pretpostavke na glatko¢u funkcija u;, u, mozemo zakljuciti da je funkcija u neprekidna na
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Q. Posebno, zbog pretpostavki na glatkocu te jer u € Hj(€) imamo da je u = 0 na 0Q.
Sada se vratimo na (3.43)) i uzmimo test funkciju v € D(Q). Pogledajmo ¢lan

kau -Vvdx = k; f Vu, - Vvdx + ky f Vu, - Vvdx.
Q (o)} Q)

Neka je n vanjska normala na £ obzirom na €, tada parcijalnom integracijom dobivamo

P
f kVu - Vvdx = —k, f Auyvdx + ky f A ds
Q Q 00, on

0
—sz Auzvdx—kgf ﬂvdS.
o} a0, on

Sada ako uzmemo u obzir (3.44)) i (3.45) dobivamo

f(kl% - kz%)vdx =0, veDWQ),
s n

iz Cega slijedi

Skupimo sad dokazane tvrdnje za dovoljno glatku funkciju u € Hcl) (Q) koja zadovoljava

(.42):
—klAI/tl = f na Q],
—szuz = f na Qz,
[Z31 = Uy na Z, (346)
kl% = kz% na Z,
u =0 na 0Q.

Moze se pokazati da ako je u takav da u; € CXQ)), uy € C*HQy) zadovoljava (3.46)), tada
je u ujedno i rjeSenje slabog problema (3.42). Jedina zahtjevna tvrdnja je da je u € H'(Q),
to jest da slaba derivacija postoji.
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Sazetak

U ovom radu se upoznajemo s osnovama teorije distribucija, Soboljevljevih prostora i vari-
jacijskog racuna u svrhu proucavanja slabih formulacija nekih klasi¢nih rubnih problema.
Najprije motiviramo uvodenje distribucija te pokazujemo neka osnovna svojstva, a od po-
sebne vaznosti nam je pojam slabe derivacije. Pomocu njega definiramo Soboljevljeve
prostore, za koje se pokazuje da su Banachovi. Zatim pokazujemo niz rezultata na So-
boljevljevim prostorima od kojih se isticu Poincaréova nejednakost, operatori proSirenja i
teorem o tragu. Potom proucavamo teoriju varijacijskog racuna na apstraktnim refleksiv-
nim Banachovim prostorima. Predstavljamo direktnu metodu varijacijskog racuna i da-
jemo generalni rezultat. Dokazujemo poznatu Lax-Milgramovu lemu, koja se Cesto koristi
u dokazima egzistencije slabog rjeSenja. Za kraj navodimo nekoliko rubnih problema od
interesa 1 primjenjujemo dane rezultate.



Summary

In this thesis, we present the fundamentals of theory of distributions, Sobolev spaces and
calculus of variations with the objective of studying weak formulations of some classical
boundary value problems. Firstly, we motivate the introduction of distributions and show
some basic properties, where the notion of weak derivation will be of particular importance.
We use it to define Sobolev spaces, which we show to be Banach spaces. We then present a
series of results in Sobolev spaces, of which the Poincaré inequality, the expansion opera-
tors, and the trace theorem bear the most significance. Next we study the theory of calculus
of variations on abstract reflexive Banach spaces. We present the direct method of calculus
of variations and give the general result. We prove the well-known Lax-Milgram lemma,
which is often used in proofs of existence of a weak solution. Finally, we present some
boundary value problems of interest and apply the mentioned results.
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