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Uvod

Premda blisko povezana s konceptima Fourierove analize, klasi¢na se teorija Hardyjevih
prostora obi¢no promatra kao poglavlje u teoriji kompleksnih funkcija. U tom se kontekstu
pojavljuju u prvoj polovici 20. stolje€a, a predstavio ih je F. Riesz 1923. godine ([14]) koji
im je naziv nadjenuo po engleskom matematicaru G. H. Hardyju zbog nasljeda njegova
rada iz 1915. godine ([11]). Od tada se Hardyjevi prostori promatraju kao odredene klase
holomorfnih funkcija na dijelovima kompleksne ravnine kao §to su jedini¢ni disk oko nule
i gornja poluravnina — dobar je izvor za pregled ovog vida teorije Hardyjevih prostora [3].
Medutim, razvojem moderne analize namece se potreba za proSirivanjem teorije, a glavne
su korake u tom smjeru nacinili ameri¢ki matematicari E. M. Stein, G. Weiss, R. Coifman
1 C. Fefferman u [6], [[7] te [3] gdje su u posljednja dva rada postavljeni temelji za teoriju
Hardyjevih prostora na R” te detaljnije opisana neka njihova svojstva.

Radnja je ovog teksta podijeljena na tri poglavlja. U prvom je poglavlju dana kratka ekspo-
zicija Schwartzovih prostora i temperiranih distribucija Sto ¢ini okosnicu teorije razvijene
u ostatku teksta. Hardyjevi prostori, kao klase temperiranih distribucija kojima su stanovite
maksimalne funkcije [] sadrzane u L? prostorima, uvedeni su u drugom poglavlju. Dva su
vazna rezultata dokazana u tom poglavlju: prvi govori da odabiru maksimalnog operatora
kojeg koristimo u definiciji moZemo pristupiti na vise nacina, a drugi se odnosi na egzis-
tenciju atomarne dekompozicije — Hardyjeve prostore umijemo “razbiti” na jednostavnije
objekte s nekim poZeljnim svojstvima pomocu kojih onda moZemo prikazati proizvoljan
element tog prostora. Konacno, u posljednjem, treCem, poglavlju podrobnije prou¢avamo
prostor H' i dokazujemo da je njegov dual upravo prostor funkcija ograniene srednje os-
cilacije, u oznaci BMO.

IPrecizan smisao ovog pojma dan je u drugom poglavlju.

1



Poglavlje 0
Preliminarije

Ovo poglavlje sadrzi sve rezultate koje cemo koristiti za razvoj teorije na sljedecim strani-
cama, a reference na dokaze su dane.

0.1 Funkcionalna analiza

U ovom odjeljku donosimo pregled neki osnovnih pojmova 1 rezultata iz funkcionalne ana-
lize koji su sadrzaj svih uvodnih tekstova u funkcionalnu analizu. Jedna referenca koju
ovdje dajemo jest [[13].

Takoder, u ¢itavom tekstu predmnijevamo poznavanje raznih topoloskih pojmova iz teorije
normiranih prostora kao Sto su topologija norme (uniformna topologija), slaba 1 slaba-
* topologija 1 slicno. Osim toga, smatramo da je Citatelj upoznat i s osnovama teorije
Fréchetovih prostora i topologije na lokalno konveksnim prostorima (vidjeti, primjerice,

(L.

Neka su (X, || ]lx) 1 (¥, || - |ly) normirani prostori. Kazemo da je linearan operator 7 : X — Y
ograniCen ako postoji konstanta C > 0 takva da vrijedi

ITxlly < Clixllx, xe€X.

Osim kada postoji opasnost zabune, obje norme obi¢no oznacavamo jednostavno sa || - ||.

Nije teSko dokazati da je optimalna konstanta gore dana sa C = ||T'|| := supy. .o 1T xl|.
Veli¢inu ||T|| nazivamo (operatorskom) normom operatora 7. StoviSe, nije se teSko uvjeriti
da vrijedi

|7 ]|

IT'|| = sup [|Tx|| = sup ||Tx|| = sup ——.
Ixll<1 lIxll=1 Ixizo 1]
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Sa B(X, Y) oznaCavmo skup svih ograni¢enih linearnih operatora sa X u Y:
B(X,Y):={T : X - Y; T je linearan i ogranicen}.

Uz operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom definirane po tockama skup B(X, Y) dobiva
strukturu vektorskog prostora; a snabdjevan operatorskom normom on je, Stovise, i normi-
ran prostor. Zaista, jednostavno se provjerava da preslikavanje koje smo gore uveli i zvali
operatorskom normom zaista i jest norma na tom prostoru.

Temeljno svojstvo ograni¢enih operatora jest istoznacnost neprekidnosti i ogranic¢enosti.
Navedeni odnos precizno je izloZen u sljedeéem teoremu.

Teorem 0.1.1. Neka su X i Y normirani prostorii T : X — Y linearan operator. Sljedece
su tvrdnje medusobno ekvivalentnte.

(i) T je neprekidan u nekoj tocki xy € X.
(ii) T je neprekidan na X.
(iii) T je uniformno neprekidan na X.
(iv) T je ogranicen.

Dokaz ovog teorema sadrzaj je bilo kojeg uvodnog teksta u funkcionalnu analizu.

Prisjetimo se da kazemo da je podskup S C X, gdje je X neki topoloski prostor, gust u X
ako je S = X (ovdje, kao i obi¢no, S oznaava zatvaral skupa S u pripadnoj topologiji
prostora X).

Cesto nam je zgodnije ogranieni operatmﬂ zadati na nekom gustom podskupu domene §to
opravdava sljedeci teorem.

Teorem 0.1.2. Neka su X i Y normirani prostori pri cemu je Y i potpun. Nadalje, neka
Jje Xo < X gusti potprostor od X i T : Xo — Y ogranicen linearan operator. Tada postoji
Jedinstveno profirenje operatora T do linearnog operatora T : X — Y takvog da vrijedi

I =171l
Osim prethodnog, koristan je 1 sljedeci rezultat o proSirenju neprekidnih funkcionala.

Teorem 0.1.3 (Hahn-Banach). Neka je X vektorski prostor na kojem je zadana polunorma
p te Y potprostor od X. Nadalje, neka je f linearan funkcional na Y takav da vrijedi
lf(x)| < p(y) za sve y € Y. Tada postoji linearan funkcional F na X takav da je F|y = f te
|F(x)| < p(x), za svaki x € X.

'Ukoliko to neée dovesti do zabune, atribut linearan uglavnom ispustamo.
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Za demonstraciju vidjeti teorem 3.2. u [15]. Dodajmo jo§ i da kazemodajep : X - R
polunorma na vektorskom prostoru X ako vrijedi

p(x+y) < p(x)+p(y) 1 p(x) = 1tp(x)

zax,ye Xit>0.
Razmatramo li neprekidne funkcionale na Hilbertovim prostorima, od neizmjerne je koristi
i sljedeci rezultat o reprezentaciji.

Teorem 0.1.4 (Rieszov teorem o reprezentaciji). Neka je X Hilbertov prostor i f € X'.
Tada postoji jedinstveni x; € X takav da je

fx)=(x,x5), xe€X

gdje (-, ) oznacava skalarni produkt na X. Stovise, vrijedi i ||f|| = |lxgll.

Za dokaz vidjeti teorem 3.8.1. u [13].

Navodimo i sljedeéi veoma vazan rezultat iz funkcionalne analize.

Teorem 0.1.5. Neka je X normiran prostor. Tada je zatvorena jedini¢na kugla u X', od-
nosno {f € X' . ||f|| < 1}, je kompaktna u slabo-* topologiji.

Cauchyjevost i konvergencija u normiranim je prostorima definirana na standardan nacin,
a Cauchyjevi nizovi imaju i sljedeée korisno svojstvo.

Propozicija 0.1.6. Neka je (x,) Cauchyjev niz u normiranom prostoru X. Za svaki niz
pozitivnih brojeva (&,) postoji podniz (X)), hiza (x,) sa svojstvom ||Xppma1y — Xpmll < €, za
svakin € N.

Dokaz. Zbog pretpostavljene Cauchyjevosti niza (x,) prvo pronalazimo n; € N takav da
[x, = x|l < & ¢im sum,n > ny pa stavimo p(1) = n;. Na isti na€in pronalazimo n, > n;
takav da vrijedi [|x, — x| < & &im su m,n > ny; stavimo p(2) = n,. Konstrukciju
nastavljamo analogno i tvrdnja slijedi primjenom principa matematicke indukcije. O

0.2 Matematicka analiza

Ovaj odjeljak sadrZzi konstrukcije 1 dobro poznate rezultate koje tradicionalno svrstavamo
u podrucje matematicke analize, a koji e biti sveprisutni u ostatku materije.
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Konvolucija

Neka su f, g € L'(R"). Konvoluciju tih dviju funkcija, u oznaci f * g, definiramo sa

(f+8)x) = | fOMgx-y)dy, xeR" (1
-

Nije se tesko uvjeriti da je definicija dobra. Zaista, buduéi da su f 1 g apsolutno integrabilne
— po Fubini-Tonellijevom teoremu — dobro je definiran integral

f f F(0g0) dydx.
R JR

Medutim, zamjenom varijabli dobivamo

w> [ [ swemasax= [ [ fege-navax
n RV! n n
Primijenimo li jo§ jednom Fubini-Tonellija dobivamo da je unutra$nji integral (koji je
upravo (f * g)(x)) konacan.

Napomena 0.2.1. Direktnim se racunom lako provjerava da je operacija konvolucije ko-
mutativna i asocijativna:

(i) fxg=gx*f, f.geL'®R".
(ii) (fxg)*h=f=(g*h), f,gheLR".

Operaciju konvolucije moZemo, preko formule (1)), formalno promatrati i za preslikavanja
koja nisu nuzno u L'(R"), a sljede¢a nam dobro poznata nejednakost govori za koje ée
parove Lebesgueovih funkcija ona zacijelo biti dobro definirana.

Propozicija 0.2.2 (Youngova konvolucijska nejednakost). Neka je f € LP(R"), g € L1(R")
ter € R takav da

=1+~

SR
Q| =
~

uz 1 < p,q < r < +oo. Tada vrijedi

f * gl < I fllr@nllgllzan)-
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Prostor C;° 1 aproksimacije identiteta

Podsjetimo se da je nosa¢ funkcije zatvaraC skupa na kojem ona ne iS€ezava. Preciznije,
neka je f : R" — R funkcija; nosac funkcije f oznacavamo sa supp(f) E] ili jednostavno
suppf 1 definiramo sa

suppf = {x e R" : f(x) # 0}.

Na R” promatramo standardnu topologiju (n-dimenzionalne) Euklidske norme, a S ozna¢ava
odgovarajudi zatvara¢ skupa § C R".

Sada ¢emo promatrati jedan neobi¢no vazan prostor funkcija; naime, onaj glatkih funkcija
s kompaktnim nosac¢em. Neka je Q2 C R” otvoren. Uvodimo oznaku

CZ(Q) :={f € C(Q) : suppf je kompaktan u R"}.

Standardno taj prostor oznaCavamo sa O 1 nazivamo ga prostrom test funkcija ili probnih
funkcija.
Nama ¢e napose od interesa biti sluc¢aj Q = R". Lako se moZe pokazati da je prostor D(R")
netrivijalan: funkcija
exp(ip). I <1

0 , 1nace

p(x) := C{

je, primjerice, jedan njegov element. Takoder, konstantu C obi¢no odabiremo tako da
vrijedi fRn p(x)dx = 1.

Napomena 0.2.3. Uocimo da je prostor D zatvoren na produkte funkcija definirane po
tockama.

Ako nam je dana funkcija u : R" — R promatramo (formalno) niz u; := u * p; pri ¢emu je
pi(x) == k'p(kx), x€eR’

za svaki k € N. Deriviranjem pod znakom integrala odmah uocavamo u; € C* (Cim je
konvolucija dobro definirana).

Sada smo spremni formulirati sljedeci vrlo vaZan teorem o aproksimaciji identiteta. Za
dokaz vidjeti teorem 0.13 u [8]].

Teorem 0.2.4. Neka je QO C R" otvoren i f € LP(Q), 1 < p < oo. Tada vrijedi uy — uu
LP(Q). Ako je f € L*(Q) takoder i uniformno neprekidna na V- C Q onda vrijedi uy — u
uniformno na V.

20d engl. ili franc. support
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Na D zadajemo topologiju koristeci ¢injenicu da vrijedi

o= | Dx@

KcQ
K kompaktan

pri cemu je D(Q) = {f € D) : suppf € K}. MoZe se pokazati da je svaki prostor
Dk(€2) Fréchetov. Konacno, topologiju na D(L2) dobivamo kao strogi induktivni limes
gornjih prostora. Za viSe detalja vidjeti, primjerice, tocku 6.2. u [15]. Nadalje, topologija
na O je inducirana familijom polunormi (|| - [|x)xer, gdje je

1Pl == max 10°¢llee, ¢ €D 2)

(takoder tocka 6.2. u [[15]).

opis pojmova od najvece vaznosti: nizovne konvergencije i neprekidnosti (linearnih) ope-
ratora na naSem prostoru. MoZe se pokazati da vrijede sljedeca dva rezultata.

Teorem 0.2.5 (Nizovna konvergencija u D). Neka je dan niz (¢,)nen u D(Q) te ¢y € D(Q)
pri cemu je Q C R" otvoren. Tada vrijedi da ¢, — ¢y u topologiji prostora D(Q) ako i
samo ako

(i) postoji kompakt K C Q takav da supp¢, C K za sve k € Ny i
(ii) 0%¢y — 0“¢o uniformno za svaki a € Ny,

Za dokaz ovog rezultata vidjeti teorem 6.5. (e) u [[15]].
Slijedi 1 karakterizacija neprekidnosti linearnih operatora sa D(£2) u lokalno konveksni
prostor (teorem 6.6. u [15]).

Teorem 0.2.6. Neka je Y lokalno konveksan vektorski prostor, Q C R" otvoren te A :
D(Q) — Y linearno preslikavanje. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne.

(a) A je neprekidan.
(b) A je ogranicen.
(c) Ako ¢; > 0u D(Q) onda Ap - 0uY.
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Distribucije

Linearne funkcionale na O neprekidne u topologiji strogog induktivnog limesa nazivamo
distribucijama’| Primijetimo da nam teorem daje opis distribucija (na R promatramo
konstantnu familiju (polu)normi od kojih je svaka jednaka aposlutnoj vrijednosti | - |).

Ocekivano, prostor distribucija oznacavamo sa 9. Takoder, obi¢no za djelovanje distribu-
cije T na funkciju ¢ koristimo oznaku (7', ¢) umjesto 7'(¢).

Distribucije tretiramo kao poopcéenja klasi¢nog pojma funkcije. S druge strane, funkcije
znamo zbrajati, mnoZiti, derivirati 1 sli¢no pa Zelimo te operacije uvesti i za distribucije —
postupak je to koji se obi¢no svodi na prikladno “prebacivanje” tih operacija na funkcije.

I zbrajanje distribucija je definirano po tockama; dakle, za T, T, € 9’ stavimo
(T1 + Ty, ¢) =T, ) + (T2, ¢), ¢€D.

Deriviranje distribucija definiramo oponaSajuci slucaj distribucije Ty pridruzene funkciji
f € DR), a koju zadajemo sa (T, ¢) = fR fé dx. Parcijalnom integracijom dobivamo
(T, ¢) = =Ty, ¢").

Sada za distribuciju T € 9 i a € N stavimo
(0°T, ¢y := (-1)"(T,0°), ¢eD.
Zgodno je imati 1 pojam nosaca distribucije:

Definicija 0.2.7. Neka je QO C R" otvoren, T € D'(Q)) i w C Q otvoreni skup takav da je
(T,p) =0zasve ¢ € w. Tada kaZemo da T icSezava na w. Komplement unije svih skupova
na kojima T ic¢ezava nazivamo nosacem distribucije T.

Lako je provjeriti da skup distribucija s kompaktnim nosa¢em uz nasljedene operacije zbra-
janja 1 mnoZenja skalarom ima strukturu vektorskog prostora. Osim toga, dobro je poznata
sljedeca karakterizacija tog prostora (za dokaz vidjeti teorem 9.8. u [9]).

Teorem 0.2.8. Neka je QO C R”" otvoren. Prostor distribucija na Q koje imaju kompaktan
nosac se poklapa s dualom prostora E(Q) = C*(Q) opremljenim Fréchetovom topologijom
lokalno jednolike konvergencije.

Sada smo spremni definirati integral distribucije. Ipak, to ne moZemo naciniti za sve ele-
mente D'

3 Analogno, u slu¢aju da nas zanimaju funkcije s vrijednostima u C promatrat ¢emo antilinearne funkci-
onale.
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Definicija 0.2.9. Oznacimo E :={T € D'R") : T+ ¢ € L'(R"), V¢ € DR")}. Zau € E
sada definiramo njen integral f u:9D — Csa:

(fu,qﬁ):fqb*udx, ¢ e D.
Rn

Definicija 0.2.10. KaZemo da je distribucija u € E integrabilna ako vrijedi u * ¢, — u * ¢
cim o, > duD.

Nije teSko provjeriti da je, za u integrabilnu, 1 njen integral distribucija i da prostor svih
integrabilnih distribucija (uz nasljedene operacije) Cini vektorski prostor (slijedi jednako
kao lema 2.4. u [2]).

Napomena 0.2.11. Jednostavno poopcenje propozicije 2.7. iz [2|] nam pokazuje da su sve
distribucije iz &' integrabilne. UvaZimo li teorem zakljucujemo da, ¢im distribucija
ima kompaktan nosac, moZemo govoriti o njenom integralu.

Za detaljniju ekspoziciju distribucija vidjeti, primjerice, poglavlje 6 u [15]].

0.3 Harmonijska analiza

Fourierova pretvorba

Osnovni pojam u harmonijskoj analizi svakako je onaj Fourierove pretvorbe. Promatramo
li Fourierovu pretvorbu periodickih funkcija (onih na (viSedimenzionalnom) torusu) govo-
rimo i o Fourierovom redu funkcije i pripadnim koeficijentima. Ipak, nas zanimaju funkcije
definirane na ¢itavom R”.

Konstrukcija ove transformacije obi¢no kreée s L' funkcijama, gdje za f € L'(R") defini-
ramo

(FHE = | fle?™dx, £eR,

R’l

a koristi se i oznaka f := Ff. Preslikavanje f +— f nazivamo Fourierovom pretvorbom.
Lako je provjeriti da je ta transformacija linearna:

Propozicija 0.3.1. Za f,g € L'(R") te A € R vrijedi F(Af + g) = AF (f) + F ().

Osim toga, direktna provjera koriStenjem teorema o dominiranoj konvergenciji te Fubini-
jevog teorema lako daje:

Propozicija 0.3.2. Neka je f € L'(R").
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(a) I(F)E! < fllrgn za sve & € R".
(b) F f je uniformno neprekidna.
(c) F(f=e)=Ff Fg

Napomena 0.3.3. Primijetimo da nam (a) dio prethodne propozicije zapravo govori da je
F : L' — L™ ogranicen linearan operator norme manje ili jednake 1.

Odgovor na pitanje $to je kodomena Fourierove pretvorbe sadrzaj je sljedece propozicije.
Dokaz nije tezak, a sastavni je dio bilo kojeg pregleda teorije Fourierove analize.

Propozicija 0.3.4 (Riemann-Lebesgueova lema). Neka je f € L'(R"). Tada vrijedi
lim (&) = 0.
g0

Prethodne tri propozicije nam stoga daju:

Korolar 0.3.5. Fourierova pretvorba ¥ : L'(R") — Cy(R") je linearan operator.

Prirodno je pitati se postoji li inverz (na slici) Fourierove pretvorbe i znamo li ga zapisati.
Odgovor na oba pitanja je potvrdan.

Teorem 0.3.6 (Formula inverzije). Neka je f € L'(R") takva da je i f € L'(R"). Tada
vrijedi

) = f flere ¢ de = fi-x).

Cesto se koristi oznaka f := f.

KoriStenjem Fubinijevog teorema lako dobivamo sljedeéu korisnu formulu:

Propozicija 0.3.7. Neka su f,g € L'(R"). Vrijedi

fR ) [(©)g(&)dé = fR S(£)8(5) dé.

Sada Zelimo proSiriti operator # 1 na druge Lebesgueove prostore. Prvi korak na tom putu
je sljede¢i dobro poznati rezultat kojega nije teSko dokazati (primjerice, teorem 8.29. u

[9D.

Teorem 0.3.8 (Plancherelov teorem). Ako je f € L' N L2 tadaje i f € L. Nadalje, F|yinp2
moZemo na jedinstven nacin prosiriti do unitarnog izomorfizma na L?.
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Konacno, koriste¢i napomenu [0.3.3] prethodni rezultat i teorem o realnoj (multilinearnoj)
interpolaciji (Riesz-Thorin; teorem 6.27. u [9]) dobivamo

Teorem 0.3.9 (Hausdorff-Youngova nejednakost). Neka je p € (1,2)te 1/p + 1/q = 1.
Tada je ¥ : LP(R") — LY(R") ogranicen linearan operator uz || flls@mm < ||f||’L’(R”).E|

Konacno, nije se tesko uvjeriti da se sve “velike formule” poput propozicija i

prenose i na L? funkcije za p € (1, 2].

Poissonova jezgra

Koncept Poissonove jezgre je sveprisutan ne samo u harmonijskoj analizi ve¢ 1 u drugim
granama matematike kao $to je teorija parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Uzmimo da se
nalazimo na R"; tada je Poissonova jezgra zadana kao

P(x) = c,(1 + [x) "2 xeR”
pri ¢emu je

(=)

Cn = ﬂ-(n+l)/2’ (3)
y . ANV
a |x| oznacCava standardnu Euklidsku normu na R”, odnosno, |x| = (Zi:l xl.) uz x =
(x1,x2,...,x,). Prisjetimo se i da je “gama funkcija” I' zadana sa

['(z) := f X le™dx, Re(z)> 0.
0

Direktan racun pokazuje da vrijedi

f P(x)dx = 1.
Rn

Maksimalne funkcije i lema o pokrivacu

Maksimalne funkcije su svakako jedan od najvaznijih pojmova u harmonijskoj analizi.
Postoji mnogo varijanti istih, ali — govoreci slobodno — mogli bismo re¢i da ¢e za
danu funkciju njoj pridruZena maksimalna funkcija sadrZavati informaciju o tome kako
se ponasaju “maksimumi sredina” te funkcije. Nerijetko je prikladnije umjesto same funk-
cije promatrati njenu maksimalnu funkciju koja ¢e dati bolji uvid u neka njena svojstva;

4Za optimalnu konstantu vidjeti Babenko-Becknerovu nejednakost.
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upravo je to tehnika kojom se dobiva, primjerice, i Claderon-Zygmundova dekompozicija
o kojoj €e biti viSe govora kasnije.
Slijedi pregled nekih osnovnih rezultata koje trebamo u sljede¢im poglavljima.

Prepostavimo da je dana funkcija F : R™! — R gdje je R = {(x,f) e R" X R : t > 0}
gornji poluprostor. Za parametar a > 0, promatramo njenu netangencijalnu maksimalnu
funkciju F; danu sa

Fy(x)= sup [F(y,0).
(y,)eR*!
[y—x|<at

Moze se pokazati da za a > b > 0 vrijedi

f Fi(x)dx < ¢, (#) f F;(x)dx 4)
; R

gdje je ¢, zadana sa (3). Dokaz se moZe pronaci u [18]]: to¢ka 2.5.1. u §2.

Za f € L! (R") stavimo

loc

M{f(x):=su
JOY = S0P e A S

Lf )l dy.

Preslikavanje M : Lllnc — R nazivamo Hardy-Littlewoodovim maksimalnom funkcijom i
ono je jedno od najvaznijih takvih preslikavanja u harmonijskoj analizi. Lako se vidi da se
radi o sublinearnoj funkciji, a vrijedi i sljedece ocjene.

Teorem 0.3.10 (Hardy-Littlewoodov maksimalni teorem). Neka je 1 < p < oo in € N.
M : LP(R") — LP(R") je ograniceni (sublinearni) operator:

IM fllr < cpll fller.

Takoder;, za f € L' vrijedi slaba ocjena
c
[t s MFCO) > Al < =l Al

Dakle, i M : L'(R") — L} (R") je ograni¢en sublinearan operator.

L* ocjena se trivijalno dobiva, a za dokaz slabe se koristi Vitalijeva lema o pokrivacu (za
potpuni tretman te leme i slabe ocjene vidjeti §3, tocku 2 u [12]). Kona¢no, tvrdnja teorema
slijedi primjenom Marcinkiewiczevog teorema o interpolaciji (teorem 6.28. u [9]]).

Navodimo jo§ poznatu Whitneyjevu lemu o pokrivacu dokaz koje se moZe pronaci u do-
datku u [[10]].
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Propozicija 0.3.11. Neka je Q # 0 pravi otvoreni podskup od R". Tada postoji familija
otvorenih kocki {Qy} sa sljedec¢im svojstvima:

(i) UiQr = Qi Qy-ovi imaju disjunktne interiore,
(i) Vnl(Qp) < d(Qx, Q°) < 4~nl(Qy),

(iii) ukoliko je Qr N Q; # 0 onda vrijedi

I(Or)
4.,
=10, =

Bl —

Ovdje I(Q) oznacava duljinu stranice kocke Q, a d(Q, Q°) njenu udaljenost do Q°



Poglavlje 1

Schwartzove funkcije i temperirane
distribucije

Elementi Hardyjevih prostora su specificne temperirane distribucije, dakle linearni funkci-
onali na prostoru Schwartzovih funkcija (S) neprekidni u Fréchetovoj topologiji kojom je
taj prostor opskrbljen.

1.1 Prostor S i njegova topologija

Pretpostavimo da se nalazimo u R". Za funkciju f € C*(R") i multi-indekse a, € Nj
definiramo polunorme

1 fllag := sup [x*0° f(x)|.

xeR”

Lako se provjeri da su definirana preslikavanja uistinu polunorme. Sada definiriamo prostor
Schwartzovih funkcija sa

S®") = {f € C*®") & fllag < +o0, @.B € NG}

Dakle, prostor S sadrzZi glatke funkcije koje - zajedno sa svojim derivacijama - dovoljno
brzo opadaju. Kako su polunorme homogene i subaditivne, o€igledno je da se radi o vek-
torskom prostoru.

Nadalje, rec¢i ¢emo da niz (f,) € S) kovergira k f € S ako kovergira u svakoj polunormi,
odnosno, ako vrijedi

(Ve >0)@ny e N) Va,BeNy) (n2ny = |Ify = fllag < &).

Analogno se definira pojam Cauchyjevosti niza.

14
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Uocimo sada da familija polunormi {|| - |l,g : a,B8 € N} razlikuje tocke. Zaista, ako je
I flle.g = O u svakoj polunormi, onda posebno imamo || f|l., = O Sto daje f = 0.

Prirodno je na S promatrati najslabiju topologiju u kojoj su sve polunorme || - ||, 4 nepre-
kidna preslikavanja. Uvazimo li prethodnu opservaciju i ¢injenicu da je familija polunormi
koju promatramo prebrojiva zakljucujemo da je (vidjeti, primjerice, 4. poglavlje, propo-
ziciju 2.1., u [4]]) S StoviSe i metrizabilan te da se njegova topologija zapravo poklapa s
topologijom induciranom tom metrikom (koju ¢ak znamo i eksplicitno zapisati).

Konacno, uoc¢imo da je S i potpun prostor. Doista, ako je (f,) € S Cauchyjev niz onda,
prema gornjim definicijama, imamo i da je uniformno (u normi || - ||) Cauchyjev pa pro-
nalazimo funkciju f takvu da f, — f uniformno. Sada nije teSko pokazati da je ta funkcija
uSteda f, — f usvakoj polunormi || - ||, 5. Sve naSe gornje primjedbe moZemo koncizno
rekapitulirati na sljedeci nacin.

Napomena 1.1.1. Prostor S(R") je Fréchetov prostor: potpun metrizabilan lokalno ko-
nveksan topoloski vektorski prostor.

Dodatno, pravilom za deriviranje produkta lako provjeravamo:

Napomena 1.1.2. Prostor S(R") je zatvoren na mnoZenje funkcija pri cemu je ono defini-
rano na uobicajen nacin — po tockama.

1.2 Fourierova pretvorba na S

Promatramo Fourierovu pretvorbu funkcija iz S, a definiramo ju na potpuno isti nacin kao
za L' funkcije.

Definicija 1.2.1. Fourierova pretvorba na S(R") je preslikavanje f v~ f gdje je

f© = fe>™¥dx, &eR"
Rn

MozZe se pokazati da Fourierova pretvorba ima sljedeca algebarska svojstva. Za dokaz
vidjeti, primjerice, propoziciju 2.1. u [16].

Propozicija 1.2.2. Neka je f € S(R").
(i) f(x+h) = f(&)e¥ " zah e R
(ii) f(x)e " — f(&+h)za h e R™.
(iii) f(6x) = 6" f(67'&) uz 6 > 0.
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(iv) 0" f(x) > (2nié) f(£).
(v) (=27ix)"f(x) = 8°f(é).
(vi) f(Rx) = f(RE) ¢im je R rotacija.
Koriste¢i gornja svojstva, lako se pokaze da vrijedi.

Korolar 1.2.3. Fourierova pretvorba na S je neprekidan linearan operator sa slikom
sadrZanom u S.

Dodatno, poznato je da vrijedi (teorem 2.4. u [16]) formula inverzije:

Propozicija 1.2.4. Neka je f € S(R"). Tada vrijedi

fx)y= | feemae, xeR™
-

Prethodna dva rezultata moZemo pisati zajedno.

Korolar 1.2.5. Fourierova pretvorba sa S u S je neprekidan i bijektivan linearan operator.

1.3 Prostor &’

Elemente topoloSkog duala prostora S(R") nazivamo temperiranim distribucijama. Dakle,
T € S8’'(R") ako vrijedi

¢im (¢,) € S(R") takav da ¢, — 0 u topologiji prostora S(R"), odnosno, ¢im vrijedi
@nlleg = 0, a,B €N

Jasno je da su temperirane distribucije opet distribucije, odnosno da vrijedi S’'(R") C
D' (R") pri cemu je D'(R") topoloski dual prostora D(R") = C°(R") opskrbljenog topolo-
gijom strogog induktivnog limesa (vidjeti, primjerice, Sesto poglavlje, sekcija 6.2. u [[15])
paielemente prostora §’ znamo derivirati, mnoziti glatkim funkcijama, konvoluirati sa Sc-
hwartzovim funkcijama i slicno. Spomenute su operacije definirane na sljede¢i nacin. Pri
tome, od ovog mjesta nadalje, koristimo uobi¢ajenu konvenciju da djelovanje funkcionala
T na vektor ¢ oznaCavamo sa (T, ¢) umjesto 7 (¢).

Definicija 1.3.1. Neka je T € S'(R"), f € C*(R"), ¢ € S(R") te a € R". Definiramo:
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(i) (3°T,¢) := (=1)°(T,5°¢), ¢ € SR");
(i) (fT,¢) := (T, f$), &€ SR";
(iii) [ * T(X) := (T, 7,).

Na ovom smo mjestu duZni nekoliko napomena. Prvo, lako je dokazati da éemo za T, f, ¢
te @ kao u prethodnoj definiciji opet imati f7,0°T € S’(R"). Nadalje, direktna provjera
pokazuje i da je zadovoljeno pravilo produkta za deriviranje 7, a koje za derivacije prvog
reda moZemo zapisati kao

8;(¢T) = O,)T +¢@B,T), j=1,....n.

Za opceniti slucaj (0%) vidjeti poglavlje 6, odjeljak 6.15.u [[15]].
S druge strane, moZe se pokazati da vrijedi sljedeca propozicija (propozicija 9.10 u [9]]).

Propozicija 1.3.2. Nekaje T € S"i ¢ € S. Tada je ¢ + T € C* sporo rastuca (najvise
polinomijalno).

Osim toga, oponasajuci dokaz dijela (b) teorema 6.32. u [15] pri ¢emu koristimo ¢injenicu
da je D gusto u S (vidjeti teorem 7.10. u [15]]) lako dobivamo da vrijedi:

Propozicija 1.3.3. Neka je ¢ € S takva da je f(l)dx =1te f €S Tada vrijedi
lim feg;=f uS.
Takoder je konvoluiranje distribucije s test funkcijom i1 neprekidno; preciznije, vrijedi
sljedeci rezultat (za dokaz vidjeti teorem 6.33. u [[15]).
Teorem 1.3.4. Neka je f € D' i preslikavanje L zadano sa
Lp:=fx¢p, ¢ecD.
Tada je L neprekidno linearno preslikavanje sa D u C*.

Ipak, moZemo proSiriti znacenje konvolucije tako da dozvolimo konvoluiranje s funkcijama
L'(R™) i rezultat tretiramo kao temperiranu distribuciju. Moramo, medutim, postaviti neke
restrikcije na temperirane distribucije koje promatramo; naime, zahtijevati cemo da naSa
distribucija bude ograni¢ena. KaZzemo da je T € S’ ogranicena ako je

¢oxT e L(R") zasvaku ¢ e S(R"). (1.1)

Sada smo spremni definirati konvoluciju distribucije s L' funkcijom.

'Ovdje su koristene standardne oznake @(x) := ¢(—x) te Ty(x) = p(x — y).
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Definicija 1.3.5. Neka je T € S'(R") ogranic¢ena te h € L'(R"). Definiramo distribuciju
T * h sa

(Txh,¢y=(T+¢,hy= | (T*HWh(x)dx, ¢eSR").
Rn
Lako je uvjeriti se da je gornje preslikavanje zaista (temperirana) distribucija i to ogranicena.
Nadalje, jednakom se lako¢om provjeri da je zadovoljeno T * (hy * hy) = (T * hy) * hy za
hiel'iT e S'.

Konac¢no, za viSe detalja o distribucijama op¢enito, klasi¢na je referenca [[15] i to poglavlje
6 u istoj.



Poglavlje 2

Hardyjevi prostori

U ovom poglavlju dajemo definiciju Hardyjevih prostora, a najveci je dio paznje usmje-
ren na proucavanje ekvivalentosti odnosa takozvane maksimalne i atomarne definicije tih
prostora. Takoder, dan je i pregled nekih temeljnih svojstava Hardyjevih distribucija koji
daju bolji uvid u prirodu Hardyjevih prostora. Brzo ¢emo ustanoviti da se prostori H” za-
pravo poklapaju sa Lebesgueovim prostorima, L”, ¢im je p > 1; stoga je i pitanje pripada li
temperirana distribucija f nekom H”, u tom slu€aju, tek problem njene norme. Ali, pitamo
li se pripada li ta distribucija u H”, za neko 0 < p < 1, nije dovoljno razmotriti samo
njenu “veli¢inu” ve¢ ona mora imati i odredena svojstva ponistavanja. Vidjeti ¢emo da ta
¢injenica proizlazi iz odabira maksimalnog operatora u definiciji Hardyjevih prostora, a
prijeci Ce u sferu jasnijeg razmatranjem njegovih atoma.

Svi ¢e gore spomenuti koncepti dobiti precizno znacenje 1 objasnjenje na sljedeCim stra-
nicama, a glavni izvor za ovaj dio teksta je [18]. U onome S§to slijedi, osim ako to nije
drugacije navedeno, uvijek pretpostavljamo da se nalazimo na prostoru R" opskrbljenom
standardnom topologijom (Euklidske) norme i kratkoce radi piSemo samo S’ umjesto
S’'(R") i slicno. Pored toga, u imenovanju elemenata prostora S’ izostavljamo atribut tem-
perirane 1 nazivamo ih jednostavno distribucijama.

2.1 Maksimalna definicija prostora H”
Prije nego dodemo do centralnog teorema ovog odjeljka i odgovaraju¢e maksimalne defi-

nicije Hardyjevih prostora uvodimo nekoliko tipova maksimalnih funkcija od interesa. Za
podrobniju ekspoziciju maksimalnih funkcija vidjeti drugo poglavlje u [18].

19
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Za ® € Sidistribuciju f € 8’ definiramo maksimalnu funkciju Mg sa

Mo f(x) :=sup|(f * D)(x)l, xeR”

>0

gdje @, oznacava dilataciju funkcije @ danu sa
D,(x) :=1""D(x/t), xeR"

Uocimo da u gornjoj maksimalnoj funkciji razmatramo usrednjenja distribucije f obzirom
na samo jednu funkciju, naime na unaprijed odabrani ®. Umjesto toga, moZemo uzeti u
obzir neku kolekciju funkcija iz S. To nas vodi na definiciju takozvanih velikih maksimal-
nih funkcija.

Pretpostavimo, stoga, da je dana konacna familija polunormi ¥ = {|| - ll.s} te sa S¢
oznac¢imo kolekciju funkcija iz S kontroliranih obzirom na tu familiju polunormi; pre-
ciznije, definiramo

Sr={0eS:|Dll,s <1 zasve [|-|lop € F}.
Sada mozemo staviti
Mg f(x) :=sup® € SrMqy f(x), xeR"

Posljednja u nizu varijanti maksimalnih funkcija neophodnih za nasa razmatranja je ne-
tangencijalna maksimalna funkcija koju definiramo na sljede¢i nadin. Neka je f € &
ogranicena E] distribucija i P, dilatirana Poissonova jezgra (vidjeti odjeljak it>0.
Promatramo Poissonov integral od f i stavimo

u(x,t) ;== (f = P)(x), xeR".
Konacno, netangencijalna maksimalna funkcija sada je definirana sa

u'(x) := sup |u(y,t)|, xe€R"

|x—yl<t

Sada dolazimo do prvog od dva velika rezultata u ovom poglavlju, a koji je takoder i
priprema za definiciju prostora H”.

Teorem 2.1.1. Neka je f distribucijaiQ < p < co. Tada su sljedeca tri uvjeta ekvivalentna.

(i) Postoji ® € S sa svojstvom f(Ddx # 0 takva da My f € LP(R").

''U smislu definicije
2Cesto ¢emo u notaciji izostavljati domenu integracije (u ovom slucaju je to R").
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(ii) Postoji (konacna) kolekcija polunormi F takva da Mg € LP(R™).
(iii) Distribucija f je ogranicena i u* € LP(R").
Sada smo spremni dati definiciju Hardyjevih prostora.

Definicija 2.1.2. Neka je f € S'(R") i 0 < p < oo. KaZemo da f pripada Hardyjevom
prostoru H?(R") ako je zadovoljen bilo koji od gornja tri uvjeta.

Da bismo dokazali teorem moramo uvesti jo§ neke maksimalne operatore ¢ija ¢e kontrola
biti klju¢na u dokazu. Prvi od tih operatora je “netangencijalna” verzija Mg dana sa

Mo f(x) = sup |(f * @) = sup|(f * P)(x = y)l.

[x—yl<t [yl<t

Nadalje, promatramo “tangencijalnu” verziju tog istog operatora, naime

-N
My = sup |<f*d>t>(x—y)|(1+@) | o1

yeR™ >0

Taj operator ovisi o parametru N kojeg ¢emo kasnije prikladno odabrati.
Izravno iz definicija tih maksimalnih operatora je jasno da vrijedi sljedeci odnos

Mof < Myf < M} f.

Kao $to smo najavili, zanima nas i kontrola tih operatora - sadrZaj je to sljedeéih dviju
lema.

Lema 2.1.3. Ako je My f € LP(R") i N > np onda je i My f € LP(R"). Stovise, vrijedi
ocjena

IMy fller < CrpllMo fller

Dokaz. Definirajmo funkciju F(x, 1) = |(f+®,)(x)|” te — kao u odjeljku[0.3]— promatramo
njenu netangencijalnu maksimalnu funkciju na konusu otvora a > 1, odnosno, uzmemo
Fi(x) = SUP)y<qr F (x =y, ). Sli¢no, za otvor Sirine 1 stavimo Fj(x) = F*(x) = sup,, F (x—
y,1). Sada nam nejednakost () iz odjeljka[0.3|daje

f F (x)dx < ¢,(1 + a)”f F*(x)dx. (2.2)
n Rll

Imamo

M f11 gy = f sup |(f * ®;(x — y)I” dx = f F*(x) dx.
R Rl‘l

oyl
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Primijetimo, nadalje, da zay € R", # > 0 1 parametar N > 0 vrijedi

-Np )
(f * D) (x = WP (1 + @) < 200N ), 23)
k=0

Zaista, za k = 0, odnosno u slucaju |y| € (0, ¢], oCigledno vrijedi
-Np
(1 + M) <27
t

pa veé nulti ¢lan u sumi s desne strane dominira lijevu stranu. Sli¢no, za 257!t < [y| < 2%¢
dobivamo

-Np
(1 + M) < 2(1-ONP
t

pa vidimo da k-ti ¢lan desne strane dominira lijevu.

Nadalje, lako se vidi da red s desne strane u (2.3)) konvergira za gotovo svaki (u odnosu na
Lebesgueovu mjeru) x € R". Naime, pretpostavili smo da je Mg f u LP(R") te kao takva
mora biti kona¢na osim mozda na skupu mjere 0. Zato vrijedi ocjena

D20 E () = 3 20OV sup Fx—y,1) < My(x) ) 207 < oo,
k=0 k=0 <2 k=0

U poziciji smo stoga iskoristiti Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji pa dobi-
vamo

_Np %)

My f(OI” = sup |(f = D)(x—yI" |1+ b < ) 20N (x)
N p 2

YER", >0 t
pa integriranjem i koriStenjem opservacije (2.2)) slijedi

UMy Uy < 20797, (1 4 2 MG 1
k=0

Tvrdnja leme, dakle, vrijedi uz

Chp = cn Y 207001 4 2ty
k=0

Sto je jamacno konacno ¢im je N > n/p. m|
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Sljedeca lema nam treba za prelazak s jedne aproksimacije identiteta na drugu.

Lema 2.1.4. Neka su ®,¥ € S uz fRn @ dx = 1. Tada postoji niz (® e C S takav da

P = Z n®  @yer. (2.4)
k=0
Pri tome ' — 0 brzo, u smislu da za svaku polunormu || - lopi M > 0 imamo

||77(k)||a,/5 = O(Z_kM) kad k — oo.
Dokaz. Uzmimo funkciju ¢ € C* sa svojstvom ¢(&) = 1 za |¢] < 11 ¢(€) = 0 za |¢] > 2.
Takvu funkciju znademo konstruirati, recimo, koriste¢i poznate teoreme o aproksimaciji

identiteta (vidjeti teorem [0.2.4).
Stavimo li §/(€) 1= ¢(€) te Yp(é) := p27%E) — p(2'%¢) za k > 1, imamo

i@@=L
k=0

Zaista, po konstrukciji funkcije ¢ vrijedi 1 = limy_,, $(27%¢) pa gornji identitet lako slijedi.

Uotimo da vrijedi [, ®dx = 1 = ®(0). Dodatno, pretpostavimo da je |®(£)| > 1/2 &im je
€] < 2. O¢ito vrijedi

: NI LGP -
Yé =) = P(E) - 027 (2.5)
¢ ;QQ@ ¢ 3
pa moZemo staviti
A~ (k) — ‘zk(f) ‘i’ 2.6
1) = 5ig MO (2.6)

i time su jednoznacno odredene funkcije n® (vidjeti korolar [1.2.3). Osim toga, iz (2.5)
koristeci neprekidnost Fourierove pretvorbe i njena algebarska svojstva (propozicija(0.3.2)
dobivamo (2.4).

Pozivajudi se na isti teorem kao gore, a jer su funkcije ® i ¥ u S, imamo é), ¥es. Nadalje,
uo¢imo da je i nodena u 24 < |¢] < 2!, alako se vidi i da vrijedi [3fu(é)] < ¢,27* pa
zakljuujemo da je iy € S.

Nadalje, kako Fourierova pretvorba konvoluciju Schwartzovih funkcija prevodi u produkt,
mozemo pisati 7% = ¢® « ¥ pri Cemu je ¢P(&) = Yi(&)/D(Q2 7). Koristeéi malotas
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navedenu Cinjenicu o nosacu funkcije 1/7,( kao i pretpostavku da je |(f)(§)| > 1/2¢im |€] <2
lako dobivamo ¢® € Si ¢® € S. Buduéi da je prostor S zatvoren na produkte funkcija
dobivamo i n® € S. Nadalje, iz veé navedene ocjene Iégtﬁk(f)l < ¢,27" mozemo, koriste¢i
defincije polunormi || ||, g, izravnim ratunom dobiti da vrijedi [|[§®]l, s = OQ27*™) pri Cemu
je M proizvoljan. Analogna tvrdnja za n'® tada slijedi iz ogranicenosti inverza Fourierove
transformacije na S.

Konatno, pretpostavku da je |®(&)] > 1/2 &im je |¢] < 2 moZemo uvesti bez smanjenja
opéenitosti. Naime, jasno je da uvijek moZemo naéi ko dovoljno velik da vrijedi |®(£)| >
1/2 ¢im je |£] < 2 - 27% te u tom slucaju stavimo

Uiko (&)

N GE é)(z—kg)‘{l(f) zak = ko

i H0(&) = 0 inace. O

Napomena 2.1.5. Pretpostavimo da nam je dana (konacna) familija polunormi ¥ i kons-
tanta M > 0. Argumentirajuci kao u gornjem dokazu vidimo da uvijek moZemo pronaci
konacni skup F > Fo polunormi takav da, &im je ¥ € Sy, vrijedi |[f®|lop < 27M.

Sada smo u poziciji dokazati teorem [2.1.1

Dokaz teorema (i) = (ii) | DokaZimo prvo da vrijedi
IM#zllzr < cllMg fllzr- (2.7)
ZaV¥ € S, pomocu leme|2.1.4, odnosno (2.4), prelazimo na drugu aproksimaciju identiteta:

(Myf)() = sup|(f ¥ < sup ) I # @+ 7 (0
1> 0

>0 5=

Stovise, koriste¢i definiciju konvolucije, nejednakost trokuta za integrale te definiciju ope-
ratora M} (2.1) dobivamo

>0

(M f)(x) < sup > f |f # @a(x = I - "I (/0 dy
k=0

[59)

N
<supt™ ) f M;‘v*f(x)-(n'_i') IV i0ldy. (2.8)

>0 =0

Uocimo, medutim, da zamjenom varijabli dobivamo ocjenu

N
t‘”f(l + l%lt) P/l dy = f(l +24)" - Il dy < 2t
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¢im je |[Ip®|l, s < 27 M*D za neku familiju polunormi (zadnja je nejednakost gore jasna iz
definicije polunormi || - ||, 5). Nadalje, prema napomeni znamo da e to vrijediti za ¥
iz dobro odabrane familije S#. Time smo odredili jednu familiju polunormi ¥ te dobili

Mzf(x) = sup Myf(x) < cMy f(x), xeR"
YeSs

pa, stavimo li N > n/p, pomocu leme [2.1.3] slijedi Vidimo, stoga, da je dovoljno
dokazati

1Mo fllp < cllMo fllp- (2.9)
A posteriori ¢emo se uvjeriti da ||Mg || < oo jamcCi
1M fllor < co.
Za gore odabranu familiju # i 4 > 0 definiramo
F=Fy:={x: Mgf(x) < AMyf(x)}.
Primijetimo da za dovoljno veliki A vrijedi

‘fR (Mg f)Pdx <2 f(Mfo)P dx. (2.10)
n F
Doista, po definiciji skupa F imamo
F.(Mj;,f)p dx <A77 L.(M(ff)p dx < cp/l_"jl; (Mg f)? dx.
gdje zadnja nejednakost slijedi iz (2.7). Uzmemo li A > 2¢” dobivamo
F‘(M("i,f)” dx < 1/2fIR (Mg f)' dx

pa (2.10) lako slijedi.
Nejednakost (2.9) dokazujemo tako da prvo za proizvoljan g > 0 pokaZemo da je

M, f(x) < c[M(Mof)1 ()], zaxeF 2.1

gdje je M standardni Hardy-Littlewoodov maksimalni operator. Zaista, iz maksimalnog
teorema (za M) E]i p > g tada dobivamo

f (M fOOY dx < ¢ f (MM ()1 dx < ¢ f [M(Ma /Y017 dx
F F R2

SEf My f(x)dx.
R}l

3vidjeti teorem [0.3.10)
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Konacno, koriStenjem (2.10) sada lako dobivamo (2.9).
Uvedimo oznake:

Jo, ) = (D)) te fx(x)=Myf(x)= sup [f(y,0l.

[x=yl<t
Iz svojstava supremuma vidimo da za svaki x moZemo iznaci (y,#) tako da |x —y| < f1

lf(y,0] > f*(x)/2. Za r > 0 dovoljno malen primjenom teorema srednje vrijednosti za
f(x,t) € C* na kugli oko y radijusa rt imamo

f0) = fO.Ol < rt sup [Vof(z. 0l x" € B(y, o).

lz—yl<rt

O¢ito vrijedi
0 1 0
— f@t)=—f*—
aZ[f(Z’ ) lf* 8Z[ I(Z),

a, osim toga, nije teSko vidjeti da postoji konstanta ¢ > 0 takva da je ||0/0z;®@(x+h)llop <
zalh| < 1+r,i=1,2,...,nte polunorme || - [l 5 iz ¥ . To slijedi iz kompaktnosti skupa
funkcija oblika 0®/dz;(x+h) priCemu je |h| < 1+rtei =1,2,...,n. Dabismo se u to uvje-
rili prvo primijetimo da je, kako je indeksa i kona¢no mnogo, tvrdnju dovoljno provjeriti za
fiksni i 1 translate odgovrajuce funkcije, a to pak slijedi izravno iz definicije kompaktnosti
koriStenjem Cinjenice da & uzimamo iz kugle fiksnog radijusa — dakle, kompaktnog skupa.
Stoga i funkcije d/0z; ulaze u S# odabranu gore pa zakljucujemo:

lf (X, 0) = fO, D] < crMgf(x) < crAMy f(x), zax € F.

Drugim rije¢ima, koriste¢i maloCas uvedene oznake moZemo pisati |f(x',¢) — f(y,1)|
crdf*(x) pri cemu (kao Sto smo prethodno komentirali) uzimamo da vrijedi i [f(y, 7)|
f*(x)/2. Dakle, za r dovoljno malen da je cAr < 1/4 imamo

IV IA

1 1
lf(x 0l = Zf*(x) =17 of (), X' €B(y,r),

a Sto se lako dobije koriStenjem nejednakosti [f(x', 1) — f(y, )| > [f(y, )| = |f (X', 1)|.
Konacno, sada sve podizemo na g-tu potenciju te izraCunamo integral srednje vrijednosti
po B(x, (1 + r)t) i koristimo bjelodanu ¢injenicu da je ( )n > 1 pa dobijemo

I4r
r

. 1+r\" 44 , ,
|Mgf (0l S( . ) B, (L + 901 Joecton |f (X, 0l dx" < cM[(Mo f)](x)

Sto je upravo (2.11).
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Da bi dokaz tvrdnje (i) = (ii) bio potpun, duZzni smo potvrditi da — pod pretpostavkom
da je [|Mofllr < 0o — vrijedi ||Mg fll.» < o0. U tu svrhu, za parametre L > 0te 0 < & < 1
promatramo modifikaciju funkcije My, naime

L
MG f(x) = sup  |f = Duy)l-

|x—y|<t<g~!

(e+1+ ¢yt

Kako f * @, raste najvisSe polinomijalno brzo (vidjeti propoziciju [1.3.2)), odmah moZemo
uociti da za fiksno p > 0 zacijelo postoji dovoljno veliki L tako da MfD’L € LP. Nadalje,
postupajuéi analogno dokazu (2.7)) dobivamo

I sup ME"fllr < cLIMEEfll (2.12)
“PES?‘

pri ¢emu konstanta c; ovisi eventualno o L, ali nipoSto o €. Zaista, u dokazu (2.7) klju¢na
je bila nejednakost (2.8)); ona ¢e i u ovom slucaju sli¢no glasiti, samo moramo uzeti u obzir
da ée se u drugom redu, umjesto (1 + 2¥|y|/£)", pojaviti faktor

(e + 27" + elx — y))- 24yl Y
(e+t+elx]) L Q2 * L ’

a koji je, lako se vidi, omeden sa
L N
cZkL-(1+M) -(1+m)
t t

1 postupak nastavljamo na istovjetan nacin. Ostaje pustiti £ — 0 pa dobijemo

Mg fllr < CliMo flle
Sto znaci da je i My f € LP Cim je Mo f € LP.
(iiy) = (iii)| Prvo uocimo da, zbog pretpostavke (ii), za proizvoljnu funkciju ® € S

vrijedi My f € LP. Doista, za ® € S, zbog konacnosti familije ¥, dobro je definirana
funkcija

®
O i @lg 1 g € 71
Osim toga je i ¢ € S¢ pa pretpostavka (ii) daje M, f € L”. Sada, po maloCas pokazanom,

dobivamo tvrdnju za funkciju ¢; medutim, kako se ona od pocetne funkcije razlikuje samo
za multiplikativnu konstantu, tvrdnja je zadovoljena i za ®@.
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Nadalje, jer je |f * @(x)[" < (Mg f(y))? 1 zbog Cinjenice da za fiksni # > 0 1 x volumen
kugle |x — y| < f moZemo izraziti u obliku c#" (za odredeni ¢ > 0) imamo

O < min (1) <o [ (M) dy < e IMG 1
s |x—yl<t
Dakle je || f * || = ||f * Dyl < o0 pa zakljuCujemo da je f ograniCena.
Neka je {®®};y, ograniCena familija funkcija iz S te P(x) = c,(1 + |x[*)~*D/2 Poissonova
jezgra (vidjeti odjeljak[0.3). Sada tvrdimo da je

P = ) 27 0 (x). (2.13)
k=0

Jer je familija koju promatramo ograniCena znamo da je Mg, < cMg za neku konstantu ¢
neovisnu o k.
Nadalje, zaa > 0 je

(M) = sup 17+ @)

alx—y|<t

pa, ukoliko je a > 1, vrijedi 1 (M;(k) f(x) < Mg f(x). Konacno, prisjetimo se definicije u* i,

uz (2.13]), dobivamo

u'(x) = sup I(f % POG)I < sup > 27°(f + @I < > 27 sup I(f + DX
k=0

[x—yl<t lx=yl<t 5o [x—yl<t

<

2K (M, HY(X) < cMrf)(x) Y 27 < o0,

0 k=0

M

b
I

To znaci da je (u*)? < c(Mgf)?P; stoga jeiu* € LP. Prema tome, ostaje jos dokazati (2.13]).
To postizemo oponasajuéi tehniku dokaza leme Odabiremo, dakle, neku ¢ € C2

takvu da ¢(x) = 1 na |x| < 1/2 te ¢(x) = 0 za |x| > 1 pa imamo

P(x) = ¢(x)P(x) + ZW(THX) — ¢ 0] P(x).
k=1

Izraz (2.13) je tada zadovoljen uz ®©(x) = ¢(x)P(x) i

OO (x) = c,[p(x/2) — ()27 + |x*)" D2 k> 1.
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Osim toga, injenica da je ovako definirana familija {®®} ograni¢ena se lako dobiva pri-
mijetimo li da je ¢(x/2) — ¢(x) noSenau 1/2 < [x| < 2.

(iii) = (i) |Naposljetku, pretpostavimo (iii). Uzmimo sada u co brzo opadajucu funkciju
n zadanu na (1, o) koja osim toga zadovoljava i1 sljedeCe momentne uvjete:

f n(s)ds=1 i f skn(s)ds:O,k: 1,2,.... (2.14)
1 1
Doista, takvu funkciju znademo i eksplicitno zapisati; primjer je
1
n(s) := —Im{exp[1 — w(s — ']}
s

gdje je w = e™™* (vidjeti tocku 3.2.2 u [17]).
Sada za funkciju

O(x) := f n(s)Py(x)ds (2.15)
1
Zelimo dokazati da je takva za koju je (1) zadovoljeno.

KoriStenjem binomnog teorema (odnosno, njegovog poopéenja):

(1 + £2)@D/2 = Z att + 0™, 0<t<oo

k<R

pri ¢emu su a; odgovarajuc¢i binomni koeficijenti, moZzemo zapisati

k
Ps(-x) = CpS — Z Cnakslxll—n (i) + 0(SR+1|X|_H_1_R)_

(5 + W) P L B

Vracanjem u (2.15) i koriStenjem momentnih uvjeta vidimo da je @ brzo opadajuca.
Analogno, deriviranjem (po x) pod znakom integrala, sli¢nim rezoniranjem to isto za-
kljucujemo i za proizvoljnu derivaciju funkcije ®. Dobili smo ® € S.

Takoder, kako je fRn P(x)dx =1 (odjeljak to koriStenjem Fubinijevog teorema zamje-
nom varijabli vidimo

f@(x)dxszn(s)d&f P(x)dx:fwn(s)ds:l.
R? 1 n 1

Sli¢an racun pokazuje i

(f * @)(x) :f1 u(x, son(s) ds
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pri ¢emu je u(x, t) definirano kao na pocetku ovog poglavlja. Ali sada vrijedi

00

Mo f(x) < sup |u(x, 1) In(s)lds = c sup lu(x, )] < cu”(x)
>0 >

1
pa zaklju¢ujemo da je My f € LP. Time je dokaz teorema potpun. O

Revidiramo li postupak u dokazu tvrdnje (i) = (ii) u prethodnom teoremu, naime poziva-
nje na napomenu [2.1.5] vidimo da smo familiju # mogli odabrati neovisno o f. Preciznije,
za parametar N dovoljno velik (N > n/p) stavimo

F=Fn=Allllap : lol, Bl < N}
pa dobivamo da su veli¢ine

Mo fller, WMz fllr 1 ]l (2.16)

usporedive medu sobom 1 bilo koju od njih mozemo tretirati kao “normu” na H”(R"). Na-
ravno, radi se doista o normi samo u slucaju p > 1. Ipak, za p < 1 moZemo gledati p-tu
potenciju jedne od tih veli¢ina i ona ¢e onda definirati metriku na H”; time je, dakle, defi-
nirana topologija na Hardyjevim prostorima.

Korisno je uociti 1 sljedeée Cinjenice koje navodimo u obliku formalne napomene.

Napomena 2.1.6. (a) Neka je f € H? i ® € S. Tvrdimo da se tada funkcija f « ® € C*
nalazi u svakom L za r > p. To je ocigledno tocno za r = p jer vrijedi |(f * ®)(x)| <
(M3 f)(x), a (kao §to smo imali i na vise mjesta u prethodnom dokazu) znamo da
Mg f € LP jamci My f € LP. Osim toga, po definiciji maksimalnog operatora My,
za svaki y takav da je |y — x| < 1 imamo

I(f * D)) < (Mg )Y)
sto, pak, daje

1
|B|

|(f = DY < f [(Ma/)NI” dy < cllfli7,-

By
gdje je B, jedinicna kugla oko x. Zakljucujemo da se f * ® takoder nalazi i u L™,
odnosno f = ® € L? N L™ pa smo gotovi po teoremu o interpolaciji normi (vidjeti
odjeljak 1 u IV. poglavlju u [12]).

(b) Na isti nacin na koji smo u prethodnom dokazu pokazali da je svaka distribucija iz
H? ujedno i ogranicena moZemo pokazati da je konvergencija u H? normi jaca od
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one u smislu distribucija. Naime, neka je (f,) niz u H? takav da f,, — f u H?. Kako

zax €R"i ® € Svrijedi ® = r_x(r@), moZemo pisati

o= £,@) = [(fy = ) * (D))
pa nastavljamo potpuno analogno. Ovdje smo koristili oznake iz prvog poglavlja.

Uzmimo sada neko 1 < p < co. Sada ¢emo pokazati da prostor H” moZemo poistovjetiti
sa L?. Uzmimo prvo f € LP. Znamo da je Mg f(x) < cM f(x) (gdje je M, kao i prije, stan-
dardni Hardy-Littlewoodov maksimalni operator); vidjeti tocku 2.1. u [18]]. Medutim, po
maksimalnom teoremu za M (teorem|0.3.10) znamo da je M f € L? pa dobivamo f € H”.
S druge strane, neka je ® € S takva da je fCD = 11 Myf € LP. To pak znaci da je
sup,.o I(f * ®,)(x)| < oo za gotovo svaki x jer, buduci da je u L”, za M f mora vrijediti
da je kona¢na osim mozda na skupu mjere 0. Dobivamo da je niz (f * ®,/,), ogranicen u
L”. Kako je, nadalje, L” dual prostora L” (gdje je 1/p’ + 1/p = 1) to, po Banach-Alaoglu
teoremu (teorem [0.1.5]), znamo da je i slabo kompaktan. Stoga mozemo pronaci fy € L?
1 podniz (kojeg isto oznacavamo) takav da f * @;,, — fy slabo. Medutim, po rezultatu o
apsroksimaciji identiteta (propozicija[I.3.3) znamo da f * ®;/, — f u smislu distribucija,
a kako se ta dva limesa ne mogu razlikovati, vrijedi f = fy; dakle je f € L”.

Sto je sa rubnim slu¢ajem p = 1? Naisti na&in kao i malo&as dobivamo H' c L'. Medutim,
mozZe se pokazati da ne vrijedi jednakost; vidjeti tocku 1.2.1 u [18]].

S obzirom na prethodnu raspravu, u ostatku ovog poglavlja promatramo H” samo za eks-
ponente 0 < p < 1.

2.2 Atomarna dekompozicija

Ovaj odjeljak predstavlja alternativni (ali ekvivalentan) pogled na elemente Hardyjevih
prostora, a ponudit ¢e daljnji uvid u njihovu prirodu. Ideja je “razbiti” prostor H” na
dijelove — jednostavnije elemente koje je lakSe promatrati i koji neposredno otkrivaju
odredena svojstva, a pomocu kojih onda moZemo prikazati bilo koji element prostora H”.
Te gradivne blokove nazivamo atomima, a kako bismo taj pojam ucinili opipljivijim da-
jemo definiciju H' atoma.

Neka je B kugla u R". KaZemo da je funkcija a atom za H'(R") ako vrijedi:

(1) ajenoSenau B,

(ii) |a| < |BI™! gotovo svuda i
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(i) [a=0.

Nije se tesko uvijeriti (a to ¢emo napraviti kasnije) da je @ € H'. U svojstvu (iii) se sada
ogleda sljedeca (u uvodu ovog poglavlja ve¢ nagovijeStena) ¢injenica: nalazi li se distribu-
cija f u prostoru H! nije samo pitanje njene veli¢ine (Mg f € L') ve¢ mora imati i stanovita
svojstva poniStavanja koja osiguravaju iSCezavanje integrala.

U slucaju 0 < p < 1 definicija atoma je sli¢na, a vrijedi 1 prethodna opaska u analognoj
formulaciji.

Definicija 2.2.1. Neka je 0 < p < 1. Za funkciju a kaZemo da je atom prostora H?(R") ako
(i) postoji kugla B C R" takva da je a nosena u B,
(ii) |a| < |BI"'? gotovo svuda i
(ii) fx“a(x) dx = 0 za sve multiindekse a sa svojstvom |a| < n(p~' - 1).

Prije no Sto dodemo do temeljnog rezultata ovog dijela, uvodimo novi maksimalni operator.
Naime, za ¢vrstu @ € C* noSenu u jedini¢noj kugli oko O te za koju vrijedi f ® +# 0 stavimo

Mof(x) := Mo f(x) = sup |f * Di(x)].

>0

Takoder, za H” normu uzimamo

1A llae == [IMofller.

Dakako, mogli smo se odluciti i za neku drugu od prethodno razmatranih veli¢ina iz (2.16).
Osim toga, kroz ostatak ovog dijela poglavlja drzimo fiksnom neku kona¢nu familiju po-
lunormi ¥ i koristimo pokratu M = Mg.

Dodajmo samo joS da uvedena notacija sluzi tek kao podsjetnik da nasa razmatranja vise
nisu ovisna o samoj distribuciji f i familiji # (vidjeti takoder i raspravu na kraju prethod-
nog odjeljka).

Cilj je ovdje dokazati da ¢e se distribucija f nalaziti u H” ako i samo ako ju moZemo
prikazati u obliku
f= Z Axay
3

gdje su a; atomi promatranog Hardyjevog prostora, a (4;) prikladan niz kompleksnih bro-
jeva. Preciznu tvrdnju iskazat ¢emo nesto kasnije, a za njen dokaz preliminarno navodimo
jednu varijantu Claderon- Zygmundove dekompozicije.
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Propozicija 2.2.2. Neka je f lokalno integrabilna funkcija takva da je Mf € LP(R") za
0 <p<lia>0. Tada postoji dekompozicija f = g + b, b = }, by i familija kocki {Q}} (u
R") tako da

(i) funkcija g je ogranic¢ena i g(x) < ca za gotovo svaki x,

(ii) za svaki k je funkcija by je noSena u Q3, a vrijedi i

Mob)Pdx <c | (Mf)Pdx
R7 o

te [ by =0,

(iii) familija {Q;} ima svojstvo ograni¢enog presjeka (drugim rije¢ima, svaka toc¢ka iz
UQ; se nalazi u najvise konacno mnogo kocki Qy) i vrijedi

Ui =te: Mf) > al.
k

Dokaz ove tvrdnje je netrivijalan, a buduéi da nije neposredno vezan uz materiju Hardyje-
vih prostora, na ovom ga mjestu izostavljamo. Zainteresirani Citatelj detaljnu demonstra-
ciju moZe pronadi u [[18]] (vidjeti tocku 2.1. u §2). Bitno je imati na umu da nam Claderén-
Zygmundova dekompozicija daje nacin da funkciju f kao gore rastavimo na dva dijela:
jedan proizvoljno malen i jedan kojem znademo kontrolirati veli¢inu (u smislu H” norme).
Stovise, iz dokaza je jasno da vrijedi sljedeéi korolar (vidjeti korolar 2.1.5 u [18]).

Korolar 2.2.3. Za bilo koji prirodni broj d elemente dekompozicije iz prethodne propozicije
moZemo presloZiti tako da funkcije by zadovoljavaju

fbkqu =0

Vratimo se sada atomima prostora H” za neko 0 < p < 1. Uofimo odmah da svojstva
(1) 1 (1) iz definicije jamce da je f la(x)|” dx < 1. Nadalje, sada koristimo svojstvo
(ii1) za dokazivanje za nas krucijalne nejednakosti (koja distribuciju promovira u redove
Hardyjevih distribucija):

za sve polinome q stupnja < d.

f(/\/(oa(x))” dx <c (2.17)

gdje je M, generirana C* funkcijom ® noSenom u jedini¢noj kugli oko ishodista i za koju
vrijedi f ® # 0. Drugim rije¢ima, promatramo M, f(x) = sup,.,|f * ®,(x)]. Uzmimo,
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dalje, atom a prostora H” noSen u kugli B s centrom X. Neka je B* takoder kugla s centrom
X, ali dvostruko vecéeg radijusa od B. Gornji integral sada razdvajamo na

(Moa(x))? dx = f (Moa(x))? dx + f (Mopa(x))? dx.
B* R

R~? n\B*

Vrlo jednostavan racun pokazuje da za x € B* imamo Moa(x) < c|B|~'/?. Ostaje razmotriti
Sto se dogada za x ¢ B*. Uzmimo da je d najmanji prirodni broj takav da d > n(p~' — 1)
te sa g, oznaCimo Taylorov polinom stupnja d funkcije y — ®,(x — y) oko X. KoriStenjem
momentnih uvjeta (iii) dobivamo

(a* ®)(x) = f a)(x - y)dy = f aI[P(x = y) = gyl dy

R

- f a[P(x = y) = g, ()] dy.

B
Prisjetimo se sada uobi€ajenih ocjena ostatka u Taylorovom razvoju, naime

|Y‘_-XW+1

D, (x = y) = (W] < C e

Medutim jey € B, x ¢ B*, a @ je noSena u B(0, 1) pa mozemo uzeti t > c|x — x|. S druge
strane, oznac¢imo li sa r radijus kugle B, vrijedi ocjena |y — X| < r pa dobivamo

n+d+1
Moa(x) < c( ) -|B[7YP. (2.18)

|x — x|
Zbog naseg odabira broja d vrijedi (n+d+ 1)p > n pa dobivamo (2.17). Time smo pokazali
da su atomi uistinu i elementi prostora H”.

Uzmimo sada neku kolekciju {a,} H” atoma i niz kompleksnih brojeva (1;) konacne /”
norme, odnosno, takav da vrijedi ) ; ||’ < co. Tvrdimo da tada i red

f= Z Lty (2.19)
k

konvergira u smislu distribucija i vrijedi ||f|lzr < ¢ [A4P)!7, to jest, f se nalazi u H”.
Da bismo se u to uvjerili uo¢imo da, u slucaju da je gornji red konvergentan (u 9’) to
zbog neprekidnosti konvoluiranja distribucije s test funkcijama (vidi teorem [1.3.4)) lako
dobivamo

Mof =My [Z /lkak] < Z | Al Moa.
3

k
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S druge strane, jer je p < 1, vrijedi

p
[Z |/1k|M061k] < Z |AlP (Moax)”.

k k

Kombiniranjem prethodnih dviju nejednakosti te integriranjem slijedi

f Mof @)1 dx < Y |4l f [Moa())” dx < > 1l
k k

Sto dokazuje konvergenciju (2.19) u H” normi. Prisjetimo li se napomene [2.1.6] (ii) za-
kljucujemo da taj red, Stovise, konvergira i u smislu distribucija.

Napomena 2.2.4. Uocimo da smo prethodnim postupkom dokazali da je potprostor (a lako
Jje provjeriti da on to doista i jest) konacnih linearnih kombinacija atoma H? gust u H? —
to slijedi zbog konvergencije reda u H? normi. Stovise, uzmemo li u obzir definiciju
H? atoma [2.2.1] moZemo primijetiti i da je tu doista rije¢ o prostoru ogranicenih funkcija
s kompaktnim nosacem koje zadovoljavaju momentno svojstvo (iii) iz te definicije.

Naposljetku dolazimo i do glavnog rezultata u ovom odjeljku, a radi se o stanovitom obratu
prethodne konkluzije.

Teorem 2.2.5. Neka je p < 1. Tada svaki f € H? moZemo prikazati kao sumu odredenih
H? atoma, kao u . Stovise, taj ée red konvergirati u H? normi, a vrijedi i

DI < It
k

Prije nego §to ponudimo dokaz ovog teorema navodimo jedan rezultat o gustoéi u H” te
odredene nove pojmove i odnose, a koji se pojavljuju u dokazu propozicije [2.2.2]

Lema 2.2.6. Neka je O < p < 1. Prostor lokalno integrabilnih funkcija je gust u H?.

Za lokalno integrabilnu funkciju f Zelimo dobiti familiju {Q;} iz Clader6n-Zygmundove
dekompozicije. To radimo tako da za odabrani @ > 0 prvo uvedemo skup O = {x : Mf >
af}ﬂi nademo njegovu Whitneyjevu dekompoziciju {Q;} (vidjeti propoziciju [0.3.11). Za
b > 1 promatramo “napuhane* kocke »Qy. Stovise, uzmemo li b dovoljno malen, zbog
svojstava familije {Qy}, zakljuCujemo da moZemo posti¢i UQ; = O te da familija {Q;} ima
svojstvo ograni¢enog presjeka.

*Ovdje, kao i u ostatku, uzimamo da M = Mg za prigodno odabranu kona¢nu familiju; vidjeti i uvod u
ovaj odjeljak.
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Sada nastavljamo naSu konstrukciju. Neka je { € C* pozitivna funkcija koja na stranici
kocke oko ishodisSta brida duljine 1 postiZze vrijednost 1, a iS€ezava izvan koncentricne
kocke sa stranicama duljine @ > 1 (uzimamo da je b > a). Nadalje, postavimo (x) :=
{([x — x¢1/L) gdje je x; centar kocke Qy, a [; duljina njene stranice. Uzmemo li sada

M= ()4
J

lako provjeravamo da je yo = Y7 te da je svaka funkcija n, noSena u Q; = aQy.
Konacno, elemente b, dobivamo tako da stavimo b, = (f — cx)n 1 konstantu ¢; podesimo
tako da b, zadovoljava momentni uvjet f by = 0; to jest, odabiremo ¢; = f S/ f k-

S ovim osnovnim elementima Clader6n-Zygmundove dekompozicije na umu, spremni Smo
dokazati lemu

Dokaz leme[2.2.6l 1deja je za f € H pronaéi odgovaraju¢u dekompoziciju kao u propozi-
ciji2.2.2} f = g + b. Tada bi, koriStenjem tvrdnji (ii) i (iii) iz te propozicije, imali

IBIE, = MBI}, < > IMobilly, < ¢ f{w} (MY dx
k >

Sto bi davalo ||b||g» — 0 kada @ — O pri ¢emu je a parametar dekompozicije. Osim toga,
tvrdnja (1) bi davala da je g lokalno integrabilna pa bi upravo to bio trazeni aproksimirajuci
niz. Nazalost, problem je u tome Sto u ovom trenutku nije jasno postoji li zaista takva de-
kompozicija za proizvoljnu distribuciju iz H? koja zadovoljava navedena svojstva (1)-(iii).

Pokusat ¢emo iznadi slicnu dekompoziciju, ali sa nesto opéenitijim svojstvima. Za pocetak,
uoc¢imo da b, moZemo definirati kao i u malocas predstavljenoj konstrukciji: b, = (f —
¢k, razlika je Sto su sada b distribucije s kompaktnim nosacem. Svakako je, dakle,
smisleno promatrati njen integral (vidjeti napomenu (0.2.11]), a sli¢no kao i prije dobivamo
f by = 0. Nadalje, moZe se pokazati da za kocke Q; kao gore vrijede nejednakosti

Mobi(x) < cMf(x), x€ Q; (2.20)
te
n+1
Mobi(x) < ca—F——, x¢ Q; (2.21)
Ix _ xk|n+1

pri ¢emu [; oznacava duljinu brida kocke Q. Te se nejednakosti dobivaju analognim pos-
tupkom kao i ocjene (24) i (25) u tocki 2.1.3 iz dokaza propozicije 2.1 u [18]].
KoriStenjem tih dviju nejednakosti direktno dobivamo da vrijedi (ii) kao u propoziciji[2.2.2]
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Sto nam je, pak, dovoljno za ostvarivanje konvergencije reda ), by u H” normi pa, pos-
ljedi¢no, i u smislu distribucija. Stavimo b = ), by pa — nakon svega reCenog — za-
kljuujemo da je distribucija g = f — b dobro definirana.

Preostaje nam jo§ zakljucak (i) iz propozicije [2.2.2] zamijeniti s nejednako$cu koju znamo
dokazati 1 bez pretpostavke da je f lokalno integrabilna, a koja ¢e istovremeno biti dos-
tatna da dobijemo lokalnu integrabilnost od g. Na ovom mjestu joS jednom svjedoCimo
prakti¢noj vrijednosti maksimalnih operatora — pokazat e se da je dobra surogat-ocjena
sljedeca:

n+1
lk

X — xkl)n+] '

Mog(x) < cMF(X)yo(x) + car Z 7 (2.22)
7 Uk + |

Zaista, ona odmah daje

fMogdecf Mfdx+cozZ|lk|”.
Mf<a} A

S druge strane, vrijedi

Ll = 1Okl = al{Mf > a}l = l_pf Pdx < 1_’7f(/\/1 )d
aZk:k Q’Z W= adiMf >al|l =a {Mfm}a x<a ) dx

fode a'™? f(Mf)”dx

pa iz naSe gornje nejednakosti dobivamo g € H'. Prisjetimo li se napomene s kraja pret-
hodnog odjeljka, znamo da je g € L' pa je tvrdnja dokazana.

Dakle, duzni smo jos§ jedino dokazati (2.22)). To ¢emo posti¢i promatranjem dva slucaja.
Uzmimo prvo da x ¢ O. Tada ocito vrijedi Myg < Mof + >, Mob,. Osim toga je i
|x— x¢| > ¢l buducida x ¢ O1 x; je centar od Q; te [; duljina njenog brida. Stoga, koristeci

(2.21])), dobivamo

n+1
cal k

(e + |x = xg )t

Mobk(x) <

Kako je ocito zadovoljeno i Myf < cMf vidimo da[2.22] vrijedi u slu¢aju x ¢ O.

Uzmimo sada da je x € O; tada je jamaCno x € Q; za neko m. Sada cemo kocke Q;
iz particije skupa O promatrati u kontekstu njihove udaljenosti od Q; ; promatramo dvije
klase kocki: one “bliske” Oy, to jest, one za koje je Oy, N O; # 0 i one “daleke”, to jest,



POGLAVLIJE 2. HARDYJEVI PROSTORI 38

takve za koje je Q0;, N O; = 0. Jasno je da postoji neka konacna i fiksna gornja granica
za broj kocaka “bliskih” nekoj Q) — 1 ta granica ne ovisi o m. MoZemo, stoga, pisati

8 = (f = Lbiiske b1) = Ldateke Dk-
Kao i u prethodnom slucaju, pomocu (2.21)) i ¢injenice da vrijedi |x — x¢| > cli, za “daleke”
kocke dobivamo ocjenu

n+1
cal}

(I — |x = xeyre?

Moby <

pa zakljucujemo da je

ln+1

k
M D, bosca ), Gpi e

daleke daleke

Ostaje joS vidjeti Sto se dogada sa komadom f — )i« Pk- Prema prijasnjoj je konstrukciji

by = (f —com pajei
f_zbk:f_ank_chnk-

bliske bliske bliske

Prema tome vrijedi

Mo(f = > b)) < Mol f(1= > ]+ D led Mo(me).

bliske bliske bliske

Preostaje samo ocijeniti desnu stranu. MoZe se pokazati da vrijedi
lckl < car

(vidjeti nejedakost (22) u tocki 2.1.2. iz dokaza poopcéenja Clader6n-Zygmundove dekom-
pozicije u [18]).

Takoder, kao $to spomenuli, sve su sume u gornjem rastavu konacne. Opet, slicno kao i
prije, buduci da je x € Q) 11, > c|x — x|, zakljuCujemo

1
calht
(lm + |X - xm|)n+1 .

D ledMo(m) <

bliske

Konacno, za ocjenu prvog ¢lana s desne strane promatramo [ (1 — > pjicke %) * ©/](x). Samo
su dvije mogucnosti: ako je ¢ < cyd(Q,, O°) (d oznacava udaljenost dva skupa definiranu
u standardnom smislu) za neku odabranu, dovoljno malenu, konstantu ¢y, onda jamacno
vrijedi [ f(1 — Xpiiske k) * @;]1(x) = 0. Zaista, po definiciji preslikavanja n; ¢e 1 — D pjicke Tk
1S¢ezavati na Q) , a @, je noSena u kugli oko ishodiSta radijusa ¢, B(0, 7) pa tvrdnja slijedi
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zbog odabira t. S druge strane, imamo li > ¢od(Q,,, O°), moZzemo pokazati da Ce vrijediti
ocjena

Mo(f)(x) < eMf(x)

(vidjeti raspis gore vec referencirane ocjene 25 iz [18]]), a jasno je da vrijedi i Myf < cMf

pa lako slijedi ocjena i u ovom slucaju.

Summa summarum, i u slu¢aju x € O smo dokazali ocjenu (2.22)) pa je dokaz leme dovrsen.
O

Sada smo spremni prijeci na dokaz glavnog rezultata.

Dokaz teorema Tvrdnju ¢emo prvo dokazati uz dodatnu pretpostavku da je nasa dis-
tribucija f lokalno integrabilna funkcija. U opcenitom slu€aju tvrdnja slijedi po gustoci
jednostavnom modifikacijom argumenta.

Pretpostavimo, dakle, da je f lokalno integrabilna. Za svaki j € Z sada promatramo
poopcenu Claderén- Zygmundovu dekompoziciju funkcije f sa a jednakim 2/, Pri tome
oznatavamo f = g/ + b/ i b/ = Y, b, a svaki je b] dan sa b, = (f — )i, gdje c; biramo
po analogiji s prethodnom konstrukcijom. Nadalje, oznacimo li O/ = {x : Mf(x) > 2/
o¢ito imamo O/*' 0/, a dobivamo i da je svaka funkcija b} noSena u Q;" uz U.Q; = O’
Konacno, kocke Q,ix su dobivene “napuhivanjem‘ kao u konstrukciji koja je prethodila
ovom dokazu.

Uocimo sada da zacijelo imamo g/ — f u H” normi kada j — oco. Zaista, sli¢cnim rezoni-
ranjem kao i prije te eksploatacijom tvrdnji (ii) i (iii) iz propozicije 2.2.2] slijedi

167117, = f (Mo’ dx < Z f (MobYdx < | (Mf)Ydx = f (M) dx — 0.
X vy

i Mf>27

Kao i malocas, opet zaklju¢ujemo da g/ — f i u smislu distribucija. Osim toga, tvrdnja (i)
iz iste propozicije daje |g’| < ¢2/ pa vrijedi

g’ — 0 uniformno kada j — —co.
Kombiniranjem tih dviju ¢injenica i jednostavnim argumentom teleskopiranjem dobivamo
f=8" -8 (2.23)

pri ¢emu konvergenciju promatramo u smislu distribucija.
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Nejednakost trokuta daje |g/*' — g/| < ¢2/. S druge strane je g/*' — g/ = b/ — b/*! pa
zakljuéujemo da je g/*! — g/ noSena u O/. Dakle, umjesto (2.23) moZemo pisati

F=>"" -l (2.24)
Jik

Sa B’ ozna¢imo kuglu opisanu Q’ i stavimo aje = (g - gj)n' c 12— j|Bj|“/” O¢ito
je ajx noSena u B., a vrijedi i la | < |B’| Vr. Zeljeli bismo, uz A;; = c21|B’|1/" iz
dobiti tvrdnju. Nazalost, a;; su tek “zamalo” atomi jer ne zadovoljavaju momentne uVJete.
U ostatku ovog dijela dokaza radimo na dostatnom profinjenju gornje dekompozicije kako
bismo postigli Zeljena svojstva ponistavanja.

Sada oponasamo postupak u dokazu propozicije[2.2.2]pa Citatelja pozivamo da detalje upot-
puni revizijom ve¢ referenciranog dokaza u [18]. Oznac¢imo prvo sa 7{; Hilbertov prostor
(kompleksnih) funkcija definiranih na Q,’:‘ uz skalarni produkt

[ F(0)g(om](x) dx
f ni(x) dx .

Jasno, u H ,f drZzimo da leZe to¢no one funkcije kojima je norma inducirana gornjim skalar-
nim produktom konacna.

Za prirodan broj d, u H] sada promatramo kona¢no-dimenzionalni potprostor polinoma
stupnja < d kojeg oznaavamo sa 7—(,5 ;- Neka je P',i ortogonalni projektor na taj potprostor;
tada je

(f,& = (2.25)

= PI(f).

Lako je uvjeriti se da je polinom ci takav za koji imamo momentno svojstvo

f (f - cinhgdx =0 (2.26)

za sve polinome g stupnja < d. (Za ponesto detaljniji pregled ove konstrukcije vidjeti toCku
2.4.1 u dokazu propozicije 2.1 u [18]).

Odaberimo sada jedan j € Z i1 drZzimo ga fiksnim. Radi jednostavnije notacije piSemo samo
Pi = Py. Nadalje, promatramo polinom c¢;; zadan sa

cer = PG = e Dl (2.27)

Neka je {e,,} baza prostora H, ,f 4~ Moze se provjeriti da je tada P(x, y) = >, ex(x)ex(y) jezgra
operatora P/ drugim rije¢ima, vrijedi

Plf(x) = f PCx, )f0)n)(y) dy.



POGLAVLIJE 2. HARDYJEVI PROSTORI 41

Sad je lako zakljuciti da je ¢;; # 0 samo ako su indeksi k 1 / takvi da je zadovoljeno
N Qo +1* % 0. Odista, u gornjem se integralu pojavljuje ¢lan nk(y)nj“(y) pa je tvrdnja

Jasna

Na nacin slican onome na koji se dobivaju ocjene (22) i (22") u spomenutom dokazu pro-

pozicije moZe se pokazati da vrijedi

lewm] ™ < €27, (2.28)

Uocimo sljedeci racun.
j+1 ] _ b] b]+1 Z(f _ Ck)nk Z(f ]+1 j+1.

Posljednja jednakost slijedi neposredno iz dekompozicije by s pocetka ovog dokaza.
Sad tvrdimo da vrijedi zapis

gt — gl = ZA;' (2.29)
k
pri cemu je

= (f =) - Z(f e/l n + ch,m{”. (2.30)

Kako bismo se u to uvjerili prisjetimo se prvo da — po konstrukciji — imamo }}; n,{ = 1.
To daje

Z(Z(f j+1 j+1 ]j{) [Z(f J+1 J+1J an Z(f j+1 J+1'

Takoder, uvaZzimo li tu opservaciju i u (2.27)), dobivamo

D= Z PPN =™l =PI (f = ) Z n| =

k
= P’”(f) P ™y =P (H-PM(H=0

+1 j+1
=P/ [f-c]

Promotrimo li iznova dekompoziciju (2.23)) vidimo da moZemo pisati
F=>> Al
Jk

Uocimo sljedeca svojstva Ai.
(i) A; je sadrzana u kugli koja sadrzi Q] i sve Q{”* koje imaju netrivijalan presjek s Q.
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Zaista, prisjetimo se da je ni nosena u Qj{ C Qi* pa vidimo da tvrdnja jamacno vrijedi za
prva dva ¢lana u (2.30), a za posljednji ¢lan slijedi istim udarcem uvaZimo li opasku nakon
lb Stovise, kako je 0/*' ¢ 0/ to — &im je Q) N Q/*' # O — pronalazimo konstantu
¢ tako da vrijedi diam(Q;") > ¢ diam(Q; ”*) Imajuéi to na umu, vidimo da smo B; mogli
odabrati tako da vrijedi |B]| = c|Q;].

(ii) |A;| < ¢2/. Da se uvjerimo da je tome zaista tako primijetimo prvo da dio u 1| koji
sadrzi f mozemo izraziti kao

="l = - xoryes
l

(prisjetimo se definicije i svojstava funkcija 77;, i ¢;,) a po svojstvima Clader6n-Zygmundove
dekompozicije znademo da tamo imamo | f| < ¢2/. Za ostale Elanove jednostavno koristimo

ocjenu (2.28) kao i

dleinll < c2/

(vidjeti nejednakost (22") u dokazu propozicije 2.2.2u [18])
(ii1) A’ zadovoljava momentne uvjete iz definicije atoma prostora HP. Prisjetimo i se

korolara odmah dobivamo da tvrdnja vrijedi za bJ =(f- ck)nk Nadalje, po definiciji
polinoma Cx; Imamo

(f ]+1 {+1nljc Ck,l’]{ — (f ]+1 ;+ln£ + P{H[(f J+1)nk] j+l1
={(f - ’“)nk P = ¢/ Dl
pa zakljuCujemo da je ¢lan (f — ¢ +] ) +177£ — ' okomit (u odnosu na prethodno defi-

nirani skalarni produkt) na prostor polinoma stupnja < d pa tvrdnja slijedi. 4
Sada smo skoro gotovi s naSom konstrukcijom. Imamo f = 3 ;; A pa stavimo a; =

¢ 27|BIITVPAT i Ay = c21|B]|‘/” Prema gornjim razmatranjima tada vrijedi f = 3 Ajual,
a takoder znamo i da su ] atomi. Osim toga, imamo i

S =Y 2= Y orgl = Y oM > ) @23
Ik Jk Jk J
< f (Mf)Y dx < ¢ f MPP dx = [IfIl5,. (232)
Mf>27}

Druga jednakost u prvom redu slijedi po komentaru u (i) gore, a prva nejednakost se dobije
tako da jednostavno uo¢imo

f (MPP dx > 2P| MS > 27)].
Mf>27}

Ovdje je diam(Q) oznaka za duljinu prostorne dijagonale u kocki Q.
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Time je, dakle, tvrdnja dokazana za lokalno integrabilne funkcije.

Uzmimo sada proizvoljnu distribuciju f € H”. Po lemi [2.2.6] pronalazimo niz lokalno
integrabilnih funkcija (f,,) takav daje fo = 01 f,, = fu |l - |lu» kada m — oo. Stovise,
moZemo pretpostaviti i da za svaki m € Ny vrijedi || o1 — fullyy < 277 IS, U to se
uvjerimo evociranjem dokaza propozicije[0.1.6)i poistovjecivanjem odgovarajuceg podniza
sa samim nizom. Teleskopiranjem stoga jednostavno zaklju¢ujemo da vrijedi

£=) (et = )

pri ¢emu konvergenciju, naravno, promatramo u H” normi, a koja jam¢i i konvergenciju u
smislu distribucija. Konacno, kako su sve funkcije f,,+1 — f,» lokalno integrabilne, moZemo
uzeti njihovu atomarnu dekompoziciju kao u prethodnom dijelu dokaza ¢ime dobivamo

— Jom
f= Z Aya;.

m, j,k

Osim toga, vrijedi 1

I3 < e ) Nt = Fulliy < AN
Js

m, j,k
pa je time dokaz tvrdnje zavrSen. m|

Naposljetku napomenimo da postoje 1 drugaciji nacini da se pristupi iznalaZenju sastavnih
jedinica Hardyjevih prostora (u naSim su razmatranjima tu ulogu imali atomi). Primjerice,
uvjet (ii) iz definicije smo mogli zamijeniti slabijim zahtjevom

1 1/q
(E f Ialqu) < |BIr
B

pri ¢emu uzimamo g > lzap = 1 te g = 1 za p < 1. Doista, da bismo pokazali da su
tako definirani atomi elementi prostora H” klju¢no je bilo osigurati da vrijedi nejednakost
(2.17), a nju i u ovom slucaju dobivamo na gotovo posve isti nacin. Uzmimo da nas za-
nima slu¢aj p = 1ig > 1. Razlika je jedino u argumentaciji nejednakosti (2.18)); naime,
po maksimalnom teoremu za standardni Hardy-Littlewoodov maksimalni operator
imamo fB(Ma)q dx<c fB lal? dx pa slijedi primjenom Holderove nejednakosti.

Po teoremu [2.2.5] sada zakljuCujemo da ovakve “generalizirane” atome mozemo aproksi-
mirati nasSim uobicajenim atomima. Postoje jo$ neki nacini generalizacije pojma atoma i
tada govorimo o molekulama prostora H”; za vise detalja vidjeti poglavlje 3, tocku 5.7. u
[18].



Poglavlje 3

Dualnost prostora H l'iBMO

U prethodnom smo poglavlju vidjeli da je prostor H' — u izvjesnom smislu — prirodna
zamjena za L' (vidjeti, recimo, raspravu na kraju prvog odjeljka u prethodnom poglavlju).
Sada naSe napore ponovno usmjeravamo na taj Hardyjev prostor; naime, na problem prona-
laska njegova duala, a centralni je rezultat ovog poglavlja pokazati da je to prostor funkcija
ogranicenih srednjih oscilacijalﬂ(kojeg je uobicajeno oznacavati sa BMO). Takoder, buduci
da je L™ dual prostora L!, o¢ekujemo da ¢e i BMO biti prirodna zamjena za L*.

U prvom dijelu ovog poglavlja dajemo pregled definicije i osnovnih svojstava prostora
BMO, a drugi dio sadrzi iskaz i dokaz ve¢ najavljenog teorema o dualnosti.

3.1 Funkcije ograniCene srednje oscilacije

Kazemo da je funkcija f € Llloc(R”) ogranicene srednje oscilacije ako postoji konstanta

A > 0 takva da za svaku kuglu B C R" vrijedi nejednakost
1
—flf(X)—fBIdeA 3.1
1Bl Jg

pri demu f3 oznacava srednju vrijednost f na kugli B; drugim rije¢ima f3 = |B|™! fB fdx.
Sa BMO oznacavamo prostor svih funkcija ogranic¢ene oscilacije na R” opskrbljenog stan-
dardnim operacijama zbrajanja i mnoZenja skalarom (po tockama).

Takoder, sa || fllsmo 0znacimo najmanji A za koji vrijedi (3.1)); lako je provjeriti da smo
time zadali normu na prostoru BMO.

Navedimo sada i1 neka jednostavna svojstva prostora BMO.

lengl. bounded mean oscillation.

44



POGLAVLIE 3. DUALNOST PROSTORA H' I BMO 45

Napomena 3.1.1. (i) Strogo uzevsi, elementi prostora BMO su definirani samo do na
aditivnu konstantu buduci da su, ocigledno, upravo konstante nul-elementi u || - ||gyo-

(ii) Pretpostavimo li da smo u (3.1)) fg zamijenili s proizvoljnom familijom konstanti {cg}
prostor BMO bi ostao isti. Zaista, vrijedi |cg — fp| < A jer

),
< — | leg— fldx < A.
B ),

1
lcs — fil = ‘@fB(CB—f)dx

Ta nam je opservacija dostatna za zakljucak:

1f 1 1
— |f - |dx£—f|c — |dx+—f| —cpldx < 2A.
B ), Bl J, 15 B ), e

Jednostavna je vjezba, koristenjem navedene cinjenice, dokazati i da smo u nasoj
definiciji, umjesto kugli, mogli promatrati i familiju svih kocki u R".

(iii) Bjelodana je cinjenica da svaka ogranicena funkcija pripada prostoru BMO. Obrat,
medutim, ne vrijedi, a jednostavan je protuprimjer funkcija f(x) = log|x|. Da bismo
se uvjerili da je f doista u BMO, uocimo prvo da je tvrdnju dovoljno dokazati na
kuglama radijusa 1. Zaista, prema (ii) je dovoljno dokazati

1
ﬁﬁlloglxl—cBldx (3.2)

pa, ako B nije radijusa 1 provodimo zamjenu varijabli x — 0x (uz prikladno oda-
brani o) te iskoristimo Cinjenicu da je log|6x| = log |x| + log|d|. Time dobivamo

1f 1
— | |log|x| — ¢ Idx:Tfllo |x| — cpdx
Bl Jy ET T T gy R TR

gdje je B kugla koncentri¢na sa B, ali radijusa manjeg od 1.
Neka je sada B kugla sa sredistem u xo. Ako je ||xoll < 1 (3.2) vrijedi uz odabir
cg = 0, a inace uzimamo cp = log |xo|.

3.2 Dualnost

U ovom odjeljku dokazujemo da za svaki neprekidni linearni funkcional [ na H' postoji
prikaz

I(g) = fR fgdx, g e H (3.3)
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pri ¢emu je f prigodna BMO funkcija.

Medutim, vidjeti éemo da gornji integral ne mora apsolutno konvergirati za proizvoljnu f €
BMOi g € H'. Tome ¢emo dosko¢iti tako da prvo uzmemo da g pripada nekom “dobrom”
potprostoru od H'; pokazat éemo da je potprostor ogranicen distribucija g s kompaktnim
nosacem 1 takvih za koje je f g dx = 0 dobar odabir. Taj ¢emo potprostor oznatavati sa H,
i on se oCigledno podudara s prostrom svih kona&nih linarnih kombinacija H' atoma, a za
koji znamo da je gust u H' (vidjeti napomenu .

Kako je BMO c Ll‘OC lako dobivamo da integral u apsolutno konvergira. Nadalje,
nejednoznacnost iz napomene (1), ovdje ne uzrokuje probleme upravo zbog pretpos-
tavke f g dx = 0. Sada smo spremni iskazati glavni rezultat ovog poglavlja.

Teorem 3.2.1. (a) Neka je f € BMO. Tada se linearni funkcional | zadan formulom
na H! moZe na jedinstven nacin prosiriti do neprekidnog linearnog funkcionala
na H' i to tako da vrijedi

il < clifllsuo-

(b) Obratno, za svaki neprekidni funkcional | na H' moZemo pronaéi f € BMO takvu da

vrijedi i
1A llzazo < €I

Dokaz. Uzmimo neku f € BMO. Da bismo dobili tvrdnju (a), dovoljno je pokazati da je
funkcional dan u (3.3) neprekidan na H! jer tvrdnja tada slijedi koriStenjem teorema m
Mi ¢emo dokazati da za proizvoljnu g € H!, tovise, vrijedi ocjena:

fnfgdx

Ukoliko je f ogranicena, gornju ocjenu nije teSko dobiti. Zaista, neka je g = X, Arax
atomarna dekompozicija od g. Znamo da tada red ), A;a; konvergira i u L'(R") normi pa
mozemo pisati

< cllfliemollgll- (3.4)

[Lrean=Y [ swawas
R - R

Zbog momentnog uvjeta kojeg a;, kao H' atomi, zadovoljavaju, vrijedi

ffak dx= | [f(x) - flax(x)dx
By
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pri éemu je a; noSena u By. Kako je, nadalje, |a;| < |B|™!, koriStenjem dobivenih jednakosti

slijedi
[ s

Po nasem teoremu o atomarnoj dekompoziciji — naime, teoremu [2.2.5|— dobivamo da je
nejednakost (3.4)) dokazana u slucaju da je f ogranicena.

Da bismo nejednakost dokazali za opéenitu f € BMO koristimo aproksimacijski argument.
Uzmimo g € H!; bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da f postize realne
vrijednosti (u suprotnom promatramo realni i imaginarni dio te postupamo kao u nastavku).
Uoc¢imo sada preslikavanja

| Akl

S;EimeﬁMMSZWHWWQ

-k za f(x) < —k,
fO=2fx) za —k< f(x) <k,
k za k< f(x)

gdje uzimamo k € N. Jasno je da su uvedena preslikavanja ogranieni elementi BMO pa
prema netom dokazanom vrijedi | f FfPgdx| < c|lf®llsmollglly . Nadalje, nije teko vidjeti
da je ||/®llsmo < cllfllemo pa, StoviSe, imamo |ff(k)g dx| < cl|fllemollgllz- Konacno,
kako o¢igledno vrijedi f® — f gotovo svuda to po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj
konvergenciji vrijedi . Primijetimo jo§, naposljetku, da ograni¢enost funkcija f®g
dobivamo koriStenjem Cinjenice da je g € H..

Da bismo dokazali obrat, odaberimo prvo neku kuglu B ¢ R". Neka L2 oznaava prostor
svih L? funkcija noSenih u B; norma na tom prostoru je ||g|| 2 = ( fB lgI? dx)l/z. Nadalje,
sa L%a,o ozna¢imo potprostor od L% sainjen od onih funkcija za koje vrijedi fB gdx = 0.
Uoc¢imo da funkcije s ovakvim opisom mozemo prikazati kao viSekratnike generaliziranih
H' atoma kao na kraju prethodnog poglavlja, a slicnim ratunom kao i u toj opasci takoder
dobivamo ||gllg < clB|'?Igllr2.

Prema gornjemu, znamo da ograniéeni linearni funkcional / na H' (za kojeg, bez smanjenja
opcenitosti, pretpostavljamo da je norme < 1) mozZemo prosiriti do linearnog funkcionala
na L%;,o — to slijedi iz Hahn-Banachovog teorema (teorem . Nadalje, po Rieszovom
teoremu o reprezentaciji (teorem za Hilbertov prostor Ly i funkcional / pronalazimo
F® € L, sa svojstvom

@Ffﬂmmmzuﬂ% (3.5)
B
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te

1/2
( f |FB(x)P dx) < ¢|B|'?. (3.6)
B

Sada nam je cilj pronadi funkciju f koja ée se od svake funkcije F2 razlikovati samo do na
aditivnu konstantu. Primijetimo prvo da za kugle B, C B, jamacno vrijedi da je funkcija
FB' — FB je konstantna na B;. Doista, kako obje funkcije f%' i f2 daju isti funkcional na
Lél,o jednostavna argumentacija, koriste¢i odgovarajuée reprezentacije oblika , daje
da je tome tako. Funkciju F? iz prethodnog postupka mozemo zamijeniti sa f2 = F? + cp
gdje konstantu ¢z odabiremo tako da je integral od f2 jednak 0 na jedini¢noj kugli oko
ishodiSta. Medutim, tada dobivamo da je f®' = f# na B, ¢im je B; C B, pa na cijelom
prostoru R” mozemo definirati f(x) = f3(x) kada x € B.

Ostaje jo§ pokazati da je f € BMO te da vrijedi formula reprezentacije za svaki g € H'.
Uocimo da je

1 1 12 | 12
Eﬁlf(x)_cﬂdXS(ﬁL'f(x)_CBlzdx) :(ﬁj;'FB(x)'zdx) <e

prva nejednakost slijedi iz Holderove nejednakosti, a posljednja iz (3.6). Konacno, zbog

(3.5) imamo
I(g) = f f(x)g(x)dx
¢imje g € Lé,o za neko B pa je, prema tome, ta reprezentacija zadovoljena i za g € H).

Zbog jedinstvenosti prosirenja neprekidnog operatora sa gustog potprostora (teorem|[0.1.2),
tvrdnja slijedi. O
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Sazetak

Hardyjevim se prostorima klasi¢no pristupa u kontekstu kompleksne analize gdje ih se
promatra na nekom dijelu kompleksne ravnine. U ovom je tekstu, medutim, predstavljen
moderan tretman prostora H”(R"), uz 0 < p < oo, kao klase onih temperiranih distribucija
kojima je prikladno definirani maksimalni operator sadrzan u L”(R") prostoru.

Prvi vaZzni dokazani rezultat tvrdi da maksimalni operator koji koriSten u definiciji moze
biti izabran na nekoliko ekvivalentnih nac¢ina. Osim toga, dokazali smo i da za proizvoljni
f € H? moZemo pronaci familiju {a;} jednostavnijih elemenata te kompleksni niz koefici-
jenata {1} tako da je f = ), Axar u H? normi; elemente {a;} nazivamo atomima, a rezul-
tiraju¢u dekompoziciju atomarnom. Konacno, dan je i detaljniji pregled posebno zanimlji-
vog prostora H' te demonstracija ¢injenice da je njegov dual prostor funkcija ograniene
srednje oscilacije (BMO).



Summary

One classically addresses Hardy spaces in the context of complex analysis where they are
observed on some section of complex plane. In this text, however, a modern treatment of
the HP(R") space, with 0 < p < oo, as the class of those tempered distributions whose
appropriately defined maximal operator is contained in the L”(R") space is laid out.

The first major result that is proved claims that the maximal operator used in the definition
may be chosen in a couple of equivalent ways. Moreover, we proved that for an arbitrary
f € HP a family {a;} of simpler elements and a sequence of complex coefficients {1;} can
be obtained such that f = >}, A.a; in the H” norm; we call the elements {a,} atoms, and the
resulting decomposition atomic. Finally, a thorough overview of a particularly interesting
space H' is given along with the demonstration of the fact that its dual is the space of
functions with bounded mean oscillation (BMO).
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