
Reprezentacije logaritamskih verteks-algebri i
struktura njihovih viših Zhuovih algebri

Čeperić, Ante

Doctoral thesis / Disertacija

2021

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / stručni stupanj: University of 
Zagreb, Faculty of Science / Sveučilište u Zagrebu, Prirodoslovno-matematički fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:503754

Rights / Prava: In copyright / Zaštićeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-29

Repository / Repozitorij:

Repository of the Faculty of Science - University of 
Zagreb

https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:503754
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9519
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9519


PRIRODOSLOVNO–MATEMATIČKI FAKULTET
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REPRESENTATIONS OF 
LOGARITHMIC VERTEX ALGEBRAS 
AND STRUCTURE OF THEIR HIGHER 

ZHU’S ALGEBRAS
DOCTORAL DISSERTATION

Supervisor:

Dražen Adamović
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SAŽETAK

U disertaciji proučavamo familiju logaritamskih C2-konačnih algebri verteks operatora SF(d)+,

poznatu pod nazivom simplektički fermioni. Te algebre verteks operatora se pojavljuju kao

parni dio (ili tzv. Z2-orbifold) superalgebri verteks operatora SF(d). Naš pristup ovom pro-

blemu bazira se na Zhuovima algebrama (koje je uveo Y. Zhu u [69]). T. Abe je u članku

[1] (izmed̄u ostaloga) odredio ireducibilne reprezentacije algebri verteks operatora SF(d)+ i

izračunao Zhuovu algebru u slučaju d = 1.

U prvom dijelu radnje, računamo Zhuovu algebru od SF(d)+ za preostale prirodne d, te po-

moću toga dokazujemo slutnju o dimenziji vektorskog prostora one-point funkcija na SF(d)+,

koju su postavili Y. Arike i K. Nagatomo u članku [15]. Takod̄er, pokazujemo da je dimenzija

Zhuove algebre od SF(d)+ jednaka dimenziji tzv. C2-algebre od SF(d)+ za takve d (slučaj

d = 1 je riješio T. Abe u članku [1]). Općeniti problem odred̄ivanja algebri verteks operatora za

koje vrijedi ta jednakost dimenzija su u članku [40] promatrali M. Gaberdiel i T. Gannon.

U drugom dijelu radnje, bavimo se višim Zhuovim algebrama, generalizaciji pojma Zhuove

algebre, koju su uveli C. Dong, H. Li i G. Mason u [29]. Računamo prvu Zhuovu algebru za

superalgebru verteks operatora SF(1) i algebru verteks operatora SF(1)+. Koliko znamo, ovo

je prvi slučaj računanja više Zhuove algebre za neku logaritamsku C2-konačnu algebru verteks

operatora.
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SUMMARY

In this thesis, we study a family of logarithmic C2-cofinite vertex operatoralgebras SF(d)+,

known as symplectic fermion VOA (of rank d). Those VOAs are an even part (or, equivalently,

Z2-orbifold) of vertex operator superalgebras SF(d). Our approach is through studying Zhu’s

algebras (introduced by Y. Zhu in [69]). T. Abe in [1] determined irreducible representations of

SF(d)+ and calculated Zhu’s algebras in case d = 1.

In the first part of this thesis, we calculate Zhu’s algebra of SF(d)+ for remaining natural d,

and we use this to prove a conjecture on the dimension of vector space of one-point functions

on SF(d)+, posed by Y. Arike and K. Nagatomo in [15]. Also, we show that the dimension of

Zhu’s algebra of SF(d)+ is equal to the dimension of the C2-algebra of SF(d)+ for those d (the

case d = 1 was done by T. Abe in [1]). General problem of determining for which VOAs that

equality of dimensions holds was introduced M. Gaberdiel and T. Gannon in [40].

The second part of this thesis is concerned with higher Zhu’s algebras, a generalization of

the concept of Zhu’s algebra, introduced by C. Dong, H. Li and G. Mason in [29]. We calculate

the first Zhu’s algebra for the vertex operator superalgebra SF(1) and vertex operator algebra

SF(1)+. As far as we know, this is the first calculation of a higher Zhu’s algebra for some

logarithmic C2-cofinite VOA.
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1. UVOD

Verteks algebre i algebre verteks operatora su algebarske strukture koje se u fizici pojavljuju

u konformnoj teoriji polja i teoriji struna (vidi npr. [18]). S matematičke strane, igraju ulogu

u teoriji reprezentacija beskonačnodimenzionalnih Liejevih algebri, geometrijskom Langland-

sovom programu i teoriji tenzorskih kategorija (vidi npr. [34]). Prve matematičke formulacije

teorije verteks algebri su dane u radovima R. Borcherdsa [19] i I. Frenkela, J. Lepowskog i A.

Meurmana [37], i pomoću njih je riješena tzv. monstrous moonshine slutnja J.H. Conwaya i S.P.

Nortona (vidi [20]).

Za matematičku teoriju verteks algebri, vidjeti monografije V. Kac [46], J. Lepowsky, H. Li

[56] i E. Frenkel, D. Ben Zvi [35].

U teoriji reprezentacija algebri verteks operatora, najbolje su proučene racionalne algebre

verteks operatora (to su one algebre verteks operatora koje imaju konačno mnogo ireducibilnih

modula i kategorija modula je poluprosta). U ovoj disertaciji ćemo promatrati logaritamske

algebre verteks operatora, to jest, one algebre verteks operatora koje imaju barem jedan neras-

tavljivi, ali reducibilni modul. Ime dolazi od logaritamskih singularnosti koje se pojavljuju u

korelacijskim funkcijama takvih algebri. Grana fizike u kojoj se pojavljuju se zove logaritam-

ska konformna teorija polja (za neke preglede, vidi [11], [22] (matematička perspektiva) i [24]

(fizikalna perspektiva)).

Još jedna važna kategorija verteks algebri su C2-konačne verteks algebre, to jest, verteks

algebre V za koje vrijedi

dim(V/C2(V ))< ∞,C2(V ) = span{u−2v : u,v ∈V}.

C2-konačne verteks algebre imaju konačno mnogo ireducibilnih modula.

Dvije glavne familije C2-konačnih logaritamskih algebri verteks operatora su triplet algebre

W (p), p ≥ 2 i verteks algebre simplektičkih fermiona SF(d)+,d ≥ 1. Te dvije familije su pove-

zane izomorfizmom W (2) ≃ SF(1)+. U fizikalnoj literaturi se triplet verteks algebra pojavila

1
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u radovima H.G. Kauscha u [48] i [50], a verteks algebra simplektičkih fermiona u radovima

H.G. Kauscha [49] i [50], te H.G. Kauscha i M. Gaberdiela [41] i [42].

U matematičkoj literaturi, rad na triplet verteks algebri su započeli D. Adamović i A. Milas

u radovima [7] i [10], u kojima su (izmed̄u ostaloga) pokazali C2-konačnost od W (p), p ≥ 2, te

klasificirali ireducibilne module i konstruirali nerastavljive reducibilne module za W (p), p ≥ 2.

Vrijedi spomenuti radove D. Adamovića, A. Milasa i X. Lina vezane uz podalgebre triplet

verteks algebre dobivene orbifold konstrukcijom [4], [5], [6] i [12].

Rad na verteks algebri simplektičkih fermiona u matematičkoj literaturi je započeo T. Abe u

[1], koji je (izmed̄u ostaloga) pokazao C2-konačnost od SF(d)+,d ≥ 1, klasificirao ireducibilne

module i konstruirao nerastavljive reducibilne module za SF(d)+,d ≥ 1. Vrijedi spomenuti

rad T. Creutziga i A. Linshawa [23] o podalgebrama verteks algebre simplektičkih fermiona

dobivenima orbifold konstrukcijom. Napomenimo da je M. Miyamoto u [63] nedavno dokazao

da je svaki ciklički orbifold C2-konačne algebre verteks operatora ponovno C2-konačan.

Glavni alat koji je korišten u oba slučaja je bila asocijativna algebra A(V ) pridružena algebri

verteks operatora V koju zovemo Zhuova algebra prema Y. Zhuu koji ju je uveo u svom radu

[69] o modularnosti racionalnih i C2-konačnih algebri verteks operatora. Vrijedi sljedeće: ako

je M slabi modul od V , tada je

Ω(M) = {m ∈ M : vkm = 0, za sve homogene v ∈V t.d. degvk < 0}

reprezentacija asocijativne algebre A(V ). Tada Ω možemo promatrati kao funktor iz kategorije

slabih modula od V u kategoriju reprezentacija od A(V ). Y. Zhu je u [69] pokazao da je u slučaju

kada je V C2-konačna i racionalna Ω ekvivalencija kategorija. I u slučajevima kada V nije takva,

Ω još uvijek može dati vrijedne informacije o reprezentacijama algebre verteks operatora V .

Y. Zhu je u [69] pokazao da P(V ) :=V/C2(V ) ima prirodnu strukturu Poissonove algebre,

te da vrijedi nejednakost

dimA(V )≤ dimP(V ). (1.0.1)

Općeniti problem odred̄ivanja algebri verteks operatora V za koje vrijedi jednakost u (1.0.1) su

u [40] promatrali M. Gaberdiel i T. Gannon, te dali neke primjere i neke kontraprimjere takvih

algebri. To pitanje je razmatrano za neke racionalne algebre verteks operatora u [33] i [32].

U [7] i [10] su D. Adamović i A. Milas u potpunosti odredili Zhuovu algebru za W (p), p ≥ 2

i pokazali da jednakost (1.0.1) vrijedi u svakom slučaju. Taj problem je promatran i za neke

podalgebre od W (p) u [4] i [5]. Napomenimo da nije lako naći primjere logaritamskih VOA
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gdje je dimA(V ) < dimP(V ). U [10][Remark 4] je napisana slutnja da stroga nejednakost

vrijedi slučaju c = 0 tripleta (vidi [8]).

T. Abe je u [1] u potpunosti odredio Zhuovu algebru samo za SF(1)+, te pokazao da u tom

slučaju vrijedi jednakost u (1.0.1).

C. Dong, H. Li i G. Mason su u [29] uveli više Zhuove algebre An(V ),n ∈ Z≥0 koje gene-

raliziraju Zhuovu konstrukciju (naime, vrijedi A(V ) = A0(V )). Vrijedi sljedeće: ako je M slabi

modul od V , tada je

Ωn(M) = {m ∈ M : vkm = 0, za sve homogene v ∈V t.d. degvk <−n}

reprezentacija asocijativne algebre An(V ). Svoju primjenu su našle u raznim teoretskim rado-

vima (npr. u M. Miyamotovom dokazu modularnosti C2-konačnih algebri verteks operatora u

[62]), no nema puno primjera konkretnih računa. U [16] i [17], K. Barron, N. van der Werf i J.

Yang su izračunali prve Zhuove algebre za Heisenbergovu algebru verteks operatora i univer-

zalnu Virasorovu algebru verteks operatora. Neke daljnje generalizacije viših Zhuovih algebri

je dao J. van Ekeren u [30].

Napomenimo da pristup putem (viših) Zhuovih algebri nije jedini pristup logaritamskoj kon-

formnoj teoriji polja pomoću asocijativnih algebri. Postoji tzv. Kazhdan-Lusztigova slutnja o

vezi izmed̄u reprezentacija algebri verteks operatora i reprezentacija kvantnih grupa (vidi [51]

i [52]). Vrijedi spomenuti rad B.L. Feigina, A.M. Gainutdinova, A.M. Semikhatova i I.Yu.

Tipunina [44], T. Creutziga, A.M. Gainutdinova, I. Runkela [21], K. Nagatoma i A. Tsuchiye

[64] o kvantnim grupama povezanim s triplet verteks algebrom, kao i radove I. Runkela [66],

A. Davydova i I. Runkela [25], A.M. Gainutdinova i I. Runkela [43] o kvantnim grupama po-

vezanim s verteks algebrom simplektičkih fermiona. Posebno, u [43] autori promatraju vezu

izmed̄u kategorije modula algebre verteks operatora SF(1)+ i kategorije reprezentacija restrin-

girane kvantne grupe U isl(2). Orbifoldi simplektičkih fermiona su nedavno proučavani u radu

D. Adamovića i A. Milasa [13] i radu A. Milasa, M. Penna i J. Wauchopea [60].

Glavni rezultati ove disertacije su upravo izračuni (viših) Zhuovih algebri za (super)algebre

simplektičkih fermiona. U četvrtom poglavlju računamo nultu Zhuovu algebru A(SF(d)+) za

d > 1 (slučaj d = 1 je riješio T. Abe u [1]), te promatramo posljedice tog rezultata (izmed̄u osta-

log i dokaz slutnje Y. Arikea i K. Nagatoma iz [15] o dimenziji vektorskog prostora takozvanih

one-point funkcija na algebri verteks operatora SF(d)+). U petom poglavlju računamo prvu

Zhuovu algebru za (super)algebre verteks operatora SF(1) i SF(1)+, što je, koliko znamo, prvi

izračun neke više Zhuove algebre za logaritamsku algebru verteks operatora.
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Slijedi kratak sadržaj rada s detaljnijim prikazom najvažnijih rezultata.

Poglavlje 2: Verteks superalgebre

U ovom poglavlju navodimo strukturne rezultate potrebne za disertaciju. Ponavljamo defini-

cije verteks superalgebre i superalgebre verteks operatora, te standardne algebarske koncepte

vezane uz njih: homomorfizmi, podalgebre, ideali, generatori itd. U točkama 2.2 i 2.3 dajemo

definicije modula, odnosno zakrenutih modula, za verteks superalgebre i superalgebre verteks

operatora. U točki 2.4 dajemo kratki podsjetnik na Zhuovu teoriju, a u točki 2.5 dajemo de-

finiciju C2-superalgebre i promatramo njenu vezu sa Zhuovom superalgebrom. U točki 2.6

iskazujemo Teorem o generirajućim poljima, koji nam daje jedan način konstrukcije verteks su-

peralgebri, pa zatim u točki 2.7 dajemo definicije i konstrukcije svih verteks superalgebri koje

ćemo susretati u ovoj disertaciji (osim superalgebre simplektičkih fermiona kojom se bavimo u

idućem poglavlju).

Poglavlje 3: Simplektički fermioni

U ovom poglavlju skupljamo na jedno mjesto sve činjenice o simplektičkim fermionima koje

ćemo trebati u ovoj disertaciji.

U točki 3.1 ponavljamo konstrukciju superalgebre simplektičkih fermiona SF(d) iz sim-

plektičkog prostora h2d,d ∈ Z≥1 dimenzije 2d kakva je dana u [1]. Algebra simplektičkih

fermiona SF(d)+ je tada paran dio od SF(d), a neparan dio SF(d)− je modul za SF(d)+.

U točki 3.2 ponavljamo Abeove rezultate o jakim generatorima od SF(d)+, a u točki 3.3

rezultate o automorfizmima od SF(d), odnosno SF(d)+.

U točki 3.4 ponavljamo konstrukciju zakrenutog modula SF(d)θ od SF(d) iz [1]. Taj zakre-

nuti modul nam daje (nezakrenute) SF(d)+-module SF(d)+
θ

i SF(d)−
θ

. U točki 3.5 ponavljamo

konstrukciju logaritamskog SF(d)-modula ”SF(d) iz kojeg vidimo da su SF(d) i SF(d)+ uistinu

logaritamske algebre verteks operatora.

U točki 3.6 navodimo Abeove rezultate o Zhuovoj algebri od SF(1)+ i klasifikaciji ireduci-

bilnih reprezentacija od SF(d)+. Naime, T. Abe je pokazao da za svaki d ∈ Z≥1 SF(d)+ ima

točno 4 neekvivalentna Z≥0-graduirana modula i da su to upravo SF(d)±,SF(d)±
θ

.

U točki 3.7 navodimo veze simplektičkih fermiona SF(d) s ostalim verteks (super)algebrama:

ulaganje u Cliffordovu verteks superalgebru F(d), ulaganje u verteks algebru VZd pridruženu

rešetci Zd , te izomorfizam SF(1)+ ≃ W (2). Niti jedan od ovih rezultata nije originalan, već su

dobro poznati u literaturi (pa tako i u radovima [1] i [7]), no navodimo dokaze jer nam trebaju
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u idućim poglavljima.

Poglavlje 4: Zhuova algebra za SF(d)+

Ovo poglavlje je zajednički rad s D. Adamovićem i objavljeno je u časopisu Journal of Algebra

[14]. Struktura poglavlja prati strukturu članka, i ovdje navodimo važnije izmjene u odnosu na

članak:

∙ Iskaz teorema 4.1.1 je malo proširen u odnosu na iskaz iz članka da se naglasi da izomor-

fizam dolazi od slika reprezentacija od A(SF(d)+) (u članku se to vidi iz dokaza teorema,

ali nije eksplicitno naglašeno u iskazu). Dokaz je isti.

∙ Dokaz leme 4.3.7 je napisan nešto detaljnije nego u članku (ideja dokaza je ista).

Glavni cilj ovog poglavlja je izračunati Zhuove algebre A(SF(d)+) za sve d ≥ 1 (slučaj d = 1

je riješio T. Abe u [1]). Za SF(d)+-modul M imamo reprezentaciju

ρM : A(SF(d)+)→ End(Ω(M)).

Glavni rezultat ovog poglavlja je sljedeći teorem:

Teorem 4.1.1. Neka je d ∈ Z>0. Tada je

A(SF(d)+)≃
⊕
M

im(ρM), gdje je M = ”SF(d)+,SF(d)−,SF(d)+
θ
,SF(d)−

θ
.

Imamo izomorfizme asocijativnih algebri:

im(ρŜF(d)+)≃ Λ(h2d)
+, im(ρSF(d)+

θ

)≃ C, im(ρSF(d)−)≃ im(ρSF(d)−
θ

)≃ M2d(C).

Takod̄er, imamo jednakost dimenzija

dimP(SF(d)+) = dimA(SF(d)+) = 22d−1 +8d2 +1.

Ovdje Λ(h2d)
+ označava parni dio vanjske algebre nad vektorskim prostorom h2d dimenzije

2d).

U točki 4.2 promatranjem modula M = ”SF(d)+,SF(d)−,SF(d)+
θ
,SF(d)−

θ
konstruiramo

epimorfizam s A(SF(d)+) na
⊕

M im(ρM). Posebno, tada imamo dimA(SF(d)+) ≥ 22d−1 +

8d2 +1.

U točki 4.3 eksplicitno konstruiramo sustav izvodnica za P(SF(d)+) kardinalnosti 22d−1+

8d2 +1, te tada iz

22d−1 +8d2 +1 ≤ dimA(SF(d)+)≤ dimP(SF(d)+)≤ 22d−1 +8d2 +1

5
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dobivamo teorem.

Točka 4.4.1 je posvećena dokazu slutnje Y. Arikea i K. Nagatoma iz [15]. Autori su u

[15] promatrali vektorski prostor one-point funkcija na SF(d)+ (oznaka: C1(SF(d)+)), te su

pokazali da vrijedi

dimC1(SF(d)+)≥ 22d−1 +3. (1.0.2)

Pokazali su i sljedeći teorem:

Teorem 4.4.7 ([15], Theorem 3.3.6). Neka je V C2-konačna algebra verteks operatora. Pret-

postavimo da je svaki prosti modul za V beskonačne dimenzije. Tada vrijedi

dimC1(V )≤ dimSV .

Napomena: SV je oznaka za vektorski prostor simetričnih funkcionala na A(V ). Pomoću tog

teorema i Abeovog rezultata o A(SF(1)+ su mogli zaključiti da u slučaju d = 1 vrijedi jednakost

u (1.0.2). Sada, zbog teorema 4.1.1 možemo zaključiti:

Teorem 4.4.8. Za sve d ≥ 1, vrijedi

dimC1(SF(d)+) = 22d−1 +3.

U točki 4.4.2 promatramo još neke posljedice teorema 4.1.1:

∙ Centar od A(SF(d)+) je izomorfan Λ(h2d)
+⊕C⊕3 (vidi korolar 4.4.9).

∙ Minimalni polinom od [ω] ∈ A(SF(d)+) je

md(x) = xd+1(x−1)(x+d/8)(x+d/8−1/2)

(vidi korolar 4.4.9).

∙ Stupanj nilpotentnosti od ω ∈ P(SF(d)+) je

sd =

5, d ≤ 4

d +1, d ≥ 5.

(vidi propoziciju 4.4.10).

∙ Invarijantna podalgebra A(SF(d)+)Sp(2d) je generirana sa [ω]. Ovo je iznenad̄ujuće jer

je po radu S. Kanadea i A. Linshawa [47] invarijantna podalgebra verteks operatora

SF(d)Sp(2d) izomorfna W -algebri W −d−1/2(sp(2d), fprin) koja je veća od podalgebre

verteks operatora generirane s ω .

6
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Poglavlje 5: Više Zhuove algebre

Glavni cilj ovog poglavlja je izračunati prve Zhuove algebre za SF := SF(1) i SF+ := SF(1)+,

koristeći slične metode kao za izračun A(SF(d)+). Napomenimo ovdje da je po [1] superalge-

bra verteks operatora SF je jako generirana neparnim vektorima e, f a, algebra verteks operatora

SF(1)+ jako generirana vektorima

ω = e−1 f , E = e−2e, H =
1
2
(e−2 f + f−2e), F = f−2 f .

U točki 5.2 za superalgebru verteks operatora V i n ∈ Z≥0 definiramo

Cn(V ) = span{u−nv : u,v ∈V},Ĉn(V ) =Cn(V )+L(−1)V

i pokazujemo da vrijedi

dimAn(V )≤ dim
(

V/÷C2n+2(V )
)

(1.0.3)

Ovo je generalizacija nejednakosti (1.0.1) (koja se dobiva u slučaju n = 0). Kao i u tom slučaju,

dobivamo da V/÷C2n+2(V ) ima strukturu (superkomutativne i asocijativne) superalgebre koju

ćemo zvati ÷C2n+2(V )-superalgebra.

U točki 5.3 dokazujemo jednu pomoćnu lemu o Ĉ4-algebri od univerzalne Virasorove alge-

bre verteks operatora.

U točki 5.4 računamo prvu Zhuovu superalgebru A1(SF). Promatramo homomorfizam su-

peralgebri

ρ1 : A1(SF(1))→ End(Ω1(”SF)),

te podalgebru A ⊆ A1(SF) generiranu sa slikama vektora e, f ,ω,E,F,H. Glavni rezultat ove

točke je:

Teorem 5.4.8.

1. Vrijedi A1(SF) = A , to jest, A1(SF) je kao asocijativna superalgebra generirana sa sli-

kama vektora e, f ,ω,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam

A1(SF)≃ imρ1 ≃ Λ(h)⊗ (C⊕M2(C)) .

3. Vrijedi

dimA1(SF) = dimC SF/Ĉ4(SF) = 20.

7
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Napomenimo da ovaj rezultat omogućava rekonstrukciju nerastavljivih modula od SF(1)

korištenjem rezultata iz [29].

Ideja dokaza je slična kao za teorem 4.1.1. Prvo pokažemo da je ρ1(A ) izomorfan superal-

gebri Λ(h)⊗ (C⊕M2(C)), te tako dobijemo niz nejednakosti:

dimA1(SF)≥ dimA ≥ dimρ1(A ) = 20.

U drugom koraku nad̄emo sustav izvodnica za Ĉ4-algebru od SF kardinalnosti 20 i pomoću

nejednakosti (1.0.3) ograničimo dimA1(SF) odozgo. U tome nam uvelike pomaže rezultat iz

[7] u kojem su autori odredili strukturu triplet algebre W (2) kao sl(2)×Vir-modula (vidi teorem

5.4.4).

U točki 5.5 računamo prvu Zhuovu algebru A1(SF+) na sličan način. Promatramo podal-

gebru B ⊆ A1(SF+) generiranu slikama vektora ω,E,F,H. Promatrajući reprezentacije od

SF+ dobijemo sedam različitih homomorfizama s A1(SF) (nećemo ih ovdje definirati). Glavni

rezultat je:

Teorem 5.5.7.

1. Vrijedi A1(SF+) =B, to jest, A1(SF+) je kao asocijativna algebra generirana sa slikama

vektora ω,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam

A1(SF+)≃
⊕
M

im(ρM),

gdje je M = ”SF
+
(0),

”SF
−
(1),

”SF
−
(2),(SFθ )k, za k =−1

8 ,
3
8 ,

7
8 ,

11
8 .

3. Imamo izomorfizam

A1(SF+)≃ C⊕2 ⊕M2(C)⊕3 ⊕Λ(h2)
+⊕

(
Λ(h2)

+⊗C M2(C)
)

4. Vrijedi

dimA1(SF+) = dimSF/Ĉ4(SF+) = 24.

Napomenimo, da je prva točka zanimljiva u kontekstu veze simplektičkih fermiona s res-

tringiranom kvantnom grupom U isl(2). Naime, ta kvantna grupa takod̄er ima 4 generatora (vidi

[43] za više detalja).
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2. VERTEKS SUPERALGEBRE

U ovom poglavlju ćemo dati teorijsku podlogu nužnu za razumijevanje ostatka disertacije. De-

taljan pregled aksiomatske teorije verteks algebri je dan u monografijama [56], [37], [46] i [35].

Uvedimo neke osnovne definicije i dogovore. Svi vektorski prostori u ovom radu će biti nad

skupom kompleksnih brojeva C. Vektorski superprostor je Z2-graduirani vektorski prostor

V =V 0̄⊕V 1̄. Za vektore iz V ī za i = 0,1 ćemo reći da su Z2 - homogeni vektori. Za vektore iz

V 0̄ ćemo reći da su parni vektori, a za vektore iz V 1̄ da su neparni. Pisat ćemo p(v) = ī,v ∈V ī.

Za potprostor L od V ćemo reći da je Z2-homogen ako vrijedi

L = (L∩V 0̄)⊕ (L∩V 1̄).

Tada L ima Z2-gradaciju s Lī = L∩V ī za i = 0,1. Takod̄er, za Z2-homogen potprostor L vrijedi

V/L = (V 0̄/L)⊕ (V 1̄/L),

pa imamo Z2-gradaciju (V/L)ī =V ī/L za i = 0,1.

Neka su sada V,W vektorski superprostori. Za linearno preslikavanje ϕ : V →W ćemo reći

da čuva parnost ako vrijedi

ϕ(V ī)⊆W ī, ī ∈ Z2,

odnosno da mijenja parnost ako vrijedi

ϕ(V ī)⊆W 1̄+ī, ī ∈ Z2.

Može se pokazati da se svako linearno preslikavanje V →W može napisati kao zbroj linearnog

preslikavanja koje čuva parnost i linearnog preslikavanja koje mijenja parnost. Tada možemo

uvesti Z2-gradaciju na Hom(V,W ) na sljedeći način:

Hom(V,W )0̄ = {ϕ ∈ Hom(V,W ) : ϕ čuva parnost}

Hom(V,W )1̄ = {ϕ ∈ Hom(V,W ) : ϕ mijenja parnost}.

9



Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Ovime dobivamo i Z2-gradaciju na EndV = Hom(V,V ). Za Z2-homogene A,B ∈ EndV ćemo

pisati

[A,B] = AB− (−1)p(A)p(B)BA. (2.0.1)

Tada [·, ·] zovemo superkomutator. Formalna δ funkcija je formalni red definiran kao

δ (z) = ∑
n∈Z

zn ∈ C[[z,z−1]].

2.1. OSNOVNE DEFINICIJE TEORIJE VERTEKS

SUPERALGEBRI

U ovoj cjelini ćemo definirati strukture verteks superalgebre i superalgebre verteks operatora,

te definirati standardne algebarske pojmove za te strukture. U tome ćemo uglavnom pratiti

izlaganje iz [56] i [58].

Definicija 2.1.1. Verteks superalgebra je ured̄ena trojka (V,Y,1), gdje je V vektorski super-

prostor, 1 ∈V 0̄ istaknuti vektor kojeg zovemo vakuum vektor, a Y linearni operator

Y (·,z) : V → (EndV )[[z,z−1]]

v ↦→ Y (v,z) = ∑
n∈Z

vnz−n−1

koji zadovoljava sljedeće uvjete:

1. Operator Y čuva parnost, to jest, za v ∈V ī vrijedi Y (v,z) ∈ (EndV )ī[[z,z−1]].

2. Za u,v ∈V red Y (u,z)v = ∑n∈Z unvz−n−1 ima konačno mnogo negativnih potencija.

3. (svojstvo vakuuma) Vrijedi Y (1,z) = idV .

4. (svojstvo kreacije) Za v ∈V vrijedi Y (v,z)1 ∈V [[z]], limz→0Y (v,z)1 = v.

5. (Jacobijev identitet) Za Z2-homogene u,v ∈V vrijedi:

z−1
0 δ

(
z1 − z2

z0

)
Y (u,z1)Y (v,z2)− (−1)p(u)p(v)z−1

0 δ

(
z2 − z1

−z0

)
Y (v,z2)Y (u,z1)

= z−1
2 δ

(
z1 − z0

z2

)
Y (Y (u,z0)v,z2). (2.1.1)

Ako je V =V 0̄, onda kažemo da je (V,Y,1) verteks algebra (ponekad ćemu koristiti skraćenicu

VOA koja dolazi iz engleskog jezika).
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Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Važno je primijetiti da svojstvo kreacije ima za posljedicu injektivnost operatora Y . Uvjeti

(1)-(5) se mogu ekvivalentno napisati i na nešto drugačiji način, preko operatora vn za v ∈V :

1. Za Z2-homogene u,v ∈V vrijedi p(unv) = p(u)+ p(v) za svaki n ∈ Z.

2. Za sve u,v ∈V imamo unv = 0 za n ∈ Z dovoljno velik.

3. Za n ∈ Z vrijedi 1n = δn,−1idV .

4. Za sve v ∈V vrijedi v−11 = 0,vn1 = 0,n ≥ 0.

5. Za Z2-homogene u,v ∈V i `,m,n ∈ Z vrijedi:

∑
i≥0

(−1)i
(
`

i

)
(um+`−ivn+i − (−1)`+p(u)p(v)vn+`−ium+i)

= ∑
i≥0

(
m
i

)
(u`+iv)m+n−i. (2.1.2)

Identitet (2.1.2) se zove Borcherdsov identitet po R. Borcherdsu, koji je uveo pojam verteks

algebre u [19]. Dobije se iz Jacobijevog identiteta usporedbom koeficijenata pored monoma

z−`−1
0 z−m−1

1 z−n−1
2 . Stavljanjem ` = 0, odnosno m = 0, u Borcherdsovom identitetu dobivamo

sljedeće relacije za Z2-homogene u,v ∈V i `,m,n ∈ Z:

[um,vn] = ∑
i≥0

(
m
i

)
(uiv)m+n−i (2.1.3)

(u`v)n = ∑
i≥0

(−1)i
(
`

i

)(
u`−ivn+i − (−1)`+p(u)p(v)vn+`−iui

)
. (2.1.4)

Formulu (2.1.3) zovemo superkomutatorska formula, dok formulu (2.1.4) zovemo formula

za asocijator.

Propozicija 2.1.2 ([58], Proposition 2.2.4.). Uz uvjete (1)-(4) iz definicije verteks superalge-

bre, Jacobijev identitet je ekvivalentan sa sljedeća dva uvjeta:

1. (svojstvo derivacije) Postoji operator D ∈ EndV takav da vrijedi

[D,Y (v,z)] = Y (Dv,z) = ∂zY (v,z). (2.1.5)

2. (lokalnost) Za sve Z2-homogene u,v ∈V postoji prirodan N takav da vrijedi

(z1 − z2)
NY (u,z1)Y (v,z2) = (−1)p(u)p(v)(z1 − z2)

NY (v,z2)Y (u,z1). (2.1.6)
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Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Operator D zovemo operator derivacije i lako se vidi da iz (2.1.5) i svojstva kreacije sli-

jedi da moramo imati Dv = v−21,v ∈ V . Dakle, u definiciji verteks superalgebre se Jacobijev

identitet može zamijeniti sa dva uvjeta iz prethodne propozicije. Takav pristup možemo vidjeti

u monografijama [46] i [35].

Propozicija 2.1.3 ([56], Proposition 3.1.19). Neka je V verteks superalgebra, i neka su u,v∈V

Z2-homogeni vektori. Tada vrijedi:

Y (u,z)v = (−1)p(u)p(v)ezDY (v,−z)u. (2.1.7)

Relaciju (2.1.7) zovemo kosa simetrija.

Definicija 2.1.4. Neka je V verteks superalgebra. Za ω ∈V 0̄ kažemo da je konformni vektor

ako, uz oznake Y (ω,z) = ∑n∈Zωnz−n−1 = ∑n∈ZL(n)z−n−2, zadovoljava

[L(m),L(n)] = (m−n)L(m+n)+δm+n,0
m3 −m

12
c, (2.1.8)

gdje je c ∈ C.

Relacije (2.1.8) su komutacijske relacije Virasorove algebre, a skalar c zovemo centralni

naboj. Dakle, konformni vektor ω ∈V 0̄ daje V strukturu modula za Virasorovu algebru. Slje-

deća propozicija nam daje drugi način za provjeriti je li neki ω ∈V 0̄ konformni vektor.

Propozicija 2.1.5 ([56]). Neka je V verteks superalgebra i ω ∈V 0̄. Ako vrijedi

ω0ω = 2ω, ω1ω = Dω, ω2ω = 0, ω3ω =
c
2

1,c ∈ C

i ωnω = 0 za n ≥ 4, tada je ω konformni vektor centralnog naboja c.

Definicija 2.1.6. Superalgebra verteks operatora je ured̄ena četvorka (V,Y,1,ω), gdje je

(V,Y,1) verteks superalgebra, a ω ∈V 0̄ konformni vektor koji zadovoljava sljedeće uvjete:

1. Mora vrijediti L(−1) = D.

2. Operator L(0) djeluje poluprosto na V s cijelim svojstvenim vrijednostima, to jest, imamo

Z-gradaciju

V =
⊕
n∈Z

Vn, L(0)|Vn = nidV . (2.1.9)

3. Za svaki n ∈ Z vrijedi dimVn < ∞.

4. Postoji n0 ∈ Z takav da za sve n ∈ Z,n < n0 vrijedi Vn = 0.
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Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Ako je V =V 0̄, onda kažemo da je (V,Y,1,ω) algebra verteks operatora.

Ako za v ∈ V vrijedi L(0)v = hv, reći ćemo da je v vektor konformne težine h i pisati

|v|= h. Tada (pomoću superkomutatorske formule) vrijedi

[L(0),vn] = (h−n−1)vn, (2.1.10)

to jest, ako gledamo gradaciju (2.1.9), operator vn je operator stupnja h−n−1. Pišemo degvn =

h−n−1 = |v|−n−1.

Definicija 2.1.7. Neka su (V1,Y1,11) i (V2,Y2,12) verteks superalgebre. Homomorfizam ver-

teks superalgebri je linearno preslikavanje ϕ : V1 →V2 koje čuva parnost i zadovoljava

ϕ(11) = 12

ϕ(unv) = ϕ(u)nϕ(v),∀u,v ∈V1,n ∈ Z.

Homomorfizam superalgebri verteks operatora (V1,Y1,11,ω1) i (V2,Y2,12,ω2) je homomor-

fizam verteks superalgebri ϕ : V1 →V2 koji zadovoljava dodatni uvjet ϕ(ω1) = ω2.

Svaka verteks superalgebra V ima automorfizam θ : V →V definiran s:

θ(v) = (−1)p(v)v, za Z2 −homogene v ∈V. (2.1.11)

Ako je V superalgebra verteks operatora, tada je θ automorfizam superalgebre verteks operatora

jer vrijedi θ(ω) = ω .

Definicija 2.1.8. Podalgebra verteks superalgebre (V,Y,1) je Z2-homogeni vektorski pot-

prostor U od V koji sadrži vektor 1 takav da je (U,Y,1) verteks superalgebra.

Podalgebra superalgebre verteks operatora (V,Y,1,ω) je Z2-homogeni vektorski potprostor

U od V koji sadrži vektore 1 i ω takav da je (U,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora.

Uvjet da je (U,Y,1) verteks superalgebra je ekvivalentan uvjetu da za u,v ∈U vrijedi unv ∈

U, za sve n ∈ Z.

Definicija 2.1.9. Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra i neka je S podskup od V . Verteks

superalgebra generirana skupom S (u oznaci ⟨S⟩) je najmanja podalgebra od (V,Y,1) koja

sadrži S.

Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora i neka je S podskup od V . Superalgebra

verteks operatora generirana skupom S je najmanja podalgebra od (V,Y,1,ω) koja sadrži S.
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Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Lako se vidi da je superalgebra verteks operatora generirana skupom S jednaka ⟨S∪{ω}⟩.

Propozicija 2.1.10 ([56], Proposition 3.9.3). Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra i neka je S

podskup od V . Tada je

⟨S⟩= span{u1
n1
. . .ur

nr
1 : r ∈ N,ui ∈ S,ni ∈ Z}.

U slučaju kada je ⟨S⟩=V , reći ćemo da je V generirana skupom S, odnosno, da je S skup

generatora za V .

Definicija 2.1.11. Neka je S skup generatora verteks superalgebre (V,Y,1). Ako vrijedi

V = span{u1
n1
. . .ur

nr
1 : r ∈ N,ui ∈ S,ni ∈ Z<0}

kažemo da je V jako generirana skupom S.

Sljedeća propozicija će nam pomoći u konstrukciji homomorfizama izmed̄u verteks supe-

ralgebri.

Propozicija 2.1.12 ([56], Proposition 5.7.9). Neka su V1 i V2 verteks superalgebre, i neka je

S ⊆ V1 skup generatora za V1. Neka je ϕ : V1 → V2 linearno preslikavanje koje čuva parnost

takvo da vrijedi ϕ(1) = 1 i

ϕ(anv) = ϕ(a)nϕ(v), ∀a ∈ S,v ∈V,n ∈ Z.

Tada je ϕ homomorfizam verteks superalgebri. Dodatno, ako su V1 i V2 superalgebre verteks

operatora, a ϕ zadovoljava dodatni uvjet ϕ(ω) = ω , tada je ϕ homomorfizam superalgebri

verteks operatora.

Definicija 2.1.13. Neka je V verteks superalgebra. Ideal od V je Z2 homogeni potprostor I

takav da za sve u ∈ I,v ∈V,n ∈ Z vrijedi unv ∈ I i vnu ∈ I.

Kažemo da je verteks superalgebra V prosta ako su joj jedini ideali 0 i V . Ako je I ideal

verteks superalgebre V , tada na V/I možemo definirati strukturu verteks superalgebre s 1V/I =

1V + I i

(u+ I)n(v+ I) = unv+ I,u,v ∈V,n ∈ Z.

Ako su V1, . . . ,Vn verteks superalgebre, struktura verteks superalgebre se može na prirodan

način definirati na direktnoj sumi V1 ⊕ . . .⊕Vn, kao i na tenzorskom produktu V1 ⊗ . . .⊗Vn. Za

više detalja vidjeti poglavlje 3.12 u [56].
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2.2. MODULI

U ovoj cjelini ćemo dati definicije modula za verteks superalgebre, odnosno modula za superal-

gebre verteks operatora. U tome pratimo izlaganje iz [58].

Definicija 2.2.1. Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra. V -modul je ured̄eni par (M,YM) gdje

je M vektorski superprostor, a YM linearni operator

YM(·,z) : V → (EndM)[[z,z−1]]

v ↦→ YM(v,z) = ∑
n∈Z

vnz−n−1

koji zadovoljava sljedeće uvjete:

1. Operator YM čuva parnost, to jest, za v ∈V ī vrijedi YM(v,z) ∈ (EndM)ī[[z,z−1]].

2. Za v ∈ V,m ∈ M red YM(v,z)m = ∑n∈Z vnmz−n−1 ima konačno mnogo negativnih poten-

cija.

3. Vrijedi YM(1,z) = idM.

4. Za Z2-homogene u,v ∈V vrijedi:

z−1
0 δ

(
z1 − z2

z0

)
YM(u,z1)YM(v,z2)− (−1)p(u)p(v)z−1

0 δ

(
z2 − z1

−z0

)
YM(v,z2)YM(u,z1)

= z−1
2 δ

(
z1 − z0

z2

)
YM(Y (u,z0)v,z2). (2.2.1)

Svaka verteks superalgebra (V,Y,1) ima prirodnu strukturu V -modula. Neka je sada (V,Y,1,ω)

superalgebra verteks operatora. Ako je (M,YM) modul za verteks superalgebru (V,Y,1) reći

ćemo da je M slabi modul za V .

Definicija 2.2.2. Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,YM) slabi

modul. Kažemo da je (M,YM) Z-graduiran modul za V ako imamo rastav

M =
⊕
k∈Z

M(k) (2.2.2)

takvu da je za sve homogene v ∈V

vnM(k)⊆ M(k+ |v|−n−1),n,k ∈ Z.

Ako u rastavu (2.3.3) vrijedi M(k) = 0 za k < 0 reći ćemo da je M Z≥0-graduiran modul za V .
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Definicija 2.2.3. Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,YM) slabi

modul. Kažemo da je (M,YM) jaki modul za V ako imamo rastav

M =
⊕
h∈C

Mh, (2.2.3)

gdje je Mh = {m ∈ M : L(0)m = hm} i vrijedi:

1. Za svaki h ∈ C je dimMh < ∞.

2. Za svaki fiksni h ∈ C postoji n0 ∈ Z takav da vrijedi Mh+n = 0 za n ∈ Z,n < n0.

Dakle, u slučaju jakih modula, L(0) mora djelovati poluprosto. Taj uvjet možemo oslabiti

na sljedeći način.

Definicija 2.2.4. Neka je V superalgebra verteks operatora i neka je M slab modul za V . Reći

ćemo da je M logaritamski modul za V ako se M se rastavlja na direktnu sumu generaliziranih

svojstvenih potprostora za L(0), to jest, ako vrijedi:

M =
⊕
λ∈C

M(λ ), M(λ ) = {v ∈ M : (L(0)−λ )k = 0 za neki k ∈ Z>0}.

Ako je M logaritamski modul, reći ćemo da ima nilpotentni rang m ∈ Z≥1 ako vrijedi

(L(0)−L(0)ss)
m = 0, (L(0)−L(0)ss)

m−1 ̸= 0,

gdje je L(0)ss poluprosti dio od L(0).

Definicija 2.2.5. Za algebru verteks operatora V kažemo da je racionalna ako je svaki Z≥0-

graduirani modul potpuno reducibilan.
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2.3. ZAKRENUTI MODULI

U ovoj cjelini ćemo dati definicije zakrenutih modula za verteks superalgebre i superalgebre

verteks operatora.

Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra, i neka je σ njen automorfizam konačnog reda T koji

komutira s automorfizmom θ . Tada se V rastavlja u direktnu sumu

V =
T−1⊕
r=0

V r,

gdje je V r = {v ∈ V : σ(v) = e−
2πir

T v} Z2-homogeni potprostor od V . Za u ∈ V r,v ∈ V s tada

vrijedi

unv ∈V r+s,∀n ∈ Z.

Posebno, V 0 je verteks podalgebra od V i svaki V r je modul za V 0. U ostatku ove cjeline

pretpostavljamo da je σ kao gore.

Definicija 2.3.1. σ -zakrenuti V -modul je ured̄eni par (M,YM) gdje je M vektorski superpros-

tor, a YM linearni operator

YM(·,z) : V → (EndM)[[z
1
T ,z−

1
T ]]

v ↦→ YM(v,z) = ∑
n∈ 1

T Z
vnz−n−1

koji zadovoljava sljedeće uvjete:

1. Operator YM čuva parnost, to jest, za v ∈V ī vrijedi YM(v,z) ∈ (EndM)ī[[z
1
T ,z−

1
T ]].

2. Za v ∈V,m ∈ M red YM(v,z)m = ∑n∈ 1
T Z

vnmz−n−1 ima konačno mnogo negativnih poten-

cija.

3. Vrijedi YM(1,z) = idM.

4. Za v ∈V r, vn = 0 za n ̸∈ r
T +Z.

5. Za Z2-homogene u ∈V r,v ∈V s imamo

∑
i≥0

(−1)i
(
`

i

)
(um+`−ivn+i − (−1)`+p(u)p(v)vn+`−ium+i)

= ∑
i≥0

(
m
i

)
(u`+iv)m+n−i, (2.3.1)

za sve ` ∈ Z,m ∈ r
T +Z,n ∈ s

T +Z.
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Identitet (2.3.1) zovemo zakrenuti Borcherdsov identitet. Kao i kod nezakrenutog Borcher-

dsovog identiteta, stavljanjem `= 0 dobivamo

[um,vn] = ∑
i≥0

(
m
i

)
(uiv)m+n−i (2.3.2)

za Z2-homogene u ∈ V r,v ∈ V s i m ∈ r
T +Z,n ∈ s

T +Z. Ovu formulu zovemo zakrenuta

superkomutatorska formula.

Bitno je primijetiti da iz gornje definicije slijedi da svaki σ -zakrenuti V -modul (M,YM)

postaje (nezakrenuti) V 0-modul ako se YM restringira na V 0.

Neka je sada (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora. Ako je (M,YM) σ -zakrenuti modul

za verteks superalgebru (V,Y,1) reći ćemo da je M σ -zakrenuti slabi modul za V .

Definicija 2.3.2. Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,YM) σ -

zakrenuti slabi modul. Kažemo da je (M,YM) 1
T Z -graduiran σ -zakrenuti modul za V ako

imamo rastav

M =
⊕

k∈ 1
T Z

M(k) (2.3.3)

takvu da je za sve homogene v ∈V

vnM(k)⊆ M(k+ |v|−n−1),n ∈ Z,k ∈ 1
T
Z

Ako u rastavu (2.3.3) vrijedi M(k) = 0 za k < 0 reći ćemo da je M 1
T Z≥0-graduiran σ -

zakrenuti modul za V .

Definicija 2.3.3. Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,YM) σ -

zakrenuti slabi modul. Kažemo da je (M,YM) jaki σ -zakrenuti modul za V ako imamo rastav

M =
⊕
h∈C

Mh, (2.3.4)

gdje je Mh = {m ∈ M : L(0)m = hm} i vrijedi:

1. Za svaki h ∈ C je dimMh < ∞.

2. Za svaki fiksni h ∈ C postoji n0 ∈ 1
T Z tako da vrijedi Mh+n = 0 za n ∈ 1

T Z,n < n0.

Slično kao i u slučaju slabih zakrenutih modula, ako je (M,YM) 1
T Z-graduiran σ -zakrenuti

modul za V , tada restringiranjem (M,YM) postaje Z-graduiran modul za V 0. Ako je (M,YM)

jaki σ -zakrenuti modul za V , tada restringiranjem (M,YM) postaje jaki modul za V 0.
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2.4. ZHUOVA TEORIJA

U ovoj cjelini ćemo dati definicije Zhuove superalgebre pridružene superalgebri verteks opera-

tora, te u osnovnim crtama dati prikaz Zhuove teorije.

Pojam Zhuove algebre A(V ) za algebru verteks operatora V je definirao Y. Zhu u [69], koji

je u tom radu i dokazao osnovna svojstva tih algebri. Pojam viših Zhuovih algebri An(V ) su

uveli C. Dong, H. Li i G. Mason u [29], čije izlaganje pratimo u ovoj sekciji (u tim oznakama

je originalna Zhuova algebra A(V ) = A0(V ).)

Još neki članci koji se bave višim Zhuovim algebrama su [30], [16], [17]. Treba napomenuti

da su definicije i rezultati iz [69] i [29] dane za algebre verteks operatora, a ne za superalgebre

verteks operatora. Ipak, lako je provjeriti da se (uz potrebne promjene) te definicije i rezultati

generaliziraju za superalgebre verteks operatora.

Radi lakšeg praćenja izlaganja dat ćemo prvo definiciju Zhuove algebre A(V ), pa tek onda

definicije viših Zhuovih algebri. Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora. Defini-

rajmo dva produkta na V za homogeni u ∈V i općeniti v ∈V :

u* v = Resz
(1+ z)|u|

z
Y (u,z)v (2.4.1)

=
∞

∑
k=0

(
|u|
k

)
uk−1v

u∘ v = Resz
(1+ z)|u|

z2 Y (u,z)v (2.4.2)

=
∞

∑
k=0

(
|u|
k

)
uk−2v

Oba produkta možemo proširiti po linearnosti do bilinearnih produkata na V . Stavimo O(V ) =

span{u ∘ v : u,v ∈ V} i A(V ) = V/O(V ). Budući da je O(V ) Z2-homogeni potprostor od V ,

A(V ) nasljed̄uje Z2-gradaciju s V . Za v ∈V pisat ćemo [v] = v+O(V ) ∈ A(V ).

Teorem 2.4.1 ([69], Theorem 2.1.1.). Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks operatora. Vri-

jedi:

1. Bilinearni produkt * inducira na A(V ) strukturu asocijativne superalgebre s jedinicom [1].

2. [ω] je centralni element u A(V ).

3. Neka su u,v ∈V L(0)-homogeni i Z2-homogeni. Tada vrijedi

u* v− (−1)p(u)p(v)v*u ≡ ∑
k≥0

(
|u|−1

k

)
ukv mod O(V ). (2.4.3)
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Definirajmo sada više Zhuove algebre. Neka je sada (V,Y,1,ω) superalgebra verteks ope-

ratora i n ∈ Z≥0. Definirajmo dva produkta na V za homogeni u ∈V i općeniti v ∈V :

u*n v = ∑
j=0

(−1) j
(

n+ j
j

)
Resz

(1+ z)|u|+n

zn+ j+1 Y (u,z)v (2.4.4)

=
n

∑
j=0

∞

∑
k=0

(−1) j
(

n+ j
j

)(
|u|+n

k

)
uk−n− j−1v

u∘n v = Resz
(1+ z)|u|+n

z2n+2 Y (u,z)v (2.4.5)

=
∞

∑
k=0

(
|u|+n

k

)
uk−2n−2v

Oba produkta možemo proširiti po linearnosti do bilinearnih produkata na V . Primijetimo sada

da produkti *0 i ∘0 odgovaraju produktima * i ∘. Definirajmo

On(V ) = span{u∘n v : u,v ∈V}+{(L(−1)+L(0))v : v ∈V} (2.4.6)

An(V ) =V/On(V ). (2.4.7)

Budući da je On(V ) Z2-homogeni potprostor od V , An(V ) nasljed̄uje Z2-gradaciju s V .

Napomena 2.4.2. Na prvu se definicija On(V ) može učiniti bitno drukčijom od definicije

O(V ). No, za homogeni v ∈V vrijedi:

v∘1 = v−21+ |v|v−11 = (L(−1)+L(0))v,

pa je tada (L(−1)+L(0))V ⊆ O(V ) i vrijedi O(V ) = O0(V ).

Teorem 2.4.3 ([29], Theorem 2.3., Proposition 2.4.). Neka je (V,Y,1,ω) superalgebra verteks

operatora. Vrijedi:

1. Bilinearni produkt *n inducira na An(V ) strukturu asocijativne superalgebre s jedinicom

1+On(V ).

2. ω +On(V ) je centralni element u An(V ).

3. Za n ≥ 1 linearno preslikavanje

An(V )→ An−1(V ), v+On(V ) ↦→ v+On−1(V )

je epimorfizam asocijativnih superalgebri.
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4. Neka su u,v ∈V L(0)-homogeni i Z2-homogeni. Tada vrijedi

u*n v− (−1)p(u)p(v)v*n u ≡ ∑
k≥0

(
|u|−1

k

)
ukv mod On(V ). (2.4.8)

Superalgebru An(V ) zovemo n-ta Zhuova algebra. Vrijedi spomenuti da je pojam Zhuove

algebre funktorijalan, tj. ako je ϕ : V1 →V2 homomorfizam superalgebri verteks operatora, tada

vrijedi ϕ(On(V1))⊆ On(V2), pa dobivamo homomorfizam superalgebri

ϕ̃ : An(V1)→ An(V2), ϕ̃(v+On(V1)) = ϕ(v)+On(V2). (2.4.9)

Posebno, ako je ϕ automorfizam superalgebre verteks operatora, tada ϕ inducira automorfizam

asocijativne superalgebre An(V ).

Neka je sada M slabi modul za V . Definirajmo

Ωn(M) = {m ∈ M : vkm = 0, za sve homogene v ∈V t.d. degvk <−n}. (2.4.10)

Vidjeli smo u (2.1.10) da za v ∈ Vh vrijedi degvk = h− k − 1, pa je tada uvjet degvk < −n

ekvivalentan s k > h−n−1.

Teorem 2.4.4 ([29], Theorem 3.2.). Neka je M slabi modul za V . Tada je linearno preslikava-

nje dano s

An(V )→ End(Ωn(M)),v+On(V ) ↦→ o(v) := v|v|−1, za v homogen,

reprezentacija asocijativne superalgebre An(V ).

Propozicija 2.4.5 ([29], Proposition 3.4). Neka je M Z≥0-graduiran modul za V takav da

M(0) ̸= 0.

1. Vrijedi
⊕n

i=0 M(i)⊆ Ωn(M).

2. Ako je M prost, tada je Ωn(M) =
⊕n

i=0 M(i).

3. Ako je M prost, tada su M(i), i = 0, . . . ,n prosti med̄usobno neekvivalentni moduli za

An(V ).

Neka je M An(V )-modul koji se ne može faktorizirati kroz An−1. U poglavlju 4 od [29],

autori su konstruirali Z≥0-graduirani V -modul Ln(M) takav da vrijedi

Ωn(Ln(M))/Ωn−1(Ln(M))≃ M.

Lema 2.4.6 ([29], Lemma 4.8). Neka je M An(V )-modul koji se ne može faktorizirati kroz

An−1. Ako je M ireducibilan An(V )-modul, tada je Ln(M) ireducibilan Z≥0-graduirani V -modul.
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2.5. C2-SUPERALGEBRA I C2-KONAČNOST

Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra. Promatrajmo sljedeći potprostor od V :

C2(V ) = span{u−2v : u,v ∈V}.

Lako se vidi da je C2(V ) Z2-homogen potprostor od V .

Definicija 2.5.1. Za verteks superalgebru (V,Y,1) ćemo reći da je C2-konačna ako vrijedi

dim(V/C2(V ))< ∞.

Pojam C2-konačnosti je uveo Y. Zhu u [69]. Pisat ćemo v = v+C2(V ). Kao i u prethodnoj

sekciji, neki od ovih rezultata su dani za verteks algebre, ali se lako vidi da se mogu proširiti na

verteks superalgebre.

Definicija 2.5.2. Poissonova superalgebra je ured̄ena trojka (A , ·, [·, ·]) takva da vrijedi:

∙ (A , ·) je asocijativna superalgebra.

∙ (A , [·, ·]) je Liejeva superalgebra.

∙ Za Z2-homogene x,y,z ∈ A vrijedi:

[x,y · z] = [x,y] · z+(−1)p(x)p(y)y · [x,z].

Propozicija 2.5.3 ([69]). Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra. Tada za sve a ∈V vrijedi

a−1C2(V )⊆C2(V ), a0C2(V )⊆C2(V ).

Tada su operacije

u · v = u−1v, {u,v}= u0v, u,v ∈V (2.5.1)

dobro definirane na vektorskom prostoru V/C2(V ), koji s tim operacijama ima strukturu Po-

issonove superalgebre.

Zbog ovog ćemo P(V ) :=V/C2(V ) zvati C2-superalgebra pridružena V . Ta konstrukcija je

funktorijalna: ako je ϕ : V1 →V2 homomorfizam verteks superalgebri, tada vrijedi ϕ(C2(V1))⊆

C2(V2) i tako dobivamo inducirani homomorfizam Poissonovih superalgebri

ϕ : P(V1)→ P(V2), ϕ(v+C2(V1)) = ϕ(v)+C2(V2). (2.5.2)
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Posebno, ako je ϕ automorfizam verteks superalgebre V , tada on inducira automorfizam Po-

issonove superalgebre P(V ).

U ovom radu će nam jako bitna biti veza izmed̄u C2-superalgebre i Zhuovih superalgebri. U

[69] je pokazano da za algebru verteks operatora V Zhuova algebra A(V ) ima strukturu filtrirane

algebre kada se gleda rastuća filtracija

FkA(V ) =

(
k⊕

i=0

Vi +O(V )

)
/O(V ),k ≥ 0. (2.5.3)

Lako se provjeri da to vrijedi i u slučaju kada je V superalgebra verteks operatora, te da su u tom

slučaju potprostori FkA(V ) Z2-homogeni. Svakoj filtriranoj superalgebri možemo pridružiti

takozvanu asociranu graduiranu superalgebru:

grA(V ) =
⊕
k=0

grk A(V ), gdje je grk A(V ) = FkA(V )/Fk−1A(V ),

gdje stavljamo F−1A(V ) = 0. Množenje je inducirano množenjem s A(V ), za a ∈ FkA(V ),b ∈

F`A(V ) je

(a+Fk−1A(V )) · (b+F`−1A(V )) = a*b+Fk+`−1A(V ) ∈ grk+`A(V )

Zbog relacije (2.4.3) slijedi da imamo

[FkA(V ),F`A(V )]⊆ Fk+`−1A(V ),

pa je grA(V ) superkomutativna superalgebra. Možemo joj dati i strukturu Poissonove superal-

gebre ako za Z2-homogene a ∈ FkA(V ),b ∈ F`A(V ) definiramo

{a+Fk−1A(V ),b+F`−1A(V )}= a*b− (−1)p(a)p(b)b*a+Fk+`−2A(V ) ∈ grk+`−1 A(V ).

Možemo promatrati linearno preslikavanje f : V → grA(V ) dano s

f (v) = (v+O(V ))+Fk−1A(V ), za v ∈Vk.

Lako se vidi da vrijedi f (C2(V )) = 0, pa imamo inducirano preslikavanje f̃ : P(V )→ grA(V ).

Propozicija 2.5.4 ([27], Proposition 2.17. c)). Preslikavanje f̃ : P(V )→ grA(V ) je epimorfi-

zam Poissonovih superalgebri. Posebno, dimA(V )≤ dimP(V ).

Dakle, ako je V C2-konačna superalgebra verteks operatora, tada je A(V ) konačnodimenzi-

onalna superalgebra. Ova tvrdnja se može generalizirati na više Zhuove algebre.
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Teorem 2.5.5 ([62], Theorem 2.5.). Ako je V C2-konačna superalgebra verteks operatora, tada

za sve n ∈ Z≥0 vrijedi dimAn(V )< ∞.

Bit će nam korisna i sljedeća tvrdnja o generatorima superalgebri A(V ) i P(V ).

Propozicija 2.5.6 ([1] Proposition 2.2., Proposition 2.5., [27], Proposition 2.17.). Neka je V

verteks superalgebra, a S ⊆ V skup jakih generatora od V . Tada slika od S u P(V ) generira

P(V ) kao superalgebru. Štoviše, ako je V superalgebra verteks operatora, tada slika od S u

A(V ) generira A(V ) kao superalgebru.
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2.6. TEOREM O GENERIRAJUĆIM POLJIMA

Neka je V vektorski superprostor. Za formalni red

a(z) = ∑
n∈Z

anz−n−1 ∈ (EndV )[[z,z−1]]

ćemo reći da je polje ako za svaki v ∈V vrijedi anv = 0 za n dovoljno velik.

Teorem o generirajućim poljima daje uvjete pod kojima skup polja generira verteks supe-

ralgebru na vektorskom superprostoru V . Prvi su ga dokazali I. Frenkel, V.G. Kac, A. Radul i

W. Wang u [36]. Teorem se može naći kao teorem 4.5. u monografiji [46].

Teorem 2.6.1 ([36], Proposition 3.1). Neka je V vektorski superprostor s istaknutim parnim

vektorom 1 i linearnim operatorom d ∈ EndV koji čuva parnost takvim da d1 = 0. Neka je S

Z2-homogeni podskup od V , a Y0 operator

Y0(·,z) : S → (EndV )[[z,z−1]]

v ↦→ Y0(v,z) = ∑
n∈Z

vnz−n−1

koji zadovoljava sljedeće uvjete:

1. Operator Y čuva parnost.

2. Za u ∈ S,v ∈V red Y0(u,z)v ima konačno mnogo negativnih potencija.

3. Za u ∈ S vrijedi Y0(u,z)1 ∈V [[z]], limz→0Y0(u,z)1 = u.

4. Za u ∈ S vrijedi [d,Y0(u,z)] = ∂zY0(u,z).

5. Za svaki par u,v ∈ S postoji k ∈ Z takav da:

(z1 − z2)
kY0(u,z1)Y0(v,z2) = (−1)p(u)p(v)(z1 − z2)

kY0(v,z2)Y0(u,z1).

6. Vrijedi

V = span{u1
n1

u2
n2
. . .ur

nr
1 : r ≥ 0,ui ∈ S,ni ∈ Z}. (2.6.1)

Tada se Y0 može na jedinstven način proširiti do Y : V → (EndV )[[z,z−1]] tako da je (V,Y,1)

verteks superalgebra, a d odgovara operatoru derivacije iz (2.1.5), tj. vrijedi dv = v−21 za sve

v ∈V .
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Očito je da skup S tada generira verteks superalgebru V . Mi ćemo se u ovom radu sretati sa

situacijom gdje u izrazu (2.6.1) imamo dodatni uvjet ni ∈ Z>0 (tada će S jako generirati verteks

superalgebru V ). Napisat ćemo kako se tada točno operator Y0 proširuje do operatora Y .

Definicija 2.6.2. Normalni produkt dva polja a(z) i b(z) je dan s

: a(z)b(z) := a(z)+b(z)+(−1)p(a)p(b)b(z)a(z)−, (2.6.2)

gdje su

a(z)+ = ∑
n<0

anz−n−1,a(z)− = ∑
n≥0

anz−n−1.

Normalni produkt više od dva polja se definira rekurzivno kao:

: a1(z)a2(z) . . .ar(z) :=: a1(z)
(
: a2(z) . . .ar(z) :

)
: .

Takod̄er ćemo staviti ∂
(n)
z a(z) = 1

n!∂
n
z a(z).

Propozicija 2.6.3 ([46], Corollary 4.4). Neka je V verteks superalgebra, i u1, . . . ,ur ∈V,n1, . . . ,nr ∈

Z>0. Tada vrijedi

Y (u1
−n1

. . .ur
−nr

1) =: ∂
(n1−1)
z Y (u1,z) . . .∂ (nr−1)

z Y (ur,z) : . (2.6.3)
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2.7. PRIMJERI VERTEKS SUPERALGEBRI

2.7.1. Heisenbergova verteks algebra

U izlaganju slijedimo poglavlje 6.3 u [56] (alternativno, može se gledati i poglavlje 3.5 u [46]).

Neka je h konačnodimenzionalni (potpuno parni) vektorski prostor s nedegeneriranom sime-

tričnom bilinearnom formom ⟨·, ·⟩. Promatramo Liejevu algebru

ĥ= h⊗C[t, t−1]⊕CK

s komutacijskim relacijama

[α ⊗ tm,β ⊗ tn] = ⟨α,β ⟩mδm+n,0K, [K, ĥ] = 0. (2.7.1)

Neka je sada µ ∈ h. Označimo sa Cµ jednodimenzionalni h⊗C[t]⊕CK-modul na kojem

h⊗ tC[t] djeluje trivijalno, h djeluje kao ⟨α,µ⟩,α ∈ h, a K djeluje kao identiteta. Promatramo

inducirani ĥ-modul

M(1,µ) =U(ĥ)⊗h⊗C[t]⊕CK Cµ .

Kao vektorski prostor, M(1,µ) je izomorfan S(h⊗ t−1C[t−1]) (simetričnoj algebri nad vektor-

skim prostorom h⊗ t−1C[t−1]).

Pisat ćemo α(n) za djelovanje α ⊗ tn,α ∈ h,n ∈ Z na M(1,µ). Definiramo polja

α(z) = ∑
n∈Z

α(n)z−n−1 (2.7.2)

za α ∈ h. Stavimo i 1 = 1⊗ 1 ∈ M(1,0). Tada se pomoću teorema o generirajućim poljima

2.6.1 može pokazati da M(1) =M(1,0) ima strukturu verteks algebre generirane poljima (2.7.2)

(koju zovemo Heisenbergova verteks algebra). Izraz za Y na općenitom vektoru iz M(1) se

tada dobiva iz propozicije 5.1.2. Može se pokazati da su tada M(1,µ) moduli za verteks algebru

M(1,0).

Neka je sada {α i} neka baza od h i {αi} njoj dualna baza, tj. vrijedi

⟨α i,α j⟩= δi j.

Neka je sada β ∈ h. Može se pokazati da je tada

ωβ =
1
2

dimh

∑
i=1

α
i
−1(αi)−11+β−21 (2.7.3)

konformni vektor centralnog naboja dimh− 12⟨β ,β ⟩. Tada se može pokazati da M(1,0) uz

konformni vektor ωb postaje algebra verteks operatora.
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2.7.2. Verteks superalgebre pridružene rešetci

Pojam verteks algebre pridružene parnoj rešetci je uveden u [37]. U izlaganju ćemo uglavnom

pratiti poglavlja 5.4 i 5.5 u [46], no treba spomenuti i poglavlje 6.3 u [56] kao bitan izvor.

Za Abelovu grupu L ćemo reći da je rešetka ako je slobodna Abelova grupa konačnog ranga

d ∈ N, tj. ako je L ≃ Z⊕d.

Za par (L,⟨·, ·⟩), gdje je L rešetka, a ⟨·, ·⟩ : L×L→Q nedegenerirana simetrična Z-bilinearna

forma, ćemo reći da je racionalna rešetka. Za racionalnu rešetku ćemo reći da je cjelobrojna

ako je

⟨α,β ⟩ ∈ Z,∀α,β ∈ L,

a da je parna ako je

⟨α,β ⟩ ∈ 2Z,∀α,β ∈ L.

Za racionalnu rešetku ćemo reći da je pozitivno definitna ako je forma ⟨·, ·⟩ pozitivno definitna.

Definicija 2.7.1. Neka je L rešetka. Za ε : L×L → {±1} kažemo da je 2-kociklus ako zado-

voljava uvjete

ε(α,0) = ε(0,α) = 1,∀α ∈ L (2.7.4)

ε(β ,γ)ε(β + γ,α) = ε(β ,α + γ)ε(γ,α),∀α,β ,γ ∈ L. (2.7.5)

Ako imamo rešetku L i 2-kociklus ε , možemo definirati zakrenutu grupovnu algebru

Cε [L] koja ima bazu {eα}α∈L i množenje definirano na bazi kao

eα · eβ = ε(α,β )eα+β .

Tada uvjet (2.7.4) daje da je e0 jedinica u Cε [L], a uvjet (2.7.5) daje da je množenje asocijativno.

Svakom 2-kociklusu ε možemo pridružiti funkciju Bε : L×L →{±1} definiranu s

Bε(α,β ) = ε(α,β )ε(β ,α),α,β ∈ L.

Tada u Cε [L] vrijedi

eα · eβ = Bε(α,β )eβ · eα , α,β ∈ L.

Ako gornji izraz pomnožimo s eγ ,γ ∈ L i iskoristimo asocijativnost, dobivamo da je Bε bimul-

tiplikativna funkcija, odnosno da vrijedi

Bε(α + γ,β ) = Bε(α,β )Bε(γ,β ), Bε(α,β + γ) = Bε(α,γ)Bε(β ,γ) (2.7.6)
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za α,β ,γ ∈ L.

Neka je sada L cjelobrojna rešetka sa kociklusom ε . Stavimo h= L⊗ZC i proširimo formu

⟨·, ·⟩ sa L na h po linearnosti. Kao u podsekciji 2.7.1 označimo s M(1) Heisenbergovu verteks

algebru pridruženu (h,⟨·, ·⟩). Definirajmo vektorski superprostor VL = M(1)⊗Cε [L], gdje je

parnost dana s p(h⊗ eα) = ⟨α,α⟩ ∈ Z2, za h ∈ M(1),α ∈ L. Tada je superprostor VL potpuno

paran ako i samo ako je rešetka L parna. Primijetimo da je VL razapet elementima oblika

h1(−n1) . . .hr(−nr)1⊗ eα

za r ∈ Z≥0,hi ∈ h,ni ∈ Z≥0,α ∈ L. Definiramo verteks operatore za h ∈ h,α ∈ L:

Y (h⊗ e0,z) = h(z) = ∑
n∈Z

h(n)z−n−1, (2.7.7)

Y (1⊗ eα) = eαzα exp

(
∞

∑
j=1

α(− j)
z j

j

)
exp

(
∞

∑
j=1

α( j)
z− j

− j

)
. (2.7.8)

U gornjem izrazu eα označava operator množenja s 1⊗ eα , a

zαv := z⟨α,β ⟩v, za v ∈ M(1)⊗ eβ ,β ∈ L.

Stavit ćemo 1VL = 1M(1)⊗ e0.

Teorem 2.7.2 ([46], Theorem 5.5).

1. Neka je L cjelobrojna rešetka, ε : L×L →{±1} 2-kociklus koji zadovoljava uvjet

Bε(α,β ) = ε(α,β )ε(β ,α) = (−1)⟨α,β ⟩+⟨α,α⟩⟨β ,β ⟩,α,β ∈ L. (2.7.9)

Tada postoji jedinstvena struktura verteks superalgebre (VL,Y,1VL) takva da vrijedi (2.7.7)

i (2.7.8).

2. Za svaku cjelobrojnu rešetku postoji 2-kociklus ε koji zadovoljava uvjet (2.7.9). Svi takvi

2-kociklusi će dati (do na izomorfizam) istu strukturu verteks superalgebre.

Može se pokazati da za rešetke ranga 1 trivijalni kociklus zadovoljava tražene uvjete. Za op-

ćenite rešetke višeg ranga, u napomeni 5.5a u [46] je dan algoritam za konstrukciju 2-kociklusa

sa traženim svojstvima. Mi ćemo samo spomenuti jedan slučaj koji ćemo susresti kasnije u

radu. Ako je L = Zn sa bazom v1, . . . ,vn i standardnom bilinearnom formom zadanom na bazi

kao

⟨vi,v j⟩= δi j,

29



Verteks superalgebre Primjeri verteks superalgebri

možemo zadati 2-kociklus ε na bazi kao:

ε(vi,v j) =

1 ako je i ≤ j

−1 ako je i > j
(2.7.10)

te ga potom proširiti na cijelu rešetku po bimultiplikativnosti od Bε . Može se provjeriti da tako

zadan 2-kociklus zadovoljava uvjet 2.7.9, te tada imamo strukturu verteks superalgebre na VZn .

Općenito, svaka verteks superalgebra pridružena rešetci VL ima Heisenbergovu verteks al-

gebru M(1) kao podalgebru. Tada su vektori ωb,b ∈ h definirani u (2.7.3) konformni vektori i

za verteks superalgebru VL. Ipak, neće svaki izbor konformnog vektora dati strukturu superalge-

bre verteks operatora na VL, jer uvjeti na gradaciju iz definicije superalgebre verteks operatora

neće biti općenito zadovoljeni. U [56][Theorem 6.5.1] je pokazano da su uvjeti na gradaciju

zadovoljeni u slučaju kada je L pozitivno definitna parna rešetka.

Definiramo Schurove polinome Sn(α) = Sn(α(−1),α(−2), . . .) za α ∈ L,n ∈ Z kao

exp

(
∞

∑
j=1

α(− j)
z j

j

)
=

∞

∑
n=0

Sn(α)zn.

Prvih nekoliko Schurovih polinoma je

S0(α) = 1

S1(α) = α(−1)

S2(α) =
1
2
(
α(−1)2 +α(−2)

)
.

Za n < 0 ćemo staviti Sn = 0. Može se pokazati da u općenitoj verteks superalgebri pridruženoj

rešetci VL vrijedi

(eα)neβ = ε(α,β )S−n−1−⟨α,β ⟩(α)eα+β (2.7.11)

(vidi npr. [3]).

2.7.3. Triplet verteks algebra

Triplet verteks algebru je uveo H.G. Kausch u [48] i [50]. U izlaganju pratimo radove D. Ada-

movića i A. Milasa ([7] i [10]). Promatramo verteks algebru VL pridruženu pozitivno definitnoj

parnoj rešetci

L = Zα, ⟨α,α⟩= 2p,

gdje je p ∈ Z, p ≥ 2. Uz konformni vektor

ω =
1

4p
α(−1)21+

p−1
2p

α(−2)1, (2.7.12)
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VL ima strukturu algebre verteks operatora centralnog naboja cp = 1− 6(p−1)2

p . Operatori

Q = (eα)0, Q̃ = (e−α/p)0

su tzv. screening operatori. Oni komutiraju med̄usobno, a oba komutiraju sa L(n),n ∈ Z.

Možemo definirati triplet verteks algebru kao W (p) = kerVL(Q̃).

Propozicija 2.7.3 ([7], Proposition 1.3). Algebra verteks operatora W (p) je jako generirana s

konformnim vektorom ω i primarnim vektorima

F = e−α ,H = Qe−α ,E = Q2e−α

konformne težine 2p−1.

Treba spomenuti i singlet verteks algebru

M(1)p = kerM(1)(Q̃)⊆ W (p),

definiranu i proučavanu u [3], koja je jako generirana samo s ω i H (Theorem 3.2. u [3]).

Algebra verteks operatora VL je racionalna, a ako stavimo γi =
i

2pα tada je potpuna lista

ireducibilnih modula za VL dana s

VL+γi, i = 0, . . . ,2p−1.

Budući da je W (p) podalgebra od VL, svaki modul za VL je ujedno i modul za W (p). Tako su u

[7] autori definirali W (p)-module

Λ(i) = W (p).eγi−1 ⊆VL+γi−1, Π(i) = W (p).eγp+i−1 ⊆VL+γp+i−1, i = 1, . . . , p,

te pokazali da su ireducibilni, kao i da vrijedi Λ(p) = VL+γp−1,Π(p) = VL+γ2p−1 . Stavimo za

i ∈ Z

hi =
(p− i)2 − (p−1)2

4p
.

Tada je najviša komponenta od modula Λ(i), i = 1, . . . , p jednodimenzionalna i ima konformnu

težinu hi, a najviša komponenta od modula Π(i), i = 1, . . . , p je dvodimenzionalna i ima konfor-

mnu težinu h3p−i.

Teorem 2.7.4 ([7], Theorem 3.12). Moduli

Λ(1), . . . ,Λ(p),Π(1), . . . ,Π(p)

su, do na izomorfizam, svi ireducibilni moduli za algebru verteks operatora W (p).
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Autori su u [7] takod̄er konstruirali primjere logaritamskih nerastavljivih modula za W (p),

čime su pokazali da je triplet verteks algebra iracionalna. Potpuno su odredili i strukturu Zhuove

algebre za W (p).

Teorem 2.7.5 ([7], Theorem 5.9, [10], Theorem 4.6 ). Zhuova algebra W (p) se rastavlja na

direktnu sumu ideala

A(W (p))≃ M2(C)⊕p ⊕C[x]/(x2)⊕(p−1)⊕C

i vrijedi jednakost dimenzija

dimA(W (p)) = dimP(W (p)) = 6p−1.

Takod̄er, u poglavlju 7 od [7] su autori pokazali da postoji jedinstven operator φ ∈End(W (p))

koji komutira sa djelovanjem Virasorove algebre, takav da operatori {Q, α(0)
p ,φ} zadovoljavaju

komutacijske relacije Liejeve algebre sl(2). Budući da sva tri operatora komutiraju sa djelova-

njem Virasorove algebre, algebru verteks operatora W (p) možemo promatrati kao sl(2)×Vir-

modul. U teoremima 1.1 i 1.2 u [7] je dana struktura algebre verteks operatora W (p) kao

sl(2)×Vir-modula, što će nam biti od velike koristi u poglavlju Više Zhuove algebre (vidi

teorem 5.4.4).

Za daljnji rad na triplet verteks algebrama vidjeti [9], [4], [5] i [6].

2.7.4. Cliffordova verteks superalgebra

U izlaganju pratimo poglavlje 2.5 iz [46]. Cliffordova algebra CL(d) je kompleksna asocijativna

superalgebra s jedinicom generirana s neparnim elementima

ψ
±
i (r),r ∈ 1

2
+Z,1 ≤ i ≤ d

koji zadovoljavaju antikomutacijske relacije

[ψ±
i (r),ψ∓

j (s)] = δi jδr+s,01

[ψ±
i (r),ψ±

j (s)] = 0.

Neka je CL(d)>0 podalgebra od CL(d) generirana s elementima

ψ
±
i (r),r > 0,1 ≤ i ≤ d.
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Shvatimo C kao CL(d)>0-modul na način da 1 djeluje kao identiteta, a svi ψ
±
i (r) djeluju trivi-

jalno. Neka je sada

F(d) :=CL(d)⊗CL(d)>0 C

Stavimo 1 = 1⊗ 1. Tada je F(d) ireducibilni CL(n)-modul generiran cikličkim vektorom 1.

Kao vektorski prostor, F(d) je izomorfan∧
(span{ψ

±
i (r) : r < 0, i = 1, . . . ,d})

(vanjskoj algebri nad vektorskim prostorom razapetim s ψ
±
i (r) za r < 0, i = 1, . . . ,d).

Definiramo polja na F(d) s:

ψ
±
i (z) = ∑

n∈Z
ψ

±
i (n+

1
2
)z−n−1. (2.7.13)

Tada se pomoću teorema o generirajućim poljima 2.6.1 može pokazati da F(d) ima strukturu

verteks superalgebre generirane poljima (2.7.13) koju zovemo Cliffordova verteks superal-

gebra (nekad se koriste i izrazi nabijeni fermioni ili bc-sistem). Izraz za Y na općenitom

vektoru iz F(d) se tada dobiva iz propozicije 5.1.2. Lako se vidi da je F(d) ≃ F(1)⊗d kao

verteks superalgebra.

Pisat ćemo ψ
±
i = ψ

±
i (−1

2)1. Na F(1) imamo jednoparametarsku familiju konformnih vek-

tora

ωµ = (1−µ)ψ+(−3
2
)ψ−+µψ

−(−3
2
)ψ+ (2.7.14)

centralnog naboja c = 12µ(1−µ)−2.

Teorem 2.7.6 (Bozon-fermion korespondencija). Postoji jedinstven izomorfizam verteks su-

peralgebri βd : F(d)→VZd takav da:

ψ
+
i ↦→ evi, ψ

−
i ↦→ e−vi,

gdje je v1, . . . ,vd ortonormirana baza rešetke Zd.

Izbor 2-kociklusa za rešetku Zd je dan u (2.7.10). Za dokaz teorema vidjeti teorem 5.2. u

[46].

2.7.5. Univerzalna Virasorova algebra verteks operatora

Pratimo izlaganje u poglavlju 6.1 u [56]. Virasorova algebra Vir je Liejeva algebra s bazom

{L(n) : n ∈ Z}∪{c} i relacijama

[L(m),L(n)] = (m−n)L(m+n)+δm+n,0
m3 −m

12
c, [c,Vir] = 0.
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Označimo s Vir≥−1 podalgebru od Vir razapetu s {L(n) : n ≥−1}∪{c}. Neka je c ∈ C. Ozna-

čimo s Cc jednodimenzionalni modul za Vir≥−1 na kojem L(n) djeluju trivijalno (za n ≥−1), a

c djeluje množenjem sa skalarom c. Stavimo

Virc =U(Vir)⊗U(Vir≥−1)Cc.

Ako stavimo 1 = 1⊗1, tada Virc ima bazu

L(−n1) . . .L(−nr)1,r ≥ 0,ni ≥ 2,n1 ≥ n2 ≥ . . .≥ nr.

Definiramo polje na Virc sa:

Y (L(−2)1,z) = ∑
n∈Z

L(n)z−n−2. (2.7.15)

Tada se pomoću teorema o generirajućim poljima 2.6.1 može pokazati da Virc ima strukturu

verteks algebre generirane poljem (2.7.15). Izraz za Y na općenitom vektoru iz Virc se tada

dobiva iz propozicije 5.1.2. Štoviše, može se pokazati da je (Virc,Y,1,L(−2)1) algebra verteks

operatora, kao i da je jako generirana s konformnim vektorom L(−2)1. Virc tada zovemo

univerzalna Virasorova algebra verteks operatora centralnog naboja c.

Ako je (V,Y,1,ω) općenita superalgebra verteks operatora centralnog naboja c, tada po

propoziciji 2.1.12 imamo homomorfizam superalgebri verteks operatora Virc → V takav da

L(−2)1 ↦→ ω ∈ V . Slika tog homomorfizma je upravo ⟨ω⟩ ⊆ V , podalgebra od V generirana

konformnim vektorom.
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3. SIMPLEKTIČKI FERMIONI

Simplektički fermioni su se prvo pojavili u fizikalnoj literaturi u člancima H.G. Kauscha [50],

H.G. Kauscha i M. Gaberdiela [41], [42], a u matematičkoj literaturi u članku T. Abea [1]. Cilj

ovog poglavlja je dati konstrukciju verteks algebre simplektičkih fermiona i njenih modula, te

iskazati poznata svojstva tih struktura koja ćemo koristiti u ovom radu.

3.1. KONSTRUKCIJA

U ovoj sekciji ćemo opisati konstrukciju superalgebre verteks operatora SF(d) (zovemo je su-

peralgebra simplektičkih fermiona) po [1]. Konstrukcija je slična konstrukciji Heisenber-

gove verteks algebre (vidi podsekciju 2.7.1) koja kreće od konačnodimenzionalnog vektorskog

prostora sa simetričnom nedegeneriranom bilinearnom formom. Razlika je u tome što u ovom

slučaju promatramo antisimetričnu nedegeneriranu bilinearnu formu.

Definicija 3.1.1. Bilinearnu formu koja je antisimetrična i nedegenerirana zovemo simplek-

tička forma. Ured̄eni par (V,⟨·, ·⟩) gdje je V vektorski prostor, a ⟨·, ·⟩ simplektička forma,

zovemo simplektički vektorski prostor.

Neka je (h,⟨·, ·⟩) nenul konačnodimenzionalni simplektički vektorski prostor. Standardni

rezultat (vidi npr. poglavlje 15.8 u [55]) kaže da tada moramo imati dimh= 2d,d ∈ Z>0, te da

mora postojati baza e1, . . . ,ed, f 1, . . . , f d od h takva da vrijedi

⟨ei,e j⟩= ⟨ f i, f j⟩= 0, ⟨ei, f j⟩=−δi j,

za sve 1 ≤ i, j ≤ d. Bazu od h s ovim svojstvima zvat ćemo kanonska baza (u literaturi se

još spominju i izrazi Darbouxova baza ili simplektička baza). Simplektički vektorski prostor

dimenzije 2d ćemo u daljnjem tekstu označavati sa h2d.

Iz simplektičkog vektorskog prostora h2d možemo konstruirati Liejevu superalgebru L̂(h2d) :=

h2d ⊗C[t, t−1]⊕CK na sljedeći način:

35
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∙ L̂(h2d)
0̄ = CK, L̂(h2d)

1̄ = h2d ⊗C[t, t−1].

∙ Za a,b ∈ h2d,m,n ∈ Z imamo superkomutacijske relacije

[a⊗ tm,b⊗ tn] = m⟨a,b⟩δm+n,0K. (3.1.1)

Napomena: budući da su elementi a⊗ tm,b⊗ tn neparni, u gornjoj relaciji imamo antiko-

mutator.

∙ K je centralni element, to jest [K, L̂(h2d)] = 0.

Promatrajmo asocijativnu superalgebru

A :=U(L̂(h2d))/(K −1)

(kvocijent po dvostranom idealu generiranom s K − 1). Budući da je K − 1 parni element,

Z2-gradacija od A se nasljed̄uje od U(L̂(h2d)):

A ī =U(L̂(h2d))
ī/
(
(K −1)∩U(L̂(h2d))

ī
)
, i = 0,1.

Označimo s a(m) operator lijevog množenja s a⊗ tm +(K − 1) na A , gdje je a ∈ h2d,m ∈ Z.

Neka je A≥0 lijevi ideal od A generiran s

{a(m)1 : a ∈ h2d,m ∈ Z≥0.}

Jedan od glavnih objekata koje ćemo promatrati u ovom radu je lijevi A -modul

SF(d) := A /A≥0.

Primijetimo da je lijevi ideal A≥0 generiran s neparnim elementima, pa SF(d) nasljed̄uje Z2-

gradaciju od A . Preciznije, imamo SF(d) = SF(d)0̄ ⊕SF(d)1̄, gdje je

SF(d)ī = A ī/(A≥0 ∩A ī), i = 0,1.

Vidimo da operatori a(m),a ∈ h2d,m ∈ Z čuvaju A≥0, pa induciraju operatore na SF(d) koje

ćemo takod̄er, radi jednostavnosti, označavati s a(m). Primijetimo da je SF(d) kao supervektor-

ski prostor izomorfan Λ(h2d ⊗t−1C[t−1]). To možemo izreći i na nešto konkretniji ekvivalentan

način:

Neka je B = {a1, . . . ,a2d} neka baza od h2d , tada skup

B̃ =
{

ai1(k1)ai2(k2) . . .air(kr)1 : r ≥ 0,1 ≤ i j ≤ 2d,k j ∈ Z<0
}

(3.1.2)
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razapinje SF(d). Za nenul a = ai1(k1)ai2(k2) . . .air(kr)1 ∈ B̃ ćemo reći da je monom duljine r

(u elementima iz B).

Sljedeći cilj nam je definirati strukturu superalgebre verteks operatora na SF(d). Stavit

ćemo 1 = 1+A≥0. Identificirat ćemo h2d sa potprostorom od SF(d) preko linearnog ulaganja:

a ↦→ a(−1)1,a ∈ h2d.

Definirajmo sada operator

Y0(·,z) : h2d → Hom(SF(d),SF(d)((z))),a ↦→ Y0(a,z) = ∑
n∈Z

a(n)z−n−1.

Iz komutacijskih relacija (3.1.1) slijedi da za a,b ∈ h2d imamo

[Y0(a,z),Y0(b,w)] = ⟨a,b⟩∂w
(
w−1

δ (z/w)
)

(3.1.3)

iz čega slijedi

(z−w)2[Y0(a,z),Y0(b,w)] = 0. (3.1.4)

Pomoću teorema o generirajućim poljima 2.6.1 se može provjeriti da se Y0 može na jedinstven

način proširiti do operatora

Y : SF(d)→ (EndSF(d))[[z,z−1]]

tako da je (SF(d),Y,1) verteks superalgebra.

Iz propozicije 5.1.2 tada slijedi da za v = ai1(−k1)ai2(−k2) . . .air(−kr)1, ai j ∈ h2d,k j ∈ Z>0,

imamo

Y (v,z) =: ∂
(k1−1)Y (ai1,z) . . .∂ (kr−1)Y (air ,z) : . (3.1.5)

Napomena 3.1.2. Vrijedi napomenuti da je ova konstrukcija SF(d) poseban slučaj konstruk-

cije univerzalne afine verteks superalgebre V k(g) od (proste ili superkomutativne) Liejeve su-

peralgebre g (vidi npr. [46]). Ako promatramo h2d kao Liejevu superalgebru uz h1̄
2d = h2d i

trivijalni superkomutator, tada je V 1(h2d)≃ SF(d).

Sljedeći korak je definirati konformni vektor u SF(d). Neka je ei, f i, i = 1, . . . ,d neka ka-

nonska baza od h2d , i neka je

ω =
d

∑
i=1

ei
−1 f i. (3.1.6)

Može se pokazati da ω ne ovisi o izboru kanonske baze. Vrijedi:

ω0ω = Dω, ω1ω = 2ω, ω2ω = 0,ω3ω =−d1
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i ωnω = 0, za n ≥ 4. Iz propozicije 2.1.5 slijedi da je ω tada konformni vektor centralnog

naboja −2d. Označimo L(n) = ωn+1 za n ∈ Z. Možemo dekomponirati SF(d) u direktnu sumu

svojstvenih potprostora za L(0):

SF(d) =
⊕
n≥0

SF(d)n

(gdje je SF(d)n = {v ∈ SF(d) : L(0)v = nv}). Primijetimo da imamo SF(d)0 = C1,SF(d)1 =

h2d . Za a ∈ h2d vrijedi

L(0)a = a,L(n)a = 0,n ≥ 0

Tada su a ∈ h2d primarni vektori konformne težine 1 i vrijedi:

[L(m),an] =−nam+n.

Ako izaberemo neku bazu B = {a1, . . . ,a2d} od h2d , tada skup

B̃n =

ai1(k1)ai2(k2) . . .air(kr)1 :
r ≥ 0,1 ≤ i j ≤ 2d,k j ∈ Z<0,

∑
r
j=1 k j = n

 (3.1.7)

razapinje SF(d)n. Iz ovoga se vidi da su vektorski prostori SF(d)n konačnodimenzionalni.

Takod̄er, iz dosad navedenog se lako vidi da je D = L(−1). Slijedi da je (SF(d),Y,1,ω) supe-

ralgebra verteks operatora centralnog naboja −2d.

Napomena 3.1.3. U skladu s napomenom 3.1.2, treba napomenuti da je gornja konstrukcija

konformnog vektora specijalni slučaj Sugawarine konstrukcije konformnog vektora za univer-

zalnu afinu verteks superalgebru V k(g) (vidi npr. [46]).

Treba spomenuti i jednu lemu koja će nam pomoći kod konstrukcije SF(d)-modula.

Lema 3.1.4. Neka je M restringirani L̂(h2d) modul na kojem K djeluje kao identiteta. Tada M

(na prirodan način) ima strukturu SF(d)-modula.

Ova lema je standardni rezultat iz teorije lokalnih polja (vidi poglavlje 5 u [56]).

Označavat ćemo

SF(d)+ := SF(d)0̄,SF(d)− := SF(d)1̄.

Tada je SF(d)+ algebra verteks operatora centralnog naboja −2d koju ćemo zvati algebra

simplektičkih fermiona. Neparni dio SF(d)− je tada SF(d)+-modul.

Teorem 3.1.5 ([1], Proposition 3.2., Theorem 3.10.). Superalgebra simplektičkih fermiona

SF(d) je prosta C2-konačna VOSA. Algebra simplektičkih fermiona SF(d)+ je prosta C2-

konačna VOA. SF(d)− je ireducibilan SF(d)+-modul.
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3.2. GENERATORI

Neka je e1, . . . ,ed, f 1, . . . , f d neka kanonska baza za h2d . Iz konstrukcije SF(d) je očito da ti

vektori (u identifikaciji h2d s SF(d)1) čine skup jakih generatora za SF(d). U [1] autor je našao

skup jakih generatora za SF(d)+ koji ćemo sada ovdje opisati. Neka su 1 ≤ i, j ≤ d, definiramo

vektore:

ei j = ei
−1e j,

f i j = f i
−1 f j,

hi j = ei
−1 f j,

E i j =
1
2

(
ei
−2e j + e j

−2ei
)
,

F i j =
1
2

(
f i
−2 f j + f j

−2 f i
)
,

H i j =
1
2

(
ei
−2 f j + f j

−2ei
)
.

Primijetimo da vrijedi:

ei j =−e ji, f i j =− f ji,

E i j = E ji, F i j = F ji.

Propozicija 3.2.1 ([1], Proposition 3.7, Corollary 3.8). Neka je e1, . . . ,ed, f 1, . . . , f d neka ka-

nonska baza za h2d . Tada je SF(d)+ jako generiran vektorima

ei j, f i j,hi j,E i j,F i j,H i j

za 1 ≤ i, j ≤ d.

Primijetimo da su svi generatori s gornje liste primarni, osim hii koji su samo kvaziprimarni.

Vrijedi ω = ∑
d
i=1 hii. Generatore ei j, f i j,hi j ∈ SF(d)+2 ćemo zvati mali generatori, dok ćemo

generatore E i j,F i j,H i j ∈ SF(d)+3 zvati veliki generatori. Primijetimo da malih generatora ima

2d2 −d, a velikih generatora 2d2 +d.

Napomena 3.2.2. U slučaju d = 1 gornja lista generatora se svodi na ω = h11,E = E11,F =

F11,H = H11.
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3.3. AUTOMORFIZMI I DERIVACIJE

Neka je h2d simplektički vektorski prostor dimenzije 2d. Grupu svih operatora u GL(h2d) koji

čuvaju simplektičku formu zovemo simplektička grupa i označavamo sa Sp(2d). Familija

Sp(2d) je jedna od familija klasičnih Liejevih grupa, i sve te grupe su proste, jednostavno

povezane (kompleksne) Liejeve grupe (vidi npr. [65] ili [39] za literaturu iz Liejeve teorije).

U [1] je pokazano da se djelovanje Sp(2d) na h2d može na prirodan način proširiti na djelo-

vanje Sp(2d) na SF(d). Konkretno, za g ∈ Sp(2d), a1, . . . ,ar ∈ h2d,k j ∈ Z≥0 stavljamo:

g(1) = 1

g(a1
−k1

. . .ar
−kr

1) = g(a1)−k1 . . .g(a
r)−kr1.

Za a,b ∈ h2d imamo (vidi superkomutacijske relacije (3.1.1))

a0b = 0,a1b = ⟨a,b⟩1,akb = 0,k > 1,

pa vrijedi

g(anb) = g(a)ng(b),∀n ∈ Z.

Takod̄er, definicija ω dana u (3.1.6) ne ovisi o izboru kanonske baze, pa je g(ω) = ω . Budući

da h2d jako generira SF(d), slijedi da je g automorfizam algebre verteks operatora SF(d). T.

Abe je u [1] pokazao da se svi automorfizmi algebre verteks operatora SF(d) mogu dobiti na

ovaj način.

Teorem 3.3.1 ([1], Theorem 5.8.). Grupe automorfizama od SF(d) i SF(d)+ su izomorfne

Sp(2d), odnosno Sp(2d)/{±I2d}.

Napomena 3.3.2. Podgrupa {±I2d} je centar od Sp(2d). Element −I2d inducira automorfizam

θ koji smo definirali u (2.1.11).

Zbog teorema 3.3.1 možemo identificirati AutSF(d) s Sp(2d). U daljnjem radu ćemo ko-

ristiti tzv. permutacijske automorfizme dane s

ei ↦→ eσ(i), f i ↦→ f σ(i), za σ ∈ Sd

(Sd označava permutacijsku grupu na d elemenata) i automorfizme τi, i = 1, . . . ,d dane s

τi(ei) =− f i,τi( f i) = ei,τi(e j) = e j,τi( f j) = f j,
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za j = 1, . . . ,d, j ̸= i.

Kompleksnoj Liejevoj grupi Sp(2d) je pridružena kompleksna Liejeva algebra sp(2d) di-

menzije 2d2+d. Budući da Sp(2d) djeluje na SF(d) automorfizmima, sp(2d) djeluje na SF(d)

derivacijama. Ovdje ćemo napisati kako sp(2d) djeluje na h2d . U slučaju d > 1 koristit ćemo

notaciju iz [39, poglavlje 16]. Neka su 1 ≤ i, j ≤ d, i ̸= j:

Hiek = δikei, Hi f k =−δik f i

Xi jek = δ jkei, Xi j f k =−δik f j,

Yi jek = 0, Yi j f k = δ jkei +δike j,

Zi jek = δ jk f i +δik f j, Zi j f k = 0,

Uiek = 0, Ui f k = δikei,

Viek = δik f i, Vi f k = 0.

U slučaju d = 1 vrijedi SP(2) = SL(2) i sp(2) = sl(2), i pisat ćemo

X =

0 1

0 0

 , T =

1 0

0 −1

 , Y =

0 0

1 0


za standardnu bazu od sl(2), koja djeluje na kanonsku bazu od h2 kao:

X .e = 0,X . f = e

T.e = e,T. f =− f

Y.e = f ,Y. f = 0.

Budući da djelovanje Sp(2d) na SF(d) automorfizmima čuva konformnu težinu, SF(d)n je

Sp(2d)-podmodul od SF(d) za sve n ∈ Z≥0. Vektorski prostori SF(d)n su konačnodimenzi-

onalni, pa slijedi da se svaki od njih rastavlja na direktnu sumu konačnodimenzionalnih iredu-

cibilnih Sp(2d)-podmodula. Budući da je Sp(2d) povezana Liejeva grupa, iz Liejeve teorije

znamo da je W ⊆ SF(d) Sp(2d)-podmodul od SF(d) ako i samo ako je sp(2d)-podmodul od

SF(d). Time smo pokazali sljedeću pomoćnu lemu.

Lema 3.3.3. SF(d) se kao modul za Sp(2d)/sp(2d) rastavlja na direktnu sumu konačnodi-

menzionalnih ireducibilnih podmodula za Sp(2d)/sp(2d).
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3.4. ZAKRENUTI MODULI

U ovoj sekciji ćemo pokazati konstrukciju θ -zakrenutog SF(d)-modula iz [1] (konstrukcija je

slična konstrukciji zakrenutih verteks operatora u [37]). Taj zakrenuti modul je bitan jer iz njega

dobivamo dva ireducibilna modula za SF(d)+.

Neka je h2d simplektički vektorski prostor dimenzije 2d. Iz h2d možemo konstruirati Li-

ejevu superalgebru L̂θ (h2d) := h2d ⊗ t1/2C[t, t−1]⊕CK na sljedeći način:

∙ L̂(h2d)
0̄ = CK, L̂(h2d)

1̄ = h2d ⊗ t1/2C[t, t−1].

∙ Za a,b ∈ h2d,m,n ∈ 1
2 +Z imamo superkomutacijske relacije

[a⊗ tm,b⊗ tn] = m⟨a,b⟩δm+n,0K.

Napomena: budući da su elementi a⊗ tm,b⊗ tn neparni, u gornjoj relaciji imamo antiko-

mutator.

∙ K je centralni element, to jest [K, L̂θ (h2d)] = 0.

Promatrajmo asocijativnu superalgebru

A θ :=U(L̂θ )(h2d))/(K −1)

(kvocijent po dvostranom idealu generiranom s K −1). Budući da je K −1 parni element, Z2-

gradacija od A θ se nasljed̄uje od U(L̂θ (h2d)). Označimo s a(m) operator lijevog množenja s

a⊗ tm +(K −1) na A θ , gdje je a ∈ h2d,m ∈ 1
2 +Z. Neka je A θ

>0 lijevi ideal od A generiran s

{a(m)1 : a ∈ h2d,m ∈ 1
2
+Z≥0.}

Stavimo:

SF(d)θ := A θ/A θ
>0.

Primijetimo da imamo izomorfizam vektorskih prostora

SF(d)θ ≃
∧
(h2d ⊗ t−1/2C[t−1]).

Budući da je A θ
>0 generiran s neparnim elementima, SF(d)θ nasljed̄uje strukturu vektorskog

superprostora sa A θ , koju ćemo po uzoru na sekciju 3.1 pisati kao:

SF(d)θ = SF(d)+
θ
⊕SF(d)−

θ
.
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Preostaje definirati strukturu θ -zakrenutog SF(d)-modula na SF(d)θ . Za a ∈ h2d stavimo:

W (a,z) := ∑
n∈ 1

2+Z
a(n)z−n−1.

Za v = ai1(−k1)ai2(−k2) . . .air(−kr)1 ∈ SF(d) proširujemo na standardni način:

W (v,z) :=: ∂
(k1−1)W (a1,z) . . .∂ (kr−1)W (ak,z). : (3.4.1)

Uzmimo sada koeficijente cmn ∈ C,m,n ∈ Z≥0 definirane s

∑
m,n≥0

cmnxmyn =− ln

(
(1+ x)1/2 +(1+ y)1/2

2

)

i promatrajmo operator

∆(z) = 2 ∑
m,n≥0

d

∑
i=1

cmnei
m f i

nz−m−n

na SF(d). Definiramo

Y (v,z) :=W (e∆(z)v,z). (3.4.2)

Propozicija 3.4.1 ([1], Proposition 4.1.). Par (SF(d)θ ,Y ) je ireducibilni jaki θ -zakrenuti SF(d)-

modul. SF(d)+
θ
,SF(d)−

θ
su ireducibilni jaki SF(d)+-moduli.

Opišimo djelovanje SF(d) na SF(d)θ malo konkretnije. Neka su a,b ∈ h2d . Direktnim

računom se vidi da vrijedi

∆(z)a = 0

∆(z)a−1b = 2c11⟨a,b⟩z−2

=
1
8
⟨a,b⟩z−2

∆(z)a−kb = 2(c1k + ck1) · k⟨a,b⟩z−k−1.

Iz ovoga vidimo da na sve generatore od SF(d)+ osim hii, i = 1, . . . ,d operator ∆(z) djeluje

trivijalno. Ako ∆(z) djeluje trivijalno na v ∈ SF(d), tada je Y (v,z) = W (v,z). Zbog ∆(z)hii =

−1
8z−2 imamo

Y (hii,z) =W (hii,z)− 1
8

z−2, i = 1, . . . ,d.

Posebno, tada je

Y (ω,z) =
d

∑
i=1

Y (hii,z) =W (ω,z)− d
8

z−2.
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Budući da vrijedi

[L(m),a(n)] =−na(m+n), a ∈ h2d,m ∈ Z,n ∈ 1
2
+Z,

ako uzmemo a1, . . . ,ar ∈ h2d,ki ∈ 1
2 +Z≥0 imamo

L(0)1θ =−d
8

1θ

L(0)a1(−k1) . . .ar(−kr)1θ =

(
−d

8
+

r

∑
j=1

k j

)
a1(−k1) . . .ar(−kr)1θ .

Zbog toga imamo sljedeći rastav u svojstvene potprostore za L(0):

SF(d)θ =
∞⊕

i=0

(SF(d)θ )− d
8+

i
2
.

Takod̄er,

SF(d)+
θ
=

∞⊕
i=0

(SF(d)θ )− d
8+i, SF(d)−

θ
=

∞⊕
i=0

(SF(d)θ )−d+4
8 +i.
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3.5. LOGARITAMSKI MODULI

U ovoj sekciji pratimo T. Abea [1] u konstrukciji reducibilnih nerastavljivih Z≥0-graduiranih

SF(d)+-modula. Postojanje takvog modula je u slučaju d = 1 pokazano u [49]. Konstrukcija

je slična konstrukciji superalgebre verteks operatora SF(d) kao kvocijenta superalgebre A i

lijevog ideala A≥0. Neka je sada A>0 lijevi ideal od A generiran sa skupom

{a(m)1 : a ∈ h2d,m ∈ Z>0}.

Definirajmo ”SF(d) := A /A>0.

Lako se vidi da je ”SF(d) restringirani L̂(h2d)-modul. Iz leme 3.1.4 tada slijedi da ”SF(d) ima

strukturu SF(d)-modula.

Primijetimo da je ”SF(d) kao vektorski superprostor izomorfan
∧
(h2d ⊗C[t−1]). Stavimo

1̂ = 1+A>0. Tada je ”SF(d) razapet vektorima oblika a1
n1
. . .ar

nr
1̂,ai ∈ h2d,ni ∈ Z≤0. Uočimo

da na ”SF(d) operatori a0,a ∈ h2d ne djeluju trivijalno (kao što djeluju na SF(d)). Posljedica

toga je da L(0) ne djeluje poluprosto na ”SF(d), prema poglavlju 5.1. iz [1] imamo:

L(0)ss =
d

∑
i=0

∑
n∈Z/{0}

: ei
−n f i

n : L(0)nil =
d

∑
i=0

ei
0 f i

0

Direktnim računom se vidi da vrijedi

(L(0)nil)
d = d! e1

0 f 1
0 . . .e

d
0 f d

0 , (L(0)nil)
d+1 = 0,

to jest, stupanj nilpotentnosti od L(0)nil je jednak d +1.

Možemo dekomponirati ”SF(d) na sumu generaliziranih vektorskih potprostora od L(0):”SF(d) =
⊕
n≥0

”SF(d)(n),

gdje je ”SF(d)(n) = {v ∈ ”SF(d) : (L(0)−nI)Nv = 0 za N dovoljno velik}. Tada je ”SF(d) logari-

tamski modul od SF(d) nilpotentnog ranga d +1.

Vidimo da je ”SF(d)(0) razapet s vektorima oblika

a1
0 . . .a

r
01̂,ai ∈ h2d,r ∈ Z≥0

pa ga možemo identificirati s Λ(h). Označimo

r
Λ(h2d) = span{a1

0 . . .a
s
01̂ : ai ∈ h2d,s ≥ r}
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i stavimo ”SF(d)[r] za SF(d)-podmodul od ”SF(d) generiran s rΛ(h). Zgodno je primijetiti da

tada imamo izomorfizam vektorskih prostora”SF(d)≃ Λ(h2d)⊗SF(d), ”SF(d)[r]≃ r
Λ(h2d)⊗SF(d).

Imamo niz SF(d)-podmodula

0 = ”SF(d)[2d +1]⊂ ”SF(d)[2d]⊂ . . .⊂ ”SF(d)[0] = ”SF(d).

U [1] je pokazano da vrijedi ”SF(d)[r]/”SF(d)[r+1]≃ SF(d)⊕(
2d
r )

(kao SF(d)-moduli). Posebno, ”SF(d)[2d]≃ SF(d).

Ako promatramo ”SF(d) kao SF(d)+ modul, vidimo da imamo dekompoziciju na direktnu

sumu podmodula ”SF(d) = ”SF(d)+⊕”SF(d)−.

Propozicija 3.5.1 ([1], poglavlje 5).

1. Sokl SF(d)+-modula ”SF(d) je SF(d)[2d]≃ SF(d)+⊕SF(d)−.

2. SF(d)+-moduli ”SF(d)± su reducibilni i nerastavljivi.

3. Algebra verteks operatora SF(d)+ nije racionalna.

4. Ako promatramo ”SF(d) kao SF(d)+-modul, tada vrijedi

Ω(”SF(d)) = ”SF(d)(0)⊕”SF(d)[2d](1).
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3.6. KLASIFIKACIJA IREDUCIBILNIH

REPREZENTACIJA

U ovoj kratkoj cjelini dajemo rezultate T. Abea o Zhuovoj algebri od SF(1)+, te klasifikaciji

ireducibilnih reprezentacija od SF(d)+ za d ≥ 1.

Propozicija 3.6.1 ([1], Proposition 4.6.). Vrijedi

A(SF(1)+)≃ M2(C)⊕M2(C)⊕C[x]/(x2)⊕C

i imamo jednakost dimenzija

dimP(SF(1)+) = dimA(SF(1)+) = 11.

Teorem 3.6.2 ([1], Theorem 4.2.). Neka je d ≥ 1. Svaki ireducibilni Z≥0-graduirani SF(d)+-

modul je izomorfan jednom od

SF(d)±,SF(d)±
θ
.
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3.7. VEZE S OSTALIM VERTEKS SUPERALGEBRAMA

U ovoj sekciji ćemo proučiti veze (super)algebre simplektičkih fermiona sa ostalim verteks

superalgebrama. Prvo ćemo pokazati da se SF(d) ulaže u Cliffordovu verteks superalgebru

F(d), a onda ćemo pomoću tog ulaganja pokazati da su algebre verteks operatora SF(1)+ i

W (2) med̄usobno izomorfne. Oba rezultata su dobro poznata u literaturi (vidi [49], [7], [1]), a

navodimo dokaze jer će nam trebati za kasniji rad.

U podsekciji 3.7.3 ćemo navesti rezultat T. Creutziga i A. Linshawa iz [23] o strukturi

Sp(2d)-invarijantne podalgebre od SF(d).

3.7.1. Ulaganje u Cliffordovu verteks superalgebru

U ovoj cjelini ćemo pokazati da postoji ulaganje verteks superalgebre simplektičkih fermiona

SF(d) u Cliffordovu verteks superalgebru F(d). Iz definicije polja (2.7.13) imamo da vrijedi

(ψ±
i )n = ψ

±
i (n+

1
2
).

Propozicija 3.7.1. Postoji monomorfizam verteks superalgebri ιd : SF(d) → F(d) takav da

vrijedi:

ιd(ei) = ψ
+
i (−3

2
)1 = Dψ

+
i , ιd( f i) = ψ

−
i , i = 1, . . . ,d. (3.7.1)

Takod̄er, vrijedi

im(ιd) =
d⋂

i=1

kerF(d)

(
ψ

−
i (

1
2
)

)
,

ιd(SF(d)+) =
d⋂

i=1

kerF(d)+

(
ψ

−
i (

1
2
)

)
.

Dokaz. Možemo definirati linearno preslikavanje ιd : h2d → F(d) prema (3.7.1). Budući da

vektori ei, f i, i = 1, . . . ,d jako generiraju verteks superalgebru SF(d), slijedi da ιd možemo

proširiti do linearnog preslikavanja SF(d)→ F(d) na sljedeći način:

ιd(a1
−k1

. . .ar
−kr

1) = ιd(a1)−k1 . . . ιd(ar)−kr1,

gdje je r ∈ Z≥0,ki ∈ Z>0,ai ∈ h2d . Da bi pokazali da je ovako definiran ιd homomorfizam

verteks superalgebri, dosta je provjeriti da vrijedi

ιd(anb) = ιd(a)nι(b)
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Simplektički fermioni Veze s ostalim verteks superalgebrama

za sve n ≥ 0,a,b ∈ {e1, . . . ,ed, f 1, . . . , f d}, jer će tada pomoću superkomutatorske formule

(2.1.3) biti ispunjeni uvjeti propozicije 2.1.12. Za n ≥ 0 vrijedi

ei
n f j =−δn1δi j1, ei

ne j = f i
n f j = 0.

Imamo

ιd(ei) = ψ
+
i (−3

2
)1 = (ψ+

i )−21 = Dψ
+
i , ιd( f i) = ψ

−
i (−1

2
)1 = ψ

−
i .

Tada možemo računati za n ≥ 0:

ιd(ei)nιd( f j) = (Dψ
+
i )nψ

−
j =−nψ

+
i (n− 1

2
)ψ−

j (−
1
2
)1 =−nδn1δi j1 =−δn1δi j1.

Na sličan način se provjeri da je ιd(ei)nιd(e j) = ιd( f i)nιd( f j) = 0. Slijedi da je ιd homomorfi-

zam verteks superalgebri. Za n > 0 i v ∈ SF(d) imamo:

ιd(ei
−nv) = nψ

+
i (−n− 1

2
)ιd(v), ιd( f i

−nv) = ψ
−
i (−n+

1
2
)ιd(v). (3.7.2)

Iz ovog izraza se vidi ιd šalje monome u ei
−m i f j

−n u monome u ψ
+
i (−m− 1

2) i ψ
−
j (−n+ 1

2), za

m,n > 0. Budući da šalje različite monome u različite monome, slijedi da je ιd monomorfizam.

Takod̄er, tada slijedi da je im(ιd) razapet upravo onim monomima u ψ
±
i (r),r < 0 u kojima se

ne pojavljuju elementi ψ
+
i (−1

2), i = 1, . . . ,d. Tada je

im(ιd) =
d⋂

i=1

kerF(d)

(
ψ

−
i (

1
2
)

)
=

d⋂
i=1

kerF(d)
(
(ψ−

i )0
)
.

�

Slijedi da je

ιd(ω) =
d

∑
i=1

ιd(ei)−1ιd( f i) =
d

∑
i=1

ψ
+
i (−3

2
)ψ−,

što odgovara sumi konformnih vektora ω0 ∈F(1) (vidi formulu (2.7.14)). Tada ako promatramo

F(d) kao superalgebru verteks operatora s takvim izborom konformnog vektora, slijedi da je ιd

homomorfizam superalgebri verteks operatora.

Zbog bozon-fermion korespondencije βd : F(d)→VZd (vidi 2.7.6) slijedi da se SF(d) ulaže

i u verteks superalgebru VZd . Označimo Φd = βd ∘ ιd : SF(d)→VZd Neka je v1, . . . ,vd ortonor-

mirana baza za rešetku Zd . Tada imamo da je

Φd(ei) = Devi = vi(−1)evi, Φd( f i) = e−vi.
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Korolar 3.7.2. Vrijedi

im(Φd) =
d⋂

i=1

kerVZd

(
(e−vi)0

)
,

(Φd)(SF(d)+) =
d⋂

i=1

kerV+

Zd

(
(e−vi)0

)
.

Parna verteks podalgebra V+
Zd od VZd se može zapisati kao VL, gdje je L parna podrešetka od

Zd definirana na sljedeći način

L =

{
d

∑
i=1

nivi ∈ Zd :
d

∑
i=1

ni ∈ 2Z

}
.

Napomena 3.7.3. Nešto drugačije ulaganje (s dokazom) je opisano u trećem poglavlju od [26].

3.7.2. Izomorfizam SF(1)+ i W (2)

U ovoj cjelini ćemo pokazati kako se konstruira izomorfizam algebri verteks operatora SF(1)+ i

W (2). Iskoristit ćemo ulaganje SF(1) u verteks superalgebru VZ. Prvo, prisjetimo se definicije

algebre verteks operatora W (2) iz podsekcije 2.7.3.

Algebra verteks operatora W (2) je definirana kao podalgebra algebre verteks operatora VZα ,

gdje je ⟨α,α⟩ = 4. Dakle, možemo identificirati VZα s parnom podalgebrom V+
Z = V2Z ⊆ VZ

tako da stavimo α = 2v, gdje je v generator rešetke Z s ⟨v,v⟩= 1. Tada je konformni vektor iz

(2.7.12) dan kao

ωW (2) =

(
1
8

α(−1)2 +
1
4

α(−2)
)

1 =

(
1
2

v(−1)2 +
1
2

v(−2)
)

1

i ima centralni naboj c2 =−2. Screening operatori su tada dani s

Q = eα
0 ,

‹Q = e−v
0 ,

a triplet algebra kao W (2) = kerV2Z(
‹Q). Po korolaru 3.7.2, u slučaju d = 1, imamo upravo

Φ1(SF(1)+) = kerV2Z(e
−v
0 ) = kerV2Z(

‹Q) = W (2).

Slijedi da su SF(1)+ i W (2) izomorfni kao verteks algebre. Ostaje provjeriti odgovaraju li
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konformni vektori pod tim izomorfizmom. Računamo (uz pomoć relacije (2.7.11)):

Φ1(ωSF(1)) = Φ1(e−1 f )

= (Dev)−1e−v

= (ev)−2e−v

= S2(v)1

=

(
1
2

v(−1)2 +
1
2

v(−2)
)

1

= ωW (2).

Ovime je dokazana sljedeća propozicija:

Propozicija 3.7.4. Algebre verteks operatora SF(1)+ i W (2) su izomorfne.

Treba napomenuti da iz druge jednakosti korolara 3.7.2 imamo da je SF(1) izomorfna

superalgebri verteks operatora kerVZ(
‹Q). Takod̄er, pod tim izomorfizmom SF(1)− završi u

W (2)-modulu Π(1) = W (2).ev. Uspored̄ivanjem konformnih težina se vidi da SF(1)+-moduli

SF(1)+
θ

i SF(1)−
θ

odgovaraju W (2)-modulima Λ(2) i Π(2).

Napomena 3.7.5. Vrijedi:

QΦ1(e) = e2v
0 Dev = De2v

0 ev = 0 (3.7.3)

QΦ1( f ) = e2v
0 e−v = S1(2v)ev = 2Dev = 2Φ1(e) (3.7.4)

Tada se direktnim računom može provjeriti da vrijedi

Φ1(FSF(1)) = FW (2), Φ1(HSF(1)) =
1
4

HW (2), Φ1(ESF(1)) =
1
8

EW (2).

U podsekciji o triplet algebri 2.7.3 smo vidjeli da su D. Adamović i A. Milas u [7] pokazali

da operatori

Q,
α(0)

2
,φ ∈ End(W (2)

daju triplet algebri strukturu sl(2)-modula. U podsekciji 3.3 smo vidjeli kako je T. Abe u

[1] definirao sl(2) djelovanje na simplektičke fermione. Prirodno se zapitati je li Φ1 ujedno i

izomorfizam sl(2)-modula. Iz računa 3.7.4 vidimo da vrijedi Q∘Φ1 = Φ1 ∘ (2X), a lako se vidi

da vrijedi i
α(0)

2
∘Φ1 = Φ1 ∘T, φ ∘Φ1 = Φ1 ∘

(
1
2

Y
)
.

Dakle, Φ1 nije homomorfizam sl(2)-modula (na način na koji su ta djelovanja definirana u [7]

i [1]), ali možemo reći da je homomorfizam “do na skaliranje”.
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3.7.3. Invarijantna podalgebra

Ako je V superalgebra verteks operatora, tada je

V AutV := {v ∈V : g(v) = v,∀g ∈ AutV}

njena podalgebra verteks operatora. Zbog teorema 3.3.1 ćemo pisati SF(d)Sp(2d) := SF(d)AutSF(d).

Zbog automorfizma θ (definiran u 2.1.11) imamo da je SF(d)Sp(2d) ⊆ SF(d)+.

Stavimo za m ∈ Z≥0

J2m =
1
2

d

∑
i=1

(ei
−2m+1 f i − f i

−2m+1ei) ∈ SF(d)+. (3.7.5)

Može se provjeriti da ti vektori leže u SF(d)Sp(2d). Primijetimo da je J2 = ω .

Teorem 3.7.6 ([23], Theorem 3.9.). Skup {J2, . . . ,J2d} je minimalni skup jakih generatora od

SF(d)sp(2d).

Posebno, u slučaju d = 1 je invarijantna podalgebra generirana s ω .
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4. ZHUOVA ALGEBRA ZA SF(d)+

Ovo poglavlje je zajednički rad s D. Adamovićem i objavljeno je u časopisu Journal of Algebra

[14].

4.1. UVOD

Neka je M Z≥0-graduirani SF(d)+-modul. Tada je po teoremu 2.4.4 Ω(M) reprezentacija od

A(SF(d)+) i označit ćemo je s

ρM : A(SF(d)+)→ End(Ω(M)), ρM([v]) = o(v).

Glavni cilj ovog poglavlja je dokazati sljedeći teorem:

Teorem 4.1.1. Neka je d ∈ Z>0. Tada je

A(SF(d)+)≃
⊕
M

im(ρM), gdje je M = ”SF(d)+,SF(d)−,SF(d)+
θ
,SF(d)−

θ
.

Imamo izomorfizme asocijativnih algebri:

im(ρŜF(d)+)≃ Λ(h2d)
+, im(ρSF(d)+

θ

)≃ C, im(ρSF(d)−)≃ im(ρSF(d)−
θ

)≃ M2d(C).

Takod̄er, imamo jednakost dimenzija

dimP(SF(d)+) = dimA(SF(d)+) = 22d−1 +8d2 +1.

Primijetimo da se u slučaju d = 1 ovaj teorem podudara s tvrdnjama iz propozicije 3.6.1

(koji je dokazao T. Abe u [1]) jer tada imamo izomorfizam asocijativnih algebri dan s:

Λ(h2)
+ ≃−→ C[x]/(x2)

e∧ f ↦→ x+(x2).
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Dokaz teorema 4.1.1 ćemo provesti u više koraka. Prvo ćemo u sekciji 4.2 pokazati postojanje

epimorfizma asocijativnih algebri

πd : A(SF(d)+)→
⊕
M

im(ρM), za M = ”SF(d)+,SF(d)−,SF(d)+
θ
,SF(d)−

θ
,

te vidjeti kako izgledaju im(ρM) za te module. Potom ćemo u sekciji 4.3 naći sustav izvodnica

od P(SF(d)+) kardinalnosti 22d−1 +8d2 +1, što će nam dati nejednakost

dimP(SF(d)+)≤ 22d−1 +8d2 +1 = dim

(⊕
M

im(ρM)

)
, (4.1.1)

za module M kao gore. Tada će zbog općenite nejednakosti dimA(V ) ≤ dimP(V ) za algebre

verteks operatora V slijediti da je πd zapravo izomorfizam, te da imamo jednakost dimenzija

dimP(SF(d)+) = dimA(SF(d)+) = 22d−1 +8d2 +1.

Potom ćemo u sekciji 4.4 vidjeti neke rezultate koji slijede iz teorema 4.1.1. Radi potpunosti, u

dodatku 4.5 ćemo navesti djelovanje ρM (za ireducibilne M) na generatore od SF(d)+ iz [1].
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4.2. KONSTRUKCIJA EPIMORFIZMA πd

Prije konstruiranja epimorfizma πd , dokazat ćemo pomoćnu lemu.

Lema 4.2.1. Imamo izomorfizme asocijativnih algebri:

im(ρŜF(d)+)≃ Λ(h2d)
+, im(ρSF(d)+

θ

)≃ C, im(ρSF(d)−)≃ im(ρSF(d)−
θ

)≃ M2d(C).

Dokaz. Prema propoziciji 2.4.5, ako je M ireducibilan SF(d)+-modul, tada je Ω(M) ireducibi-

lan A(SF(d)+)-modul i Ω(M) mora biti najviša komponenta od M. Tada imamo

Ω(SF(d)−) = SF(d)1 =
d⊕

i=1

Cei ⊕
d⊕

i=1

C f i

Ω(SF(d)+
θ
) = (SF(d)θ )− d

8
= C1θ

Ω(SF(d)−
θ
) = (SF(d)θ )− d

8+
1
2
=

d⊕
i=1

Cei
− 1

2
1θ ⊕

d⊕
i=1

C f i
− 1

2
1θ .

Po teoremu o gustoći, homomorfizmi ρM za ireducibilne M su zapravo epimorfizmi, pa imamo:

im(ρSF(d)−) = End(Ω(SF(d)−))≃ M2d(C)

im(ρSF(d)+
θ

) = End(Ω(SF(d)+
θ
))≃ C

im(ρSF(d)−
θ

) = End(Ω(SF(d)−
θ
))≃ M2d(C).

Preostaje vidjeti da tvrdnja vrijedi za M =”SF(d)+. Iz propozicije 3.5.1 znamo da je Ω(”SF(d)+)=”SF(d)+
(0) (parni dio od ”SF(d)(0)). Prisjetimo se sekcije 3.5, gdje smo vidjeli da je ”SF(d)(0) ra-

zapet s vektorima oblika

a1
0 . . .a

r
01̂, ai ∈ h2d,r ∈ Z≥0,

te da ga možemo identificirati s Λ(h2d). Na isti način možemo identificirati ”SF(d)+
(0) s Λ(h2d)

+.

Direktnim računom se može vidjeti da vrijedi:

ρŜF(d)+([e
i j]) = ei

0e j
0, ρŜF(d)+([h

i j]) = ei
0 f j

0 , ρŜF(d)+([ f
i j]) = f i

0 f j
0 , (4.2.1)

kao i da ρŜF(d)+ šalje velike generatore u 0. Budući da je po propoziciji 2.5.6 Zhuova algebra

A(SF(d)+) generirana slikama jakih generatora od SF(d)+, slijedi da je

im(ρŜF(d)+ ≃ Λ(h2d)
+.

�
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Da bi pokazali da pomoću homomorfizama ρM možemo konstruirati epimorfizam πd : A(SF(d)+)→⊕
M im(ρM) koristit ćemo standardni algebarski rezultat, tzv. Kineski teorem o ostacima za pr-

stene (vidi npr. [45]):

Teorem 4.2.2. Neka je R prsten s jedinicom, i neka su I1, I2, . . . , Ik dvostrani ideali u R. Ako

su ti ideali u parovima relativno prosti, tada postoji epimorfizam prstena s jedinicom:

π : R → R/I1 ⊕R/I2 ⊕ . . .⊕R/Ik

x ↦→ (x+ I1,x+ I2, . . . ,x+ Ik)

te je kerπ = I1 ∩ I2 ∩ . . .∩ Ik.

Sada je sve spremno za konstrukciju epimorfizma πd .

Propozicija 4.2.3. Postoji epimorfizam asocijativnih algebri

πd : A(SF(d)+)→
⊕
M

im(ρM) gdje je M = ”SF(d)+,SF(d)−,SF(d)+
θ
,SF(d)−

θ
.

Dokaz. Da bi iskoristili Kineski teorem, dovoljno je pokazati da su dvostrani ideali ker(ρM)

med̄usobno relativno prosti. Za to, dosta je primijetiti da imamo

ρŜF(d)+([ω]) =
d

∑
i=0

ei
0 f i

0 =⇒ [ω]d+1 ∈ ker(ρŜF(d)+) (4.2.2)

ρSF(d)−([ω]) = I =⇒ [ω]−1 ∈ ker(ρSF(d)−) (4.2.3)

ρSF(d)+
θ

([ω]) =

(
−d
8

)
I =⇒ [ω]+

d
8

1 ∈ ker(ρSF(d)+
θ

) (4.2.4)

ρSF(d)−
θ

([ω]) =

(
−d +4

8

)
I =⇒ [ω]+

d −4
8

1 ∈ ker(ρSF(d)−
θ

), (4.2.5)

te da su svi ti polinomi u [ω] med̄usobno relativno prosti. �
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4.3. SUSTAV IZVODNICA ZA P(SF(d)+)

Glavni rezultat ovog poglavlja je postojanje sustava izvodnica za P(SF(d)+) kardinalnosti

nd = 22d−1 + 8d2 + 1. Opišimo taj sustav izvodnica preciznije. Radi lakšeg zapisa, označit

ćemo: xi := ei,xi+d := f i, za 1 ≤ i ≤ d. Stavimo

B1
d := {xi1

−1 . . .x
i2k
−11 : 0 ≤ k ≤ d, 1 ≤ i1 < i2 < .. . < i2k ≤ 2d} ⊂ SF(d)+,

i neka je B2
d skup koji sačinjavaju sljedeći vektori iz SF(d)+:

xi
−2x j,1 ≤ i ≤ j ≤ 2d

xi
−3x j,1 ≤ i < j ≤ 2d

xi
−4x j,1 ≤ i ≤ j ≤ 2d

xi
−5x j,1 ≤ i < j ≤ 2d

e1
−7 f 1.

Lako se vidi da vrijedi |B1
d| = 22d−1 i |B2

d| = 8d2 + 1. Teorem koji dokazujemo u ovoj sekciji

je:

Teorem 4.3.1. Slika od Bd := B1
d ∪B2

d u P(SF(d)+) je sustav izvodnica za P(SF(d)+).

Radi jednostavnosti, pisat ćemo C2 :=C2(SF(d)+).

4.3.1. Neke relacije u P(SF(d)+)

U ovoj podsekciji ćemo pokazati neke relacije u P(SF(d)+) koje će nam trebati za dokaz

teorema 4.3.1. Prvo će nam trebati neki pojmovi iz [1]:

Bm,n(a,b) =
(m−1)!(n−1)!
(m+n−1)!

a−mb−n1, (4.3.1)

za a,b ∈ h. U P(SF(d)+) vrijede sljedeće relacije:

Bm,n(a,b) = (−1)n−1Bm+n−1,1(a,b) (4.3.2)

Bm,n(a,b) = (−1)m+n−1Bm,n(b,a). (4.3.3)

Te relacije nam pokazuju da se svaki monom duljine 2 u SF(d)+ može napisati (modulo C2)

kao linearna kombinacija vektora:

xi
−nx j, gdje je n ∈ Z>0 neparan i 1 ≤ i < j ≤ 2d,

xi
−nx j, gdje je n ∈ Z>0 paran i 1 ≤ i ≤ j ≤ 2d.
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Trebat će nam neke relacije iz dokaza propozicije 3.12 iz [1]:

(ei
−m f i) · (ei

−k f i) = mk
(

1
m+1

+
1

k+1

)(
m+ k

k

)
ei
−m−k−1 f i (4.3.4)

ei
−6ei = 0 (4.3.5)

ei
−9 f i = 0 (4.3.6)

Sada smo spremni za dokaz jedne važne leme.

Lema 4.3.2. U P(SF(d)+) imamo

(hii −h j j)3 = 0 (4.3.7)

(hii +h j j)3 = 12(hii +h j j) ·hii ·h j j. (4.3.8)

za 1 ≤ i < j ≤ d.

Dokaz. Zbog permutacijskih automorfizama dovoljno je dokazati za slučaj i= 1, j = 2. Relacija

(4.3.7) će slijediti iz:

(h11 −h22) ·h12 = 0 (4.3.9)

h12 ·h21 =
1
2
(h11 −h22) (4.3.10)

Računamo:

h11
−1h12 = e1

−3 f 1
1 e1

−1 f 2

= e1
−3 f 2

h22
−1h12 =− f 2

−3e2
1e1

−1 f 2

=− f 2
−3e1

(4.3.3)
= e1

−3 f 2 mod C2.

Druga relacija slijedi iz:

(hii)2 (4.3.4)
= 2ei

−3 f i.

Za dokaz relacije (4.3.8) označimo

Z := (h11)−1h22 = e1
−1 f 1

−1e2
−1 f 2.

Trebamo pokazati:

ω
3 = 12ω ·Z.
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Provjerimo:

L(−2)Z = (e1
−3 f 1

−1e2
−1 f 2

−1 + e1
−1 f 1

−3e2
−1 f 2

−1 + e1
−1 f 1

−1e2
−3 f 2

−1 + e1
−1 f 1

−1e2
−1 f 2

−3)1

i nastavljamo s računom:

h11
−3h22 +h22

−3h11 = L(−2)Z + e1
−2 f 1

−2e2
−1 f 2

−11+ e1
−1 f 1

−1e2
−2 f 2

−21

e12
−3 f 12 + f 12

−3e12 =−L(−2)Z − e1
−2 f 1

−1e2
−2 f 2

−11− e1
−1 f 1

−2e2
−1 f 2

−21

+ ∑
i=1,2

(ei
−5 f i − f i

−5ei)

h12
−3h21 +h21

−3h12 =−L(−2)Z − e1
−2 f 1

−1e2
−1 f 2

−21− e1
−1 f 1

−2e2
−2 f 2

−11

+ ∑
i=1,2

(ei
−5 f i − f i

−5ei).

Ako oduzmemo drugu i treću jednadžbu od prve vidimo:

3ω ·Z + ∑
sym

e1
−2e2

−2 f 1
−1 f 2

−11 = 2∑(ei
−5 f i − f i

−5ei),

gdje je

∑
sym

e1
−2e2

−2 f 1
−1 f 2

−11 := e1
−2e2

−2 f 1
−1 f 2

−11+ e1
−2e2

−1 f 1
−2 f 2

−11+ e1
−2e2

−1 f 1
−1 f 2

−21

+ e1
−1e2

−2 f 1
−2 f 2

−11+ e1
−1e2

−2 f 1
−1 f 2

−21+ e1
−1e2

−1 f 1
−2 f 2

−21.

Zbog

L(−1)2Z = 2L(−2)Z +2 ∑
sym

e1
−2e2

−2 f 1
−1 f 2

−11,

možemo pojednostaviti:

ω ·Z = ∑(ei
−5 f i − f i

−5ei)
(4.3.3)
= 2∑(ei

−5 f i).

Sada, koristeći relaciju (4.3.4) dobivamo:

ω ·Z =
1
9
(h113

+h223
).

Konačno, imamo:

ω
3 = h113

+3h112
·h22 +3h11 ·h222

+h223

= h113
+3ω ·Z +h223

= 12ω ·Z.

�

59



Zhuova algebra za SF(d)+ Sustav izvodnica za P(SF(d)+)

Korolar 4.3.3. U P(SF(d)+) za 1 ≤ i, j ≤ d imamo

(hii)4 = (h j j)4,

što je ekvivalentno s

ei
−7 f i = e j

−7 f j.

Dokaz. Ekvivalencija slijedi iz formule (4.3.4) koja kaže da

(hii)4 =C · ei
−7 f i,

gdje je C neka racionalna konstanta (koja ne ovisi o i). Ako stavimo zi := hii, prethodne dvije

leme kažu:

p(zi,z j) := (zi − z j)
3 = 0

q(zi,z j) := (zi + z j)
3 −12(zi + z j)ziz j = 0.

Tada vrijedi i

z4
i − z4

j =
1
4
(5(zi + z j)p(zi,z j)+(z j − zi)q(zi,z j)).

�

4.3.2. Monomi duljine 2

Cilj ove sekcije je dokazati sljedeću propoziciju.

Propozicija 4.3.4. Svi monomi duljine dva u SF(d)+ se mogu prikazati (modulo C2) kao

linearna kombinacija vektora iz skupa Bd:

xi
−1x j,1 ≤ i < j ≤ 2d

xi
−2x j,1 ≤ i ≤ j ≤ 2d

xi
−3x j,1 ≤ i < j ≤ 2d

xi
−4x j,1 ≤ i ≤ j ≤ 2d

xi
−5x j,1 ≤ i < j ≤ 2d

e1
−7 f 1

Primijetimo da je prvi red u B1
d , dok ostali redovi leže u B2

d . Kao što smo već primijetili

u podsekciji 4.3.1, zbog relacija (4.3.2) i (4.3.3), svaki se monom duljine dva u SF(d)+ može
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zapisati (modulo C2) kao linearna kombinacija vektora:

xi
−nx j, n ∈ Z>0 neparan,1 ≤ i < j ≤ 2d,

xi
−nx j, n ∈ Z>0 paran,1 ≤ i ≤ j ≤ 2d.

Sljedeći korak je eliminirati monome s te liste.

Lema 4.3.5. Za 1 ≤ i ≤ d imamo:

ei
−kei ≡ 0 mod C2, za k ≥ 6

ei
−k f i ≡ 0 mod C2, za k = 6 i k ≥ 8.

Dokaz. Ako koristimo relaciju (4.3.2) imamo:

hii
−1(e

i
−kei) = kei

−k−2ei + ei
−kei

−31

≡
(

k+
(

k+1
2

))
ei
−k−2ei mod C2

hii
−1(e

i
−k f i) = kei

−k−2 f i + ei
−k f i

−31

≡
(

k+
(

k+1
2

))
ei
−k−2 f i mod C2

Zbog toga vrijedi

ei
−kei ∈C2 =⇒ ei

−k−2ei ∈C2 (4.3.11)

ei
−k f i ∈C2 =⇒ ei

−k−2 f i ∈C2 (4.3.12)

Iz relacija (4.3.3) i (4.3.5) vidimo da vrijedi ei
−6ei,ei

−7ei ∈ C2, pa slijedi da je ei
−kei ∈ C2 za

k ≥ 6. Ako koristimo derivaciju Vi ∈ sp(2d) imamo

C2 ∋Vi(ei
−6ei) = f i

−6ei + ei
−6 f i

(4.3.3)
≡ 2ei

−6 f i mod C2,

a relacija (4.3.6) kaže da je ei
−9 f i ∈C2. Sada zbog (4.3.12) imamo da je ei

−k f i ∈C2 za k = 6 i

k ≥ 8. �

Ako djelujemo s operatorima iz sp(2d) na relacije iz prethodne leme, dobivamo da je

xi
−kx j ≡ 0 mod C2, 1 ≤ i ≤ j ≤ 2d,k = 6 or k ≥ 8.

Za k = 7, korolar 4.3.3 kaže da vrijedi

ei
−7 f i ≡ e1

−7 f 1 mod C2, 1 ≤ i ≤ d.
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Na sličan način možemo dobiti i:

ei
−7e j ≡ f i

−7 f j ≡ 0 mod C2, 1 ≤ i < j ≤ d

ei
−7 f j ≡ 0 mod C2, 1 ≤ i, j ≤ d, i ̸= j.

Ovime je propozicija 4.3.4 dokazana.

4.3.3. Monomi duljine veće od 2

Neka je L rSF(d) vektorski potprostor od SF(d) razapet monomima duljine manje ili jednake

r. Radi lakšeg zapisa, stavit ćemo L r+ :=L rSF(d)∩SF(d)+. Možemo generalizirati Abeovu

definiciju (4.3.1) na

Bm1,...,mk(a
1, . . . ,ak) :=

(m1 −1)!(m2 −1)! . . .(mk −1)!
(∑mi −1)!

a1
−m1

a2
−m2

. . .ak
−mk

1. (4.3.13)

Slično kao u k = 2 slučaju, imamo

L(−1)Bm1,...,mk(a1, . . . ,ak) = (
k

∑
i=1

mi) ·
k

∑
i=1

Bm1,...,mi+1,...,mk(a1, . . . ,ak) ∈C2. (4.3.14)

Pomoću te relacije se možemo ograničiti na monome posebnog oblika.

Lema 4.3.6. Svaki element od SF+(d) se može zapisati (modulo C2) kao linearna kombinacija

monoma oblika:

xi1
−nxi2

−1 . . .x
i2k
−11,k ≥ 0,n > 0,1 ≤ i j ≤ 2d. (4.3.15)

Dokaz. Indukcijom po duljini monoma 2k. Za k = 0 je tvrdnja očita, a za k = 1 tvrdnja slijedi

iz propozicije 4.3.4. Neka je sada k ≥ 2:

Iteriranjem relacije (4.3.14) vidimo da možemo promatrati monome oblika

a = xi1
−n1

. . .xi2k−1
−n2k−1

xi2k .

Računamo pomoću asocijatorske formule (vidi [56]):

(xi2k−1
−n2k−1

xi2k)−1(x
i1
−n1

. . .xi2k−2
−n2k−2

1)

= ∑
j≥0

(−1) j
(
−n2k−1

j

)(
xi2k−1
−n2k−1− jx

i2k
−1+ j +(−1)−n2k−1xi2k

−n2k−1−1− jx
i2k−1
j

)
(xi1

−n1
. . .xi2k−2

−n2k−2
1)

= xi2k−1
−n2k−1

xi2k
−1xi1

−n1
. . .xi2k−2

−n2k−2
1+u,u ∈ L (2k−2)+

= a+u,u ∈ L (2k−2)+.
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Koristimo induktivnu hipotezu na (xi1
−n1

. . .xi2k−2
−n2k−2

1) (kao i činjenicu da (−1)-množenje čuva C2

prostor) da bi zaključili da možemo gledati samo monome oblika

b = xi1
−n1

xi2
−n2

xi3
−1xi4

−1 . . .x
i2k−1
−1 xi2k .

Napišemo

b = (xi2k−1
−1 xi2k)−1(x

i1
−n1

xi2
−n2

xi3
−1 . . .x

i2k−2)+u,u ∈ L (2k−2)+

i iskoristimo pretpostavku indukcije na (xi1
−n1

xi2
−n2

xi3
−1 . . .x

i2k−2). Time je tvrdnja dokazana. �

Sada želimo pokazati da monomi oblika (4.3.15) leže u spanCBd +C2. Prvo ćemo pokazati

to za monome duljine 4.

Lema 4.3.7. Monomi duljine 4 leže u spanCBd +C2.

Dokaz. Dokaz je u sekciji 4.3.4. �

Sada možemo pokazati posljednji korak u dokazu teorema 4.3.1:

Propozicija 4.3.8. Svi monomi iz SF(d)+ duljine veće ili jednake 4 leže u potprostoru

spanCBd +C2.

Dokaz. Indukcijom po duljini monoma. Baza indukcije (monomi duljine 4) je tvrdnja pret-

hodne leme. Pretpostavimo da su svi monomi duljine manje od 2k unutar potprostora spanCBd+

C2. Zbog leme 4.3.6 se možemo ograničiti na monome oblika

xi1
−nxi2

−1 . . .x
i2k
−11,n > 0,1 ≤ i j ≤ 2d.

Pišemo

xi1
−nxi2

−1 . . .x
i2k
−11 = (xi2k−1

−1 xi2k)−1(x
i1
−nxi2

−1 . . .x
i2k−2
−1 1)+u,u ∈ L (2k−2)+.

Po pretpostavci indukcije:

x = xi1
−nxi2

−1 . . .x
i2k−2
−1 1 ∈ spanCBd +C2.

Znači, monom x možemo zapisati (modulo C2) kao linearnu kombinaciju monoma iz Bd duljine

manje od 2k. Neka je m1 ∈ B1
d duljine < 2k. Tada će (xi2k−1

−1 xi2k)−1m1 biti linearna kombinacija

jednog monoma iz B1
d duljine 2k i nekih monoma duljine < 2k.

Neka je m2 ∈ B2
d . Tada će (xi2k−1

−1 xi2k)−1m2 biti linearna kombinacija monoma duljine ≤ 4, a

taj slučaj smo već pokazali. �

Ovime je teorem 4.3.1 dokazan.
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4.3.4. Dokaz leme 4.3.7

Cilj ovog dijela je dokazati lemu 4.3.7, to jest, pokazati da svi monomi duljine 4 leže u spanBd+

C2. U dokazu će nam pomoći sljedeća lema:

Lema 4.3.9. Vektorski potprostor spanBd +C2 je zatvoren na djelovanje Sp(2d) automorfiz-

mima (pa onda i na djelovanje sp(2d) derivacijama).

Dokaz. Lako se vidi da je spanB1
d zatvoren na djelovanje Sp(2d), pa onda i spanB1

d +C2 mora

biti zatvoren. Iako spanB2
d nije zatvoren na djelovanje Sp(2d), iz propozicije 4.3.4 se vidi da

vrijedi (
Sp(2d).spanB2

d
)
+C2 ⊆ spanBd +C2.

�

Lema 4.3.6 nam kaže da se možemo ograničiti na promatranje samo monoma oblika

xi1
−nxi2

−1xi3
−1xi4, n > 0,1 ≤ i j ≤ 2d.

Uz pomoć leme 4.3.9 i automorfizama definiranih u sekciji 3.3, možemo se dodatno ograničiti

na promatranje samo monoma oblika

e1
−nxi1

−1xi2
−1xi3,n > 0,1 ≤ i j ≤ 2d.

Razdvojit ćemo ovaj problem na više slučaja, ovisno o tome koliko je i1, i2, i3 jednako 1. Odmah

vidimo da u slučaju i1 = i2 = i3 = 1 ne možemo imati nenul monom.

Slučaj 1: Točno dva od i1, i2, i3 su jednaka 1

Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je monom oblika e1
−ne1

−1 f 1
−1xi3 , gdje je

n > 1 i i3 ̸= 1. Korištenjem automorfizama, vidimo da je dovoljno promatrati monome oblika

e1
−ne1

−1 f 1
−1e2, gdje je n > 1. Indukcijom ćemo pokazati da se svaki takav monom nalazi u

L 2++C2, što je po propoziciji 4.3.4 podskup od spanBd +C2. Bazni slučaj se vidi iz

C2 ∋ e12
−2h11 = e1

−2e2
−1e1

−1 f 1 +u,u ∈ L 2+.

Neka je sada n > 2 i pretpostavimo da je e1
−ke1

−1 f 1
−1e2 ∈ L 2++C2 za sve 1 < k < n. Vrijedi

sljedeća općenita relacija:

h22
0 e1

−`e
2
−me1

−1 f 1 = me1
−`e

2
−m−1e1

−1 f 1, `,m ≥ 0. (4.3.16)
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Primijetimo i da h22
0 čuva potprostore L 2+ i C2. Sada možemo napisati

C2 ∋ e12
−nh11 = (e1

−ne2
−1 + e1

−n+1e2
−2 + . . .+ e1

−1e2
−n)e

1
−1 f 1 + v,v ∈ L 2+

i primijetiti da se pomoću pretpostavke indukcije i relacije (4.3.16) vidi da su svi sumandi osim

e1
−ne2

−1e1
−1 f 1 već u L 2++C2. Onda slijedi da je i e1

−ne2
−1e1

−1 f 1 ∈ L 2++C2.

Slučaj 2: točno jedan od i1, i2, i3 je jednak 1

Bez smanjenja općenitosti, možemo promatrati monome oblika e1
−ne1

−1xi2
−1xi3 i e1

−n f 1
−1xi2

−1xi3

gdje je n > 1 i i2, i3 ̸= 1. Takod̄er, razlikovat ćemo podslučajeve gdje je i2 = i3 i one gdje je

i2 ̸= i3. Pomoću automorfizama, možemo reducirati na sljedeća četiri podslučaja:

Podslučaj 2.1: e1
−ne1

−1e2
−1e3

Pokazat ćemo indukcijom da vrijedi e1
−ne1

−1e2
−1e3 za n > 1. Argument je sličan kao u slučaju 1.

Bazni slučaj je pokriven s:

e13
−2e12 = e1

−2e3
−1e1

−1e2 ∈C2.

Pretpostavimo sada da je n> 2 i da je e1
−ke1

−1e2
−1e3 ∈C2 za sve 1< k < n. Ako upotrijebimo h33

0

na tim elementima, slijedi da je e1
−ke1

−1e2
−1e3

−`1 ∈C2 za sve ` > 1. Zbog toga, ako napišemo:

e13
−ne12 = (e1

−ne3
−1 + . . .+ e1

−1e3
−n)e

1
−1e2 ∈C2,

slijedi da je e1
−ne3

−1e1
−1e2 ∈C2.

Podslučaj 2.2: e1
−ne1

−1e2
−1e3

Ako izračunamo e23
−2(e

1
−1 f 1),e12

−2(e
3
−1 f 1),e13

−2(e
2
−1 f 1) možemo zaključiti da vrijedi

e1
−2 f 1

−1e2
−1e3,e1

−1 f 1
−1e2

−2e3 ∈ L 2++C2. (4.3.17)

Sada, ako napišemo

C2 ∋ e12
−3(e

3
−1 f 1) = (e1

−1e2
−3 + e1

−2e2
−2 + e1

−3e2
−1)e

3
−1 f 1 +u,u ∈ L 2+,

upotrebom operatora h22
0 na relaciji (4.3.17) dobivamo da prva dva sumanda leže u L 2++C2.

Tada slijedi da je e1
−3 f 1

−1e2
−1e3 ∈ L 2++C2. Možemo nastaviti indukcijom za više n.
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Podslučaj 2.3.: e1
−ne1

−1e2
−1 f 2

Iz dokaza propozicije 4.3.4 znamo da vrijedi e1
−ne1 ∈C2 za sve n ∈N osim n = 2,4. Za n ̸= 2,4

imamo:

h22
−1(e

1
−ne1) = e2

−1 f 2
−1e1

−ne1 = e1
−ne1

−1e2
−1 f 2 ∈C2.

Za n = 2 računamo:

e12
−2(e

1
−1 f 2) = e1

−2e2
−1e1

−1 f 2 +u,u ∈ L 2+.

Za n = 4 rezultat slijedi iz relacija:

H11
0 (e1

−2e1
−1e2

−1 f 2) = 3e1
−4e1

−1e2
−1 f 2 +2e1

−2e1
−3e2

−1 f 2

h11
0 (e1

−3e1
−1e2

−1 f 2) = 3e1
−4e1

−1e2
−1 f 2 + e1

−3e1
−2e2

−1 f 2.

Podslučaj 2.4: e1
−n f 1

−1e2
−1 f 2

Iz dokaza propozicije 4.3.4 znamo da vrijedi e1
−n f 1 ∈ C2 za sve n ∈ N osim n = 1,2,3,4,5,7.

Za takve n možemo napisati:

h22
−1(e

1
−n f 1) = e2

−1 f 2
−1e1

−n f 1 = e1
−n f 1

−1e2
−1 f 2 ∈C2.

Za slučajeve n = 2,4 možemo koristiti podslučaj 2.3., skupa s derivacijom V1 ∈ sp(2d) (za

definiciju vidi sekciju 3.3):

V1(e1
−ne1

−1e2
−1 f 2) = f 1

−ne1
−1e2

−1 f 2 + e1
−n f 1

−1e2
−1 f 2 (4.3.3)

≡ 2e1
−n f 1

−1e2
−1 f 2 mod C2.

Za slučajeve n= 3,5,7 možemo iskoristiti relaciju (4.3.4) da pokažemo da u P(A(SF(d)+))

za neparne n vrijedi:

(h11)
n+1

2 ·h22 = cne1
−n f 1

−1e2
−1 f 2,cn ∈Q∖{0}.

Sada možemo iskoristiti relacije (4.3.7) i (4.3.8) (slično kao u dokazu korolara 4.3.3) da bi

pokazali da za takve n vrijedi e1
−n f 1

−1e2
−1 f 2 ∈ L 2++C2.

Slučaj 3: Niti jedan od i1, i2, i3 nije jednak 1

U slučaju kada su svi i1, i2, i3 različiti, korištenjem automorfizama vidimo da je dovoljno pro-

matrati monome oblika e1
−ne2

−1e3
−1e4 za n > 1. Ako promotrimo ei j

−2ekl , za različite izbore

i, j,k, l ∈ {1,2,3,4}, dobivamo da je e1
−2e2

−1e3
−1e4 ∈C2. Nastavljamo koristeći relaciju:

h11
0 (e1

−ne2
−1e3

−1e4) = ne1
−n−1e2

−1e3
−1e4.
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U slučaju kada su neki od i1, i2, i3 jednaki, imamo monome oblika e1
−nei

−1 f i
−1e j ili e1

−nei
−1 f i

−1 f j

za i ̸= j i n > 1. Sada možemo koristiti permutacijski automorfizam koji odgovara involuciji

1 ↔ i, i tako se naći u jednom od prethodno obrad̄enih slučaja.
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4.4. POSLJEDICE

4.4.1. Dimenzija prostora one-point funkcija na SF(d)+

U ovoj podsekciji ćemo iskoristiti teorem 4.1.1 da bi dokazali slutnju Y. Arike i K. Nagatoma

o dimenziji prostora one-point funkcija na SF(d)+ (slutnja 6.3.5. iz [15]). Pojam prostora one-

point funkcija C1(V ) pridruženih algebri verteks operatora V uveo je Y. Zhu u [69]. Prvo ćemo

kratko podsjetiti na definicije i neke rezultate vezane uz taj pojam, u čemu uglavnom pratimo

[62].

Teorem 4.4.1 ([69], Theorem 4.2.1). Neka je (V,Y,1,ω) algebra verteks operatora centralnog

naboja c ∈ C. Možemo definirati verteks operator Y [v,z] = ∑n∈Z v[n]z−n−1 za homogene v ∈V :

Y [v,z] = Y (v,ez −1)e|v|z ∈ End(V )[[z,z−1]].

Tada taj verteks operator definira novu strukturu algebre verteks operatora na V , uz isti vakuum

vektor 1 i novi konformni element ω̃ = ω − c
241.

Stavit ćemo L[n] = ω̃[n+1] i V[n] = {v ∈V : L[0]v = nv}.

Sa H ćemo označavati gornju kompleksnu poluravninu. Grupa SL2(Z) djeluje na H na

sljedeći način:

γ(τ) =
aτ +b
cτ +d

, γ =

a b

c d

 ∈ SL2(Z),τ ∈H.

Definicija 4.4.2. Za prirodan broj k > 1, Eisensteinove redove definiramo kao

G2(τ) =
π2

3
+ ∑

m∈Z∖{0}
∑
n∈Z

1
(mτ +n)2

G2k(τ) = ∑
m,n∈Z

(m,n)̸=(0,0)

1
(mτ +n)2k , za k ≥ 2.

Takod̄er, stavimo

E2k(τ) =
1

(2πi)2k G2k(τ).

Za G2k ćemo reći da je Eisensteinov red težine 2k a za E2k da je normalizirani Eisensteinov

red težine 2k.
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Može se pokazati da su ti redovi konvergentni i definiraju holomorfne funkcije na H. Tako-

d̄er, za k ≥ 2 vrijedi

G2k(γ(τ)) = (cτ +d)2kG2k(τ), γ =

a b

c d

 ∈ SL2(Z),τ ∈H,

što čini Eisensteinove redove G2k za k ≥ 2 primjerima tzv. modularnih formi. Za dokaze ovih

činjenica pogledati neke od monografija o teoriji modularnih formi, npr [28] ili [61].

Teorem 4.4.3 ([28], Theorem 3.5.2). Neka je k ≥ 2. Tada se Eisensteinov red E2k može zapi-

sati kao polinom (s racionalnim koeficijentima) u E4 i E6.

Posebno, tada prsten C[E4,E6] sadrži E2k za svaki k≥ 2. Stavit ćemo V [E4,E6] =C[E4,E6]⊗

V. Neka je Oq(V ) C[E4,E6]-podmodul od V [E4,E6] generiran s elementima:

1⊗u[0]v,

u[−2]v+
∞

∑
k=2

(2k−1)E2k(τ)⊗u[2k−2]v, u,v ∈V.

Definicija 4.4.4 ([62], Definition 5.1.). Neka je (V,Y,1,ω) algebra verteks operatora. Defini-

ramo vektorski prostor C1(V ) one-point funkcija na V kao vektorski prostor funkcija

S : V [E4,E6]×H→ C

koje zadovoljavaju sljedeća svojstva:

1. Za bilo koji a ∈V [E4,E6], funkcija S(a,τ) je holomorfna u τ ∈H.

2. Za fi ∈ C[E4,E6],vi ∈V, i = 1, . . . ,k imamo:

S(
k

∑
i=1

fi(τ)⊗ vi,τ) =
k

∑
i=1

fi(τ)S(vi,τ).

3. Za a ∈ Oq(V ) vrijedi S(a,τ) = 0.

4. Za v ∈V vrijedi

S(L[−2]v,τ) =
1

2πi
d

dτ
S(v,τ)+

∞

∑
k=1

E2k(τ)S(L[2k−2]v,τ).

Y. Zhu je u [69][teorem 5.1.1.] pokazao da imamo djelovanje grupe SL2(Z) na C1(V )

zadano s

γ(S)(v,τ) =
1

(cτ +d)h S(v,γ(τ)), γ =

a b

c d

 ∈ SL2(Z),v ∈V[h].
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Jedan od primjera one-point funkcija su takozvane funkcije traga. Ako je M jaki modul za

algebru verteks operatora V , funkcija traga je zadana s:

SM(v,τ) = trM o(v)qL(0)− c
24 .

Teorem 4.4.5 ([69], Theorem 5.3.1). Neka je (V,Y,1,ω) racionalna C2-konačna algebra ver-

teks operatora, i neka je M1, . . . ,Mk potpuna lista ireducibilnih jakih modula za V . Tada je

prostor one-point funkcija C1(V ) razapet s funkcijama traga SMi, i = 1, . . . ,k.

M. Miyamoto je generalizirao taj teorem za C2-konačne algebre verteks operatora koje nisu

nužno racionalne. Uveo je pojam funkcija pseudotraga i pokazao da je i u tom slučaju prostor

one-point funkcija C1(V ) konačne dimenzije, razapet sa funkcijama pseudotraga (teorem 5.5. u

[62]). Za definiciju funkcija pseudotraga vidi poglavlje 3 u [62].

U [15] Y. Arike i K. Nagatomo su proučavali prostor one-point funkcija C1(SF(d)+). Kons-

truirali su 22d−1 + 3 linearno nezavisnih funkcija pseudotraga za SF(d)+ i tako pokazali da

vrijedi

dimC1(SF(d)+)≥ 22d−1 +3 (4.4.1)

(vidi teorem 6.3.2 u [15]).

Autori su takod̄er pokazali da se za C2-konačne algebre verteks operatora V dimenzija C1(V )

može odozgora ograničiti pomoću Zhuove algebre A(V ). Da bi objasnili njihov rezultat, mo-

ramo podsjetiti na pojam simetričnih linearnih funkcionala na algebri.

Definicija 4.4.6. Neka je A asocijativna C-algebra. Za linearni funkcional ϕ : A → C kažemo

da je simetrični linearni funkcional na A ako vrijedi

ϕ(ab) = ϕ(ba),∀a,b ∈ A.

Vektorski prostor simetričnih linearnih funkcionala na A ćemo označavati s SA.

Kao u [15], za prostor simetričnih funkcionala na Zhuovoj algebri A(V ) stavit ćemo SV :=

SA(V ).

Teorem 4.4.7 ([15], Theorem 3.3.6). Neka je V C2-konačna algebra verteks operatora. Pret-

postavimo da je svaki prosti modul za V beskonačne dimenzije. Tada vrijedi

dimC1(V )≤ dimSV .
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U [15], autori su iskoristili taj teorem i to što je Zhuova algebra A(SF(1)+) bila poznata iz

[1], da pokažu da u (4.4.1) vrijedi jednakost dimenzija za d = 1, to jest, da je dimC1(SF(1)+) =

5. Sada mi možemo iskoristiti tu metodu, skupa s izrazom za A(SF(d)+ iz teorema 4.1.1, da bi

pokazali da u (4.4.1) vrijedi jednakost dimenzija za općeniti d.

Teorem 4.4.8. Za sve d ≥ 1, vrijedi

dimC1(SF(d)+) = 22d−1 +3.

Dokaz. Zbog teorema 4.4.7 i nejednakosti (4.4.1) je dovoljno pokazati da je dimSSF(d)+ =

22d−1 +3. Po teoremu 4.1.1,

A(SF(d)+)≃ Λ(h2d)
+⊕M2d(C)⊕M2d(C)⊕C,

pa je tada

SSF(d)+ = SΛ(h2d)
+
⊕SM2d(C)⊕SM2d(C)⊕SC.

�

Budući da je Λ(h+2d) komutativna algebra, svaki linearni funkcional na njoj je simetričan, pa

je

dimSΛ(h2d)
+
= dimΛ(h2d)

+ = 22d−1.

Kod matričnih algebri, svaka simetrična linearna funkcija je proporcionalna tragu, pa je dimSMn(C)=

1 za svaki n ≥ 1. Rezultat slijedi.

4.4.2. Još neka svojstva

Prvo, nekoliko jednostavnih posljedica teorema 4.1.1.

Korolar 4.4.9. 1. Slika od Bd u P(SF(d)+) je baza za P(SF(d)+).

2. Vrijedi grA(SF(d)+)≃ P(SF(d)+).

3. Minimalni polinom od [ω] ∈ A(SF(d)+) je

md(x) = xd+1(x−1)
(

x+
d
8

)(
x+

d
8
− 1

2

)
.

4. Centar algebre A(SF(d)+) je izomorfan

Λ(h2d)
+⊕C⊕C⊕C.
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Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz teorema 4.3.1 i jednakosti dimenzija A(SF(d)+) i P(SF(d)+).

Zbog te jednakosti dimenzija, vidimo da je epimorfizam algebri

P(SF(d)+)→ grA(SF(d)+)

iz propozicije 2.5.4 zapravo izomorfizam, što nam daje drugu tvrdnju. Minimalni polinom md

iz treće tvrdnje se dobije kao najmanji zajednički višekratnik minimalnih polinoma od ρM([ω]),

za

M = ”SF(d)+,SF(d)−,SF(d)+
θ
,SF(d)−

θ
(vidi sekciju 4.2). Četvrta tvrdnja se vidi direktno iz

teorema 4.1.1. �

Neka je sd stupanj nilpotentnosti od ω ∈ P(SF(d)+). Iz druge i treće tvrdnje korolara

imamo da mora biti sd ≤ degmd = d +4. Možemo dobiti zatvorenu formulu za sd .

Propozicija 4.4.10. Vrijedi

sd =

5, d ≤ 4

d +1, d ≥ 5.

Dokaz. Primijetimo da je e1
−7 f 1 element maksimalne konformne težine u Bd u slučaju kada je

d ≤ 4, a e1
−1 f 1

−1e2
−1 f 2

−1 . . .e
d
−1 f d u slučaju kada je d ≥ 5. Ta maksimalna konformna težina je

2(sd −1), pa mora biti

(ω)sd = 0

u P(SF(d)+). Sada trebamo pokazati da je (ω)sd−1 nenul u P(SF(d)+). Za d ≤ 4, koristeći

relacije iz podsekcije 4.3.1 možemo izračunati:

(ω)4 = (h11)4 u P(SF(1)+)

(ω)4 =
16
5
(h11)4 u P(SF(2)+)

(ω)4 =
37
5
(h11)4 u P(SF(3)+)

(ω)4 =
72
5
(h11)4 +24e1

−1 f 1
−1 . . .e

4
−1 f 4

−1 u P(SF(4)+).

Iz relacije (4.3.4) slijedi da je

(h11)4 = 360e1
−7 f 1.

Sada vidimo da u ovim slučajevima možemo pisati (ω)4 kao nenul linearnu kombinaciju baznih

elemenata (vidi prvu tvrdnju u korolaru 4.4.9).
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Za d ≥ 5, moramo pokazati da je (ω)d nenul u P(SF(d)+). Možemo napisati

(ω)d = ∑
k1+k2+...+km=d

d!
k1!k2! . . .km!

m

∏
i=1

(hii)ki,

i iskoristiti relacije iz leme 4.3.2 da bi dobili:

m

∏
i=1

(hii)ki = 0

za sve moguće izbore ki osim k1 = k2 = . . .= kd = 1. Tada slijedi

(ω)d = d!e1
−1 f 1

−1 . . .e
d
−1 f d ∈ P(SF(d)+).

�

Primijetimo da imamo s1 = degm1, no za d > 1 vrijedi sd < degmd . Pogledajmo pobliže

slučaj d = 2. Uzmimo Sp(4)-invarijantni element konformne težine 4 (definiran u (3.7.5)):

J4 =
1
2
(
(e1

−3 f 1 − f 1
−3e1)+(e2

−3 f 2 − f 2
−3e2)

)
∈ SF(2)+.

Direktnim računom se može provjeriti da u A(SF(2)+) vrijedi:

[J4] =−72
5
[ω]5 +12[ω]4 +

29
10

[ω]3. (4.4.2)

Znači da možemo zapisati [ω]5 kao linearnu kombinaciju elemenata nižeg stupnja, pa nam

druga tvrdnja u korolaru 4.4.9 kaže da moramo imati (ω)5 = 0.

Budući da su vektori ω i J4 po teoremu 3.7.6 jaki generatori od SF(2)Sp(4), relaciju (4.4.2)

možemo promatrati iz malo drukčije perspektive. Tada su po propoziciji 2.5.6 [ω] i [J4] genera-

tori Zhuove algebre A(SF(2)Sp(4)), i iz relacije (4.4.2) slijedi da je slika homomorfizma algebri

(induciranog ulaganjem SF(2)Sp(4) u SF(2)+)

g2 : A(SF(2)Sp(4))→ A(SF(2)+)

upravo podalgebra od A(SF(2)+) generirana s [ω]. Možemo pokazati da se ovo dogodi i za više

d.

Propozicija 4.4.11. Slika homomorfizma

gd : A(SF(d)Sp(2d))→ A(SF(d)+)

je A(SF(d)+)Sp(2d), Sp(2d)-invarijantna podalgebra od A(SF(d)+). Podalgebra A(SF(d)+)Sp(2d)

je generirana s [ω], pa je izomorfna C[x]/(md(x)).
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Dokaz. Direktno se vidi da je

imgd = {[v] ∈ A(SF(d)+) : v ∈ SF(d)Sp(2d).}

Iz leme 3.3.3 slijedi da se SF(d)+ kao modul za Sp(2d) rastavlja na direktnu sumu konač-

nodimenzionalnih ireducibilnih podmodula. Budući da je A(SF(d)+) kao modul za Sp(2d)

kvocijent od SF(d), slijedi da je

A(SF(d)+)Sp(2d) = {[v] ∈ A(SF(d)+) : v ∈ SF(d)Sp(2d)}= imgd.

Budući da je Sp(2d) povezana Liejeva algebra, iz Liejeve teorije znamo da je A(SF(d)+)Sp(2d)=

A(SF(d)+)sp(2d), pa ćemo nastaviti raditi s Liejevom algebrom sp(2d). Označimo sa W podal-

gebru od A(SF(d)+) generiranu s [ω]. Konformni vektor ω je invarijantan na djelovanje sp(2d),

pa W mora biti sadržana u A(SF(d)+)sp(2d). Zbog treće tvrdnje u 4.4.9, imamo

W ≃ C[x]/(md(x)), dimW = d +4.

Pokazat ćemo da vrijedi dimA(SF(d)+)sp(2d) = d +4. Napišimo

A(SF(d)+) = A− d
8
⊕A0 ⊕A− d

8+
1
2
⊕A1,

gdje je

Aλ := {x ∈ A(SF(d)+) : ([ω]−λ [1])Nx = 0, for N large enough }.

Teorem 4.1.1 kaže da imamo

A− d
8
≃ C, A0 ≃ Λ

even(V2d), A− d
8+

1
2
≃ A1 ≃ M2d(C).

Želimo pokazati da su ideali Aλ ujedno i sp(2d)-podmoduli. Iz opće teorije asocijativnih algebri

(vidi npr. [54]), znamo da postoje centralni idempotentni elementi eλ ∈ A(SF(d)+) takvi da

Aλ = A(SF(d)+)eλ .

Iz dekompozicije

C[x]/(md(x))≃ C[x]/(xd+1)⊕C[x]/(x−1)⊕C[x]/(x+d/8)⊕C[x]/(x+d/8−1/2),

se vidi da eλ moraju biti polinomi u [ω]. Slijedi da je svaki Aλ ujedno i sp(2d)-podmodul.

Očito je da je A− d
8

trivijalan sp(2d)-modul. Ako pogledamo najniže nivoe SF(d)− i SF(d)−
θ

možemo vidjeti da i A1 i A−d/8+1/2 imaju bazu oblika

eλ * [x], λ = 1,−d/8+1/2
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gdje x trči po jakim generatorima od SF(d)+. Lako je provjeriti da je vektorski prostor razapet

velikim generatorima od SF(d)+ sp(2d)-podmodul izomorfan Sym2(V2d), kao i da je linearan

prostor razapet malim generatorima sp(2d)-podmodul izomorfan Λ2(V2d). Sada, po [39] imamo

da je Sym2(V2d) ireducibilni sp(2d)-modul, te da se Λ2(V2d) rastavlja kao

Λ
2(V2d)≃U ⊕C,

gdje je U ireducibilni sp(2d)-modul (trivijalni dio odgovara Cω). Imamo

dimAsp(2d)
1 = dimAsp(2d)

−d/8+1/2 = 1.

Za A0, lako se vidi da ima bazu oblika

e0 * [x],x ∈ B1
d,

te da vrijedi

A0 ≃
d⊕

k=0

Λ
2k(V2d).

Koristimo teorem iz poglavlja 11.6.7 u [65] koji kaže da za 0 ≤ 2k ≤ d imamo rastav

Λ
2k(V2d)≃

k⊕
i=0

V (i)
2d

(gdje je V (0)
2d trivijalna reprezentacija, a V (i)

2d i-ta fundamentalna reprezentacija). Dobro je poz-

nata činjenica da za d < 2k ≤ 2d imamo

Λ
2kVd ≃ Λ

2d−2kVd.

Zaključno, za 0 ≤ 2k ≤ 2d imamo

dim(Λ2kV sp(2d)
d ) = 1,

što povlači

dim(Asp(2d)
0 ) = d +1.

Kad prosumiramo po svim Aλ , dobivamo

dim((A(SF(d)+)sp(2d)) = d +4.

�

Primijetimo da je za d > 1 invarijantna podalgebra (A(SF(d)+)sp(2d) prava podalgebra

centra od A(SF(d)+). To je razlika u odnosu na triplet verteks algebru W (p), gdje vrijedi

AutW (p)= SL(2), a invarijantna podalgebra A(W (p))sl(2) je upravo jednaka centru od A(W (p))

(vidi [7], [10]).
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4.5. DODATAK: DJELOVANJE ρM NA GENERATORE

Namjera ovog dodatka je opisati homomorfizme

ρM : A(SF(d)+)→ End(Ω(M)), ρM([v]) = o(v),

u slučaju kada je M ireducibilni modul od SF(d)+. U tom slučaju Ω(M) odgovara najvišoj

komponenti od M. Po propoziciji 2.5.6 Zhuova algebra A(SF(d)+) je generirana slikama od

jakih generatora od SF(d)+ koje smo opisali u sekciji 3.2. Zbog toga je dovoljno vidjeti kako

ρM djeluje na njih.

4.5.1. SF(d)+

Najviša komponenta od SF(d)+ je jednodimenzionalna, razapeta vakuum vektorom 1 konfor-

mne težine 0. Svi jaki generatori djeluju trivijalno.

4.5.2. SF(d)−

Najviša komponenta od SF(d)− je dimenzije 2d, razapeta s vektorima ek, f k,1 ≤ k ≤ d konfor-

mne težine 1. Za 1 ≤ i, j ≤ d, mali generatori djeluju kao:

o(ei j)ek = 0, o(ei j) f k = δike j −δ jkei

o( f i j)ek = δ jk f i −δik f j, o( f i j) f k = 0

o(hi j)ek = δ jkei, o(hi j) f k = δik f j.

a veliki generatori kao:

o(E i j)ek = 0, o(E i j) f k =−δike j −δ jkei

o(F i j)ek = δ jk f i +δik f j, o(F i j) f k = 0

o(H i j)ek = δ jkei, o(H i j) f k =−δik f j.

4.5.3. SF(d)+
θ

Najviša komponenta od SF(d)+
θ

je jednodimenzionalna i razapeta vakuum vektorom 1θ kon-

formne težine −d/8. Za 1 ≤ i ≤ d vrijedi

o(hii)1θ =−1
8

1θ ,

dok svi ostali jaki generatori djeluju trivijalno.
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4.5.4. SF(d)−
θ

Najviša komponenta od SF(d)−
θ

je dimenzije 2d, razapeta s vektorima ek
− 1

2
1θ , f k

− 1
2
1θ , za 1 ≤

k ≤ d, konformne težine −d/8+1/2. Radi jednostavnosti, pisat ćemo

ek = ek
− 1

2
1θ , f k = f k

− 1
2
1θ .

Za 1 ≤ i, j ≤ d, i ̸= j, mali generatori djeluju kao:

o(ei j)ek = 0, o(ei j) f k =
1
2
(δike j −δ jkei)

o( f i j)ek =
1
2
(δ jk f i −δi,k f j), o( f i j) f k = 0

o(hi j)ek =
1
2

δ jkei, o(hi j) f k =
1
2

δik f j, (i ̸= j)

o(hii)ek =
1
2

δikei − 1
8

ek, o(hi,i) f k =
1
2

δik f i − 1
8

f k.

Za 1 ≤ i, j ≤ d veliki generatori djeluju kao:

o(E i j)ek = 0, o(E i j) f k =−1
4
(δike j +δ jkei)

o(F i j)ek =
1
4
(δ jk f i +δik f j), o(F i j) f k = 0

o(H i j)ek =
1
4

δ jkei, o(H i j) f k =−1
4

δik f j.

.
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5. VIŠE ZHUOVE ALGEBRE

U ovom poglavlju ćemo izračunati prvu Zhuovu algebru za superalgebru verteks operatora

SF(1), te za njenu podalgebru SF(1)+. Prvo ćemo za općenitu superalgebru verteks opera-

tora V definirati potprostore Ĉn(V ) i pokazati da imaju svojstvo

dimAn(V )≤ dim
(

V/÷C2n+2(V )
)
. (5.0.1)

Nastavit ćemo na sličan način kao u prethodnom poglavlju. Promatrajući reprezentacije od

SF(1), odnosno SF(1)+, ćemo dobiti donju ogradu na dimenziju prve Zhuove algebre. Kon-

kretno ćemo izračunati sustave izvodnica za V/÷C2n+2(V ) i tako iz nejednakosti (5.0.1) dobiti

gornju ogradu na dimenziju prve Zhuove algebre. Iskoristit ćemo te ograde da u potpunosti

odredimo prvu Zhuovu algebru za SF(1) i SF(1)+.

5.1. KVOCIJENTI Z≥0-GRADUIRANIH VEKTORSKIH

PROSTORA

Neka je V Z≥0-graduirani vektorski prostor: V =
⊕+∞

n=0Vn. Svaki nenul element v ∈V možemo

napisati kao:

v = vn + vn−1 + . . .+ v0, vi ∈Vi, vn ̸= 0,

za neki n ∈ Z≥0. Tada ćemo označiti top(v) = vn (za nul-vektor stavljamo top(0) = 0). Neka

je sada W (ne nužno graduiran) potprostor od V i označimo s πW : V → V/W kanonski epi-

morfizam. Tada kvocijentni potprostor V/W neće nužno biti graduiran, ali će imati (rastuću)

filtraciju:

F−1(V/W ) = 0

Fn(V/W ) = πW

(
n⊕

k=0

Vk

)
.
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Više Zhuove algebre Kvocijenti Z≥0-graduiranih vektorskih prostora

Možemo promatrati asocirani graduirani vektorski prostor

gr(V/W ) =
⊕
n≥0

Fn(V/W )/Fn−1(V/W ).

Primijetimo da imamo
⋃

∞
n=0 Fn(V/W )=V/W, iz čega slijedi jednakost dimenzija: dimgr(V/W )=

dimV/W. Označimo

top(W ) := span{top(w) : w ∈W}.

Možemo definirati linearno preslikavanje p : V → gr(V/W ) kao direktnu sumu preslikavanja

Vn → Fn(V/W )/Fn−1(V/W ), v ↦→ (v+W )+Fn−1(V/W )

za n ∈ Z≥0. Očito je p epimorfizam.

Lema 5.1.1. Vrijedi top(W )⊆ ker p.

Dokaz. Neka je vn ∈Vn∩ top(W ) nenul. Tada prema definiciji top(W ) postoje vi ∈Vi, 0 ≤ i < n

takvi da je ∑
n
i=0 vi ∈W. Tada možemo napisati

vn ≡−vn−1 − . . .− v0 mod W,

pa je vn ∈ Fn−1(V/W ). �

Slijedi da imamo epimorfizam:

p̄ : V/ top(W )→ gr(V/W )

induciran s p. Pokazali smo:

Propozicija 5.1.2. Uz pretpostavke iz ove sekcije, imamo

dim(V/ top(W ))≥ dim(V/W ) .

Takod̄er, ako {ai + top(W ) : i ∈ I} razapinje V/ top(W ), tada {ai +W : i ∈ I} razapinje V/W .
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5.2. VIŠE ZHUOVE (SUPER)ALGEBRE I‘Cn-(SUPER)ALGEBRE

Neka je V =
⊕+∞

k=0Vk superalgebra verteks operatora. Podsjetimo na definiciju n-te Zhuove

algebre An(V ) dane u sekciji 2.4. Vektorski prostor An(V ) je definiran kao V/On(V ), gdje je

On(V ) = spanC ({a∘n b : a,b ∈V})+(L(−1)+L(0))V,

a za homogeni a ∈V i općeniti b ∈V je

a∘n b = ∑
j≥0

(
|a|
j

)
a−2n−2+ jb.

Stavimo

Cn(V ) := span{a−nb : a,b ∈V}

Ĉn(V ) :=Cn(V )+L(−1)V.

Primijetimo da zbog L(−1)v = v−21,v ∈V imamo da je C2(V ) = Ĉ2(V ).

Vidimo da je u oznakama prethodne sekcije ÷C2n+2(V ) = top(On(V )). Naime, On(V ) je po

definiciji razapet elementima oblika

a∘1 b = ∑
j≥0

(
|a|
j

)
a−4+ jb = a−4b+ . . . ,a,b ∈V,a homogen.

i

(L(−1)+L(0))a = L(−1)a+ |a|a,a ∈V,a homogen.

Tada nam propozicija 5.1.2 kaže:

Korolar 5.2.1. Vrijedi

dimV/÷C2n+2(V )≥ dimAn(V ).

Takod̄er, ako {ai +÷C2n+2(V ) : i ∈ I} razapinje V/÷C2n+2(V ), tada {ai +On(V ) : i ∈ I} razapinje

An(V ).

Zanimaju nas neka svojstva tih prostora.
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Propozicija 5.2.2. Za sve x ∈V :

x0Cn(V )⊂Cn(V ), (5.2.1)

x0Ĉn(V )⊂ Ĉn(V ), (5.2.2)

x−kCn(V )⊂Cn(V ), k = 1,2, . . . ,n−1 (5.2.3)

x−n+1Ĉn(V )⊂ Ĉn(V ) (5.2.4)

Dokaz. Za (5.2.1) i (5.2.2) koristimo to što se x0 ponaša kao derivacija. Neka su x,a,b Z2-

homogeni elementi od V .

x0(a−nb) = (x0a)−nb+(−1)p(x)p(a)a−nx0b, a,b ∈V.

Neka je sada k = 1,2, . . . ,n−1, a x,y,z Z2-homogeni elementi od V .

x−ky−nz = (−1)p(x)p(y)y−nx−kz+[x−k,y−n]z

= (−1)p(x)p(y)y−nx−kz+∑
i≥0

(
−k
i

)
(xiy)−n−k−iz

x−kL−1z = L−1(x−kz)− [L−1,x−k]z

= L−1(x−kz)+ kx−k−1z.

Iz ovog računa slijede preostale dvije relacije. �

Iz ove propozicije vidimo da će nam biti lakše raditi s Cn(V ), nego s Ĉn(V ).

Propozicija 5.2.3. Vrijedi “asocijativnost”:

(x−n+1y)−n+1z ≡ x−n+1y−n+1z mod Cn(V ),

i “komutativnost”:

x−ky ≡ (−1)k+1(−1)p(x)p(y)y−kx mod Ĉn(V ),∀k ∈ Z.

Dokaz. Uzmimo Z2-homogene x,y,z ∈V . Za asocijativnost:

(x−n+1y)−n+1z = ∑
i≥0

(−1)i
(
−n+1

i

)
(x−n+1−iy−n+1+iz± y−2n+2−ixiz)

≡ x−n+1y−n+1z mod Cn(V ).

Za komutativnost, kosa simetrija nam kaže:

x−ky = (−1)k+1(−1)p(x)p(y)
∑
i≥0

(−1)i L
i
−1

i!
(y−k+ix)

≡ (−1)k+1(−1)p(x)p(y)y−kx mod Ĉn(V ).

�
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Dakle, situacija je slična kao za C2-superalgebre, no nemamo ekvivalent toga što je 1 jedi-

nica, budući da za n > 1 imamo x−n1 ∈ L(−1)V . Iz dosad navedenog slijedi:

Propozicija 5.2.4. Neka je V VOSA, neka je n∈Z≥0. V/÷C2n+2(V ) ima strukturu komutativne

superalgebre bez jedinice sa množenjem:

(a+÷C2n+2(V )) · (b+÷C2n+2(V )) = a−2n−1b+÷C2n+2(V ).

Konstrukcija je funktorijalna - ako imamo homomorfizam VOSA f : V →W on na prirodan

način inducira homomorfizam superalgebri f̃ : V/÷C2n+2(V ) → W/÷C2n+2(W ). Bitno je primi-

jetiti i da su Cn(V ) i Ĉn(V ) zatvoreni na djelovanje AutV i DerV . Prirodno je pitati se kada

znamo da su Ĉn(V )-superalgebre konačnodimenzionalne.

Propozicija 5.2.5 ([59], Proposition 4.4.). Neka je V C2-konačna verteks algebra. Tada je

dimV/Cn(V )< ∞ za sve n ≥ 2.

Budući da je Cn(V ) potprostor od Ĉn(V ), slijedi da je u tom slučaju i dimV/Ĉn(V ) < ∞ za

sve n ≥ 2.
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5.3. UNIVERZALNA VIRASOROVA VOA

U ovoj sekciji ćemo naći jedan sustav izvodnica za Ĉ4-algebru za univerzalnu Virasorovu alge-

bru verteks operatora Virc. Ovaj rezultat će nam trebati u sekciji 5.7.

Lema 5.3.1. Skup

{L(−2)n1+Ĉ4 : n ∈ Z≥0}∪{L(−3)2L(−2)n1+Ĉ4 : n ∈ Z≥0}

razapinje Ĉ4-algebru za univerzalnu Virasorovu VOAu Virc (neovisno o centralnom naboju c).

Dokaz. Treba primijetiti da komutatori od L(−2),L(−3),L(−4) leže u
⊕

n≤−5CLn, pa ti ope-

ratori komutiraju modulo Ĉ4. Iz definicije Ĉ4-algebre je jasno da je razapinju monomi u L(−4),

L(−3),L(−2). Deriviranjem monoma L(−3)m+1L(−2)n1 sa L(−1) se dobiva relacija

L(−4)L(−3)mL(−2)n1 ≡− n
2(m+1)

L(−3)m+2L(−2)n−11 mod Ĉ4. (5.3.1)

Ako djelujemo na ovu relaciju s L(−4), zbog relacije (5.2.4), dobijemo da Ĉ4-algebru razapinju

monomi u L(−3) i L(−2). Vrijedi:

L(−3)L(−2)n1 ≡ 1
n+1

L(−1)L(−2)n+11 ≡ 0 mod Ĉ4, (5.3.2)

a daljnjim množenjem ove relacije s L(−4), uz pomoć relacije (5.3.1) se vidi da za m,n ∈ Z≥0

vrijedi

L(−3)2m+1L(−2)n1 ≡ 0 mod Ĉ4. (5.3.3)

Sada računamo:

L(−4)L(−2)1
(5.3.1)
≡ −1

2
L(−3)21 mod Ĉ4

L(−4)2L(−2)1
(5.2.4)
≡ −1

2
L(−4)L(−3)21

(5.3.1)
≡ 0 mod Ĉ4.

Slijedi da je za n ≥ 2 L(−4)nL(−2)1 ∈ Ĉ4. Tada zbog relacije (5.3.1) imamo da vrijedi

L(−3)m+6L(−2)n1 ∈ Ĉ4,m,n ∈ Z≥0. (5.3.4)

Sada imamo da je Ĉ4-algebra razapeta slikama monoma

L(−2)n,L(−3)2L(−2)n,L(−3)4L(−2)n,n ∈ Z≥0.

83



Više Zhuove algebre Univerzalna Virasorova VOA

Preostaje nam eliminirati monome oblika L(−3)4L(−2)n,n ∈ Z≥0. To ćemo učiniti uspored̄i-

vanjem umnožaka (L(−2)ω) ·ω ·L(−2)n1 i ω · (L(−2)ω) ·L(−2)n1. Za n ≥ 1 računamo, uz

korištenje relacija (5.2.4) i (5.3.1):

(L(−2)ω)−3L(−4)L(−2)n1 ≡ (L(−2)ω)−3

(
−n

2
L(−3)2L(−2)n−1

)
mod Ĉ4

≡−n
2

L(−3)4L(−2)n−11−nL(−4)L(−3)2L(−2)n1 mod Ĉ4

≡
(

n2

10
− n

2

)
L(−3)4L(−2)n−11 mod Ĉ4

L(−4)(L(−2)ω)−3L(−2)n1 ≡ L(−4)
(
L(−3)2L(−2)n +2L(−4)L(−2)n+1)1 mod Ĉ4

≡ L(−4)
(
−nL(−3)2L(−2)n)1 mod Ĉ4

≡ n2

6
L(−3)4L(−2)n−11 mod Ĉ4.

Zbog toga što je množenje u Ĉ4-algebri komutativno, slijedi da za n ≥ 1 moramo imati:(
n2

10
− n

2

)
L(−3)4L(−2)n−11 ≡ n2

6
L(−3)4L(−2)n−11 mod Ĉ4.

Tada za n ≥ 1 vrijedi L(−3)4L(−2)n−11 ∈ Ĉ4, čime je dokaz završen. �
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5.4. PRVA ZHUOVA ALGEBRA ZA SF(1)

Glavni cilj ove sekcije je izračunati prvu Zhuovu superalgebru za superalgebru verteks opera-

tora SF(1). Strategija nam je slična kao za računanje Zhuovih algebri za SF(d)+: prvo ćemo

promotriti reprezentacije od SF(1), a onda ćemo naći skup izvodnica za Ĉ4-algebru od SF(1).

Radi lakšeg zapisa, u ovoj cjelini ćemo pisati SF := SF(1), te analogno za ostale vezane oznake.

Napomena 5.4.1. Komentirajmo nultu Zhuovu algebru A(SF). Kad pogledamo ”SF , vidimo

da imamo homomorfizam superalgebri

ρ0 : A(SF)→ End(”SF(0)), v+O(SF) ↦→ o(v).

Lako se provjeri da je njegova slika izomorfna vanjskoj algebri Λ(h2) dimenzije 4. S druge

strane, C2-superalgebra je očito razapeta slikama vektora 1,e, f ,ω = e−1 f , pa slijedi da je

dimA(SF)≤ 4. Tada imamo A(SF)≃ Λ(h2).

Navest ćemo jednu lemu koja će nam pomoći u računu.

Lema 5.4.2. U SF i SFθ vrijede sljedeće komutacijske formule za m ∈ Z i n ∈ Z, odnosno

n ∈ 1
2 +Z:

[Em,en] = 0, [Em, fn] =−n(m+2n−2)em+n−2

[Fm,en] = n(m+2n−2) fm+n−2, [Fm, fn] = 0

[Hm,en] =
1
2

n(m+2n−2)em+n−2, [Hm, fn] =−1
2

n(m+2n−2) fm+n−2.

Dokaz. Računamo prvi red pomoću superkomutatorske formule 2.1.3 u slučaju SF . Imamo:

[Em,en] =−[en,Em] =− ∑
k≥0

(
n
k

)
(ekE)n+m−k = 0

jer je ekE = 0 za sve k ≥ 0. Vrijedi

f0E = 0, f1E =−e−21 =−L(−1)e, f2E = 2e, fkE = 0,k ≥ 3.
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Tada imamo:

[Em, fn] =−[ fn,Em]

=− ∑
k≥0

(
n
k

)
( fkE)n+m−k

= n(L(−1)e)n+m−1 −2
(

n
2

)
en+m−2

= (−n(n+m−1)−n(n−1))en+m−2

=−n(m+2n−2)em+n−2.

U slučaju SFθ račun je analogan, uz korištenje zakrenute superkomutatorske formule (2.3.2).

Za ostale redove prolazi sličan račun. �

Treba napomenuti da su neki rezultati iz ove leme već otprije poznati u literaturi (vidi npr.

korolar 5.1 u [68] gdje se daju komutacijske formule za H), ali je nismo uspjeli naći u potrebnoj

općenitosti, pa je zato ovdje dokazujemo.

Po teoremu 2.4.4, Ω1(”SF) je A1(SF)-modul, pa imamo homomorfizam superalgebri

ρ1 : A1(SF)→ End(Ω1(”SF)), v+O1(SF) ↦→ o(v).

U cjelini 3.5 smo vidjeli da imamo izomorfizam vektorskih prostora”SF ≃ Λ(h2)⊗SF1.

Direktnim računom se provjeri da vrijedi Ω1(”SF) = ”SF(0) ⊕ ”SF , a po propoziciji 2.4.5 su”SF(k),k = 0,1 podmoduli od Ω1(”SF).

Označimo sada sa A podalgebru od A1(SF) generiranu sa slikama vektora e, f ,ω,E,F,H.

Lema 5.4.3. Vrijedi

ρ1(A )≃ Λ(h2)⊕ (Λ(h2 ⊗M2(C))

(i pritom je ovo direktna suma dvostranih ideala). Posebno,

dimA1(SF)≥ dimA ≥ dimρ1(A ) = 20.

Dokaz. Primijetimo prvo da se iz leme 5.4.2 vidi da operatori o(e),o( f ) komutiraju s o(E),o(F),o(H).

Takod̄er, operatori o(e) i o( f ) generiraju podalgebru izomorfnu Λ(h2). Vrijedi:

o(ω)|ŜF(0)
= e0 f0, o(ω)|ŜF = I + e0 f0.
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Tada operator o(ω) ima minimalni polinom x2(x−1)2, te je

ker
(
o(ω)2)= ”SF(0), ker(

(
o(ω)− I)2)= ”SF .

Ako definiramo polinome

p0(x) = (2x+1)(x−1)2, p1(x) = (−2x+3)x2,

direktnim računom se pokaže da za i, j = 0,1 vrijedi

pi(o(ω))|ŜF( j)
= δi jI,

to jest, da su operatori pi(o(ω)) projekcije na potprostor ”SF(i). Tada su elementi p0(o(ω)), p1(o(ω))

centralni idempotentni elementi u ρ1(A ) i zbog toga se ρ1(A ) rastavlja na direktnu sumu dvos-

tranih ideala generiranih tim elementima:

ρ1(A ) = ⟨p0(o(ω))⟩⊕⟨p1(o(ω))⟩.

Iz leme 5.4.2se odmah vidi da operatori o(E),o(H),o(F) djeluju trivijalno na ”SF(0), pa

slijedi da je ⟨p0(o(ω))⟩≃Λ(h2). Takod̄er zbog leme 5.4.2 se djelovanje tih operatora na vektore

e−11̂, f−11̂ se može matrično zapisati kao

o(E) =

0 −2

0 0

 , o(H) =

1 0

0 −1

 , o(F) =

0 0

2 0

 .

Te matrice generiraju matričnu algebru M2(C). Budući da o(E),o(H),o(F) komutiraju s o(e),o( f ),

slijedi da je ⟨p1(o(ω))⟩ ≃ Λ(h2)⊗M2(C). �

Sljedeći korak je dobiti gornju ogradu na dimenziju Ĉ4-superalgebru od SF . U tom računu

će veliku ulogu imati automorfizmi od SF .

Iz teorema 3.3.1 znamo da je AutSF = Sp(2) = SL(2), pa specijalna Liejeva algebra sl(2)

djeluje na SF derivacijama. Kao u sekciji 3.3, pisat ćemo

X =

0 1

0 0

 , T =

1 0

0 −1

 , Y =

0 0

1 0


za standardna baza za sl(2). Budući da sl(2) djeluje na SF derivacijama, dosta je napisati

djelovanje na jake generatore e, f od SF :

X .e = 0,X . f = e

T.e = e,T. f =− f

Y.e = f ,Y. f = 0.
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Budući da to djelovanje sl(2) komutira s djelovanjem Virasorove algebre Vir, možemo proma-

trati SF kao modul za Liejevu algebru sl(2)×Vir. Označit ćemo sa V (n) ireducibilni sl(2)-

modul najveće težine n i dimenzije n+ 1. Sa L(c,h) ćemo označavati ireducibilni Vir-modul

centralnog naboja c i konformne težine h.

U teoremima 1.1. i 1.2. iz [7], D. Adamović i A. Milas su opisali strukturu triplet algebri

W (p), te modula za W (p), kao modula za Liejevu algebru sl(2)×Vir. Mi ćemo iskoristiti

specijalni slučaj p = 2 tih teorema da dobijemo strukturu SF kao modula za Liejevu algebru

sl(2)×Vir.

Teorem 5.4.4 ([7], Theorem 1.1., Theorem 1.2). Vektori Qke−kv ∈VZ,k ∈Z≥0 su istovremeno

vektori najveće težine k za djelovanje sl(2) i primarni vektori konformne težine k(k+1)
2 za djelo-

vanje Virasorove algebre. Tada vrijedi

W (2) =
∞⊕

k=0

U(sl(2)×Vir).(Q2ke−2kv)≃
∞⊕

k=0

V (2k)⊗L(−2,k(2k+1))

Π =
∞⊕

k=0

U(sl(2)×Vir).(Q2k+1e−(2k+1)v)≃
∞⊕

k=0

V (2k+1)⊗L(−2,(k+1)(2k+1)).

U podsekciji 3.7.2 smo vidjeli da pri ulaganju Φ1 : SF →VZ imamo

Φ1(SF+) = W (2), Φ1(SF−) = W (2).ev = Π.

Definirajmo:

ε0 = 1,εk = e−ke−k+1 . . .e−11,k ∈ Z>0.

Vidimo da je p(εk) = k ∈ Z2. Lako se provjeri da su vektori εk istovremeno vektori najveće

težine k za djelovanje sl(2) i primarni vektori konformne težine k(k+1)
2 za djelovanje Vir.

Lema 5.4.5. Za k ≥ 0 vrijedi Φ1(εk) =
1

2kk!Q
ke−kv.

Dokaz. Pokažimo indukcijom da je Φ1( f−k f−k+1 . . . f−11) = e−kv za k ≥ 1. Slučaj k = 1 se vidi

direktno iz definicije od Φ. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za k i računamo:

Φ1( f−k−1 f−k . . . f−11) = Φ1( f )−k−1Φ1( f−k . . . f−11)

= e−v
−k−1e−kv

= S0(−v)e−(k+1)v

= e−(k+1)v,
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pri čemu smo iskoristili relaciju (2.7.11). U napomeni 3.7.5 smo vidjeli da vrijedi Q ∘Φ1 =

Φ1 ∘ (2X), a lako se vidi da vrijedi

Xk( f−k . . . f−11) = k!e−k . . .e−11 = k!εk.

�

U napomeni 3.7.5 smo vidjeli da je Φ1 komutira sa djelovanjima sl(2) na W (2) i SF do na

množenje skalarom, pa tada vrijedi:

Korolar 5.4.6. Superalgebra verteks operatora SF se kao sl(2)×Vir-modul rastavlja kao:

SF =
∞⊕

k=0

U(sl(2)×Vir).εk ≃
∞⊕

k=0

V (k)⊗L(−2,
k(k+1)

2
).

Takod̄er, imamo:

SF+ =
∞⊕

k=0

U(sl(2)×Vir).ε2k ≃
∞⊕

k=0

V (2k)⊗L(−2,k(2k+1))

SF− =
∞⊕

k=0

U(sl(2)×Vir).ε2k+1 ≃
∞⊕

k=0

V (2k+1)⊗L(−2,(k+1)(2k+1)).

Označimo kanonsku projekciju sa π“C4
: SF → SF/Ĉ4(SF). Očito za k ≥ 4 vrijedi εk ∈ C4,

pa je tada i U(sl(2)×Vir).εk ⊆C4 ⊆ Ĉ4. Slijedi da je

SF/Ĉ4(SF) =
3⊕

i=0

U(sl(2)).π“C4
(U(Vir).εi))≃

3⊕
i=0

V (i)⊗π“C4
(U(Vir).εi) (5.4.1)

Računamo dimenziju π“C4
(U(Vir).εi) za i = 0,1,2,3.

Lema 5.4.7. Vrijedi:

dimπ“C4
(U(Vir).ε0)≤ 4

dimπ“C4
(U(Vir).ε1)≤ 3

dimπ“C4
(U(Vir).ε2)≤ 2

dimπ“C4
(U(Vir).ε3)≤ 1

Dokaz. Krećemo odozdo prema gore:

Vektor ε3: Jasno je da je L(−n)ε3 = L(−n)e−3e−2e ∈C4 za n = 2,3,4.
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Vektor ε2: Za ε2 = E imamo:

L(−2)E = 2e−4e− e−2e−3 ∈ Ĉ4

L(−3)E = 2e−5e− e−2e−4 ∈C4

L(−2)2E ≡ L(−4)E ≡ e−3e−2ω mod C4

L(−2)3E ≡ L(−6)e−2e−1 ≡ 0 mod C4

L(−4)2E ≡ 0 mod C4

iz čega se pomoću relacije 5.2.3 vidi da je π“C4
(U(Vir).ε2) razapet slikama od E,e−3e−2ω .

Vektor ε1: Za ε1 = e imamo:

L(−2)e = e−31 ∈ Ĉ4

L(−3)e ≡−e−2ω mod C4

L(−4)e ≡−L(−1)e−2ω mod C4

L(−2)2e ≡ e−3ω mod C4

L(−3)2e ≡ 0 mod C4

L(−2)3e ≡ e−3e f−3 ≡−L(−6)e ≡ 0 mod C4

iz čega pomoću relacija 5.2.3 i 5.2.4 slijedi da je π“C4
(U(Vir).ε1) razapet sa slikama od e,e−2ω,e−3ω .

Vektor ε0: Pokazat ćemo da je π“C4
(U(Vir).ε0) razapet sa slikama od 1,ω,L(−2)ω,L(−3)21.

Taj prostor je slika homomorfizma

Vir−2 /Ĉ4(Vir−2)→ SF/Ĉ4(SF),

pa iz leme 5.3.1 slijedi da je razapet sa slikama od

L(−2)n1,L(−3)2L(−2)n,n ∈ Z≥0.

Imamo:

L(−2)21 = e−3 f − f−3e

L(−2)31 ≡ 2e−3 f−31 ≡ 2L(−6)1 ≡ 0 mod C4.

Tada iz relacije 5.2.3 slijedi da je L(−2)n1 ∈C4 za n ≥ 3. Koristimo formulu 5.3.1:

C4 ∋ L(−4)L(−2)n1 ≡−n
2

L(−3)2L(−2)n−11 mod Ĉ4,n ≥ 3.
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Treba još eliminirati sljedeći vektor:

L(−3)2L(−2)1 ≡−2e−2 f−2e−3 f −2e−2 f−2e−1 f−3 mod C4

≡ 2L(−5)e−2 f −2L(−5) f−2e mod C4

≡ 0 mod C4,

čime je dokaz završen. �

Teorem 5.4.8.

1. Vrijedi A1(SF) = A , to jest, A1(SF) je kao asocijativna superalgebra generirana sa sli-

kama vektora e, f ,ω,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam

A1(SF)≃ imρ1 ≃ Λ(h)⊗ (C⊕M2(C)) .

3. Vrijedi

dimA1(SF) = dimC SF/Ĉ4(SF) = 20.

Dokaz. Kada promatramo djelovanje sl(2) prema rastavu 5.4.1 i iskoristimo nejednakosti iz

leme 5.4.7

dim
(

SF/Ĉ4(SF)
)
=

3

∑
i=0

dimCV (i) ·dimCπ“C4
(U(Vir).ε0)

≤ 1 ·4+2 ·3+3 ·2+4 ·1 = 20.

Ova nejednakost, uz lemu 5.4.3, daje:

20 ≤ dimρ1(A )≤ dimA ≤ dimA1(SF)≤ dim
(

SF/Ĉ4(SF)
)
≤ 20.

Jednakost dimenzija ovih algebri daje sve potrebne rezultate. �
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5.5. PRVA ZHUOVA ALGEBRA ZA SF(1)+

Glavni cilj ove sekcije je izračunati prvu Zhuovu algebru za algebru verteks operatora SF(1)+.

Postupak će biti sličan postupku u prethodnom poglavlju, pa ćemo uz izračun A1(SF(1)+) naći

i generatore te algebre, te pokazati da su dimenzije te algebre i Ĉ4-algebre jednake. Kao i u

prethodnom poglavlju, pisat ćemo SF = SF(1).

Označimo sa B podalgebru od A1(SF+) generiranu slikama vektora ω,E,H,F . Promotrit

ćemo kako ta podalgebra djeluje na reprezentacije od A1(SF+). Započet ćemo s reprezentaci-

jama koje dolaze od zakrenutog modula SFθ .

Prema propoziciji 2.4.5 imamo reprezentacije ρ(SFθ )k
: A1(SF+)→ (SFθ )k za k=−1

8 ,
3
8 ,

7
8 ,

11
8 .

Napišimo baze od (SFθ )k:

SF+
θ

SF−
θ

težina −1/8: 1θ -

težina 3/8: - e− 1
2
1θ , f− 1

2
1θ

težina 7/8: e− 1
2

f− 1
2
1θ -

težina 11/8: - e− 3
2
1θ , f− 3

2
1θ

Lema 5.5.1. Imamo izomorfizam asocijativnih algebri

ρ(SFθ )k
(B)≃

C, za k =−1
8 ,

7
8

M2(C) za k = 3
8 ,

11
8 .

Dokaz. Operator o(ω) djeluje na (SFθ )k kao skalar k. Da bi vidjeli kako operatori o(E),o(H),

o(F) djeluju na (SFθ )k, koristimo komutacijske formule iz leme 5.4.2. U slučajevima k =−1
8 ,

7
8

se vidi da ti operatori na (SFθ )k za djeluju trivijalno. U slučajevima k = 3
8 ,

11
8 se vidi da matrice

tih operatora (u bazama navedenim u prethodnoj tablici) generiraju matričnu algebru M2(C)

(slično kao u dokazu leme 5.4.3). �

Prijed̄imo sada na reprezentacije koje dolaze od ”SF . Zapišimo baze prvih nekoliko nivoa:
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+ ”SF

−

nivo 0: 1̂,e0 f01̂ e01̂, f01̂

nivo 1: e0e−11̂,e0 f−11̂, f0e−11̂, f0 f−11̂ e−11̂, f−11̂,e0 f0e−11̂,e0 f0 f−11̂

nivo 2: ω,e0 f0ω e0ω, f0ω

e0e−21̂,e0 f−21̂, f0e−21̂, f0 f−21̂ e−21̂, f−21̂,e0 f0e−21̂,e0 f0 f−21̂

Po propoziciji 2.4.5 znamo da su ”SF
±
(k) ⊆ Ω1(”SF

±
), no pokazat ćemo da jednakost ne vri-

jedi.

Lema 5.5.2. Vektori e0 f0e−21̂,e0 f0 f−21̂ leže u Ω1(”SF
−
). Štoviše, vrijedi

Ω1(”SF
−
)∩”SF

−
(2) = span{e0 f0e−21̂,e0 f0 f−21̂}.

Dokaz. Iz definicije (2.4.10) vidimo da je x ∈ Ω1(”SF
−
) ako i samo ako vrijedi εkx = 0 za sve

v ∈ SF+ i sve k ∈ Z takve da je degεk <−1. U slučaju kada je degεk <−2 se odmah vidi da je

εkx = 0 za sve x ∈ ”SF
−
(2).

Izaberimo sad proizvoljne v ∈ SF+,k ∈ Z takve da je degεk = −2. Primijetimo da vrijedi

e0 f0e−21̂,e0 f0 f−21̂ ∈ ”SF [2]∩”SF
−
(2), te da je ”SF [2]∩”SF

−
(0) = 0. Budući da je ”SF [2] podmodul

od ”SF , slijedi da je

εk

(
e0 f0e−21̂

)
= εk

(
e0 f0 f−21̂

)
= 0.

Ovime smo pokazali da je e0 f0e−21̂,e0 f0 f−21̂ ∈ Ω1(”SF
−
). Za jednakost

Ω1(”SF
−
)∩”SF

−
(2) = span{e0 f0e−21̂,e0 f0 f−21̂},

dovoljno je pogledati kako operatori L(2),E4,H4,F4 djeluju na ostale elemente baze od ”SF
−
(2).

�

Označimo sada

ρ
+

ŜF
+

(0)
: A1(SF+)→ End(”SF

+
(0))

ρ
ŜF

−
(1)

: A1(SF+)→ End(”SF
−
(1))

ρ
ŜF

−
(2)

: A1(SF+)→ End
(”SF

−
(2)∩Ω1(”SF

−
)
)
.
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Lema 5.5.3. Vrijedi:

ρ
ŜF

+

(0)
(B)≃ Λ(h2)

+

ρ
ŜF

−
(1)
(B)≃ Λ(h2)

+⊗M2(C)

ρ
ŜF

−
(2)
(B)≃ M2(C).

Dokaz. Dokazat ćemo sad redom ove tvrdnje.

Nivo 0: Operatori o(E),o(H),o(F) djeluju trivijalno na ”SF
+
(0), dok o(ω)|

ŜF
+

(0)
= e0 f0.

Nivo 1: Vrijedi o(ω)|
ŜF

+

(0)
= I+e0 f0. Operatori o(E),o(H),o(F) komutiraju s e0 f0, pa slijedi

da čuvaju potprostore

span{e−11̂, f−11̂},span{e0 f0e−11̂,e0 f0 f−11̂}.

Iz komutacijskih formula iz leme 5.4.2 se vidi da matrice operatora o(E),o(H),o(F) u bazi

e−11̂, f−11̂ generiraju cijeli M2(C). Zaključak proizlazi slično kao u dokazu leme 5.4.3.

Nivo 2: Vidimo da o(ω) na ”SF
−
(2)∩Ω1(”SF

−
) djeluje kao množenje skalarom 2. Iz komuta-

cijskih formula iz leme 5.4.2 se vidi da matrice od operatora o(E),o(H),o(F) generiraju cijeli

M2(C). �

Lema 5.5.4. Postoji epimorfizam asocijativnih algebri

ρ : B → C⊕2 ⊕M2(C)⊕3 ⊕Λ(h2)
+⊕

(
Λ(h2)

+⊗M2(C)
)
.

Posebno,

dimA1(SF+)≥ dimB ≥ 24.

Dokaz. Dokaz je sličan dokazu propozicije 4.2.3. Epimorfizam ρ ćemu konstruirati pomoću

homomorfizama iz lema 5.5.1 i 5.5.4, korištenjem Kineskog teorema o ostacima 4.2.2. Da bi

mogli iskoristiti Kineski teorem o ostacima, moramo pokazati da su dvostrani ideali ker(ρM) od

B med̄usobno relativno prosti, za M = ”SF
+
(0),

”SF
−
(1),

”SF
−
(2),(SFθ )k, za k = −1

8 ,
3
8 ,

7
8 ,

11
8 . To sli-

jedi iz činjenice da operatori ρM([ω]) ∈ End(M) imaju med̄usobno relativno proste minimalne

polinome, što smo vidjeli na prethodnim stranicama. �
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Sada možemo prijeći na promatranje Ĉ4-algebre od SF+. Pisat ćemo

π
+
C4

: SF+ → SF+/C4(SF+)

π
+“C4

: SF+ → SF+/Ĉ4(SF+)

za kanonske epimorfizme. Radi jednostavnosti, odsad stavljamo C4 =C4(SF+),Ĉ4 = Ĉ4(SF+).

U prošloj cjelini smo vidjeli da imamo rastav:

SF+ =
⊕
n≥0

U(sl2)⊗U(Vir).ε2n ≃
⊕
n≥0

V (2n)⊗L(−2,2n2 +n),

Lema 5.5.5. Za n ≥ 2 vrijedi ε2n ∈C4.

Dokaz. Vrijedi:

ε4 = e−4e−3e−2e−11 =−1
2

E−4e−3e−11 ∈C4.

Slično možemo napraviti i za ostale n > 2:

ε2n = e−2ne−2n+1 . . .e−4e−3e−2e−11

=−1
2

E−4(e−2ne−2n+1 . . .e−5e−3e−11)

�

Tada imamo sljedeći rastav:

SF+/Ĉ4(SF+) =U(sl2).π
+“C4
(U(Vir).1)⊕U(sl2).π

+“C4
(U(Vir).E) (5.5.1)

≃V (0)⊗π
+“C4
(U(Vir).1)⊕V (2)⊗π

+“C4
(U(Vir).E) (5.5.2)

Sada, slično kao i u prošloj cjelini ostaje vidjeti koje su dimenzije od π
+“C4
(U(Vir).1) i

π
+“C4
(U(Vir).E).

Propozicija 5.5.6. Vrijedi:

dimπ
+“C4
(U(Vir).E)≤ 5,

dimπ
+“C4
(U(Vir).1)≤ 9.

Dokaz. U dodacima 5.6 i 5.7 su opisani sustavi izvodnica za vektorske prostore π
+“C4
(U(Vir).E),

odnosno π
+“C4
(U(Vir).1), iz čega proizlaze ocjene na dimenzije. �

Sada smo spremni za dokaz teorema.
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Teorem 5.5.7.

1. Vrijedi A1(SF+) =B, to jest, A1(SF+) je kao asocijativna algebra generirana sa slikama

vektora ω,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam

A1(SF+)≃
⊕
M

im(ρM),

gdje je M = ”SF
+
(0),

”SF
−
(1),

”SF
−
(2),(SFθ )k, za k =−1

8 ,
3
8 ,

7
8 ,

11
8 .

3. Imamo izomorfizam

A1(SF+)≃ C⊕2 ⊕M2(C)⊕3 ⊕Λ(h2)
+⊕

(
Λ(h2)

+⊗C M2(C)
)

4. Vrijedi

dimA1(SF+) = dimSF/Ĉ4(SF+) = 24.

Dokaz. Kada promatramo rastav (5.5.2) i iskoristimo nejednakosti iz propozicije 5.5.6

dim
(

SF+/Ĉ4(SF+)
)
= dimCV (0) ·dimCπ“C4

(U(Vir).1)+dimCV (2) ·dimCπ“C4
(U(Vir).E)

≤ 9+3 ·5 = 24.

Ova nejednakost, uz lemu 5.5.4, daje:

24 ≤ dimρ(B)≤ dimB ≤ dimA1(SF+)≤ dim
(

SF+/Ĉ4(SF+)
)
≤ 24.

Jednakost dimenzija ovih algebri daje sve potrebne rezultate.

�

Zanimljivo je primijetiti da prema prvoj točki prethodnog teorema, algebra A1(SF+) ima

4 generatora, isto kao i restringirana kvantna grupa U isl(2) promatrana u članku [43] A.M.

Gainutdinova i I. Runkela, gdje su autori promatrali vezu kategorije modula od SF+ i kategorije

reprezentacija od U isl(2).

Možemo saznati još neke informacije o A1(SF+) ako promotrimo njene reprezentacije iz

druge točke prethodnog teorema.

Korolar 5.5.8. Definirajmo polinome

p(x) = x2(x−1)2(x−2)(x+
1
8
)(x− 3

8
)(x− 7

8
)(x− 11

8
),

q(x) = (x− 3
8
)(x− 11

8
)(x−1)2(x−2).

Tada vrijedi:
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1. Polinom p je minimalni polinom od [ω] ∈ A1(SF+).

2. Za X = E,H,F vrijedi

q([ω])*1 [X ] = 0

u A1(SF+).

3. Elementi

[1], [ω], . . . , [ω]8, [X ], [ω]*1 [X ], . . . , [ω]4 *1 X

za X = E,H,F čine bazu od A1(SF+).

97



Više Zhuove algebre Dodatak: Sustav izvodnica za π
+“C4
(Vir .E)

5.6. DODATAK: SUSTAV IZVODNICA ZA π
+
Ĉ4
(Vir .E)

Cilj ove podsekcije je računom pokazati da je π
+“C4
(Vir .E) razapet sa slikama od

E,L(−2)E,L(−2)2E,L(−4)E,L(−2)3E. (5.6.1)

Prvo ćemo u podsekciji Relacije dobiti niz relacija koje vrijede modulo C4, odnosno modulo Ĉ4

(dijelimo po nivoima).

U podsekciji Sustav izvodnica koristimo te relacije da pokažemo da se svi izrazi oblika

L(−4)aL(−3)bL(−2)cE mogu modulo Ĉ4 prikazati preko elemenata iz 5.6.1.

U računu ćemo koristiti propoziciju 5.2.2, te sljedeće relacije, koje lako slijede iz asocija-

tivne formule:

E−2n = ∑
k≥0

(2+2k)e−2−n−ke−n+k (5.6.2)

E−2n−1 = ∑
k≥0

(2k+1)e−2−n−ke−n−1+k. (5.6.3)

Koristit ćemo i operator H0 koji po propoziciji 5.2.2 čuva C4 i Ĉ4. Iz leme 5.4.2 znamo da

vrijedi:

[H0,e−n] = n(n+1)e−n−2, [H0, f−n] =−n(n+1) f−n−2. (5.6.4)

5.6.1. Relacije

Nivo 6

E−41 = 4e−5e+2e−4e−2 (5.6.5)

Nivo 7

E−51 = 5e−6e+3e−5e−2 + e−4e−3 (5.6.6)

Nivo 8

E−61 = 2e−5e−3 +4e−6e−2 +6e−7e

H0E−41 = 8e−5e−3 +40e−6e−2 +120e−7e

L(−2)E−41 = 4e−5e−3 +8e−6e−2 +20e−7e+2e−4e−2e−1 f

L(−5)E = 2e−7e− e−6e−2 + e−2e−1e−4 f + e−2e−1e−3 f−2
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Iz ovih relacija slijedi

e−5e−3 ≡ 5e−7e mod C4 (5.6.7)

e−6e−2 ≡−4e−7e mod C4 (5.6.8)

e−4e−2e−1 f ≡−4e−7e mod C4 (5.6.9)

e−3e−2e−1 f−2 ≡−2e−7e mod C4 (5.6.10)

Primijetimo da imamo:

L(−1)e−6e = 6e−7e+ e−6e−2 =⇒ e−6e−2 ≡−6e−7e mod Ĉ4.

Kombinirajući to s prethodnim relacijama, odmah se vidi da su svi elementi iz 5.6.7-5.6.10 u

Ĉ4.

Nivo 9

Promatramo elemente:

E−71 = 7e−8e+5e−7e−2 +3e−6e−3 + e−5e−4

1
2

H0(E−51) = 105e−8e+45e−7e−2 +15e−6e−3 +3e−5e−4

E−4e−2 f = 4e−5e−1e−2 f +8e−7e−2

E−4 f−2e = 2e−4e−2 f−2e−20e−8e.

Slijede relacije:

e−6e−3 ≡−14e−8e−5e−7e−2 mod C4 (5.6.11)

e−5e−4 ≡ 35e−8e+10e−7e−2 mod C4 (5.6.12)

e−5e−2e−1 f ≡ 2e−7e−2 mod C4 (5.6.13)

e−4e−2 f−2e ≡ 10e−8e mod C4. (5.6.14)

Možemo i dalje računati:

L(−6)E = 2e−8e− e−7e−2 + e−5e−2e−1 f − e−4e−2 f−2e+ e−3e−2e−1 f−3

5.6.13,5.6.14
≡ −8e−8e+ e−7e−2 + e−3e−2e−1 f−3 mod C4

E−5ω = 9e−8e+3e−5e−2e−1 f + e−4e−3e−1 f
5.6.13≡ 9e−8e+6e−7e−2 + e−4e−3e−1 f mod C4.
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To nam daje sljedeće dvije relacije:

e−3e−2e−1 f−3 ≡ 8e−8e− e−7e−2 mod C4 (5.6.15)

e−4e−3e−1 f ≡−9e−8e−6e−7e−2 mod C4. (5.6.16)

Nivo 10

Promatramo elemente:

E−81 = 2e−6e−4 +4e−7e−3 +6e−8e−2 +8e−9e

1
2

H0(E−61) = 12e−6e−4 +36e−7e−3 +84e−8e−2 +168e−9e

1
4

H2
0 (E−41) = 60e−6e−4 +120e−7e−3 +420e−8e−2 +1680e−9e.

Iz ovoga dobivamo relacije za elemente duljine 2:

e−6e−4 ≡−14e−9e mod C4 (5.6.17)

e−7e−3 ≡ 14e−9e mod C4 (5.6.18)

e−8e−2 ≡−6e−9e mod C4 (5.6.19)

Sada djelujemo sa L(−2) na relacije 5.6.7-5.6.9:

5e−7e−3 + e−5e−3ω ≡ 105e−9e mod C4

=⇒ e−5e−3ω ≡ 35e−9e mod C4 (5.6.20)

6e−8e−2+2e−6e−4 + e−6e−2ω ≡−84e−9e mod C4

=⇒ e−6e−2ω ≡−20e−9e mod C4 (5.6.21)

4e−6e−2ω+e−4e−2(e−3 f + e−1 f−3)≡−84e−9e mod C4

=⇒ e−4e−2(e−3 f + e−1 f−3)≡−4e−9e mod C4. (5.6.22)

Ako djelujemo sa L(−1) na 5.6.13 dobijemo:

5e−6e−2ω+2e−5e−3ω + e−5e−2e f−2 ≡ 14e−8e−2 +4e−7e−3 mod C4

=⇒ e−5e−2e f−2 ≡ 2e−9e mod C4.
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Možemo računati i na drugi način:

E−4e−2 f−2 = (4e−5e−1 +10e−8e2)e−2 f−2

=−4e−5e−2e f−2 +20e−8e−2

≡−4e−5e−2e f−2 −120e−9e mod C4

=⇒ e−5e−2e f−2 ≡−30e−9e mod C4.

Zaključujemo da je e−9e ∈C4, a onda s njim i svi ostali elementi koje smo sveli na e−9e modulo

C4.

Nivo 11

Djelujemo s L(−1) na elemente duljine 2 sa nivoa 10 (za koje smo pokazali da su u C4:

e−6e−5 ≡ 126e−10e mod C4 (5.6.23)

e−7e−4 ≡−84e−10e mod C4 (5.6.24)

e−8e−3 ≡ 36e−10e mod C4 (5.6.25)

e−9e−2 ≡−9e−10e mod C4 (5.6.26)

Ako na relacije 5.6.13 i 5.6.14 djelujemo s L(−2) dobivamo:

e−6e−3ω ≡−55e−10e−5e−7e−2ω mod C4

e−5e−4ω ≡ 154e−10e+10e−7e−2ω mod C4.

Računamo:

E−4(e−4 f ) = 4e−5e−1e−4 f +8e−7e−4

≡−4e−5e−4ω −8 ·84e−10e mod C4

=⇒ e−5e−4ω ≡−168e−10e mod C4.

Uvrštavanjem u prethodne relacije imamo:

e−7e−2ω ≡−161
5

e−10e mod C4 (5.6.27)

e−6e−3ω ≡ 106e−10e mod C4 (5.6.28)

e−5e−4ω ≡−168e−10e mod C4 (5.6.29)
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Na relaciju 5.6.13 djelujemo redom s L(−2) i 1
2H0:

3e−7e−2ω +2e−5e−4ω + e−5e−2(e−3 f + e f−3)≡−462e−10e mod C4

15e−7e−2ω +3e−5e−4ω + e−5e−2(e−3 f − e f−3)≡−1008e−10e mod C4

iz čega slijedi

e−5e−2e−3 f ≡−126
5

e−10e mod C4 (5.6.30)

e−5e−2 f−3e ≡ 21
5

e−10e mod C4. (5.6.31)

Sada možemo gledati

E−6(e−2 f ) = 2e−5e−3e−2 f −6e−7e−2ω +10e−9e−2

≡ (2 · 126
5

+6 · 161
5

−90)e−10e mod C4

≡ 768
5

e−10e mod C4

=⇒ e−10e ∈C4.

Slijedi da su elementi iz relacija 5.6.23-5.6.31 takod̄er u C4.

Nivo 12

Djelovanjem L(−1) na elemente duljine 2 sa nivoa 11 dobivamo

e−11e,e−10e−2,e−9e−3,e−8e−4,e−7e−5 ∈C4. (5.6.32)

Djelujemo s L(−2) na e−8e−2,e−7e−3 ∈C4, eliminiramo elemente duljine 2 i dobivamo

e−8e−2ω,e−7e−3ω ∈C4. (5.6.33)

S prethodnog nivoa znamo da je e−7e−2ω ∈C4, pa iz relacije

L(−1)e−7e−2ω = 7e−8e−2ω +2e−7e−eω + e−7e−2e−1 f−2

slijedi da je

e−7e−2e−1 f−2 ∈C4. (5.6.34)
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5.6.2. Sustav izvodnica

Cilj ove podsekcije je pokazati da se

La,b,c := L(−4)aL(−3)bL(−2)cE, za a,b,c ≥ 0

mogu modulo Ĉ4 napisati kao linearna kombinacija

E,L(−4)E,L(−2)E,L(−2)2E,L(−2)3E.

Prvo ćemo gledati slučajeve gdje je samo jedan od a,b,c nenul. Tako ćemo pokazati da su svi

osim konačno mnogo La,b,c unutar C4, a onda ćemo preostale slučajeve riješiti pojedinačno.

Lema 5.6.1. Neka vrijedi barem jedno od sljedećeg: a ≥ 2, b ≥ 3, c ≥ 4. Tada imamo:

L(−4)aL(−3)bL(−2)cE ∈C4

Dokaz. Promatramo elemente oblika L(−2)cE,c ≥ 0.

E = e−2e

L(−2)E = 2e−4e− e−3e−2

L(−2)2E = 8e−6e−3e−5e−2 +4e−4e−3 − e−3e−2e−1 f
5.6.6≡ 12e−6e−15e−5e−2 − e−3e−2ω mod C4

L(−2)3E ≡−72e−8e−75e−7e−2 −12e−6e−3 −30e−5e−4 −18e−5e−2ω +2e−4e−3ω − e−3e−2e f−3 mod C4

≡−980e−8e−362e−7e−2 mod C4,

gdje smo u zadnjem koraku koristili ranije pokazane relacije s nivoa 9. Budući da je L(−1)e−7e=

7e−8e− e−7e−2 slijedi da je

L(−2)3E ≡ 1554e−8e mod Ĉ4. (5.6.35)

Sada možemo iz:

L(−2)e−8e = 8e−10e+ e−8e−3 ∈C4

L(−2)e−7e−2 = 7e−9e−2 +2e−7e−4 + e−7e−2ω ∈C4

zaključiti da je L(−2)4 ∈C4. Slijedi da je

La,b,c ∈C4, za a,b ≥ 0 i c ≥ 4.
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Promatramo elemente oblika L(−3)bE,b ≥ 0. Iz

L(−3)E = 2e−5e− e−4e−2
5.6.5≡ 4e−5e mod C4

slijedi da je L(−3)E ∈ Ĉ4. Nastavljamo dalje:

L(−3)2E = 20e−8e+4e−5e−4 +4e−5e−1e−2ω

≡ 160e−8e+32e−7e−2 mod C4

≡−64e−8e mod Ĉ4

≡−777
32

L(−2)3E mod Ĉ4,

gdje zadnji korak slijedi iz relacije (5.6.35). Računamo dalje:

L(−3)e−8e = 8e−11e+ e−8e−4 − e−8e−2ω

L(−3)e−7e−2 = 7e−10e−2 +2e−7e−5 + e−7e−2e−1 f−2.

Sada iz relacija 5.6.32 i 5.6.33 vidimo da su svi elementi s desne strane u C4, pa je onda i

L(−3)3E ∈C4. Slijedi

La,b,c ∈C4, za a,c ≥ 0 i b ≥ 3.

Promatramo elemente oblika L(−4)aE,a ≥ 0. Prvo računamo:

L(−4)E = 2e−6e− e−5e−2 + e−3e−2e−1 f

Gledamo djelovanje L(−4) na svaki od elemenata u sumi:

L(−4)e−6e ≡−e−6e−3ω − e−6e−2e−1 f−2 mod C4

L(−4)e−5e−2 ≡ e−5e−2e−3 f + e−5e−2e−1 f−3 mod C4

L(−4)e−3e−2e−1 f ≡ 3e−7e−2ω −2e−6e−3ω + e−5e−3e−2 f + e−3e−2e−1 f−5 mod C4.

U gornjem računu ignoriramo elemente duljine dva jer smo pokazali da se oni nalaze u C4. To

smo pokazali i za sve elemente duljine 4 koji se pojavljuju, osim e−6e−2e f−2 i e−3e−2e−1 f−5.

Za prvi gledamo:

C4 ∋ L(−1)e−6e−2ω = 6e−7e−2ω +2e−6e−3ω + e−6e−2e−1 f−2.

Prva dva sumanda su u C4 po relacijama 5.6.27 i 5.6.28, pa slijedi da je i e−6e−2e f−2 ∈C4.
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Za e−3e−2e−1 f−5 će nam trebati nešto više koraka: pokažimo prvo da je e−3e−2e−1 f−4 ∈C4

(opet ignoriramo elemente duljine dva):

L(−5)e−3e−2 ≡ e−3e−2e−4 f + e−3e−2e−1 f−4 mod C4

E−4e−3 f ≡ 4e−5e−3ω +2e−4e−2e−3 f

Iz relacije 5.6.20 znamo da je 4e−5e−3ω ∈ C4, pa slijedi da je i e−3e−2e−1 f−4 ∈ C4. Sada

promatramo:

L(−1)e−3e−2e−1 f−4 = 3e−4e−2e−1 f−4 +4e−3e−2e−1 f−5,

pa je dosta pokazati da je e−4e−2e−1 f−4 ∈C4. To slijedi iz

E−4e−1 f−4 ≡ 2e−4e−2e−1 f−4 mod C4

Dakle, imamo L(−4)2E ∈C4, pa tada i

La,b,c ∈C4, za a ≥ 2 i b,c ≥ 0.

�

Preostale slučajeve dijelimo ovisno o tome je li a = 0 ili a = 1.

Slučaj a = 0: Vidjeli smo da je

L(−3)E ∈ Ĉ4

L(−3)2E ≡−777
32

L(−2)3E mod Ĉ4.

Lako se vidi da je L(−3)L(−2)E ≡ c · e−7e mod C4 za neki c ∈ Q a vrijedi e−7e ∈ Ĉ4. Iz

relacija s nivoa 10 se vidi:

L(−2)e−7e = 7e−9e+ e−7e−3 ∈C4

L(−3)e−7e = 7e−10e+ e−7e−4 − e−7e−2ω ∈C4.

pa slijedi da je

L(−3)bL(−2)cE ∈C4

u slučajevima b ≥ 1,c ≥ 2 i b ≥ 2,c ≥ 1. Tako smo pokrili sve slučajeve s a = 0.
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Slučaj a= 1: Skoro sve slučajeve možemo dobiti djelujući sa L(−4) na prethodni slučaj. Ono

što ne možemo dobiti su elementi L(−4)L(−2)nE, za n = 1,2,3. Računamo:

L(−4)L(−2)E = 12e−8e+2e−6e−3 −5e−7e−2 −2e−5e−4 +2e−5e−2ω − e−4e−3ω + e−3e−2e−1 f−3

≡−69e−8e−26e−7e−2 mod C4

≡ 113e−8e mod Ĉ4

≡ 113
1554

L(−2)3E mod Ĉ4.

Sada možemo nastaviti s istim argumentima koje smo koristili u dokazu prethodne leme za

slučaj L(−2)cE,c ≥ 0.
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5.7. DODATAK: SUSTAV IZVODNICA ZA π
+
Ĉ4
(Vir .1)

Cilj ovog dodatka je pokazati da je π
+“C4
(Vir .1) razapet sa slikama od

1,L(−2)1, . . . ,L(−2)61,L(−3)21,L(−3)2L(−2)1.

U podsekciji Priprema ćemo vidjeti neke načine dobivanja relacija modulo C4, te ih pri-

mijeniti u sekciji Relacije (do nivoa 14). U podsekciji Sustav izvodnica ćemo pokazati da

gorenavedeni vektori razapinju π
+“C4
(Vir .1).

5.7.1. Priprema

Oznake

Označit ćemo operatore:

xi, j := (e−i f− j − f−ie− j)

x̃i, j := (e−i f− j + f−ie− j).

Primijetimo da vrijedi

xi, j = x j,i, x̃i, j =−x̃ j,i.

Takod̄er, za n > 0 imamo:

L(−2n)1 = e−n f−n1+
n−1

∑
i=1

x2n−i,i1

L(−2n−1)1 =
n

∑
i=1

x2n+1−i,i1.

Napomena: po gornjoj definiciji, imamo xi,i = 2e−i f−i. Svejedno, preferirat ćemo koristiti

e−i f−i umjesto 1
2xi,i, kad možemo.

Vidimo da na nivoima 2n i 2n+1 imamo n različitih vektora oblika xi, j1. Takod̄er, lako se

vidi da na neparnim nivoima imamo xi, j1 ∈ L(−1)V ⊂ Ĉ4. Slično, na parnom nivou 2n možemo

sve xi, j1 napisati preko x2n−1,11 modulo Ĉ4.

Takod̄er, bit će nam korisno primijetiti:

xi, jx j,k = x̃i, jx̃ j,k =−xi,ke− j f− j. (5.7.1)
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Prenošenje s Vir .E

Moći ćemo iskoristiti i neke relacije iz računa za Vir .E. Koristimo (5.6.4) i dobivamo:

1
2
[H0,xi, j] =

(
i+1

2

)‡xi+2, j −
(

j+1
2

)‡xi, j+2

1
2
[H0, x̃i, j] =

(
i+1

2

)
xi+2, j −

(
j+1

2

)
xi, j+2.

Ako uzmemo derivaciju Y ∈ sl2, tada vrijedi

Y (e−ie− j1) = x̃i, j1.

Ovo nam daje mogućnost da relacije prenosimo sa Vir .E u Vir .1 pomoću H0 ∘Y .

Operator A0

Stavit ćemo i A := 1
6L(−2)ω . Upotrebom komutacijske formule za VOA:

[A0,e−n] =

(
n+2

3

)
e−n−3, [A0, f−n] =

(
n+2

3

)
f−n−3.

Zbog toga imamo:

[A0,xi, j] =

(
i+2

3

)
xi+3, j +

(
j+2

3

)
xi, j+3.

5.7.2. Relacije

Nivo 5

L(−5)1 = (x4,1 + x3,2)1 (5.7.2)

Nivo 6

L(−6)1 = (x5,1 + x4,2 + e−3 f−3)1 (5.7.3)

Nivo 7

L(−7)1 = (x6,1 + x5,2 + x4,3)1 (5.7.4)

L(−5)ω = x6,11+ x3,2ω (5.7.5)
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Nivo 8

L(−8)1 = (x7,1 + x6,2 + x5,3 + e−4 f−4)1

A0L(−5)1 = (20x7,1 +10x6,2 +4x5,3 +2e−4 f−4)1

L(−6)ω = x7,1 + e−3 f−3ω + x4,2ω

L(−1)L(−5)ω = 6x7,1 + x6,2 +4e−3 f−3ω +3x4,2ω − x3,1e−2 f−2

Iz ovoga slijedi:

e−4 f−41 ≡ (8x7,1 +3x6,2)1 mod C4 (5.7.6)

x5,31 ≡ (−9x7,1 −4x6,2)1 mod C4 (5.7.7)

x4,2ω ≡−x7,11− e−3 f−3ω mod C4 (5.7.8)

x3,1e−2 f−2 ≡ (3x7,1 + x6,2)1+ e−3 f−3ω mod C4 (5.7.9)

Nivo 9

Djelovanjem L(−1) na relacije duljine 2 s nivoa 8:

x5,41 ≡ (5x8,1 +2x7,2)1 mod C4 (5.7.10)

x6,31 ≡ (−6x8,1 −3x7,2)1 mod C4. (5.7.11)

Izračunajmo H−4H ∈C4 (iz [Ad] znamo da H−4H leži u Vir). Iz (5.6.2) imamo:

E−4 = ∑
k≥0

(2+2k)e−4−ke−2+k,

pa ako iskomutiramo sa Y dobivamo

H−4 = ∑
k≥0

(k+1)(e−4−k f−2+k + f−4−ke−2−k).

Sada računamo:

H−4H = H−4

(
1
2
fix2,1

)
=

1
2
fix4,2fix2,11+fix5,1fix2,11+2(e−7 f1 + f−7e1)fix2,1 +

5
2
(e−8 f2 + f−8e2)fix2,1

=−1
2

x4,1e−2 f−21+ x5,2ω +(−2x7,2 +5x8,1)1,
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gdje smo u zadnjem koraku iskoristili formulu (5.7.1). Primijetimo da vrijedi L(−5)e−2 f−21 =

x4,1e−2 f−21+2x7,21 pa imamo:

x4,1e−2 f−21 ≡−2x7,21 mod C4 (5.7.12)

x5,2ω ≡ (−5x8,1 + x7,2)1. mod C4 (5.7.13)

Djelovanjem L(−2) na (5.7.4) i (5.7.5) dobivamo:

x4,3ω ≡ (4x8,1 − x7,2)1 mod C4 (5.7.14)

x2,1e−3 f−31 ≡ (−7x8,1 −2x7,2)1 mod C4. (5.7.15)

Nivo 10

Promotrimo vektore:

L(−10)1 = (x9,1 + x8,2 + x7,3 + x6,4 + e−5 f−5)1

A0L(−7)1 = (56x9,1 +35x8,2 +20x7,3 +11x6,4 +8e−5 f−5)1.

Da bi dobili još jednu relaciju duljine dva, djelujemo s derivacijom Y na relaciju (5.6.8) i

imamo: fix6,21 ≡−4fix7,11 mod C4

Djelovanje sa 1
2H0 na tu relaciju daje:

(112x9,1 +21x8,2 −4x7,3 −3x6,4)1 ≡ 0 mod C4.

Sve skupa, imamo:

e−5 f−51 ≡ (−45x9,1 −10x8,2)1 mod C4 (5.7.16)

x6,41 ≡ (64x9,1 +15x8,2)1 mod C4 (5.7.17)

x7,31 ≡ (−20x9,1 −6x8,2)1 mod C4. (5.7.18)

Djelujemo s L(−2) na (5.7.6) i (5.7.7) dobivamo:

e−4 f−4ω ≡ 24x9,11+3x6,2ω mod C4 (5.7.19)

x5,3ω ≡−25x9,11−4x6,2ω. mod C4 (5.7.20)
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Djelujemo s L(−1) na relacije (5.7.12)-(5.7.15) s nivoa 9, što daje:

x5,1e−2 f−2 ≡ (30x9,1 +10x8,2)1−3x6,2ω mod C4 (5.7.21)

x4,1x3,2 ≡ (−20x9,1 −15x8,2)1+6x6,2ω mod C4 (5.7.22)

x4,3x2,1 ≡ (28x9,1 +9x8,2)1−2x6,2ω mod C4 (5.7.23)

e−3 f−3e−2 f−2 ≡ (−30x9,1 −12x8,2)1+3x6,2ω mod C4. (5.7.24)

Djelovanjem na relaciju (5.7.8) sa L(−2) dobivamo

x4,2x3,1 ≡ (−8x9,1 +6x8,2)1−4x6,2ω mod C4. (5.7.25)

Da bi izrazili x6,2ω preko elemenata duljine 2, napisat ćemo fix4,2fix3,11 na dva načina. Prvo, iz

H−4fix3,11 dobivamo fix4,2fix3,11 ≡ (−48x9,1 −24x8,2)1+8x6,2ω mod C4. (5.7.26)

S druge strane, direktnim računom se vidi da možemo napisati:fix4,2fix3,11 =
2
3

x4,3x2,11+
1
3

x4,2x3,11− 1
3
(Y 2.e−4e−3e−2e−11).

Zbog E−5E = e−4e−3e−2e−1 ∈C4 imamo:fix4,2fix3,11 ≡ 2
3

x4,3x2,11+
1
3

x4,2x3,11 mod C4

≡ (16x9,1 +8x8,2)1−
8
3

x6,2ω mod C4

Uspored̄ivanjem te dvije relacije dobivamo:

x6,2ω ≡ 6x9,11+3x8,21 mod C4. (5.7.27)

Sad možemo uvrstiti ovaj izraz za x6,2ω u prethodne relacije. No radi jednostavnosti, nećemo

napisati sve relacije, već samo one koje ćemo koristiti na višim nivoima:

e−4 f−4ω ≡ (42x9,1 +9x8,2)1 mod C4 (5.7.28)

x5,3ω ≡ (−49x9,1 −12x8,2)1 (5.7.29)
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Nivo 12

Na nivou 10 u Vir .E imamo e−9+ie−1−i1 ∈ C4, i = 0,1,2,3, što povlači ‚�x9−i,1+i ∈ C4, i =

0,1,2,3. Kad djelujemo s 1
2H0 na te vektore dobivamo relacije((

10
2

)
x11,1 −

(
2
2

)
x9,3

)
1 ≡ 0 mod C4((

9
2

)
x10,2 −

(
3
2

)
x8,4

)
1 ≡ 0 mod C4((

8
2

)
x9,3 −

(
4
2

)
x7,5

)
1 ≡ 0 mod C4((

7
2

)
x8,4 −

(
5
2

)
x6,6

)
1 ≡ 0 mod C4.

Kad tim relacijama dodamo

L(−12)1 = (x11,1 + x10,2 + x9,3 + x8,4 + x7,5 + e−6 f−6)1 ∈C4,

dobivamo

e−6 f−61 ≡−126x11,11 mod C4 (5.7.30)

x7,51 ≡ 210x11,11 mod C4 (5.7.31)

x8,41 ≡−120x11,11 mod C4 (5.7.32)

x9,31 ≡ 45x11,11 mod C4 (5.7.33)

x10,21 ≡−10x11,11 mod C4. (5.7.34)

Djelujemo s L(−2) na (5.7.16)-(5.7.18) dobivamo:

e−5 f−5ω ≡−280x11,11−10x8,2ω mod C4 (5.7.35)

x6,4ω ≡ 384x11,11+15x8,2ω mod C4 (5.7.36)

x7,3ω ≡−105x11,11−6x8,2ω mod C4 (5.7.37)

Sljedeći cilj nam je prikazati x8,2ω pomoću x11,11. Ako djelujemo s A0 na (5.7.14) dobivamo(
6
3

)
x7,3ω +

(
5
3

)
x6,4ω + x4,3x4,11 ≡ 0 mod C4.

Kad iskoristimo relacije (5.7.36) i (5.7.38) dobivamo:

x3,1e−4 f−41 ≡ 1740x11,11+30x8,2ω mod C4. (5.7.38)
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S druge strane, ako iskoristimo L(−2) na relaciju (5.7.28), dobit ćemo

x3,1e−4 f−41 ≡−2148x11,11−51x8,2ω mod C4. (5.7.39)

Ako usporedimo ovo s prethodnim izrazom za x3,1e−4 f−41 dobivamo

x8,2ω ≡−48x11,1 mod C4. (5.7.40)

Kad to uvrstimo u (5.7.38) dobivamo:

x7,3ω ≡ 183x11,1 mod C4. (5.7.41)

Jasno, to bi mogli napraviti i za ostale relacije u kojima se pojavljuje x8,2ω , ali samo ova će

nam trebati na višim nivoima.

Nivo 14

Prenošenjem iz Vir .E zaključimo da je

x12,2 ≡−12x13,1 mod C4 (5.7.42)

x11,3 ≡ 66x13,1 mod C4 (5.7.43)

x10,4 ≡−220x13,1 mod C4 (5.7.44)

x9,5 ≡ 495x13,1 mod C4 (5.7.45)

x8,6 ≡−792x13,1 mod C4 (5.7.46)

e−7 f−7 ≡ 462x13,1 mod C4. (5.7.47)

Napadanjem s L(−2) na (5.7.30)-(5.7.34) dobivamo:

x10,2ω ≡−210x13,1 mod C4 (5.7.48)

x9,3ω ≡ 1386x13,1 mod C4 (5.7.49)

x8,4ω ≡−4312x13,1 mod C4 (5.7.50)

x7,5ω ≡ 8085x13,1 mod C4 (5.7.51)

e−6 f−6ω ≡−4950x13,1 mod C4. (5.7.52)

Sa nivoa 12 u Vir .E znamo da je e−7e−3ω ∈C4. Djelovanjem sa 1
2H0 ∘Y dobivamo:(

8
2

)
x9,3ω −

(
4
2

)
x7,5ω − x7,1e−3 f−31 ≡ 0 mod C4.
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Korištenjem relacija (5.7.49) i (5.7.51) dobit ćemo

x7,1e−3 f−31 ≡−9702x13,11 mod C4. (5.7.53)

Kada djelujemo s L(−2) na (5.7.41) dobit ćemo:

7x9,3ω +3x7,5ω − x7,1e−3 f−31 ≡ 183(11x13,1 + x11,3)1 mod C4.

Kad pojednostavimo ovu relaciju, dobivamo

x7,1e−3 f−31 ≡ 19866x13,11 mod C4 (5.7.54)

Ako usporedimo s relacijom (5.7.53), zaključujemo da vrijedi x13,11 ∈C4, pa onda i svi vektori

koje smo prikazali preko tog vektora.
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5.7.3. Sustav izvodnica

Prema lemi 5.3.1, π
+“C4
(U(Vir).1) je razapet sa slikama vektora

L(−2)n1, L(−3)2L(−2)n, n ≥ 0.

Eliminirat ćemo sve osim konačno mnogo vektora. Računajmo:

L(−2)1 = e−1 f

L(−2)21 = x3,11

L(−2)31 = (3x5,1 +2e−3 f−3)1

L(−2)41 = (15x7,1 +9x5,3)1+2e−3 f−3ω

≡ (−66x7,1 −36x6,2)1+2e−3 f−3ω mod C4

L(−2)51 ≡ (−462x9,1 −216x8,2 −66x7,3 −72x6,4)1−36x6,2ω +6x5,3ω mod C4

≡ (−4260x9,1 −1080x8,2)1 mod C4

Zbog L(−1)x8,11 = 8x9,11+ x8,21 slijedi da je

L(−2)51 ≡ 4380x9,1 mod Ĉ4.

Iz relacija na nivou 12 se vidi da je

L(−2)61 ≡ 167400x11,11 mod C4,

pa je zbog toga:

L(−2)71 ≡ 167400(11x13,1 + x11,3)≡ 167400 ·77x13,1 ≡ 0 mod C4.

Tada je:

L(−2)7+n1 ∈C4,n ≥ 0.

Računamo dalje:

L(−3)21 = (2x5,1 + x4,2)1−2e−2 f−2ω

L(−2)L(−3)21 = (10x7,1 +4x6,2 +2x5,3 +4e−4 f−4)1−3x4,2ω −2x3,1e−2 f−2

≡ 21x7,1 +7x6,2 +2e−3 f−3ω mod C4

L(−2)2L(−3)21 ≡ 21(x9,1 + x7,3)1+7(6x8,2 +2x6,4)1+7x6,2ω +6x5,3ω

v ≡ (371x9,1 +75x8,2)1 mod C4

≡−229x9,11 mod Ĉ4
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Dakle, L(−2)2L(−3)21 i L(−2)51 su linearno zavisni modulo Ĉ4 (oba se mogu zapisati preko

x9,11). Vidi se da su L(−2)3L(−3)21 i L(−2)61 linearno zavisni modulo C4 (oba se mogu

zapisati preko x11,11), te da vrijedi

L(−2)4+nL(−3)2 ∈C4, n ≥ 0.

Konačno, slijedi da je π
+“C4
(U(Vir).1) razapet sa slikama vektora

1,L(−2)1 . . . ,L(−2)61,L(−3)21,L(−2)L(−3)21,

čime je račun gotov.
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ZAKLJUČAK

U ovoj radnji, u potpunosti smo odredili Zhuovu algebru A(SF(d)+) od algebre verteks opera-

tora SF(d)+:

A(SF(d)+)≃ M2d(C)⊕M2d(C)⊕Λ(h2d)
+⊕C,

te smo pokazali da vrijedi jednakost dimenzija Zhuove algebre i C2-algebre pridružene SF(d)+,

konkretno, da imamo dimA(SF(d)+) = dimP(SF(d)+) = 22d−1 +8d2 +1.

Pokazali smo još neke činjenice o algebri verteks operatora simplektičkih fermiona:

∙ Dimenzija vektorskog prostora one-point funkcija na SF(d)+ je jednaka 22d−1 +3.

∙ Minimalni polinom od [ω] ∈ A(SF(d)+) je

md(x) = xd+1(x−1)(x+d/8)(x+d/8−1/2).

∙ Stupanj nilpotentnosti od ω ∈ P(SF(d)+) je

sd =

5, d ≤ 4

d +1, d ≥ 5.

∙ Invarijantna podalgebra A(SF(d)+)Sp(2d) je generirana sa [ω].

Takod̄er, izračunali smo prvu Zhuovu algebru za superalgebru verteks operatora SF(1) i

algebru verteks operatora SF(1)+. Konkretno, pokazali smo da vrijedi

A1(SF(1))≃ Λ(h)⊗ (C⊕M2(C))

A1(SF(1)+)≃ C⊕2 ⊕M2(C)⊕3 ⊕Λ(h2)
+⊕

(
Λ(h2)

+⊗C M2(C)
)
.

Odredili smo i generatore tih algebri.
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fakulteta Sveučilišta u Zagrebu,

prebivalište: Branka Perice 7, 10 000, Zagreb,

JMBAG: 1191222130,
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