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Uvod

U razli¢itim podrucjima znanosti i industrije, poput ekonomije, zdravstva, biomedicine,
kriminalistike, ekologije, inZenjerstva i sl., ¢esto Zelimo utvrditi ovisi li neka odabrana
veli¢ina o drugim mjerenim veliCinama. Ta je veza vrlo rijetko jasno definirana, stoga se
pri njenom odredivanju sluZimo raznim vjerojatnosnim i statistickim modelima. Metode
regresijske analize postale su vrlo vazna komponenta pri obradi i analizi podataka u svrhu
odredivanja te ovisnosti. Pri tome veli¢inu koja nas zanima modeliramo kao sluc¢ajnu va-
rijablu te je nazivamo zavisna varijabla ili varijabla odziva, dok ostale mjerene veliCine
zovemo nezavisne varijable ili kovarijate.

U ovome radu, koristeci bazu koja sadrzi podatke o pacijentima, to¢nije o njihovoj dobi,
spolu, boli u prsima, tlaku, kolesterolu, Seceru, nalazu EKG-a itd., pomocu logisticke regre-
sije analizirat éemo i procijeniti koje od prikupljenih varijabli i koliko statisti¢ki znacajno
utjecu na dihotomnu varijablu bolest srca. Takoder, pomocu analiziranih varijabli Zelimo
naci najbolji model za procjenu vjerojatnosti dobivanja bolesti srca.

U prvom poglavlju upoznat ¢emo se s glavnim pojmovima vezanima za logisticki regre-
sijski model te uociti razlike u odnosu na linearnu regresiju, dok ¢emo u drugom poglavlju
primijeniti opisanu logisticku regresiju na konkretnom primjeru. Pri analizi ¢emo koristiti
statisticki program SAS.



Poglavlje 1

LogistiCka regresija

1.1 Regresijska analiza

Regresijska analiza obuhvaéa metode ispitivanja ovisnosti jedne (zavisne) varijable o jed-
noj ili viSe drugih (nezavisnih) varijabli. Pritom je glavni cilj objasniti koje ulazne (neza-
visne) varijable, i u kojoj mjeri, utje€u na izlaznu (zavisnu) varijablu, koliko pouzdano to
mozemo zakljuciti te koliko je, u konac¢nici, na§ model uspjeSan u objasnjavanju ponaSanja
izlazne varijable kao funkcije ulaznih varijabli. Takoder, zanima nas njegova uspjeSnost u
predvidanju izlaznih vrijednosti za odredene zadane ulazne vrijednosti. Rezultat regresij-
ske analize je regresijski model, tj. matemati¢ka jednadZzba koja objasnjava tu povezanost.
Razlikujemo viSe vrsta regresije. Ako model ima samo jednu ulaznu vrijablu, govorimo
0 univarijatnoj regresiji. Pritom, ako je povezanost linearna, radi se o linearnoj regresiji
i tada je njen rezultat jednadZba pravca, dok za nelinearnu univarijatnu regresiju dobi-
vamo jednadzbu krivulje. S druge strane, ako model ima viSe ulaznih varijabli, govorimo
o multivarijatnoj regresiji za koju opet razlikujemo linearnu (rezultat je jednadzba ravnine)
1 nelinearnu ovisnost (rezultat je jednadzba plohe). [5]

Opcenito, jednadZba modela glasi:

Y=Bg+Bix1+...+B.x, +&, (1.1)
gdje su:
e Y — zavisna varijabla
e x; —nezavisne varijable,i=1,...,n, ne N
e & —slucajna greska
e [3; — parametri modela,i=1,...,n, n € N .

2
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1.2 Usporedba linearne i logisticke regresije
Vrste regresije razlikujemo i prema tipu zavisne varijable.

Linearna regresija vrsta je regresijske analize u kojoj je povezanost izmedu zavisne 1

nezavisne varijable opisana jednadZzbom pravca. Taj pravac odredujemo metodom najma-
njih kvadrata, tako da, iz skupa svih pravaca, odaberemo onaj ¢ija je suma odstupanja svake
tocke od pravca najmanja. [4] [5]
Problem kod tog modela nastaje ako zavisna varijabla nije kontinuirana, ve¢ kategorijska.
Tada se naruSavaju pretpostavke o normalnosti i homogenosti slucajne greske, potrebne za
koriStenje linearnog regresijskog modela, stoga naSa predvidanja mogu biti pogreSna. [7]
Iz tih razloga razvila se logisti¢ka regresija.

# Data points *
= inear regression

Slika 1.1: Primjer grafa linearne regresije
izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Linearna_regresija (2020. godina)

Logisticka regresija vrsta je regresijske analize u kojoj je zavisna varijabla kategorij-
ska. Kod nje nema pretpostavki o distribuciji nezavisnih varijabli. U njenoj najraSirenijoj
primjeni, zavisna varijabla je jednostavna dihotomna, tj. moZe poprimiti samo dvije vri-
jednosti (kategorije). Za razliku od linearnog modela, ovdje za procjenu parametara ko-
ristimo metodu maksimalne vjerodostojnosti. Ostale procedure (poput korelacije varijabli,
stepwise procedure, procjene statistiCke znaCajnosti varijabli) odvijaju se kao i kod obi¢ne
regresije. ViSe o tome svemu govorit ¢emo u idu¢im poglavljima.
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1.3 Logisticki regresijski model
Logisticka funkcija, prepoznatljiva po svojoj S-krivulji, dana je s p : (—oo,00) — (0, 1)

1

= : 1.2
PO = (1:2)
Njoj inverzna funkcija je funkcija logit, dana s logit : (0,1) — (=00, )
. _ p(x) | _
logit(p(x)) = log = log(p(x)) = log(1 - p(x)) . (1.3)
1= p(x)

Logisticki model procjenjuje vjerojatnost da ¢e neka jedinica opaZanja uéi u jednu di-
hotomnu skupinu umjesto u drugu. Glavni cilj je linearizirati takav model jer je linearnu
funkciju puno lakse interpretirati. No, znamo da je vjerojatnost funkcija ograni¢ena u inter-
valu (0, 1), dok je linearna funkcija neogranicena. 1z tog razloga, provodimo transformaciju
u dva koraka.

Ako je p(x) vjerojatnost nekog dogadaja, onda izgled ili Sansa (eng. odds) tog dogadaja
predstavlja omjer oCekivanog broja puta kada ¢e se on dogoditi i ocekivanog broja puta
kada se dogadaj nece dogoditi.

Prvi korak je transformirati vjerojatnost u izgled. Dakle,

p(x)

odds(x) = T o)

(1.4)

Time smo maknuli gornju granicu intervala.

Drugi korak je izraCunati vrijednost prirodnog logaritma dobivenog izgleda, ¢ime mi¢emo
donju granicu intervala.
Navedenu transformaciju vidimo na slici 1.2 ! i nazivamo je logit transformacija logisti¢ke
funkcije. Drugim rijecima, logistickom regresijom modeliramo logit transformiranu vjero-
jatnost koja je u linearnoj vezi s kovarijatama.

Logit
transformacija

)
(p(x))

:
/ ——> | 3F & &

Slika 1.2: Graficki prikaz logit transformacije logisticke funkcije

1 preuzeta iz [5]
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Tablica 1.1: Odnos izmedu vjerojatnosti, izgleda i log vrijednosti izgleda

Vjerojatnost | Izgled | Log(izgled)
0.00 0.00 /
0.10 0.11 -2.21
0.20 0.25 -1.39
0.30 0.43 -0.84
0.40 0.67 -0.40
0.50 1.00 0.00
0.60 1.50 0.41
0.70 2.33 0.85
0.80 4.00 1.39
0.90 9.00 2.20
1.00 / /

Iz gornje tablice vidimo da logaritamska vrijednost izgleda poprima i pozitivne i ne-
gativne neogranicene vrijednosti, tj. da smo navedenom transformacijom makli i gornju i
donju granicu. [1] Takoder, ona je definirana za sve vjerojatnosti izmedu 01 1, ali ne 1 za

vrijednosti jednake O ili 1.

Dakle, univarijatni logisticki regresijski model je oblika:

logit(p(x)) = log(odds(x)) = log [ P ] = By + Bix.
1= p(x)
Izrazimo p(x) iz jednakosti (1.5):
p(x) = Pothix
1= p(x)
ePothix

px) = 1 + ebothix’

Sli¢no, multivarijatni logisticki regresijski model (za x = (xi,. .., x;)) je oblika :
_ B _ p(x) | _
logit(p(x)) = log(odds(x)) = log = o) = Lo+ Bix1 + ...+ Bexx.

Slijedi:
POHBIxXI+ A Bk

P, Xe) = 1 4+ ePotBrxi+o+Bix”

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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1.4 Procjena parametara modela

Za razliku od linearne regresije u kojoj koristimo metodu najmanjih kvadrata, kod lo-
gistickog modela za procjenu nepoznatih parametara koristimo metodu maksimalne vje-
rodostojnosti (oznaka ML). Kod nje traZimo najmanje moguce odstupanje izmedu opaZenih
(v) 1 prediktivnih () vrijednosti koristeci iterativne racunalne metode. Jednom kada nademo
najbolje rjesenje, to odstupanje nazivamo Deviance ili -2LogLikelihood. [5]

OpisSimo ukratko matematicku pozadinu te metode ([4]).

Neka je X = (Xj,...,X,) slucajni uzorak iz modela # = {f(-;6) : € € ®}. Na osnovu
zadanog uzorka Zelimo procijeniti vrijednost parametra 6 ili neke njegove funkcije.
Ako je x = (xy,...,x,) realizacija tog slucajnog uzorka, tada je vjerodostojnost funkcija
definirana s:

L:® >R, LK) = LO) = fe(x;0) = | | f(x::0). (1.10)
i=1

Definicija 1.4.1. Statistika 6 = (X) je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti za para-
metar @ (MLE?) ako vrijedi
LX) = max L(6]X). (1.11)
(S

Umjesto maksimiziranja produkta (1.10), Cesto se, radi jednostavnosti, maksimizira
funkcija log-vjerodostojnost jer je logaritam rastuca funkcija.

PrikaZimo navedeni postupak na naSem logistickom modelu sa zavisnom dihotomnom
varijablom. Pretpostavimo da imamo uzorak od n nezavisnih opaZanja parova (x;,y;),i =
1,...,n, pri emu su X; nezavisne varijable, a Y; zavisne s vrijednostima u skupu {0, 1}
(0 predstavlja odsutnost, a 1 prisutnost promatranog obiljezja). Neka je § ML procjena
od y, a p ML procjena od p(x) = P(y = 1|x). Zelimo procijeniti nepoznati parametar
B = (Bo,B1) (radi jednostavnosti prikaza gledamo univarijatni logisticki model, analogni
postupak vrijedi i za multivarijatni model). Funkcija vjerodostojnosti za taj model dana je
s:

n

L) = [ [peayr- = pan']. (1.12)

i=1
Umyjesto maksimiziranja L(f), maksimizirat éemo funkciju log-vjerodostojnosti /(f3)

n

I(B) = In(L(B)) = Z [yiln(p(xi) + (1 = yp)in(1 = p(x)]. (1.13)

i=1

2eng. Maximum Likelihood Estimator
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Da bi se pronasli procjenitelji maksimalne vjerodostojnosti, tj. vrijednosti za parametar 8
koji ¢e maksimizirati funkciju /(8), potrebno je parcijalno derivirati funkciju I(8) po By 15
te izjednaciti s nulom. Dobivamo jednadZbe:

n

Z [yi = p(xp] = 0 (1.14)

i=1

n

> xilyi - plx] = 0. (1.15)

i=1
JednadZbe se rjeSavaju iterativnim metodama te dobiveno rjeSenje nazivamo ML procjeni-
telj parametra B, u oznaci . [5]

1.5 Testiranje adekvatnosti modela (eng. Goodness of fit)

Nakon procjene parametara, Zelimo odabrati najpogodniji model, tj. onaj koji najbolje
opisuje dane podatke. Osnovna mjera adekvatnosti modela je tzv. devijanca (oznaka D,
eng. Deviance) iz prethodnog potpoglavlja. Ona je istovjetna sumi kvadrata reziduala kod
linearne regresije. D racunamo kao omjer vjerodostojnosti:

_ [likelihood procijenjenog modela]

likelihood saturiranog modela
(1.16)

i

——22[ P2+ (1 =y ”(y’)>] %

Saturirani model je onaj koji sadrzi onoliko parametara koliko ima podataka.

Za svaku varijablu Zelimo testirati je li model bolji kada je ona ukljucena ili iskljucena
iz njega. Pri tome koristimo G statistiku. Ukoliko dodamo varijablu koja pospjeSuje nas
model, o¢ekujemo da se D smanji, i to statisticki znacajno.

G = D(model bez varijabli) — D(model s k varijabli)
= —21(0) — (=2I(k))

0) )
L(k)] ~ x“(k)

(1.17)
= -2In

Testiranje znacajnosti parametara

Provodenjem statistickog testa utvrdujemo je li koeficijent uz pojedinu nezavisnu varijablu
jednak ili razlic¢it od nule.
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Kod univarijatnog logistickog modela testiramo:

Hy:p6,=0
0 b (1.18)
Hl :,81 0
Kod multivarijatnog logistickog modela s k nezavisnih varijabli testiramo:
H . = =...= = O
0:B1=p B (1.19)

H, : barem jedan od B; # 0, i =1,...,k

Pri tome se koristi Waldov test. Ukoliko je parametar jednak O, onda pripadna nezavisna
varijabla nema utjecaj u modelu. Kazemo da je parametar statisticki znacajan ako se sta-
tisticki znacajno razlikuje od nule te u tom slucaju pripadna nezavisna varijabla statisticki
znacajno pospjeSuje model.

1.6 Interpretacija parametara

Za jednostavnije tumacenje, bazirat ¢emo se na univarijatni model logisticke regresije

p(x)
1= p(x)
Koeficijent S, (intercept) nuzno postoji u svakom modelu, medutim nema znacenje u
tumacenju istoga. On predstavlja vrijednost In(odds) kada je prediktorska varijabla jed-
naka 0. Preko jednadzbe (1.4) uveli smo pojam izgleda ili Sanse. Za potrebe interpretacije
koeficijenata, treba nam jos i pojam omjera Sansi (eng. odds ratio).

logit(p(x)) = In(odds(x)) = log[ ] = By + B x. (1.20)

Promotrimo:

() = logit(p(x)) = In| L ] = Bo + Bix (1.21)

1 = p(x)
gx+1)=By+pi1(x+1) (1.22)
gx+1)—gx) =5 (1.23)
logit(p(x + 1)) — logit(p(x)) = B (1.24)
In(odds(p(x + 1))) — In(odds(p(x))) = B (1.25)

odds(p(x+ 1)) | _
e Ako je nezavisna varijabla dihotomna s vrijednostima 0 ili 1, tada:
P
x=1->odds = = (D)

) (1.27)

x=0—> odds = P

1 - p(0)
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_ | 24ds(p()
8(1) = g(0) = In [oddS(p(O))]

p(D)
1-p(1
_ lnl p(1)

p(0) ( 1 .28)
1=p(0)

= In(odds ratio) = 3,
= odds ratio(1,0) = ¢!

Interpretacija: Prelaskom nezavisne varijable iz niZe u visSu kategoriju, povecava se
omjer $ansi za prelazak zavisne varijable iz niZe u vi$u kategoriju za iznos €°!.

e Ako je nezavisna varijabla kontinuirana, tada:

glx+1)—gx) =p (1.29)

Parametar 8 pokazuje promjenu u logaritmiranom izgledu (oddsu) kada se neza-
visna varijabla x pomakne za 1. Medutim, kod kontinuiranih varijabli nam pomak za
jednu jedinicu Cesto nije od velikog znacaja u istraZivanjima, stoga nas ¢eSce zanima:

g(x+c)—g(x) =cB, ckonst. (130)
= odds ratio(c) = odds ratio(x+c,x) = e®' '

Interpretacija: PoveCanjem nezavisne varijable za iznos ¢ € R, povefava se omjer
Sansi za prelazak zavisne varijable iz niZe u vi$u kategoriju za iznos e®!.

Npr. pretpostavimo da zavisna dihotomna varijabla Y oznacuje prisutnost (vrijednost 1)
ili odsutnost (vrijednost 0) bolesti srca, a nezavisna varijabla X oznacuje bavi li se osoba
(vrijednost 1) ili ne (vrijednost 0) redovitom tjelesnom aktivno$éu. Ako je procijenjen
odds ratio jednak 0.5, onda je upola manja vjerojatnost da Ce se sr€ana bolest razviti medu
onima koji vjeZbaju nego medu nevjezbaCima unutar proucavane populacije.

Upravo je ta jednostavna veza izmedu koeficijenata modela i omjera Sansi jedan od glavnih
razloga zasto se logisticka regresija pokazala vrlo snaznim analitickim alatom u raznim
istraZivanjima. [3]

1.7 ROC krivulja

ROC krivulja (eng. Receiver Operating Characteristic curve) graficki je prikaz koji se
Cesto koristi u svrhu ispitivanja valjanosti dijagnosti¢kog testa. Valjanost dijagnostickog
testa ima dvije komponente: osjetljivost i specificnost. Osjetljivost testa predstavlja udio
bolesnih osoba koje je test pravilno prepoznao kao “’pozitivne” (bolesne) u ukupnom broju
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bolesnih, a specificnost testa predstavlja udio zdravih ispitanika koji su pravilno prepoznati
kao "negativni” (zdravi) u ukupnom broju zdravih. ROC krivuljom Zeli se prikazati odnos
proporcija lazno pozitivnih (1 — specifi€nost) i stvarno pozitivnih (osjetljivost).

Jedna od standardnih mjera za ocjenu dobrote prilagodbe modela je c-statistika koja pred-
stavlja povrSinu ispod ROC krivulje. Ona nam dakle pokazuje koliko je naS model dobar
klasifikator.

Statistiku ¢ raCunamo prema sljedecoj formuli:

C:nc+0.5(tt—nc—nd), (1.31)

gdje je nc broj concordant parova, nd broj discordant parova, a t broj parova s jednakim
vrijednostima odgovora. KaZzemo da je par opservacija s razli¢itim odgovorima poduda-
ran (eng. concordant) ako opservacija s viSe rangiranim odgovorom (npr. 2, “dogadaj se
nije dogodio”) ima niZu prediktivnu vjerojatnost da se dogadaj dogodi od opservacije s
niZe rangiranim odgovorom (npr. 1, "dogadaj se dogodio”), a nepodudaran (eng. discor-
dant) ako opservacija s viSe rangiranim odgovorom ima visu prediktivnu vjerojatnost da se
dogadaj dogodi od opservacije s niZze rangiranim odgovorom. Ako par opservacija nije ni
podudaran ni nepodudaran, kazemo da ima jednak odgovor (eng. tie). [5]

¢ poprima vrijednosti od 0 do 1. Ukoliko je ona manja ili jednaka 0.5, smatramo da model
nema dobru prediktivnu vrijednost. Sto je ¢ bliZe vrijednosti 1, to je snaga prediktivnog
modela veca (bolja). [3]



Poglavlje 2

Primjena logistiCke regresije na
primjeru bolesti srca

2.1 Opis problema

Za potrebu analize podataka primjenom logisticke regresije, koristit ¢e se baza dostupna
na https://www.kaggle.com/cherngs/heart-disease-cleveland-uci. Baza se
sastoji od 297 opservacija i 14 atributa. Kako je navedeno, originalnu bazu (sa 76 atributa)
kreirali su M.D. Andras Janosi s madarskog Instituta za kardiologiju, M.D. William Stein-
brunn sa SveuciliSne bolnice u Ziirichu, M.D. Matthias Pfisterer sa SveuciliSne bolnice u
Baselu te M.D., Ph.D. Robert Detrano s Klinike Cleveland. Medutim, u svim objavljenim
radovima i eksperimentima iz podrucja strojnog ucenja koriSten je podskup od 14 atributa
koji se koriste i u ovom radu.

Opservacije predstavljaju pacijente, a atributi podatke o pacijentima. Toc¢nije, za 297 pa-
cijenata imamo informacije o njihovoj dobi, spolu, tipu boli u prsima, izmjerenom tlaku,
SeCeru u krvi 1 ostalo. ”Ciljni” atribut je dihotomna varijabla koja govori ima li pacijent
sr€anu bolest ili nema. Upravo na temelju tih podataka Zelimo procijeniti koje varijable i
koliko statisticki znacajno utjeCu na pojavu bolesti srca kod osobe.

Navedimo popis svih varijabli, kratice koje ¢e biti koriStene u radu te njihov kratak opis:

e dob
Dob pacijenta (izrazena u godinama).

e spol
Spol pacijenta. To je kategorijska dihotomna varijabla: 0—Zensko, 1 -musko.

e tip boli u prsima
Vrsta boli u prsima koju pacijent osjeCa u mirovanju i opisuje doktoru. To je katego-

11
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rijska nominalna varijabla: O—tipi¢na angina, 1—atipi¢na angina, 2—neanginalna bol,
3—asimptomatski (za detaljniji opis vidi [2]). U daljnjem tekstu koristimo oznaku
bol.

e Kkrvni tlak u mirovanju
Izmjeren krvni tlak u mirovanju na prijemu u bolnicu. Mjeri se u milimetrima Zive
(mmHg). Kod zdravih osoba optimalna vrijednost krvnog tlaka trebala bi biti ispod
120/80 mmHg. U daljnjem tekstu koristimo oznaku tlak.

¢ Kkolesterol
Razina kolesterola u krvi (mjerena u mg/dl). PoviSena razina ukupnog i LDL-
kolesterola te smanjena razina HDL-kolesterola poveéavaju rizik za razvoj bolesti
srca 1 krvnih Zila. Preporucena vrijednost ukupnog kolesterola je < 5, 0mmol/l, tj.
< 193mg/dL.

o Secer u krvi
Razina Secera u krvi. To je kategorijska dihotomna varijabla: 0O—nema poviSen Secer,
1-ima poviSen Secer (ako je izmjerena razina > 120mg/dl). U daljnjem tekstu ko-
ristimo oznaku Secer.

¢ nalaz EKG-a
Zabiljezena elektri¢na aktivnost srca. To je kategorijska ordinalna varijabla: O—uredan
nalaz, 1-uocena abnormalnost ST i/ili T vala (pod tim se podrazumijeva inverzija T-
vala i/ili elevacija ili depresija ST-vala > 0,05mV, za detalje vidi [6]), 2—moguca
hipertrofija lijeve klijetke. U daljnjem tekstu koristimo oznaku EKG.

e maksimalni puls
Maksimalni broj otkucaja srca dok je pacijent u pokretu, izmjeren tokom scintigrafije
srca. Protok krvi kroz sr¢ani miSi¢ obi¢no se ispituje ubrizgavanjem talija-201 u venu
1 snimanjem tijekom testa optereCenjem. U daljnjem tekstu koristimo oznaku puls.

e angina izazvana tjelesnom aktivnoséu
Kategorijska dihotomna varijabla koja pokazuje je li pacijent osjetio bol u prsima
prilikom neke tjelesne aktivnosti: O—ne, 1—da. U daljnjem tekstu koristimo oznaku
ex_angina.

e ST-depresija
Duljina depresije (spustenosti) ST-segmenta. ST-depresija se izaziva fizickom ak-
tivnosti 1 mjeri se u odnosu na pacijenta u stanju mirovanja. Kod zdrave osobe,
ST-segment je horizontalan. To je numericka varijabla. U daljnjem tekstu koristimo
oznaku STdepresija.
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¢ vrsni nagib ST-segmenta u pokretu
Kategorijska nominalna varijabla: 0—uzdignut, 1-ravan, 2—spusten (kod zdrave osobe
je obi¢no ravan). U daljnjem tekstu koristimo oznaku STnagib.

¢ broj ’obojenih”(vidljivih) glavnih krvnih zila kod pretrage fluoroskopije
Diskretna varijabla koja poprima vrijednosti od O do 3. Prilikom fluoroskopije se
mogu uociti neke promjene u protoku krvnih Zila, ugrusci i slicno. U daljnjem tekstu
koristimo oznaku krvne_zile.

o talij test
Kategorijska nominalna varijabla s vrijednostima 0, 1 i 2. Talij (toCnije, njegov iz-
otop talij-201) se ubrizgava u krv u maloj koliini te se snimaju srce i krvne Zile
pacijenta u pokretu. Idealno bi bilo da postoji jednaka raspodjela talija u svim seg-
mentima miokarda (0). Ako postoji oSteCenje koje je fiksno, onda se neCe moci
jednako raspodijeliti (1), a ako je reverzibilno, onda ¢e do jednake raspodjele doci
nakon nekog vremena (2).

e stanje
Kategorijska dihotomna varijabla koja oznacava ima li osoba bolest srca (1) ili nema
(0). Pri analizi ¢emo nju koristiti kao zavisnu varijablu. U daljnjem tekstu koristimo
oznaku bolest.

2.2 Deskriptivna statistika

Deskriptivna ili opisna statistika grana je matematicke statistike koja se bavi predocavanjem
1 opisivanjem glavnih karakteristika izmjerenog ili zadanog skupa podataka (tablice, grafi-
koni, srednje vrijednosti, ... ).

Tablica 2.1 prikazuje deskriptivnu statistiku svih nezavisnih numerickih varijabli. Pritom
N oznacava ukupan broj opservacija, Mean je aritmeticka sredina podataka, Std Dev stan-
dardna devijacija te su josS iskazani medijan te minimalni i maksimalni element vrijednosti
pojedine varijable.

U tablicama 2.2 do 2.8 prikazana je deskriptivna statistika (tj. tablice frekvencija) svih
nezavisnih kategorijskih varijabli, a u tablici 2.9 deskriptivna statistika zavisne varijable
bolest koja je takoder kategorijska, to¢nije dihotomna. Pritom stupac Frequency oznacava
frekvenciju, tj. broj pojavljivanja odredene kategorije, a stupac Cumulative Frequency ku-
mulativnu frekvenciju. Obje vrijednosti izrazene su i u postotcima.
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Tablica 2.1: Deskriptivna statistika nezavisnih numerickih varijabli (SAS ispis)

The MEANS Procedure

Variable N | Mean | Std Dev | Minimum | Median | Maximum
dob 297 | 545421 | 9.0497 | 29.0000 | 56.0000 | 77.0000
tlak 297 | 1317 | 17.7628 | 94.0000 | 1300 200.0
kolesterol | 297 | 247.4 | 51.9976 126.0 | 243.0 564.0
puls 297 | 1496 | 229416 | 71.0000 | 153.0 202.0
STdepresija | 207 | 1.0556 | 1.1661 0| 0.8000 6.2000
knme zile | 297 | 06768 | 0.9390 0 0| 3.0000

Tablica 2.2: Deskriptivna statistika nezavisne kategorijske dihotomne varijable spol
(SAS ispis)

The FREQ Procedure

Cumulative | Cumulative

spol | Frequency | Percent | Frequency Percent
0 96 32.32 96 32.32

1 201 67.68 297 100.00

Tablica 2.3: Deskriptivna statistika nezavisne kategorijske nominalne varijable bol

(SAS ispis)
Cumulative | Cumulative
bol | Frequency | Percent | Frequency Percent
0 23 774 23 7.74
1 49 16.50 72 24.24
2 a3 27.95 155 52.19
3 142 47.81 297 100.00

14
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Tablica 2.4: Deskriptivna statistika nezavisne kategorijske dihotomne varijable Secer

(SAS ispis)
Cumulative | Cumulative
secer | Frequency | Percent | Frequency Percent
0 254 85.52 254 85.52
1 43 14.48 297 100.00

Tablica 2.5: Deskriptivna statistika nezavisne kategorijske ordinalne varijable EKG

(SAS ispis)
Cumulative | Cumulative
EKG | Frequency | Percent | Frequency Percent
0 147 49 49 147 49,49
1 g 1.35 151 50.84
2 146 49,16 297 100.00

Tablica 2.6: Deskriptivna statistika nezavisne kategorijske dihotomne varijable ex_angina

(SAS ispis)
Cumulative | Cumulative
ex_angina | Frequency @ Percent | Frequency Percent
0 200 67.34 200 67.34
1 97 32.66 297 100,00
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Tablica 2.7: Deskriptivna statistika nezavisne kategorijske nominalne varijable STnagib
(SAS ispis)

Cumulative | Cumulative

STnagib | Frequency | Percent | Frequency Percent
0 139 46.80 139 46.80

1 137 46.13 276 92.93

2 2 7.07 297 100.00

Tablica 2.8: Deskriptivna statistika nezavisne kategorijske nominalne varijable talij_test

(SAS ispis)
Cumulative | Cumulative
talij_test | Frequency | Percent  Frequency Percent
0 164 55.22 164 55.22
1 18 6.06 182 61.28
2 115 38.72 297 100.00

Tablica 2.9: Deskriptivna statistika zavisne kategorijske dihotomne varijable bolest

(SAS ispis)
Cumulative | Cumulative
bolest Frequency @ Percent | Freguency Percent
0 160 53.87 160 53.87
1 137 4613 297 100.00
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2.3 Univarijatna logisticka regresija

U ovome potpoglavlju provest cemo univarijatnu logistiCku regresiju za svaku nezavisnu
varijablu te na taj nacin odrediti koliko je statisticki znacCajna svaka od varijabli poje-
dina¢no. Kao S§to smo ve¢ ranije pokazali, univarijatni logisticki model dan je jednadZbom
(1.5), tj.

logit(p(x)) = Bo + Br1x . 2.1)

Dakle, imamo 13 razli¢itih modela jer je 13 nezavisnih varijabli. U svakom modelu zavisna
varijabla je bolest. Za diskusiju ¢emo koristiti razinu znacajnosti @ = 5%.

No, prije toga, potrebno je konstruirati pomoéne, tzv. dummy varijable. Naime, ukoliko
je nezavisna varijabla kontinuirana, tada je veza izmedu zavisne i nezavisne varijable line-
arna pa ne postoji problem kod procjene parametara §;, i = 0,1 (2.1). Medutim, ukoliko
ovisnost zavisne o nezavisnoj varijabli nije linearna ili ukoliko razmak izmedu katego-
rija varijable nije ekvidistantan, kao i kod svih nominalnih varijabli gdje uopce ne postoji
uredaj izmedu kategorija, trebalo bi koristiti dummy varijable kako bi se dobro procijenili
parametri ;. [5] To su binarne varijable, s vrijednostima O i 1. Dakle, za sve nezavisne
kategorijske varijable s k > 3 kategorija, konstruira se k — 1 pomoc¢nih varijabli tako da se
jedna (referentna) kategorija fiksira, a preostale kategorije modeliramo pomocu nje.

U naSem slucaju, dummy varijable konstruiramo za 4 nezavisne kategorijske varijable: bol,
EKG, STnagib i talij_test (SAS kod se moze vidjeti u poglavlju 3).

Glavni rezultati dobiveni univarijatnom logistickom regresijom za sve nezavisne varijable
prikazani su u tablicama 2.10 do 2.12.
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Tablica 2.10: Rezultati analize univarijatnih logistickih modela provedene u SAS-u

Varijabla -2LogL (Intercept | -2LogL (Intercept | Likelihood p-vr
Only) and Covariates) Ratio (y?)

dob 409.946 394.252 15.6945 <.0001

spol 409.946 386.118 23.8284 <.0001

bol_tip

bol_atip 409.946 328.752 81.1946 <.0001

bol_asimp

tlak 409.946 402.883 7.0635 0.0079

kolesterol 409.946 408.026 1.9206 0.1658

secer 409.946 409.944 0.0030 0.9565

EKG_abnorm

EKG_hiper 409.946 400.282 9.6648 0.0080

puls 409.946 351.970 57.9761 <.0001

ex_angina 409.946 355.477 54.4697 <.0001

STdepresija 409.946 350.484 59.4625 <.0001

ST-uzdignut 409.946 365.161 447859 | <.0001

ST_spusten

krvne_zile 409.946 339.421 70.5254 <.0001

talij fiks 409.946 323.387 86.5593 | <.0001

talij_reverz

Za sve varijable konvergencija procedure je zadovoljena. Model je tim bolji, Sto je devi-
janca manja, odnosno $to je vrijednost u stupcu Likelihood Ratio veca. Prema izraCunatim
p-vrijednostima, iz tablice 2.10 moZemo zakljuciti da su svi modeli, osim onih koji sadrze
varijable kolesterol i Secer, statisticki znacajni.
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Tablica 2.11: Rezultati procjene parametara metodom maksimalne vjerodostojnosti

Varijabla Procjena parametra | Stand.gresSka | Wald y*> | p-vr | Procjena Intercepta
dob 0.0529 0.0138 14.6640 | 0.0001 -3.0512
spol 1.2737 0.2725 21.8484 | <.0001 -1.0438
bol_tip 0.4573 0.5256 0.7570 | 0.3843

bol_atip -0.2076 0.4550 0.2081 | 0.6482 -1.2840
bol_asimp 2.2552 0.3260 47.8486 | <.0001

tlak 0.0177 0.00681 6.7947 | 0.0091 -2.4940
kolesterol 0.00313 0.00228 1.8859 | 0.1697 -0.9300
secer 0.0181 0.3306 0.0030 | 0.9565 -0.1578
EKG_abnorm 1.6131 1.1672 1.9099 | 0.1670 0.5145
EKG _hiper 0.6792 0.2380 8.1456 | 0.0043 '
puls -0.0443 0.00663 44.7135 | <.0001 6.4718
ex_angina 1.9454 0.2831 47.2112 | <.0001 -0.7768
STdepresija 0.9160 0.1381 44.0119 | <.0001 -1.0827
ST _uzdignut -1.6686 0.2637 40.0308 | <.0001 0.6174
ST _spusten -0.3298 0.4759 0.4800 | 0.4884 '
krvne_zile 1.2475 0.1776 49.3315 | <.0001 -0.9324
talij_fiks 1.9264 0.5338 13.0258 | 0.0003 10333
talij_reverz 2.4148 0.2886 69.9996 | <.0001 ’

Prema dobivenim p-vrijednostima, iz tablice 2.11 zaklju¢ujemo kako varijable koje sta-
tisticki znacajno utjeCu na vjerojatnost da osoba ima bolest srca su: dob, spol, bol_asimp,
tlak, EKG hiper, puls, ex_angina, ST _depresija, ST _uzdignut, krvne_zile, talij_fiks i ta-

lij_reverz.

Takoder, iz gornje tablice moZemo iSCitati jednadzbe univarijatnih logistickih modela za
pojedine varijable:

e za dob: logit(p) = —3.0512 + 0.0529 X dob

e za spol: logit(p) = —1.0438 + 1.2737 X spol

e zabol: logit(p) = —1.2840+0.4573xbol _tip—0.2076 X bol_atip+2.2552 xbol_asimp

o zatlak: logit(p) = =2.4940 + 0.0177 X tlak

e za kolesterol: logit(p) = —0.9300 + 0.00313 X kolesterol

e za Secer: logit(p) = —0.1578 + 0.0181 X secer

o za EKG: logit(p) = —0.5145 + 1.6131 X EKG _abnorm + 0.6792 X EKG _hiper
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e zapuls: logit(p) = 6.4718 — 0.0443 X puls

e zaex_angina: logit(p) = —0.7768 + 1.9454 X ex_angina

e za STdepresija: logit(p) = —1.0827 + 0.9160 x S T'depresi ja

e za STnagib: logit(p) = 0.6174 — 1.6686 X ST _uzdignut — 0.3298 X ST _spusten
e za krvne zile: logit(p) = —0.9324 + 1.2475 X krvne_zile

e zatalij_test: logit(p) = —1.2333 + 1.9264 X talij_fiks + 2.4148 X talij_reverz

Pomocu tih jednadZbi moZemo izraCunati vjerojatnost da osoba s odredenim karakte-
ristikama razvije bolest srca. Naime, prema jednadzbi (1.7) imamo:

ePothix
P =T (2.2)
Primjer 1: Vjerojatnost da muska osoba ima bolest srca je
o 1:0438+1.2737x1
p(l) = | + o 10438+1.2737x1 0.5572 (2.3)

Primjer 2: Vjerojatnost da osoba koja ima depresiju ST segmenta jednaku 1.7 razvije

bolest srca iznosi
~1.0827+0.9160x1.7

p(1.7) = | + ¢-10827+09160x1.7 0.6164 2.4)
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Tablica 2.12: Rezultati procjene omjera Sansi univarijatnih modela

Varijjabla OR procjena | 95% pouzdani interval c
dob 1.054 1.026 - 1.083 0.639
spol 3.574 2.095 - 6.097 0.631
bol_tip 1.580 0.564 - 4.426

bol_atip 0.813 0.333-1.982 0.764
bol_asimp 9.537 5.034 - 18.068

tlak 1.018 1.004 - 1.032 0.576
kolesterol 1.003 0.999 - 1.008 0.567
secer 1.018 0.533 - 1.947 0.501
EKG_abnorm 5.018 0.509 - 49.440 0.590
EKG _hiper 1.972 1.237 - 3.144 )
puls 0.957 0.944 - 0.969 0.748
ex_angina 6.997 4.017 - 12.187 0.698
STdepresija 2.499 1.907 - 3.276 0.734
ST _uzdignut 0.189 0.112 - 0.316 0.696
ST _spusten 0.719 0.283 - 1.828 )
krvne zile 3.481 2.458 - 4.931 0.752
talij_fiks 6.865 2.412 - 19.542 0.766
talij_reverz 11.187 6.354 - 19.697 )

Jo$ jedan nacin kojim mozemo provjeriti statisticku znacajnost varijabli je 95% pouz-
dani interval za procjenu omjera Sansi. Ukoliko on sadrzi jedinicu, varijabla nije statisticki
znacajna, a ako ne sadrZi jedinicu, varijabla jest statisti¢ki znaCajna. Vode¢i se time, iz
tablice 2.12 ponavljamo prethodni zakljucak o statistickoj znaCajnosti varijabli dob, spol,
bol_asimp, tlak, EKG_ hiper, puls, ex_angina, ST _depresija, ST uzdignut, krvne zile, ta-
lij_fiks i talij_reverz. (Opaska: one su u tablici 2.12 istaknute podebljanim slovima.)

Vrijednosti u stupcu OR procjena predstavljaju omjere Sansi prelaska zavisne varijable iz
kategorije osoba nema bolest srca” u kategoriju “osoba ima bolest srca”, prilikom pre-
laska nezavisne varijable iz niZe u viSu kategoriju (ako se radi o kategorijskoj varijabli),
odnosno prilikom njenog pomaka za 1 (ako se radi o numerickoj varijabli). Dakle, na
temelju podataka iz tablice 2.12 mozemo izvesti sljedecu interpretaciju:

e Povecanjem dobi osobe za 1 godinu, povecava joj se izgled da razvije bolest srca za
5.4% (tj. 1.054 puta), i to statisticki znacajno.

e Muskarci, u odnosu na Zene, imaju 3.574 puta (tj. za 257.4%) veéi omjer Sansi da
razviju bolest srca, 1 taj rezultat je isto statisticki znacajan.
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Osobe s tipicnom anginom imaju 1.580 puta (tj. za 58%) veci omjer Sansi da razviju
bolest srca u odnosu na osobe bez anginalne boli, medutim taj rezultat nije statistic¢ki
znacajan.

Osobe s atipicnom anginom imaju manji omjer Sansi da razviju bolest srca u odnosu
na osobe bez anginalne boli (OR=0.813), ali to takoder nije statisti¢ki znacajno.

Asimptomatske osobe imaju 9.537 puta veéi omjer Sansi da razviju bolest srca u
odnosu na osobe bez anginalne boli. To je statisticki znacajan rezultat.

Povecanje tlaka za 1 jedinicu povecava omjer Sansi da osoba razvije bolest srca 1.018
puta (statisticki znacajno).

Povecanje kolesterola za 1 jedinicu povecava omjer Sansi da osoba razvije bolest srca
1.003 puta (nije statisti¢ki znacajno).

Osobe s poviSenom razinom Secera u krvi imaju 1.018 puta veci omjer Sansi da ra-
zviju bolest srca u odnosu na one koje nemaju povisen Secer (nije statisticki znacajno).

Osobe s uocenom abnormalnosti ST i/ili T vala imaju 5.018 puta veci omjer Sansi
da razviju bolest srca u odnosu na one s urednim EKG nalazom (nije statisti¢ki
znacajno).

Osobe s moguc¢om hipertrofijom lijeve klijetke imaju 1.972 puta vec¢i omjer Sansi da
razviju bolest srca u odnosu na one s urednim EKG nalazom (statisticki znacajan
rezultat).

Povecanje pulsa za 1 statisticki znacajno povecava omjer Sansi da osoba razvije bo-
lest srca 0.957 puta (dakle osobe s viSim pulsom imaju manji omjer Sansi za razvoj
bolesti).

Osobe koje su osjetile bol u prsima prilikom tjelesne aktivnosti imaju 6.997 puta veci
omjer Sansi da razviju bolest srca u odnosu na one koje pritom ne osjete bol u prsima
(1 to je statisticki znacajno).

Povecanje ST-depresije za 1 povecava omjer Sansi da osoba razvije bolest srca 2.499
puta (statisticki znacajno).

Osobe s uzdignutim ST-segmentom u pokretu imaju manji omjer Sansi da razviju bo-
lest srca u odnosu na osobe s ravnim ST-segmentom (OR=0.189) (statisticki znacajan
rezultat).
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e Osobe sa spusStenim ST-segmentom u pokretu imaju manji omjer Sansi da razviju
bolest srca u odnosu na osobe s ravnim ST-segmentom (OR=0.719), ali to nije sta-
tisticki znacajno.

e Povecanje broja vidljivih krvnih Zila prilikom fluoroskopije za 1 (statisti¢ki znacajno)
povecava omjer Sansi da osoba razvije bolest srca 3.481 puta.

e Osobe s nemoguénosti jednake raspodjele talija imaju 6.865 puta veci omjer Sansi da
razviju bolest srca u odnosu na osobe s normalnim rezultatima talij testa (statisti¢ki
znacajan rezultat).

e Osobe s moguénosti naknadne jednake raspodjele talija imaju 11.187 puta veci omjer
Sansi da razviju bolest srca u odnosu na osobe s normalnim rezultatima talij testa
(statistiCki znacajan rezultat).

Ovdje uocavamo zanimljiv primjer za varijablu tlak. Naime, kao Sto smo vec rekli u pot-
poglavlju 1.6, Cesto nam je od vecCeg interesa promatrati Sto se dogada prilikom pomaka
kontinuirane varijable za nekoliko jedinica, umjesto za 1 jedinicu.

Npr. Povecanjem tlaka za 10 mmHg, povecava se omjer Sansi da osoba razvije bolest srca
e!00177 — 1 194 puta, tj. za 19.4% (to smo izratunali pomoéu jednadzbe (1.30)).

Treéi pokazatelj koji govori kakav je model klasifikator, tj. koliko dobro razdjeljuje
zdrave 1 bolesne, jest povrSina ispod ROC-krivulje o kojoj smo viSe rekli u potpoglav-
lju 1.7. Nju predstavlja vrijednost ¢ iz zadnjeg stupca tablice 2.12. Vidimo da najvecu
prediktivnu snagu imaju varijable bol i talij test. Model s varijablom Secer nema dobru
prediktivnu vrijednost jer je c=0.501, a prate je kolesterol (c=0.567) i tlak (c=0.576).

Prikazimo graficki pripadne ROC-krivulje za sve univarijatne modele:
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Slika 2.1: ROC krivulja za varijablu dob
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ROC Curve for Model ROC Curve for Model
Area Under the Curve = 0.6306 Area Under the Curve = 0.7640
1.00 | 1.00 -
0751+ 0.75 -
2 2
= =
g 050+ E 050
& A
0.25 0.25 -
000 / 0.00 -
/ /
T T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 025 0.50 0.75 1.00
1 - Specificity 1 - Specificity

Slika 2.2: ROC krivulja za varijablu spol
(SAS ispis)

Slika 2.3: ROC krivulja za varijablu bol
(SAS ispis)
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Slika 2.4: ROC krivulja za varijablu tlak
(SAS ispis)

Slika 2.5: ROC krivulja za varijablu
kolesterol (SAS ispis)
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Slika 2.6: ROC krivulja za varijablu Seéer
(SAS ispis)

Slika 2.7: ROC krivulja za varijablu EKG

(SAS ispis)
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Slika 2.8: ROC krivulja za varijablu puls

Slika 2.9: ROC krivulja za varijablu

(SAS ispis) ex_angina (SAS ispis)
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Slika 2.10: ROC krivulja za varijablu
STdepresija (SAS ispis)

Slika 2.11: ROC krivulja za varijablu

STnagib (SAS ispis)
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Slika 2.12: ROC krivulja za varijablu Slika 2.13: ROC krivulja za varijablu
krvne_zile (SAS ispis) talij test (SAS ispis)

Pogledajmo sada graficki prikaz vjerojatnosti pojave bolesti srca na primjeru nekih

nezavisnih varijabli. Sto je krivulja vjerojatnosti strmija, to je varijabla znaGajnija, tj. taj
model je bolji klasifikator.
Uocavamo da je krivulja sa slike 2.16 puno strmija od krivulje sa slike 2.14 pa i na ovaj
nacin mozemo provjeriti kako je univarijatni logisti¢ki model s nezavisnom varijablom ST-
depresija bolji klasifikator od univarijatnog logistickog modela s nezavisnom varijablom
dob. Sa slike 2.15 i$¢itavamo da se poveCanjem nezavisne varijable puls, smanjuje vjero-
jatnost dobivanja bolesti srca.
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Slika 2.14: Graficki prikaz vjerojatnosti za nezavisnu varijablu dob (SAS ispis)

Slika 2.15: Graficki prikaz vjerojatnosti za nezavisnu varijablu puls (SAS ispis)
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Slika 2.16: Gra

STdepresija

ficki prikaz vjerojatnosti za nezavisnu varijablu STdepresija (SAS ispis)

2.4 Multivarijatna logistiCka regresija

U ovome dijelu

ispitat ¢emo statisticku znacajnost nezavisnih varijabli te njihov utjecaj

na pojavu bolesti srca na nacin da u model stavimo sve one varijable koje su se pokazale
znaCajnima u univarijatnoj logistickoj regresiji. Sve prediktorske varijable stavit cemo u
model istovremeno. Dakle, nezavisne varijable koje ulaze u model su: dob, spol, bol, tlak,
EKG, puls, ex_angina, STdepresija, STnagib, krvne_zile i talij_test.

Glavni rezultati dobiveni multivarijatnom logistiCkom regresijom prikazani su u tablicama

2.13 do 2.15.

Tablica 2.13: Rezultati analize multivarijatnog logistickog modela provedene u SAS-u

df | -2LogL (Intercept | -2LogL (Intercept | Likelihood | p-vr
Only) and Covariates) Ratio (y?)
16 409.946 193.752 216.1943 | <.0001

Konvergencija procedure je zadovoljena. Iz tablice 2.13 vidimo da je p-vrijednost
<.0001 pa zakljuCujemo kako je model statisticki znacajan. Drugim rije¢ima, dane va-
rijable statisticki znacajno pomaZzu u klasifikaciji ima li osoba bolest srca ili nema.
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Tablica 2.14: Rezultati procjene parametara metodom maksimalne vjerodostojnosti

Varijabla Procjena parametra | Stand.greska | Wald y* | p-vr

intercept -3.7186 2.5962 2.0516 | 0.1520
dob -0.0110 0.0244 0.2034 | 0.6520
spol 1.3492 0.5031 7.1928 | 0.0073
bol _tip -0.2307 0.6534 0.1247 | 0.7240
bol_atip 1.0950 0.6204 3.1149 | 0.0776
bol_asimp 1.9579 0.4907 15.9170 | <.0001
tlak 0.0229 0.0111 4.2878 | 0.0384
EKG_abnorm 0.7596 2.2757 0.1114 | 0.7385
EKG_hiper 0.5361 0.3764 2.0288 | 0.1543
puls -0.0165 0.0109 2.2928 | 0.1300
ex_angina 0.6650 0.4340 2.3485 | 0.1254
STdepresija 0.4035 0.2290 3.1048 | 0.0781
ST_uzdignut -1.1277 0.4704 5.7475 | 0.0165
ST_spusten -0.7616 0.8468 0.8090 | 0.3684
krvne_zile 1.2419 0.2688 21.3430 | <.0001
talij_fiks -0.1357 0.7716 0.0309 | 0.8604
talij_reverz 1.4471 0.4250 11.5961 | 0.0007

30

Prema dobivenim p-vrijednostima, iz tablice 2.14 uocavamo kako su varijable spol,
bol_asimp, tlak, ST_uzdignut, krvne_zile 1 talij_reverz statisticki zna€ajni prediktori imanja
bolesti srca.
Takoder, moZemo isCitati jednadzbu dobivenog multivarijatnog logistickog modela koja

glasi:

logit(p) = —3.7186—0.0110xdob+1.3492x spol—0.2307x bol _tip+1.0950x bol_atip+
1.9579 X bol_asimp + 0.0229 X tlak + 0.7596 X EKG _abnorm + 0.5361 X EKG _hiper —
0.0165 X puls + 0.6650 x ex_angina + 0.4035 x S Tdepresija — 1.1277 X ST _uzdignut —
0.7616 x ST _spusten + 1.2419 X krvne_zile — 0.1357 X talij_fiks + 1.4471 X talij_reverz

PokaZimo sada na jednom primjeru kako pomocu gornje jednadzbe moZemo izracunati
vjerojatnost da osoba s odredenim karakteristikama razvije bolest srca.
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Primjer: Zenska osoba, 68 godina, s atipicnom anginom, tlak=138 mmHg, uredan
nalaz EKG-a, max.puls=121, bez boli u prsima prilikom tjelesne aktivnosti, depresija ST-
segmenta=1.2, ST-segment u pokretu je ravan, 2 vidljive krvne Zile pri fluoroskopiji i s
normalnim rezultatima talij testa.

Pomocu jednadzbi (1.8) 1 (1.9) dobivamo da vjerojatnost da ta osoba ima bolest srca iznosi:

*

C _ 06814, 2.5)

p(68,0,1,138,0,121,0,1.2,1,2,0) = =
1+e*

pri ¢emu je

* = —=3.7186 — 0.0110 x 68 + 1.3492 x 0 — 0.2307 x 0 + 1.0950 x 1 + 1.9579 x 0 +
0.0229 x 138 + 0.7596 x 0 + 0.5361 x 0 — 0.0165 x 121 + 0.6650 x 0 + 0.4035 x 1.2 -
1.1277x 0 —-0.7616 X 0 + 1.2419 x 2 — 0.1357 x 0 + 1.4471 x 0 = 0.7601.

Tablica 2.15: Rezultati procjene omjera Sansi multivarijatnog modela

Varijabla OR procjena | 95% pouzdani interval
dob 0.989 0.943 - 1.038
spol 3.854 1.438 - 10.331
bol_tip 0.794 0.221 - 2.857
bol_atip 2.989 0.886 - 10.085
bol_asimp 7.084 2.708 - 18.536
tlak 1.023 1.001 - 1.046
EKG_abnorm 2.137 0.025 - 184.904
EKG_hiper 1.709 0.817 - 3.575
puls 0.984 0.963 - 1.005
ex_angina 1.945 0.831 - 4.552
STdepresija 1.497 0.956 - 2.345
ST _uzdignut 0.324 0.129 - 0.814
ST_spusten 0.467 0.089 - 2.455
krvne_zile 3.462 2.044 - 5.864
talij_fiks 0.873 0.192 - 3.961
talij_reverz 4.251 1.848 - 9.777

Gledajuci 95% pouzdane intervale, iz tablice 2.15 ponovno mozemo zakljuciti da su
statisticki znacajne varijable spol, bol_asimp, tlak, ST_uzdignut, krvne_zile te talij_reverz
jer njihovi intervali ne sadrZe jedinicu (Opaska: one su u tablici 2.15 istaknute podebljanim
slovima.)
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Na temelju podataka iz stupca OR procjena, dobivamo sljedece statisticki znacajne rezul-
tate:

e Muskarci, u odnosu na Zene, imaju 3.854 puta veci omjer Sansi da razviju bolest srca.

e Asimptomatske osobe imaju 7.084 puta vec¢i omjer Sansi da razviju bolest srca u
odnosu na osobe bez anginalne boli.

e Povecanje tlaka za 1 jedinicu povecava omjer Sansi da osoba razvije bolest srca 1.023
puta.

e Osobe s uzdignutim ST-segmentom u pokretu imaju manji omjer Sansi da razviju
bolest srca u odnosu na osobe s ravnim ST-segmentom (OR=0.324).

e Povecanje broja vidljivih krvnih Zila prilikom fluoroskopije za 1 poveéava omjer
Sansi da osoba razvije bolest srca 3.462 puta.

e Osobe s mogucnosti naknadne jednake raspodjele talija imaju 4.251 puta veci omjer
Sansi da razviju bolest srca u odnosu na osobe s normalnim rezultatima talij testa.

Na kraju éemo graficki prikazati ROC-krivulju za dobiveni multivarijatni logisticki mo-
del. Vrijednost c statistike je 0.935, Sto znaci da model ima prili¢no jaku prediktivnu vri-
jednost (prediktivna snaga pojave bolesti srca ovim modelom iznosi 93.5%).
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Slika 2.17: ROC krivulja za multivarijatni logisticki model (SAS ispis)

2.5 Stepwise procedura

Postoji nekoliko metoda selekcije varijabli kojima nastaju razli¢iti multivarijatni logisticki
modeli. Cilj je da je kombinacija nezavisnih varijabli jako korelirana sa zavisnom, ali
takoder da su one medusobno nekorelirane. Izbor nezavisnih varijabli u model vrlo je
osjetljiv jer ubacivanje ili izbacivanje bilo koje varijable mozZe jako promijeniti jednadZbu
ravnine. [5] Postoje tri glavne procedure pomocu kojih se odvija selekcija nezavisnih vari-
jabli. U ovome potpoglavlju analizirat ¢emo multivarijatni logisticki model koji se dobiva
tzv. Stepwise procedurom, no prije toga ukratko ¢emo opisati svaku od njih.

Selekcija unaprijed (eng. Forward) - metoda koja pocinje bez ijedne varijable u mo-
delu. U svakom sljede¢em koraku dodaje se po jedna varijabla koja ima najveci (i statisticki
znacajan) doprinos adekvatnosti modela.

Selekcija unatrag (eng. Backward) - metoda koja pocinje punim modelom (sve varija-
ble su ukljucene). U svakom sljedecem koraku eliminira se iz modela po jedna varijabla, 1
to ona koja ima najmanji (i statisticki ne znacajan) doprinos adekvatnosti modela.

Stepwise selekcija - metoda koja predstavlja kombinaciju Backward i Forward pro-
cedure. Pocinje kao Forward, samo Sto varijabla koja je usla u model, ne ostaje nuzno
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do kraja u njemu. Nakon svakog ukljuivanja pojedine varijable, testira se moZe li se
uklju€ena varijabla izostaviti iz modela, a da pri tome ne dode do znacajnog smanjenja
njegove adekvatnosti. Procedura zavrSava kada viSe nema varijabli koje se mogu dodati ili
ako je trenutni model jednak modelu iz nekog od prethodnih koraka. Stepwise se ujedno i
najcesce koristi pri odabiru najadekvatnijeg modela.

Glavni rezultati multivarijatnog logistickog modela dobivenog procedurom Stepwise
prikazani su u tablicama 2.16 do 2.20.

Tablica 2.16: Rezultati analize multivarijatnog logistickog modela dobivenog
Stepwise procedurom

Varijabla df | -2LogL (Intercept | -2LogL (Intercept | Likelihood | p-vr
Only) and Covariates) Ratio (y?)

bol_asimp 1 409.946 330.031 799156 | <.0001
talij_reverz 2 409.946 283.686 126.2603 | <.0001
krvne_zile 3 409.946 242.437 167.5093 | <.0001
ST uzdignut | 4 409.946 222.440 187.5063 | <.0001
spol 5 409.946 214.325 195.6214 | <.0001
tlak 6 409.946 208.654 201.2922 | <.0001
ex_angina 7 409.946 204.736 205.2106 | <.0001

Konvergencija procedure je zadovoljena. Iz tablice 2.16 vidimo da je p-vrijednost
<.0001 za sve varijable pa zakljuCujemo kako je model statisti¢ki znaCajan.

Tablica 2.17: Rezultati procjene parametara metodom maksimalne vjerodostojnosti

Varijabla Procjena parametra | Stand.greska | Wald y* | p-vr

intercept -5.6582 1.4381 15.4804 | <.0001
spol 1.2828 0.4414 8.4479 | 0.0037
bol_asimp 1.7845 0.3866 21.3096 | <.0001
tlak 0.0213 0.00974 47862 | 0.0287
ex_angina 0.8178 0.4107 3.9653 | 0.0464
ST_uzdignut -1.4737 0.3758 15.3767 | <.0001
krvne_zile 1.2799 0.2415 28.0823 | <.0001
talij_reverz 1.3850 0.3822 13.1332 | 0.0003
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Prema dobivenim p-vrijednostima, iz tablice 2.17 uocavamo kako su varijable spol,

bol_asimp, tlak, ex_angina, ST_uzdignut, krvne_zile i talij_reverz statisticki znacajni pre-
diktori imanja bolesti srca.
Medutim, kod kategorijskih varijabli modeliranih pomocu dummy varijabli, ukoliko se
jedna kategorija ispostavi znacajnom, moramo sve komponente varijable ostaviti u modelu.
Iz tog razloga trebamo provesti multivarijatnu logisti¢ku regresiju sa svim nezavisnim va-
rijablama koje su se pokazale statisti¢ki zna¢ajnima provedbom Stepwise-a, ali ukljucujuéi
1 sve pripadne dummy varijable.

Tablica 2.18: Rezultati analize multivarijatnog logistickog modela dobivenog Stepwise
procedurom (ukljucene sve pripadne pomocéne varijable)

df | -2LogL (Intercept | -2LogL (Intercept | Likelihood | p-vr
Only) and Covariates) Ratio (y?)
11 409.946 201.900 208.0467 | <.0001

Tablica 2.19: Rezultati procjene parametara metodom maksimalne vjerodostojnosti
(ukljucene sve pripadne pomocne varijable)

Varijabla Procjena parametra | Stand.greska | Wald y* | p-vr

intercept -6.1682 1.5199 16.4699 | <.0001
spol 1.4351 0.4863 8.7102 | 0.0032
bol_tip -0.1475 0.6486 0.0517 | 0.8201
bol_atip 0.8675 0.5973 2.1093 | 0.1464
bol_asimp 2.0078 0.4751 17.8601 | <.0001
tlak 0.0233 0.0102 5.1993 | 0.0226
ex_angina 0.8516 0.4190 4.1311 | 0.0421
ST_uzdignut -1.6863 0.4195 16.1604 | <.0001
ST_spusten -0.4383 0.7069 0.3845 | 0.5352
krvne_zile 1.3344 0.2494 28.6281 | <.0001
talij_fiks -0.0121 0.7349 0.0003 | 0.9869
talij_reverz 1.4309 0.4086 12.2648 | 0.0005

Sada iz tablice 2.19 mozZemo iSCitati punu jednadzbu multivarijatnog modela dobivenog
Stepwise procedurom:

logit(p) = —6.1682 + 1.4351 X spol — 0.1475 X bol _tip + 0.8675 X bol_atip + 2.0078 X
bol_asimp + 0.0233 X tlak + 0.8516 X ex_angina — 1.6863 X ST uzdignut — 0.4383 X
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ST _spusten + 1.3344 X krvne_zile — 0.0121 X talij_fiks + 1.4309 X talij reverz

PokaZimo opet na primjeru kako pomocu gornje jednadzbe moZemo izraCunati vjerojatnost
da osoba s odredenim karakteristikama dobije bolest srca.

Primjer: Zenska osoba, s asimptomatskom anginom, tlak=140 mmHg, osjeéa bol u
prsima prilikom tjelesne aktivnosti, ST-segment u pokretu je uzdignut, 3 vidljive krvne Zile
pri fluoroskopiji, normalni rezultati talij testa.

Vjerojatnost da ta osoba ima bolest srca je:

*

p(0,3,140,1,0,3,0) =

= 0.9064, (2.6)

1+er
pri ¢emu je

% = —6.1682 + 1.4351 X 0 — 0.1475 X 0 + 0.8675 x 0 + 2.0078 x 1 + 0.0233 x 140 +
0.8516 x 1 —1.6863 x 1 —0.4383 x 0 + 1.3344 x 3 - 0.0121 x 0 + 1.4309 x 0 = 2.2701.

Tablica 2.20: Rezultati procjene omjera Sansi Stepwise multivarijatnog modela

Varijabla OR procjena | 95% pouzdani interval
spol 4.200 1.619 - 10.894
bol _tip 0.863 0.242 - 3.076
bol_atip 2.381 0.738 - 7.677
bol_asimp 7.447 2.935 - 18.896
tlak 1.024 1.003 - 1.044
ex_angina 2.343 1.031 - 5.327
ST _uzdignut 0.185 0.081 - 0.421
ST _spusten 0.645 0.161 - 2.578
krvne zile 3.798 2.329 - 6.191
talij_fiks 0.988 0.234-4.172
talij reverz 4.183 1.878 - 9.316

Prema 95% pouzdanim intervalima, iz tablice 2.20 potvrdujemo statisticku znacajnost va-
rijabli: spol, bol_asimp, tlak, ex_angina, ST_uzdignut, krvne_zile i talij_reverz. (Opaska:
one su u tablici 2.20 istaknute podebljanim slovima.)

Na temelju vrijednosti iz stupca OR procjena moZemo interpretirati:

e Muskarci, u odnosu na Zene, imaju 4.200 puta veci omjer Sansi da razviju bolest srca,
i taj rezultat je statisti¢ki znacajan.
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Osobe s tipiénom anginom imaju manji omjer Sansi da razviju bolest srca u odnosu
na osobe bez anginalne boli (OR=0.863).

Osobe s atipicnom anginom imaju 2.381 puta veci omjer Sansi da razviju bolest srca
u odnosu na osobe bez anginalne boli.

Asimptomatske osobe imaju 7.447 puta veéi omjer Sansi da razviju bolest srca u
odnosu na osobe bez anginalne boli (statisticki znacajan rezultat).

Povecanje tlaka za 1 jedinicu poveéava omjer Sansi da osoba razvije bolest srca 1.024
puta, i to je statisticki znacajno.

Osobe koje su osjetile bol u prsima prilikom tjelesne aktivnosti imaju 2.343 puta veci
omjer Sansi da razviju bolest srca u odnosu na one koje pritom ne osjete bol u prsima
(statistiCki znacajan rezultat).

Osobe s uzdignutim ST-segmentom u pokretu imaju manji omjer Sansi da razviju
bolest srca u odnosu na osobe s ravnim ST-segmentom (OR=0.185) i to je statisticki
znacajan rezultat.

Osobe sa spustenim ST-segmentom u pokretu imaju manji omjer Sansi da razviju
bolest srca u odnosu na osobe s ravnim ST-segmentom (OR=0.645).

Povecéanje broja vidljivih krvnih Zila prilikom fluoroskopije za 1 povecava omjer
Sansi da osoba razvije bolest srca 3.798 puta, 1 to je statisti¢ki znacajno.

Osobe s nemogucnosti jednake raspodjele talija imaju manji omjer Sansi da razviju
bolest srca u odnosu na osobe s normalnim rezultatima talij testa (OR=0.988).

Osobe s mogucnosti naknadne jednake raspodjele talija imaju 4.183 puta veci omjer
Sansi da razviju bolest srca u odnosu na osobe s normalnim rezultatima talij testa
(statistiCki znacajan rezultat).
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Prikazimo jo§ ROC-krivulju za dobiveni Stepwise multivarijatni logisticki model. Vri-
jednost c statistike je 0.928, $to je neSto manje nego u punom multivarijatnom modelu, ali
i dalje predstavlja jaku prediktivnu vrijednost (prediktivna snaga pojave bolesti srca ovim
modelom iznosi 92.8%).

ROC Curve for Model
Area Under the Curve = 0.9276
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Slika 2.18: ROC krivulja za multivarijatni logisticki model dobiven
procedurom Stepwise (SAS ispis)

Gledajuci dobivene rezultate procjene omjera Sansi za nezavisne varijable, uoc¢avamo

kako nema velikih razlika kod univarijatnih i multivarijatnog modela. Najvece razlike vide
se kod varijabli talij_test i ex_angina.
Primjerice, ako pogledamo varijablu talij_reverz (koja se svugdje ispostavila statisticki
znaCajnom), vidimo da je ona prili¢no jak prediktor, 1 to najjaci kada je sama u modelu,
dakle univarijatno. Tada joj je procjena OR-a jednaka 11.187. Takoder, vrijednost c sta-
tistike je pritom 0.766, Sto upucuje na vrlo dobru prediktivnu vrijednost. Kada smo joj
u model pridodali druge varijable, tada se OR smanjio jer su predikciju preuzele i druge
statisticki znacajne varijable. Medutim, talij_reverz je i dalje ostao jedna od najznacajnijih.
Vrijednost OR-a u Stepwise multivarijatnom modelu za varijablu talij_reverz iznosi 4.183,
Sto je vrlo sli¢no kao 1 za varijablu spol. Stoga bi u nekim daljnjim analizama bilo zanim-
ljivo promatrati ima li razlike u talij_reverzu po svakom spolu zasebno.
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2.6 Zakljucak

Pri modeliranju vjerojatnosti da osoba razvije bolest srca na temelju danih podataka, kor-
sitili smo se trima razliitim pristupima, tj. metodama, a to su univarijatna logisticka re-
gresija, multivarijatna logisticka regresija i Stepwise procedura.

Univarijatna logisticka regresija pokazala je da varijable koje imaju statisti¢ki znacajan
utjecaj na imanje bolesti srca su: dob, spol, tip boli u prsima, krvni tlak, nalaz EKG-a,
maksimalni puls u pokretu, angina izazvana tjelesnom aktivnoS¢u, depresija ST-segmenta,
vrs$ni nagib ST-segmenta u pokretu, broj vidljivih glavnih krvnih Zila tijekom fluoroskopije
te rezultati talij testa. Dakle, jedino se varijable kolesterol i SeCer u krvi nisu pokazale
znacajnima na razini znacajnosti 5%, iako bismo mozda intuitivno mislili da ¢e ispasti
znacajne.

Puni multivarijatni logisticki model obuhvatio je sve varijable koje su ispale znacajne u
univarijatnoj regresiji. Kao statisticki znacajne, oznacio je varijable spol, tip boli u prsima,
krvni tlak, vr$ni nagib ST-segmenta u pokretu, broj vidljivih glavnih krvnih zila tijekom
fluoroskopije te rezultate talij testa, dok je u multivarijatnom modelu dobivenom Stepwise
procedurom, uz sve navedene, pridodana i varijabla angina izazvana tjelesnom aktivnoscu.
Dakle, ta dva modela razlikuju se u jednoj varijabli. Razlog tome moZe se nalaziti u me-
dicinskoj pozadini istraZivanja ili u samom uzorku jer i manje promjene u vrijednostima
podataka mogu nekada dovesti do vecih razlika u modelima. No, oba modela imaju jaku
prediktivnu snagu (visoka vrijednost c-statistike). Takoder, SAS kao statisticki softver ima
vrlo dobro razvijenu proceduru Stepwise, koja ponekad daje i bolju predikciju nego puni
multivarijatni model.



Poglavlje 3
Dodatak

3.1 Koristeni SAS kod

data heart_nova;

input dob spol bol tlak kolesterol secer EKG puls ex_angina
STdepresija STnagib krvne_zile talij_test bolest;

cards;

Baza podataka koriStena pri analizi dostupna je na web stranici https://www.kaggle.
com/cherngs/heart-disease-cleveland-uci.

/*Deskriptivna statistika za numericke varijable:*/

title "Deskriptiva za numericke";

proc means data=heart nova n mean std min median max fw==8;
var dob tlak kolesterol puls STdepresija krvne_zile;

run;

/*Deskriptivna statistika za kategorijske varijable:*/

title "Deskriptiva za kategorijske";

proc freq data=heart_nova;

table spol bol secer EKG ex_angina STnagib talij_test bolest;
run;

title "Modeliranje varijable bol pomocu dummy varijabli,
baseline= 2-neanginalna bol";

data dummy; set heart_nova;

if bol="0" then do; bol_tip=1;bol_atip=0;bol_asimp=0; end;
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if bol="1" then do; bol_tip=0;bol_atip=1;bol_asimp=0; end;
if bol="2" then do; bol_tip=0;bol_atip=0;bol_asimp=0; end;
if bol="3" then do; bol_tip=0;bol_atip=0;bol_asimp=1; end;
run;

title "Modeliranje varijable EKG pomocu dummy varijabli,
baseline= 0-uredan nalaz";

data dummy; set dummy;

if EKG="0" then do; EKG_abnorm=0;EKG_hiper=0; end;

if EKG="1" then do; EKG_abnorm=1;EKG_hiper=0; end;

if EKG="2" then do; EKG_abnorm=0;EKG_hiper=1; end;

run;

title "Modeliranje varijable STnagib pomocu dummy varijabli,
baseline= l-ravan'";

data dummy; set dummy;

if STnagib="0" then do; ST_uzdignut=1;ST_spusten=0; end;

if STnagib="1" then do; ST_uzdignut=0;ST_spusten=0; end;

if STnagib="2" then do; ST_uzdignut=0;ST_spusten=1; end;

run;

title "Modeliranje varijable talij_test pomocu dummy varijabli,
baseline= 0-jednaka raspodjela";

data dummy; set dummy;

if talij_test="0" then do; talij_fiks=0;talij_reverz=0; end;

if talij_test="1" then do; talij_fiks=1;talij_reverz=0; end;

if talij_test="2" then do; talij_fiks=0;talij_reverz=1; end;
run;

/*Univarijatna logisticka regresija:*/

title "Univarijatna logisticka regresija - dob";
proc logistic data=heart nova descending;

model bolest=dob /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - spol";
proc logistic data=heart nova descending;

model bolest=spol /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;
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title "Univarijatna logisticka regresija - bol";

proc logistic data=dummy descending;

model bolest=bol_tip bol_atip bol_asimp /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - tlak";
proc logistic data=heart_nova descending;

model bolest=tlak /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - kolesterol";
proc logistic data=heart_nova descending;

model bolest=kolesterol /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - secer";
proc logistic data=heart_nova descending;

model bolest=secer /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - EKG";

proc logistic data=dummy descending;

model bolest=EKG_abnorm EKG hiper /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - puls";
proc logistic data=heart_nova descending;

model bolest=puls /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title"Univarijatna logisticka regresija - ex_angina";
proc logistic data=heart_nova descending;

model bolest=ex_angina /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - STdepresija";
proc logistic data=heart_nova descending;
model bolest=STdepresija /lackfit rsq outroc=rocgraf;
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run;

title "Univarijatna logisticka regresija - STnagib";

proc logistic data=dummy descending;

model bolest=ST_uzdignut ST_spusten /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - krvne_zile";
proc logistic data=heart_nova descending;

model bolest=krvne_zile /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Univarijatna logisticka regresija - talij_test";

proc logistic data=dummy descending;

model bolest=talij_fiks talij_reverz /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

title "Crtanje vjerojatnosti p"; /*za dob*/
proc logistic data=heart_nova descending;
model bolest=dob;

output out=crtanje predicted=prob xbeta=logit;
run;

title "graficki prikaz vjerojatnosti";

proc sgplot data=crtanje;

scatter x=dob y=prob;

run;

/*za puls*/

proc logistic data=heart_nova descending;

model bolest=puls; output out=crtanje predicted=prob xbeta=logit;
run;

title "graficki prikaz vjerojatnosti"';

proc sgplot data=crtanje;

scatter x=puls y=prob;

run;

/*za STdepresija*/
proc logistic data=heart_nova descending;
model bolest=STdepresija;
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output out=crtanje predicted=prob xbeta=logit;
run;

title "graficki prikaz vjerojatnosti"';

proc sgplot data=crtanje;

scatter x=STdepresija y=prob;

run;

/*Multivarijatna logisticka regresija*/

title "Multivarijatna logisticka regresija";

proc logistic data=dummy descending;

model bolest=dob spol bol_tip bol_atip bol_asimp tlak EKG_abnorm
EKG_hiper puls ex_angina STdepresija ST_uzdignut ST_spusten
krvne zile talij_fiks talij._reverz /lackfit rsq outroc=rocgraf;
run;

/*Multivarijatna logisticka regresija - STEPWISE procedura*/

title "Multivarijatna logisticka regresija - STEPWISE";

proc logistic data=dummy descending;

model bolest=dob spol bol_tip bol_atip bol_asimp tlak EKG_abnorm
EKG_hiper puls ex_angina STdepresija ST_uzdignut ST_spusten
krvne_zile talij_fiks talij_reverz /selection=stepwise outroc=outroc;
run;

title "Multivarijatna logisticka regresija sa znacajnim
varijablama iz Stepwise-a";

proc logistic data=dummy descending;

model bolest=spol bol_tip bol_atip bol_asimp tlak ex_angina
ST_uzdignut ST_spusten krvne zile talij_fiks talij reverz
/lackfit rsq outroc=rocgraf;

run;
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Sazetak

U ovome radu opisane su glavne znacajke logistickog regresijskog modela te njegova us-
poredba s linearnom regresijom. Predstavljen je nacin procjene i interpretacije parame-
tara u modelu te odabir najadekvatnijeg modela. Zatim je u drugom dijelu ta teoretska
podloga primijenjena na konkretnim podacima. TocCnije, baza podataka sastoji se od 297
opservacija koje predstavljaju pacijente 1 14 varijabli koje predstavljaju odredene podatke
o njihovu zdravstvenom stanju na prijemu u bolnicu. Na temelju toga, cilj je bio proci-
jeniti koje varijable i koliko statisticki znacajno utjeCu na pojavu bolesti srca kod osobe.
Pri izradi najadekvatnijeg modela koriStene su univarijatna i multivarijatna logisticka re-
gresija te procedura Stepwise. Dobiveno je da na razvoj bolesti srca najviSe utjecu spol,
tip boli u prsima, krvni tlak u mirovanju, vr$ni nagib ST-segmenta u pokretu, broj vidljivih
glavnih krvnih Zila tijekom fluoroskopije, rezultati talij testa te angina izazvana tjelesnom
aktivnoScu.



Summary

This thesis describes the main features of the logistic regression model and its comparison
with linear regression. It presents the method of estimation and interpretation of model
parameters as well as the selection of the most adequate model. In the second part, this
theoretical basis was applied to concrete data. Specifically, the database consists of 297
observations representing patients and 14 variables representing information about their
health status at hospital admission. Based on this, the aim was to assess which variables
have statistically significant effect on the occurrence of heart disease. Univariate and mul-
tivariate logistic regression and Stepwise procedure were used in the development of the
most adequate model. The results have shown that heart disease is mostly affected by gen-
der, chest pain type, resting blood pressure, the slope of the peak exercise ST-segment,
number of major vessels colored by fluoroscopy, thallium test results and exercise induced
angina.
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