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Uvod

Zbrajanje je jedna od osnovnih raunskih operacija s kojom se susreCemo ve¢ u vrticu,
a prisutna je kroz cijelo Skolovanje pa i svakodnevni Zivot. Metode odredivanja sume
aritmetickog i geometrijskog niza poznate su i srednjoskolcima, no postoje i komplicira-
nije sume koje se ne mogu lako izraCunati na ocit nain. U ovom ¢emo se radu posvetiti
upravo takvim sumama i dati pregled raznih metoda koje nam mogu posluziti u njihovom
rjeSavanju. Posebno isticemo rekurzivne probleme (Hanojski tornjevi, guicksort algoritam)
i primjenu funkcija izvodnica.



Poglavlje 1

Suma aritmetickog i geometrijskog niza

Za konacne sume vrijede ista svojstva kao i za zbroj dvaju brojeva:

e distributivnost mnoZenja prema zbrajanju:

Zc'a(k) :cZa(k)

keS keS
e asocijativnost:
D (atk) + b)) = > ak)+ Y b(k)
keS keS keS
e komutativnost:
D atky =Y alpk)),
keS keS

gdje je S konacan skup, a,b : S — R funkcije,c e R, te p: § — § bijekcija.
Promotrit ¢emo dva jednostavna primjera suma nizova koji se u€e u srednjim Skolama -
sumu aritmetickog i sumu geometrijskog niza.
1.1 Suma aritmetickog niza
Definicija 1.1.1. Funkcija a : N — R definirana formulom
anm)y=dn+c, d,ceR

zove se aritmeticki niz ili aritmeticki slijed.
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Uobicajeno je pisati a, umjesto a(n), a taj broj nazivamo op¢i ili n-ti ¢lan niza.[5]
Razlika svaka dva susjedna Clana je stalan broj d koji se zove razlika niza:
ape1 —ad,=din+1)+c—(dn+c)=d.

Svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog) je aritmeticka sredina susjednih mu ¢lanova
(odatle i naziv):

ap1+ a1 =dn—1)+c+dn+1)+c=2dn+c) =2a,.

Aritmeticki je niz zadan svojim prvim ¢lanom (a;) 1 razlikom (d). Naime, iz a; = d + ¢
slijedic =a; —dpai

a,=dn+c=dn+a,—d=a;+(n-1)d.
Ako su m, n prirodni brojevi, m < n, onda je
a,=a1+mn—-d=a+(m—-1)d+ n-m)d =a, +(n-m)d.
Jedan od jednostavnijih primjera je niz prvih n prirodnih brojeva.
Primjer 1.1.2. Za prirodan broj n izracunajte zbroj
S,=1+2+3+...+n.
MoZemo napisati

S,=1 +2 +3+.+(n=-2)+(n-1)+n
S,=n+n—-1+n-2+ .. +3 +2 +1
Zbrajanjem ovih dviju jednakosti slijedi

2S5, =m+1D)+(n-1+2)+(n-2+3)+..+B+n-2)+2+n-1)+ ({1 +n).

Svaki je pribrojnik jednak »n + 1, a imamo »n takvih pribrojnika pa je 25, = n(n+ 1). Zato je

nn+1)

Sy =
2

U op¢emo slu€aju, ratunamo S, = a; + a, + ... + a,. Upotrijebit ¢emo slic¢an postupak
tako da ispod ove sume opet zapiSemo istu sumu ali s obrnutim poretkom clanova (Sto

mozemo zbrog komutativnosti zbrajanja):

S, =a1+ar+az+..+a,-,+a,+a,
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S,=a,+a,.1+a,,+..+az+a+a

Zbrajanjem te dvije jednakosti s lijeve strane dobivamo 2S5, a s desne zbroj Clanova a; +a,,
a) + Qy_1y ooy Qi + Qypyy. Jerje ap = ay + (k— 1)d, a a,_41 = a, — (k — 1)d, zbroj svakog
para je a; + a,, a takvih parova imamo . Slijedi:

28, =n(a1+a,) /:2

S, = gml + ay)

Ako zelimo §,, izraziti samo u terminima a; 1d, jer je a, = a; + (n — 1)d, dobivamo
n
S, = 5(2(11 +(n— 1)d)
Primjer 1.1.3. Skup prirodnih brojeva podijeljen je u disjunktne podskupove ovako:
N={1}u{2,3}U{4,5,6} U{7,8,9,10} U ...

Izracunajmo zbroj brojeva u n-tom podskupu.[5, 1.23.]

Rjesenje. UoCimo da u n-tom podskupu ima n elemenata, pa je prvi ¢lan u n-tom

podskupu jednak

-1
1+2+3+...+(n—1)+1:n(n2 )+1,

a posljednji ¢lan u n-tom podskupu je jednak

1+2+3+...+n:n(n2+1).

Zbroj brojeva u n-tom podskupu je tada jednak

E(n(n—l) n(n+l)) 1

S, = +1+

2
== 1
> > > nn“+1)

2
jer se radi o aritmetickom nizu s razlikom d = 1.

Primjer 1.1.4. Skup prirodnih brojeva podijeljen je u disjunktne podskupove ovako:
N ={1,2}U{3,4,5,6} U{7,8,9,10,11,12} U ...

Izracunajmo zbroj brojeva u n-tom podskupu.[5, 1.24.]
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Rjesenje. Buduéi da u n-tom podskupu ima 2n elemenata, sli¢no kao i u proslom pri-
mjeru zakljucujemo da je prvi ¢lan u njemu

24446+---+2m-D+1=nn-1+1,
a posljednji ¢lan je jednak
24+44+6+---+2n=nn+1).

Dakle, zbroj brojeva u n-tom podskupu je jednak

S, = 27” [n(n—=1)+ 1 +nn+ D] =n@2n®+1).

Primjer 1.1.5. Skup prirodnih brojeva podijeljen je u disjunktne podskupove ovako:
N={1}U{2,3,4}U{5,6,7,8,9} U ...
Izracunajmo broj elemenata u n-tom podskupu.[3} 1.25.]

Rjesenje. Buduéi da je posljednji element u n-tom podskupu n?, prvi elementom u n-
tom podskupu je (n — 1)> + 1. Zbog Cinjenice da u svakom n-tom podskupu imamo 27 — 1
elemenata, trazZeni zbroj je

S, = %(211— 1)[(n— 12 +1 +n2]
= %(211 - D2r*-2n+2)
=Qn-Dm* -n+1).

MnoZenjem dobivamo
S,=2n"-3n*+3n-1.

Uocavamo da ako rastavimo 2n° kao n’ + n?, izraz moZemo zapisati u lijepom obliku
Sy=m+m-1).
Primjer 1.1.6. Izracunajmo zbroj kvadrata pocetnih n prirodnih brojeva. [5| 1.14.]
Uvedimo oznaku
Sk=1"+2"+3"+ . +n", knel.
Zelimo izraunati S 2. Podimo od jednakosti

(k+17° =k +3k> + 3k + 1
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1 ispiSimo je za vrijednosti k = 0, 1,2, ..., n:

k=0 P=0+3-0°+3-0+1

k=1 22 =1"+3-12+3-1+1

k=2 3PF=2+3-22+3-2+1

k=n-1 wP=m-1P+3n-12+3m-1)+1
k=n n+1)P’=n’+3n*+3n+1

Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo
m+1P =312 +22+ .. +n)+3(1+2+..+n)+n+1=352+35, +n+1.

Zato je
3
355:(n+1)3_35,1—(n+1):(n+1)3—§n(n+1)—(n+1)

1 1
= E(n + DR’ +4n+2-3n-2) = En(n +1)2n+1)

Konac¢no, djeljenjem s 3 dobivamo
§2 = nn+1)2n+1)
n 6 *
Primjer 1.1.7. Skup prirodnih brojeva podijeljen je u disjunktne podskupove ovako:
N={1}u{2,3,4,5}U{6,7,8,9,10,11,12,13,14} U ...

Izracunajmo broj elemenata u n-tom podskupu.[3, 1.26.]

Rjesenje. Buduéi da u n-tom podskupu ima n? elemenata, prvi ¢lan u njemu je
PP+22+3% 4+ +m-12+1= én(n—l)(Zn—l)+1,
a posljednji ¢lan je jednak
P+22 43+ 40’ = én(n+ D(2n + 1).

Dakle, zbroj brojeva u n-tom podskupu je jednak

n2

1 1
S, = > gn(n -D@n-1)+1+ 6n(n+ D2n+ 1),

Sto nakon izluCivanja zajednic¢kog faktora i sredivanja postaje

1
S, = 6”2(2"3 +n+3).
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Primjer 1.1.8. 605 kugli jednakog promjera podijeljeno je na dva dijela tako da je od jed-
nog dijela napravljena piramida kojoj je baza kvadrat, a od drugog piramida kojoj je baza
Jjednakostranican trokut. Ako obje piramide imaju jednak broj redova kugli, izracunajte
broj kugli u svakoj od njih.[5} 1.27.]

Rjesenje. Neka je n broj redova piramide. Promatrajuci Cetverostranu piramidu, ako je
na vrhu piramide (prvi red) 1 kuglica, tada u drugom redu imamo 4 kuglice, tre¢em redu
9 kuglica itd. Dakle, u n-tom redu ima n* kuglica. Ako sa S; ozna¢imo broj kuglica te
piramide, tada je

S, =17+22+3%+--- +n%

U trostranoj piramidi je na vrhu piramide 1 kuglica, u drugom redu su 3 kuglice, zatim 6,
itd. U n-tom redu, dakle, ima @ kuglica. Ako sa S, ozna¢imo broj kuglica te piramide,
1imamo

1
52:1+3+6+...+”(”2+ ).
Kakoje3=1+2,6=1+2+3,..., 0 =1 +2+3+--- +n, imamo

S=1+0+2)+(1+24+3)+---+(1+2+3+---+n)
=n-1+(n-1)-2+m-2)-3+---+[n-m-1]-n
=n+2n+3n+---+n*-[1-2+2-3+---+(n—-1)-n]
=n(1+243+--+n)-[1P+1+2242+---+(n—-1)*+ (- 1)]

1
:Enz(n+1)—[12+22+32+~~-+(n—1)2]—[1+2+3+--~+(n—1)]
1
:Enz(n+1)—[12+22+32+---+(n—1)2+n2]+n2—[1+2+3+-~+(n—1)]
1 1
:§n2(n+1)—51+n2—§n(n—1).
Buduc¢i da znamo da je ukupno bilo 605 kugli, slijedi S| + S, = 605, odnosno
12( +1)+n? 1( 1) = 605
—n\n n ——nn-— =
2 2
n*(n+1)+2n* —nn—-1) = 1210

n’ +2n* +n=1210
n(n + 1)* = 1210.

Buduci da znamo da je 112 = 121, imamo 10-11? = 1210 pa je stoga jedno rjeSenje n = 10.
Prebacimo sve na lijevu stranu i raspi§imo:

P +2n% +n-1210 = 0.
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Jer je n = 10 jedno rjeSenje, polinom s lijeve strane je djeljiv s n — 10 pa ga mozemo
rastaviti kao (n — 10)g(n). Konkretno dobivamo g(n) = n> + 12n + 121, odnosno:

n*+2n% + 1= 1210 = (n — 10) (n* + 12n+ 121) = 0.

S obzirom da je n> + 12n + 121 > 1 + 12 + 121 > 0 za sve prirodne brojeve n, u drugoj
zagradi neCemo dobiti nulu. Dakle, n = 10 je jedino rjeSenje u skupu prirodnih brojeva.

Odredimo sad broj kuglica u svakoj piramidi:
1
Si=1"+22+---+10° = ¢ 10-11-21 = 38s.

Dakle, u Cetverostranoj piramidi ima 385 kuglica, dok je u trostranoj 220 kuglica.
Primjer 1.1.9. Za zadani aritmeticki niz (a,), izrazite zbroj

S = Z ArQi+1k+2

= Gk T Qre2

uz pomo¢ ay, ni d, gdje je d razlika niza. [5, 1.33.]

Rjesenje. Buduci da se svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvoga) moze zapisati kao
aritmeticka sredina njemu susjednih ¢lanova, slijedi

akak+1ak+2
S =
2611<+1
MnoZenjem s 2 dobivamo

n
Qi1 k42
28 = Z —_— = ArQpyo.
= Ajer 1

KoriStenjem svojstava aritmetickog niza slijedi

28 = Z[a1 + (k= Dd] - [a; + (k + 1d]

k=1

:Z[a1+kd—d]-[a1+kd+d]

k=1

Z[(a1 + kd)? — d?]

S

[a} + 2a1kd + kK*d* — d*]

k=1
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28 = (@ —d) ) 1+2ad ) k+d ) K
k=1 k=1 k=1
nn+1)2n+1)
6 .

nn+1)

=(a;—d») n+2ad- +d?

Nakon sredivanja dobivamo

S = g[(n — D)Q2n+5)d + 6a;(nd + d + ay)].

1.2 Suma geometrijskog niza

Definicija 1.2.1. Funkcija a : N — R definirana formulom

n
a, =r-q,

gdje sur € R\{0}, g € R\{0, 1}, n € N zove se geometrijski niz ili geometrijski slijed. [5|]

Kvocijent susjednih ¢lanova je konstantan broj g koji se zove kvocijent niza. To slijedi
iz
aps1 _ rg""!

= " =gq.
ay rq
Apsolutna vrijednost svakog ¢lana niza (osim prvog) jednaka je geometrijskoj sredini su-

sjednih mu ¢lanova (odatle 1 naziv):

VIansil - lan_1l = VIrg™ | - 1rg™1| = I - g = 1rq"| = la,.

Geomterijski je niz odreden svojim prvim ¢lanom (a;) i kvocijentom (g), Sto slijedi iz:

a a3 Gpv1 . _
—=—=..= =..=gq.
a @ ay
Opcenito je
a, = rqn — I"Q'Cln_l — a]qn—l.
Ako su m, n prirodni brojevi, m < n, tada je
n m+n—m m n—m n—m
a,=rq" =rq"" " =rqg" - ¢"" = a,q"".

Ako je u geometrijskom nizu a; = 1, zbroj prvih n ¢lanova moZemo izracunati ovako:

Sp=l+g+q@+.+4"" |-q

qS,,:q+q2+q3+...+q"_l+q" /+1
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1+¢S, =l +g+¢@+..+¢"H+q"
1+¢S,=S,+¢"
qS,—S,=q" -1

g-DS,=q"-1 /[:(g-1
q -1

Sy = .
n q _ 1
U opéenitom geometrijskom nizu suma je S, = a; + a;q + a1¢> + ... + a;¢""" pa ako

izlu¢imo a; dobivamo:
q' -1

aq .
q" -1
Gornja formula vrijedi ako je ¢ # 1. U slucaju da je ¢ = 1, zapravo imamo konstantni
niz (odnosno aritmeticki sa d = 0) pa je suma prvih n ¢lanova jednaka S, = na,.

Sn =

Primjer 1.2.2. Izracunajte zbroj [15 2.6.]:
S—1+3+7+15+ +2”—1
12 48 2n=1 -

Rjesenje.

Il
[\
|
M=
—_
| =
~——
T
Il
[\®]
S
|
I— l\x)l’_‘
o
[E—

k=1 k=1 2
1-2"
n 2” - 1
=2n— 5 =2n-2 =2n-2(1-27"
N 2
=2n-1)+2™".

Primjer 1.2.3. Za x # +1 izracunajte zbroj [5| 2.7.]:

S=x"%"+0"+xH°+ 0+ x'+ D+ o+ QO+ 2+ L+ TR

Rjesenje.
x—1 x2—1 x =1 x'—1
S = n 2 34 ¥
x—lx x—1 x—lx x—-1
1
= 1[(x— Dx+ (=D +GC =D + o+ (X = 1)x"]
x_

1
= 1[(xz+)c4+)c6+...+)cz")—()c+)c2+x3’+...+x”)]
X—
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1 n_ X' =1
S = (xzx X )

x—1\" 2-1 “x-1
20.2n _ _ n o_
_ 1 x*(x D=—x(x"-1D(x+1) (1.1)
(x—=1)2 x+1
X = D+ D = (e + D] x(x" - D(x"™ = 1)
B (x=D2(x+1) T =D2(x+ D)
Primjer 1.2.4. Za x # 1 izracunajte zbroj [S] 2.10.]:
S =1+2x+3x+4x + ... + nx"!
1. nacin:
S=1l+x+x++x + .+ 24!
Fx+ 0+ + x0T !
+ X+ + !
(1.2)
xn—2 +xn—1
+ !
Stoga je
n_1 xn—l_l n—2_1 n—3_1 2_1 -1
s=1 + X e + 02 b2 it
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
1
= [nx”—(l+x+x2+...+x"_2+x”_1]
x—1
1 , X'=1
= nx" —
x—1 x—1 (1.3)
S (nxX™! —nx" = X"+ 1)
(x—1)?
3 nxX™—(m+ DHx"+ 1
- (x = 1)?
2. nacin: Promotrimo funkciju
xn+1 _
FX)=x+x"+..+x" = a
x—1

i njenu derivaciju
F'(x)=1+2x+..+nx""".
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Primijetimo da je § = F’(x). Slijedi

o= x\
S =
=)
_ [+ Dx" = 1](x-1)—x""+x (14)
(x—1)?
_ nxX™' —(m+ Dx" + 1
- (x—1)?
3. nacin:
S=1+2x+3%+ ..+ (= DX 2+ nx"1,
x-S =—x-2x" -3 ... —(m=-2)x"* = (n - Dx"" —nx",
S—x-S=14x+24 0 +X 2+ X" —nx",
S(1—x) = x"—=1 B nx'(x-1) _ X' =1 —nx"! +nx”’
x—1 x—1 x—1
xn+1 _ n _ xn 1
Sr—1) = n nx +
x—1
g nxX™ —(m+ Dx"+ 1
- (x—1)
Primjer 1.2.5. Za x € R* \ {1} izracunajte zbroj [5 2.11.]:
S=1-x""+2-¥2+3- X" +..+n-1.
Rjesenje.
S=xX""4+2X2 433+ . +n-1
= x"_l(l +2x P37+ 4+ nx_(”_l))
(1.5)

1+2(§)+3(§)Z...n(§)"‘1].

Prema prethodnom zadatku vrijedi:

ik 1 ny"'—(n+1)y"+1
y =
— (- 1)?

Imamo: |
S _xn—ln.w x,H_l X _(n+1)x_n+1
- (L-1) - (1 - x)? ’

L —(n+l)xi,,+1 ne =k

1 konac¢no
n—(m+ Dx+ x™!

SE T




Poglavlje 2

Rekurzivni problemi

Kao daljnju inspiraciju za traZenje metoda racunanja konacnih suma promotrit ¢emo par
poznatih rekurzivnih problema: Hanojske tornjeve i problem dijeljenja ravnine pravcima.

2.1 Hanojski tornjevi

Hanojski tornjevi su zagonetka koju je osmislio matemati¢ar Edouard Lucas 1883. godine
u djelu ,,Récréations mathematiques”. Navodno je problem inspiriran hindu legendom koja
glasi otprilike ovako:

,,U hramu Benares ispod kupole koja oznacava centar svijeta, tri dijamantne igle, svaka
lakat visoka 1 Siroka kao tijelo pcele, stoje na postolju od bakra. Pri stvaranju svijeta Bog
je stavio 64 diska od Cistog zlata na jednu iglu, najveci disk na dno 1 ostale po veliCini
poredao na njega, sve do najmanjeg diska na vrhu. Sveéenicima u hramu je dao zadatak
da neprestano pomicu diskove, sve dok ih ne posloZe na drugu iglu u originalnom poretku.
Pravila za pomicanje diskova su jednostavna: pomice se jedan po jedan disk i nikad se
ne stavlja veci disk na manji. Prema legendi, kada svecenici zavrSe prebacivanje diskova
po zadanim uvjetima, hram, 1 sve na Zemlji e se pretvoriti u prasinu, i sa udarom groma
svemir Ce prestati postojati.”[4]

Matematicki gledano, zagonetka se sastoji od 3 tornja; na jednom se nalazi n diskova,
poredanih po veli¢ini - na dnu je najveci, na vrhu najmanji. Cilj je prebaciti sve diskove na
neki od preostalih tornjeva, tako da oni zadrZe originalni poredak, koriste¢i 2 jednostavna
pravila:

P1. Prebacuje se jedan po jedan disk.

P2. Ne smije se staviti ve¢i disk na manji.

Postavlja se pitanje: koliki je najmanji broj prijenosa potrebnih za izvrSenje zadatka,
ovisno o broju diskova? [1]]

13
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Oznacimo tornjeve s A, B 1 C. Diskovi su na tornju A 1 treba ih prebaciti na toranj C. Pri
tome koristimo pomo¢ni toranj B. Sam poredak tornjeva je nebitan, jer ih moZemo oznaciti
i nekim drugim redom. Uz oznaku T, za najmanji broj koraka da prebacimo n diskova s
tornja A na toranj C, probajmo rjesiti problem za prvih par diskova:

Akojen=20,T, =0.

Ako je n = 1, potreban je jedan korak, 7 = 1.

Ako jen = 2, u prvom ¢emo koraku prebaciti najmanji disk s tornja A na pomo¢ni toranj
B, a potom vedi disk s tornja A na toranj C. U treem koraku ¢emo prebaciti najmanji disk
s tornja B na toranj C. Dakle, T, = 3.

| sk
B b bk
N

Slika 2.1: Optimalni postupak rjeSavanja hanojskih tornjeva s 3 diska ima 7 poteza. Prva
slika je pocetno stanje.

3

s

Direktnom provjerom dobivamo sljedece:

n|1]2[3]4]5
T,|1]3]7]15]|31

Mogli bi uociti da su T, za jedan manji od potencija broja 2. Konkretno, vidimo da je
T, = 2" — 1. Naravno, ovime nismo tu tvrdnju dokazali, ve¢ samo naslutili; za dokaz je
potrebna matematicka indukcija.[4]]

Direktno rjeSavajuci konkretne slucajeve, mogli smo naslutiti 1 neke pravilnosti u po-
retku poteza za optimalan broj poteza:

1. Zadnji disk ¢e se pomaknuti samo jednom, i to sa A na C; da bi to bilo moguce, svi
ostali diskovi moraju biti poslagani na toranj B:

Ova tvrdnja je oCita: taj jedan potez je nuZan za rjeSavanje problema, a moguc je
samo ako na najve¢em disku nema manjih diskova (inace je ispod diskova i ne
mozemo ga maknuti), te ako na C nema diskova (jer bi ti diskovi bili manji, a po
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P2 ne moZemo staviti veci disk na manji). Nakon Sto je taj potez napravljen, nema
nikakve potrebe dalje micati najveci disk.

2. Nakon §to smo pomaknuli najmanji disk, u sljede¢em ga potezu neemo micati:

Bez smanjenja opcenitosti, neka smo pomaknuli najmanji disk sa A na B (A — B).
U sljede¢em potezu bi mogli pomaknuti taj disk na 2 naina: sa Bna A (B — A),
ili sa Bna C (B — C). No ako ga pomaknemo sa B na A, vraCamo se na prethodnu
poziciju (A — B — A). Ako ga pomaknemo sa B na C, tada smo iskoristili 2 poteza
za pomak sa A na C, a to smo mogli u jednom potezu (A — B — C). Dakle,
ako pomaknemo najmanji disk u potezu nakon §to smo ga ve¢ pomaknuli, ne¢emo
rjesiti problem u najmanjem broju poteza. Drugim rijeCima, ako Zelimo najmanji
broj poteza, najmanji disk ne smijemo micati dvaput za redom.

3. Nakon Sto smo pomaknuli neki disk osim najmanjeg, u sljedeCem potezu moramo
pomaknuti najmanji disk:

Bez smanjenja opcenitosti, neka smo neki disk (koji nije najmanji) pomaknuli sa A
na B (A — B). Taj disk je sada na vrhu tornja B. Na vrhu tornja C je najmanji disk
(ne moZze biti na vrhu A jer bi to znacilo da je u potezu prije bio ispod diska koji nije
najmanji). Disk na vrhu tornja A je bio ispod diska koji je sad na vrhu B, pa je veci
od njega. Dakle, od diskova na vrhovima tornjeva, na A je najveci, a na C najmanji.
Zbog P2, ne moZzemo micati disk s vrha tornja A, a disk s vrha tornja B moZemo
pomaknuti samo na A (B — A), no time bi se vratili ne prethodnu poziciju, $to nije
optimalno (A — B — A). Stoga za rjeSenje u najmanjem broju poteza sada moramo
pomaknuti najmanji disk.

4. Najmanji disk se mora pomaknuti u svakom neparnom potezu:

Ocito najmanji disk moramo pomaknuti u prvom potezu, jer su svi ostali ispod njega
1 ne mozemo ih micati. Po 2., u sljede¢em ga potezu onda neCemo micati, nego éemo
pomaknuti neki drugi disk. Po 3., onda u potezu nakon toga moramo opet pomaknuti
najmanji disk. Tvrdnja sada ocito slijedi.

5. Ako imamo neparan broj diskova, u prvom potezu moramo najmanji disk pomaknuti
na C. Ako je broj diskova paran, moramo najmanji disk pomaknuti na pomo¢ni
toranj B.

Po 1., zadnji disk ¢e zavrsiti na C, a za to svi ostali diskovi moraju biti na B. Da bi svi
diskovi osim zadnjeg zavrsili na B, tamo treba zavrSiti predzadnji disk jer ostali idu
na njega. Za to je prvo potrebno sve diskove osim zadnjeg i predzadnjeg pomaknuti
na C kako bi oslobodili predzadnji disk za pomak sa A na B. Dakle, predpredzadnji
disk mora biti na C. Induktivno zaklju¢ujemo da ¢e zadnji disk, i1 svaki drugi od
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njega po veliCini, morati i¢i na toranj C prvi put kada se micu. Predzadnji, 1 svaki
drugi od njega moraju i¢i na B prvi put kada se micu. Ako je broj diskova neparan,
to znaci da ¢e i najmanji disk morati i¢i na C prvi put kada se mice (tj. na prvom
potezu). Ako je broj diskova paran, prvi potez e biti da najmanji disk ide na toranj
B.

Iz pokuSaja rjeSavanja problema s konkretnim brojem diskova 1 iz ove analize bi ve¢
sada trebalo biti ocito da je problem Hanojskih tornjeva zapravo rekurzivan. Po 1., zadnji
disk ¢e se pomaknuti samo jednom, A — C, a zato prvo treba prvih n—1 diskova pomaknuti
A — B. Onda pomic¢emo zadnji disk, pa nakon toga mi¢emo ostalih n — 1 diskova B — C.
No pomak n—1 diskova s jednog tornja na drugi je upravo ovaj isti problem, samo s manjim
brojem diskova. Rekurzijom se tako moZemo spustiti do n = 1.

Poku$ajmo sada pronaci rekurzivnu formulu za 7,;:

1. Najprije prebacimo sve diskove osim najveeg na pomoc¢ni toranj B, koristeci pritom
toranj C. Za to nam je potrebno 7),_; koraka u najboljem slucaju.

2. Zatim najveci disk prebacujemo s tornja A na krajnju poziciju na toranj C. Za to nam
je potreban 1 korak.

3. Nakon toga, sve preostale diskove prebacujemo sa pomo¢nog tornja B na toranj C.
Pri tome se sluZimo diskom A. Za to nam je potrebno ponovno 7, koraka u najbo-
ljem slucaju.

Time dobivamo rekurziju
T,=2T,.1+1, n=>2.
Dokazimo sada metodom matematicke indukcije nasu slutnju:

Teorem 2.1.1. Za rjesavanje problema Hanojskih tornjeva s n diskova potrebno je najma-
nje T,, = 2" — 1 poteza.

Dokaz. Baza: n = 1. Ocito je Ty = 1. S druge strane, po formuli za n = 1 dobivamo
T,=2'-1=2-1=1.Dakle, baza vrijedi.
Pretpostavimo da je T, = 2" — 1, za neki prirodni broj n. Zelimo dobiti T, = 2" —1.
Prema rekurzivnoj formuli je 7, = 2T,y + 1. Primjenjujuci ovo na 7,,, 1 koristeci
pretpostavku indukcije dobivamo

Tn+1:2Tn+1:2(2n_1)+1:2n+1_2+1:2n+1_1'

Jer je baza indukcije istinita, a iz prepostavke indukcije slijedi korak indukcije, po principu
matematicke indukcije slijedidaje T, = 2" — 1 zasve n € N. O
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Osim indukcijom, mogli smo tvrdnju dokazati 1 uzastopnom primjenom rekurzivne
formule na sljedeci nacin:

T,=2T 1 +1=2QT, 2+ D+1=2>T,, +2+1
=22QT, 3+ D) +2+1=2’T, 3 +4+2+1=..

=2+ 2" 4 2 A2+ 1 =2+ D)2 2 442+
n-2

=27 422 A2 1 =2 )
k=0

P |
2-1

geom.niz

="l

=gl =221 41
=2"—1.

2.2 Pravci u ravnini

Razmotrimo problem podjele ravnine pravcima. Recimo da imamo n pravaca takvih da
nema paralelnih i nijedna tri se ne sijeku u istoj tocki. Pitamo se na koliko podrucja R, ti
pravci dijele ravninu.[3] Primijetimo da u pocetku imamo 1 podrudje i pogledajmo prvih
par slucajeva. Za n = 1 imamo jedan pravac i on dijeli ravninu na 2 podruc¢ja. Dodavanjem
drugog pravca dijelimo oba podrucja na dva dijela pa imamo 4 podrucja. Sada novi (treci)
pravac prolazi kroz tri postojeca podrucja i svakom dodaje joS jedno. Ovdje koristimo 1
pretpostavku da se najviSe dva pravca sijeku u jednoj tocki i1 da nijedan par pravaca nije
paralelan.

Slika 2.2: 3 pravca dijele ravninu na 7 dijelova. Dodavanjem svakog novog pravca, broj
podrucja na koje pravci dijele ravninu se povecava za ukupan broj pravaca.

Iz slucaja s tri pravca vidimo da se ne radi o tome da pravac dijeli sva prijasnja podrucja
na dva dijela, Sto bi udvostrucilo broj podrucja, nego dodaje po jedno podrucje za svako
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podrucdje kroz koje prolazi. Lako je vidjeti da je broj podrucja kroz koje novi pravac prolazi
za jedan veci od broja ve¢ postojecih pravaca, odnosno jednak novog broju pravaca n. Ako
provjerimo 1 slucaj s Cetiri pravca, tada dobivamo 11 podrucja. Dakle za sada imamo
sljedece:

R =2
R, =4
Ry =17
Ry =11
R, =R, +n.

Raspisivanjem rekurzije za R,, dobivamo:
R,=R,_1+n=R,,+(n-1)+n=R,35+n-2)+n—-1)+n=..

R,=..=R+3+4+..+n=R+2+3+..+n=2+2+3+4+...+n

Opcenito je
R,=1+(1+2+3+..+n).

Koriste¢i formulu za sumu prvih n prirodnih brojeva, dobivamo da je

nn+1)
R,=1+ .
2

2.3 Metoda repertoara

Metoda repertoara se oslanja na vezu izmedu suma i rekurzija. Naime, vrijedidaje Sy = ao
1S, =S,.1+a,. Prevodenjem sume u jezik rekurzija moZemo do rezultata do¢i sluzeéi se
metodama za rjeSavanje rekurzija.[7]]

Kada imamo neku rekurziju oblika

Xn = f(n) + g(Xp-1, Xp-2, ..., Xo)
gdje je f(n) linearna kombinacija nekih jednostavnijih fi(n), tj.

f) =crfitn) + ... + cufi(n),
prvo gledamo opdcenitiji slucaj tako da zamijenimo f(n) sa a,,

Zn =da, + g(Zn—l,Zn—Z» ceey ZO)
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1 rijeSimo jednostavnije rekurzije
xffll) = .fl(n) + g('xn—17 -xn—Za ovey x0)9 1 S l S k,

gdje je f(n) zamijenjena jednom od f;(n) koje ju €ine. Te jednostavnije rekurzije rjeSavamo
pogadanjem. RjeSenja xD &ine repertoar za rjeSavanje x,. RjeSenje pocCetne rekurzije je
odgovarajuca linearna kombinacija

X, = C]X’(11) + ...+ ckx,(f) + Cop.

Na kraju joS odredujemo c, iz zadanih pocetnih uvjeta.[2]

Primjer 2.3.1. Rijesimo rekurziju:
Ry = «a,
R, = R,_; + (B + ny + n0).

Rjesenje. Pretpostavimo da je traZeno rjeSenje oblika
R,=An)-a+ Bn)-+C(n)-y+ Dn)-o.

Ovime smo zadali ovisnost o @, 3,7, 0.
Provjerimo slucajeve kada je R, potencija broja n:

e R,=1:TadajeRy = a = 1. IzR, = R,_ | +(B+ny+n*d) slijedi 1 = 1+(B+ny+n3d), 1j.
(B + ny +n*d) = 0. Jer mora vrijediti za sve n, mora biti § = y = § = 0. Uvritavajuéi
u prepostavljeni oblik rjeSenja, slijedi R, = 1 = A(n).

e R, = n: Tadaje Ry = a = 0. Iz rekurzije dobivamo n = n — 1 + (B + ny + n?J),
tj. (B+ny +n?0) = 1. Slijedi 8 = 1,y = 6 = 0. Iz prepostavljenog oblika rjeSenja
imamo R, = n = B(n).

e R, = n*: Tada je Ry = 0, a iz rekurzije n> = (n — 1)> + (8 + ny + n6). Slijedi
n* = n* - 2n+ 1+ (B + ny + n®6), odnosno (8 + ny + n*8) = —1 + 2n. Mora biti
B =-1,y =2,6 = 0. Iz pretpostavljenog rjeSenja imamo R, = n> = —B(n) + 2C(n).
Sada moZemo uvrstiti ve¢ poznati B(n) da dobijemo C(n):

n’+Bn) n’+n
Cn) = = .
(n) > >

e R, = n*: Tada je Ry = 0, a iz rekurzije n* = (n — 1)* + (8 + ny + n6). Slijedi
n® =n®-3n*+3n—-1+ (B + ny+ n?s), odnosno (B + ny + n*6) = 1 — 3n + 3n?.
Iz toga je B = 1,y = =3,6 = 3. Iz pretpostavljenog rjeSenja imamo R, = n’® =
B(n) — 3C(n) + 3D(n). Sada moZemo izraziti D(n) kao

IR 151 I,
D(n) = 3n 3B(n)+C(n)— 3n 3n+ 2(n +n)
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Lako je provjeriti da su A, B, C, D zaista rjeSenja.

Zasto bi nam ovo moglo biti korisno za raCunanje suma? Primjetimo Sto dobivamo ako u
rekurziju uvrstimo za sve koeficijente 0, osim za jednog. Ako ostavimo y = 1, rekurzija
glasi R, = R,_; + n, uz pocetni uvjet Ry = 0, a to je upravo rekurzija koja daje sumu prvih
n prirodnih brojeva. U tom slucaju je rjeSenje

S druge strane, ako ostavimo ¢ = 1, a ostale ostavimo kao 0, rekurzija je R, = R, + n?,
uz Ry = 0, a to je oCito rekurzija koja daje zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva. Tada
je rjeSenje
15, 1, 1
R, =D(n) = gn + En + gn
Dakle rjeSavanjem rekurzija moZemo izgraditi repertoar korisnih jednakosti koje nam

mogu posluZziti za rjeSavanje konacnih suma koje se mogu izraziti rekurzijama.

2.4 Funkcije izvodnice

Proucavajuéi neke veli¢ine u raznim prirodnim pojavama, ¢ovjek je uocio da se neka po-
javljivanja povecavaju ili smanjuju po odredenom principu. Ta pojavljivanja moZemo kon-
trolirati preko matematickog pojma niza brojeva. Nizovi su Cesto zadani preko rekurzivnih
relacija. Da bismo odredili neki konkretni ¢lan niza, potrebno je izraziti eksplicitnu formu
za op¢i Clan niza. Ponekad do toga dolazimo ispisivanjem prvih nekoliko ¢lanova niza,
nakon Cega naslutimo kako bi mogao izgledati op¢i ¢lan. Pored spomenutog, korisno je
znati 1 neke druge nacCine za odredivanje eksplicitnih formula za opce ¢lanove niza.

U ovom poglavlju bavimo se tzv. funkcijama izvodnicama, preko kojih se u mnogo situ-
acija dolazi do trazenog rjesenja. Stoga dajemo sljedecu definiciju [9].

Definicija 2.4.1. Neka je (a,),so niz realnih brojeva. Formalni red potencija

[

F(x) = Z a,x"

n=0
zove se obic¢na funkcija izvodnica niza (a,),>o.

Za funkcije izvodnice vrijede sljedeca svojstva [9]:
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e Pravilo jednakosti: A(x) = B(x),Vx < a,=b,Y >0

e Pravilo zbroja: A(x) + B(x) = (A + B)(x), tj.

O~ an) + (O bax") = D (@ +by)x"

n=0 n=>0 n=0

e Pravilo mnoZenja: A(x) - B(x) = C(x), tj.

O an) - (O by = > en,

n>0 n>0 n>0

n
ngeJe Cy = aob(), 1 = aobl + albo, vees Cpp = Z a,-b,,_,-,
i=0

Primjer 2.4.2. Odredimo funkciju izvodnica za niz a, = n. [9, str.179, pr.1.b]

Krenimo od poznatog geometrijskog reda:

1
l+x+X2+ X+ + X"+ .. = :
I —x
Formalno deriviramo i dobijemo
2 3 n—1 1
1+2x+3x" +4x + .. +nx'" 4. = —.
(1-x)
MnozZenjem ove jednakosti s x dobivamo
X
X2 +3° + .+ nx + ... =an" =—0,
n=0 (1-x)

Sto je traZzena funkcija izvodnica.

1
Primjer 2.4.3. Odredimo funkciju izvodnica za niz a, = —,n > 1. [9, str.179, pr.1.f]
n

Krenimo od poznatog geometrijskog reda:

1
l+x+xX2+5 4+ +x"+.. = :
1—x
Formalno integriramo i1 dobijemo
2 3 n+1
X x x
X+ —+—=+..+ +..=-In(l -x
2 3 n+1 ( )
1 1
Z —x"=1In ,
n I-x
n>1

Sto je trazena funkcija izvodnica.
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Postupak pretvaranja rekurzivne formule u eksplicitnu formulu
(1) Definiranje funkcije izvodnice G(x) niza (a,),so-

(2) Transformiranje rekurzivne formule u jednadzbu s G(x). To moZe biti napravljeno
mnoZenjem rekurzivne formule s x", x"*!, ili, ponekad, s x"** te sumiranjem po svim
nenegativnim 7.

(3) Odredivanje eksplicitne formule za G(x).

(4) Odredivanje eksplicitne formule za a,. Kako je a, koeficijent uz potenciju x" po defi-
niciji od G(x), pronalaZenje koeficijenata uz potenciju x" s druge strane jednakosti nam
daje traZeno rjesSenje.[]

Funkcija izvodnica za Fibbonacijeve brojeve

Fibbonacijev niz definira se na rekurzivan nac¢in formulom

Fo=F, 1 +F,» nx>2

uz pocetne vrijednosti Fp =01 F = 1.

Kao 1 za svaki niz, funkcija izvodnica za Fibbonacijeve brojeve definirana je kao formalni
red potencija ¢iji su koeficijenti Fibbonacijevi brojevi,

F(x) = ian” = ian”
n=0 n=1

bududi da je Fy = 0.

Odvojimo dva pocetna ¢lana od zbroja i zamijenimo rekurzivnu relaciju za F; koeficijen-
tima sume.

F(x)

I
=
+

M

-
g

1l

=
+

|
[

=
+
0
e
=
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Sli¢no, za drugu sumu imamo

Slijedi da je
F(x) = x + xF(x) + X*F(x).
Odnosno, dobivamo eksplicitnu formulu za funkciju izvodnicu
X

F(x)= ———.
) l—x—-x2
Sada kada smo pronasli eksplicitnu formulu za funkciju izvodnicu, preostaje samo izra-
ziti ovu funkciju kao red potencija. Nakon Sto to ucinimo, njegove koeficijente mozemo
uskladiti, pojmovno s odgovaraju¢im Fibonaccijevim brojevima.

l+‘/§iw _ 1—‘/5

Oznac¢imo korijene polinoma 1 — x — x*> s —¢ i —, pri Cemu je ¢ = 5

polinom moZemo zapisati u obliku faktora
l-x—x*=—(x+@)(x+¥)

Da bi funkciju izvodnicu izrazili kao red potencija, potrebno je koristiti rastav na parcijalne

razlomke.
X A B

F(x):_(x+90)(x+l//) - x+¢,0+x+l//'

Sto je ekvivalentno s
—x=AXx+Y)+ B(x+ ).

Neka je x = —¢, tada je A = — 2.

V5
Sli¢no, neka je x = —, dobivamo da je A = —%.
Slijedi da je
o= %(xfw B xfs@)'

PokaZimo svaki od ova dva ¢lana pomocu sume geometrijskog niza. Podsjetimo se da je
zbroj geometrijskog niza dan kao ﬁ = Yo X". Napomenimo jo$ kako ova beskonacna
suma konvergira ako i samo ako je [x] < 1.

Koristeci ovaj identitet i Cinjenicu da je ¢ = —%, prvi ¢lan funkcije izvodnice moZemo

zapisati kao
1 1 -
v _ = Was

x+¢:1+Z I —ex
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Sli¢no, dobivamo

¢ N
X_HD:Zx//x”,

n=0

pa je

1 [ee] [e6] [ee] 1
F(x) = —( ¢'x" - w"x") =) —=(@" =y
Koeficijent uz potenciju x" trazeni je Fibonaccijev broj F,, tj.
Fy=—( ~0)
n = —=(¢" = y").
V5

Primjer 2.4.4. Odredimo funkciju izvodnica za prosjecan broj usporedbi q, u quicksort
algoritmu na niz od n brojeva.[9, Primjer 13][6]

Quicksort algoritmom sortiramo n brojeva u slu¢ajnom poretku. Pretpostavimo da su
svi Xy, ..., x, razliciti. Quickosort radi tako da x; usporedbi sa svim ostalim ¢lanovima niza
1 podijeli niz na dva niza - jedan s brojevima manjim od x;, a drugi s brojevima veéim od
x; (poredak je zadrZan). Postupak se rekurzivno ponavlja na podnizovima dok se ne dode
do najvise jednocClanih grupa. Ovo je dakle algoritam tipa ,,podijeli pa vlada;j”.

Neka je g, prosjecan (ocekivani) broj usporedbi. OCito je gy = 0.
Za ukupni prosjecni broj usporedbi potrebno je zbrojiti broj usporedbi za prvu podjelu
(n — 1) s brojem usporedbi u dvije grupe nakon podjele. Svaki se element s vjerojatnoséu

— javlja kao ,,djeliSni”, a podgrupe na koje je preostalih n — 1 elemenata podijeljeno imaju
n

veli¢ine j— 11n— jzaneko j=1,...,n. Dakle

1 n
n=n—1+- -1+ qu-j),n>1.
gn =1 n;:l((bl Gn-j)s 1

Uz zamjenu j san — j + 1 dobivamo ekvivalentno

2n
= —1+—E 1.
q n anICIjl

Mnozenjem s n i uzimanjem u obzir pocetni uvjet rekurzije dobivamo

ngy=nn—1)+2> g1, nz1,g=0.

=1
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Kada pomnoZimo s x" i sumiramo po n, slijedi
an,,x" = Zn(n— 1)x"+2zij_1x". 2.1)
n>1 n>1 n>1 j=1

Oznacimo s Q(x) funkciju izvodnicu za (g,). Sada je lijeva strana ocito xQ’(x).
Prvi ¢lan s desne strane je

Zn(n—l)x”:x- Z(n—l)x”] =x-[an”—Zx”) :x~[an”—[Zx”—l]]
n>1 n>1 n>1 n>1 n>1 n>0
_ N (x Y
=x- nZZInx” ;_Ox +1) =" x ((1—x)2 1—x)
~ x—1+x\ 2x—1\ 20 -x?+2(01-0Q2x-1)
- (1—x)2)‘x'((1—x)2)_x' (1 - x)*
B .2(l—x)+2(2x—l)_ .2—2x+4x—2_ . 2x 2x2
- (i-v 7 a-» Vd-x a-x

Drugi ¢lan s desne strane u (2.1)) je

23 > 1% = 2(qox' + (qo+ g + (o + g1 + 42X + (g0 + @1 + o + g)x* + )

n>1 j=1
= ZX(QOXO +(qo + q)x" + (qo + q1 + @) x* + )
= 2x(q0x0 +qix' + gx* + ) (xo +xl+ %+ )

= 2x(2 qnx”) [Z x"] = 2x0(x) - Tlx

n=0 n>0
Dakle, (2.1) je ekvivalentno sa

2x2 2x0(x)

O =05 T

odnosno nakon dijeljenja s x

2x_ 20()
(1-x° 1-x

O'(x) = (2.2)

Ovo je linearna nehomogena diferencijalna jednadzba prvog reda. Prvo rijeSimo pripadnu
homogenu jednadZzbu
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R(x) 2
R(x) 1-x

Integriramo pa slijedi
InR(x) =-2In(1 —x) +¢

R()C) — e—21n(l—x) . C

c

R® = a5
. C)

o) = 1=

C(x) = 0(0)(1 - x)*.
Deriviramo C(x) pa dobijemo
C'(0) = (1 =) = @)1 - 2 ~2(1 - VQX)

2
&2 ﬁ +20(0(1 =0 = 2(1 - )0 = - a

Jer je C(0) = Q(0) = go = 0, integriranjem dobivamo

-2(1 —t)+2 2
C = f—d—f . fdeL_
0
= —2x -2In(1 = x) = -2(x+ In(1 - x)),
pa je
C(x) 1 Pr242. — 1
0(x) = Ty :2'(1—x)2 - (=x —In(1 - x)) (an 1](—x+ln1_x)

o DO B 4 B porte Dot

n>1 n>1 n>1 n>2

:2(1+2x+3x2+...)(x—2+x—3+ +)

xt
2 3 4
1 1 1 1
:2(2x +(2- + )x +(3- §+2 §+ )x+ )

S obzirom da je Q(x) = ) ¢,x" sada moZemo ocitati da je

=2 m+1-01 =2(Z<n+1-k>1—n)
k=2 k k=1 k
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n 1 n n 1
Gn =2 Z(n+1)%—21—n :2(n+1)2%—4n.
k=1 k=1 k=1

1 1
Uocimo da je 1 + > + ... + — upravo n-ti harmonijski broj, H,, pa moZemo pisati
n
g, =2n+ 1)H, — 4n.

Primjer 2.4.5. U jezeru je na pocetku godine k Zaba. Tijekom svake godine broj Zaba se
poveca l puta. Na pocetku svake godine se m Zaba preseli iz tog jezera u neka druga jezera.
Pretpostavimo da su k, 1 i m takvi da je (I— 1)k > m. Koliko ¢e u tom jezeru biti Zaba nakon
n godina?[8 2.1.1.]

Rjesenje. OCito je ap = k1
Ay =la, —m, neN,.
Iz ove rekurzije mozemo izraCunati broj Zaba na pocetku svake godine, no moramo znati
broj Zaba na pocetku prethodne godine. Tako bi za broj Zaba nakon 100 godina prvo trebali

odrediti broj Zaba nakon 99 godina, a za to broj Zaba nakon 98 godina, i tako dalje. Kako bi
izbjegli takav dugacak racun, pronaci éemo funkciju izvodnicu. Neka je funkcija izvodnica

(9]

G(x) = Z a,x".

n=0
ZapiSimo prvih nekoliko rekurzivnih jednadzbi i pomnoZimo ih potencijama od x:
a, =lag—m/ - x

a, =la; —m/ - x*

az = la, —m/ - x°

— n+l1
apy1 = lan - m/ "X

Formalnim zbrajanjem dobivamo jednakost:

(o) (o8] (o8]
E Ay X =1 E a, X' —m E XL
n=0 n=0 n=0

S lijeve strane imamo
G(x)—ay = G(x) — k.
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Desno je
I Z a, X" = IxG(x),
n=0

a drugi sumand je

(o]
X
mlewl =m
1-x
n=0

po formuli za sumu geometrijskog reda. Izlu¢ivanjem G(x) dobivamo
X
-m .
1-Ix (1 —-x)(1-1Ix)

Nakon Sto smo odredili eksplicitnu formulu za G(x), trebamo odrediti eksplicitnu formulu
za a,. To ¢emo uciniti tako da izjedna¢imo koeficijente uz odgovarajuce potencije u lijevom

G(x) = (2.3)

i desnom redu potencija. Jer je lijevo G(x) = ), a,x", traZeni a, Ce biti jednak koeficijentu
n=0
uz x" na desnoj strani jednakosti. Za to treba raspisati desnu stranu pomocu redova. Po

formuli za sumu geometrijskog reda, prvi ¢lan s desne strane je

k (o) (o)
=k x)" = k-I" x". 2.4
— ,,Z:::(x) ZO X (2.4)

Ovdje je koeficijent uz x" jednak k/". Drugi ¢lan desnog izraza je

mx i ) © o
m:mx'[sz'[;”]- (2.5)

n=0

Ovdje je sada teze naci koeficijent uz x". To moZemo uciniti pomocu rastava na parci-
jalne razlomke ili kombinatorno. Kombinatorno, nakon mnoZenja suma, ¢lanovi koji ¢e
sadrzavati x" su dobiveni mnoZenjem k-tog ¢lana iz duge sume s n — k — 1-og ¢lana iz prve
(jer ve¢ imamo jedan x ispred suma), za k od 0 do n — 1, pa je koeficijent uz x" jednak
n—1 . -1
ml" =m- .
e -1

S druge strane, rastavom na parcijalne razlomke za lijevu stranu (2.5) dobivamo

mx . om 1 N m 1
A-x)(1-Ix) [-1 1-x [-1 1-Ix
1z toga po formuli za sumu geometrijskog reda slijedi

mx m *© © . ~ 00 m )
(1—x)(1—lx):l—l(_;xhrzlxn)_zl_—l(l - Dx". (2.6)

n=0 n=0
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Koeficijent uz x" je lil(l" — 1), isto kao Sto smo dobili kombinatorno.

Konacno, koeficijent uz x" na desnoj strani jednakosti (2.3) dobivamo oduzimanjem koefi-
cijenata uz x" dobivenih u (2.4) 1 (2.6). Taj koeficijent bit ¢e jednak trazenom a,,:
-1
a, =kl" —m .

-1




Poglavlje 3

Metode za racunanje suma

U ovom ¢emo poglavlju prouciti nekoliko metoda za raCunanje suma: naslu¢ivanje rjeSenja
uz dokaz indukcijom, rastav na parcijalne razlomke i teleskopiranje, metodu perturbacije,
zamjenu sume integralom, ekspanziju i kontrakciju, koriStenje konacnih diferencija.

3.1 Naslutiti rjeSenje pa ga dokazati indukcijom

Jedan od najintuitivnijih nacina za raCunanje suma sastoji se od toga da izracunamo prvih
par parcijalnih suma te pokuSamo uociti neku pravilnost [4, [7/]. Ako uspijemo naslutiti
formulu za sumu, ostaje nam ju joS dokazati matematiCkom indukcijom. U sljede¢em
¢emo primjeru vidjeti kako bi mogli izraunati zbroj prvih n neparnih brojeva.

Primjer 3.1.1. Izracunajte zbroj 1 +3+5+ 7+ ...+ 2n— 1.

Rjesenje. Oznacimo sa S, n-tu parcijalnu sumu. IzraCunajmo nekoliko prvih S ,;:

Si1=1
S,=1+3=4
S3=1+3+5=9
S4=1+3+5+7=16
Ss=1+4+3+5+7+9=25

Uocavamo da je S, = n> zan = 1,...,5. Stoga naslu¢ujemo da vrijedi S, = n* za sve

n € N. Dokazimo tu tvrdnju indukcijom:
Baza: S| = 1 = 12, Pretpostavimo da S, = n? vrijedi za neki n € N. Tada za S .., vrijedi:

2

Sp=1+3+5+..+Cn—-D+Cun+D=S,+2n+1"2" 2+ 2n+1=m+ 1~

30
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Jer tvrdnja vrijedi za n = 1, a iz pretpostavke da vrijedi za neki prirodni broj slijedi da vri-
jedi i za njegovog sljedbenika, po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da tvrdnja

S, =n’
vrijedi za svaki n € N.

Primjer 3.1.2. Izracunajte zbroj [3)]:

1 1 1 1

S, = + + +oi et —
1-2 2.3 3-4 n-(n+1)

Rjesenje. Za n = 1 imamo:
Zan = 2 imamo:

Zan = 3 imamo: -
eI tetRT3 TR Ty
Zan = 4 imamo:
1 1 3 1 4

1 1
AR AR TR IR i

NasluCujemo da vrijedi: S, = 25 za sve n € N. DokaZimo ovu hipotezu matematickom
indukcijom po n.

Bazu smo Veé pokazali da vrijedi (slucaj n = 1). Pretpostavimo sada da za neki n € N
vrijedi S, Sada imamo

S4=

n+1

1

S =8+ ———.
! (n+ D)(n+2)
Koristeci pretpostavku matematicke indukcije dobivamo:

n 1 _nn+2)+1  n+1
n+1+(n+1)(n+2)_(n+1)(n+2)_(n+2)'

n+l =

Bududi da hipoteza vrijedi za n = 1, a iz pretpostavke da vrijedi za neki n € N dobivamo
da vrijedi za n + 1, prema aksiomu matematicke indukcije hipoteza vrijedi za svaki n € N.

Primjer 3.1.3. Izracunajte zbrojeve [5} 6.9.]:

C 1 C 1
a);arctgm b);arctg 2_](2
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Koristit ¢emo sljede¢u formulu:

+
arctg x + arctg y = arctg lx Y ,  (xyl < 1). (3.1
Xy

)

S —Zn]arct ;—arct l+alrct l+arct l+ + arctg ——
S T I e S an+l

So =arctg 1;
Koristenjem (3.1)), za S| dobivamo:

1+1

1
S| = arctg 1 + arctg 3= arctg N 3

= arctg 2.

1
3
Analogno,
1
S,=8,+ arctg; = arctg 3.
Slutimo da je S, = arctg(n + 1). Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

Baza indukcije je dokazana ranije. Uz pretpostavku da za neki prirodni broj n € N
vrijedi S, = arctg(n + 1) dobivamo:

1
= arctg(n + 1) + arctg —

S, =S, +arct -
+ M T P+ D+ 1 2 +3n+3

Koristeéi (3.1):

1
n2+3n+3 I’l3 + 4”2 + 6n + 4

= arct
S 2y om+2

n+1+

S 41 = arctg

1-— n+l
n?+3n+3

3 (n+2)(n*+2n+2) 3
= arctg R = arctg(n + 2).

Sada je

. 1
Z arctg il arctg(n + 1),
k=0
za svaki prirodni broj n € N.

b)

¢ _% I 1 1 1
n—;arctg2—k2—arctg§+arctg§+arcth+---+arctgﬁ,
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1
S = arctgz;

Koristenjem (3.1), za S, i S ;3 dobivamo:

+3 2
So :arctg1 T :arctgg,

=

1 3
S3 =8, +arctg T arctg T
Naslu¢ujemo S, = arctg —=. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom.

Baza je dokazana. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

n
S, = arctg ——.
n

+1
Tada je
— &
S =8,+ arctgm = arctgl_ri% =...= arctgz—:;
n+l  2(n+1)?

Prema principu matematicke indukcije, dokazali smo da je

n

1 n
; arctg o arctg 1 Vn e N.

3.2 Rastav na parcijalne razlomke i teleskopiranje

Primjer 3.2.1. Izracunajte zbroj [15 3.1.]:

Z”: 1
i k(k + 1)

Rjesenje. Op¢i €lan sume rastavimo na parcijalne razlomke:

1 _A+ B
k(k+1) k k+1

MnoZimo sa zajednickim nazivnikom i dobivamo

1 =A(k+1)+ Bk,

33
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1=k(A+ B)+A.

Izjednacimo posebno Clanove uz k s obje strane, te ¢lanove bez k s obje strane. Dobivamo
sustav:

A+B=0,
A=1.
1 1
Trivijalno slijedi A = 1, B = —1 pa se op¢i ¢lan mozZe rastaviti kao Tl Raspisimo
sumu: *
< Z (1 1 )
Hkk+1) bk k+1
R A s
=|—- - —+ —
1
B I n
 on+l a+l
Primjer 3.2.2. Izracunajte zbroj [5, 3.3.]:
~ n+1 1
“ (k — Dk(k + 1)
Rjesenje. Rastavimo opc¢i sumand na parcijalne razlomke:
1 A B C
= + -+ —
(k—Dkk+1) k-1 k k+1
1 =AM + k) + B> — 1)+ C(k* = k)
1=(A+B+Ok +(A-C)k-B.
IzjednaCavanjem koeficijenata na obje strane dobivamo sustav jednadzbi
A+B+C=0,
A-C=0,
-B=1.
Odavde zaklju¢ujemo B = —1, A = C. uvrStavanjem u prvu jednadzbu dobivamo 2A = 1
pajeA=C=3
Dakle,
1 BRSNS S SIS ¥ 8 SNS SNN S
(k—Dk(k+1) k-1 k k+1 2\k-1 k k +1



POGLAVLIJE 3. METODE ZA RACUNANJE SUMA 35

Raspis$imo i izraunajmo S:
S_l ] 1 1+1+1 1 1+1+1 1 1+1
2 2 2 3 2 3 3 4 3 4 45
+1 1 1+1 N +1 1 1 N 1
4 5 5 6 n n+l n+l1 n+2
1 1 1 1

=—(1-=- +
( 2 n+l n+2)

1

1
2n+ DH(n+2)

2
4
3.3 Metoda perturbacije

Kada Zelimo oznaciti neku sumu s, pomocu metode perturbacije, trebamo sumu s,,; zapi-
sati na dva razli¢ita nacina, tako da izdvojimo jedan Clan. [4], 7]

Primjer 3.3.1. Izracunajmo zbroj ). Hy, gdje je
k=1
H. =1+ ! + ! + ...+ !
£ 2 3 7k
k-ti harmonijski broj [1].

Rjesenje. Umjesto trazene sume promotrimo sumu u kojoj je svaki ¢lan pomnoZzen s k:

n
Su= ) kHy = Hy +2H, +3H; + ... + nH,.
k=1
Promotrimo S .11, izdvojimo zadnji €lan i zatim reindeksirajmo sumu:

S+ (4 DHyp =Sy = ) (k+ DHyr.

k=0

za k > 0, moZemo pisati:

J daje Hyy = Hy +
€r Znamo da J€ 41 k + 1

- 1
Su+(n+ DHyoy = Hy+ ) (k+ 1)(Hk + k+—l)
k=1

:1+ika+in+il
k=1 k=1 k=1

:1+SH+ZHk+n.
k=1
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n
PoniStimo S, s obje strane 1 pogledajmo Sto dobivamo za trazenu sumu ), Hy:
k=1

D Hi= 1+ DHy = (1 + 1)

k=1
D Hi=(n+ D(Hy = 1),
k=1

Primjer 3.3.2. Metodom perturbacije odredimo sumu prvih n prirodnih brojeva [].

Rjesenje. Pogledajmo opet malo drugaciju sumu, sumu prvih n kvadrata, i nazovimo je
S .. RaspiSimo S, uz promjenu granica sumacije:

n+l n

Sl = 218 = Z(k+ 1)? = Zn:(k2+2k+ 1):Zn:k2+2zn1k+zn11.
k=1 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Primijetimo da s lijeve strane moZemo izdvojiti zadnji ¢lan da dobijemo S ., = S, +(n+1)?,

asdesneje Y k* = Y k* = §,. Dakle imamo:
k=0 k=1

S, +(n+1)* :Sn+22k+n+ 1.
k=0
Nakon kracenja S, dobivamo formulu za sumu prvih n prirodnih brojeva:

(n+1)2:22k+n+1

k=1

ZZk:(n+1)2—(n+1):(n+1)(n+1—1)
k=1

Zn:k _ n(n + 1).
k=1 2

Na slican bi nacin primjenom metode perturbacije na sumu prvih n kubova dobiti sumu
prvih n kvadrata. Iz oba primjera vidimo da kod metode perturbacije uglavnom Zelimo
raditi s nekom modificiranom sumom, a ne to¢no s onom koju Zelimo izraunati.
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3.4 Zamjena sume integralom

S obzirom da je ponekad lakSe izracunati integral nego sumu, mozemo iskoristiti Cinjenicu

da je integral zapravo limes zbroja povrSina pravokutnika ispod grafa funkcije. Konac¢nu
n n

sumu ), a; onda moZemo aproksimirati pomocu integrala f f(x)dx, gdje je f(k) = a.
k=1 1

Zatim, moramo uzeti u obzir 1 greske, jer zbroj povrSina pravokutnika samo aproksimira

povrsinu ispod krivulje, odnosno integral. Dakle postoji i neka greska E, koja je jednaka

razlici izmedu integrala i traZene sume. Ako saznamo greSku, mogli bi iz integrala do¢i do

sume.[4, 7]

n
Primjer 3.4.1. Izracunajmo sumu prvih n kubova, Y. k* [1].
k=0
Rjesenje. Brojevi 1,8,27,64, ... su kubovi u sumi, a to su takoder povrSine pravokut-
nika $irine 1 i visine k*. Dakle traZena suma je broj povrsina pravokutnika kojima su visine
kubovi prirodnih brojeva. Ta situacija je sli¢na ideji odredenog integrala za f(x) = x> od 0
do n, Sto ¢e nam biti aproksimacija za nasu sumu.

Zk3 ~ f dx.
k=0 0

Pri aproksimaciji ¢e se pojaviti i greSka E, koju moZemo izracunati kao razliku traZzene
sume i integrala. Zatim ¢emo koristeéi svojstvo odredenog integrala da ga mozemo rasta-
viti na sumu integrala na podintervalima raspisati izraz:

n k

C 3 3 C 3 C 3 C 3 k4_(k_1)4
En:Zk— xdx:Zk—Z Cdx K-
k=0 =1

0 k=l k=1

Primijenimo ve¢ poznate rezultate za sumu kvadrata (Pr.1.1.6.) i sumu prirodnih brojeva
(Pr.1.1.2.). Dobivamo

_E-n(n+1)(2n+1)_n(n+1)+ﬁ

E, .
2 6 2 4
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Sada mozZemo trazenu sumu dobiti tako da greSku zbrojimo s pocetnim integralom:

n

Zk3:En+fx3dx:n(n+l)(2n+1)_n(n+1)+
k=0 o

n nt
_+_
4 2 177

nn+1)2n+1) B nn+1) N n(l +n)(1 —n+n?

4 2 4
+1
:n(n4 )(2n+1—2+1—n+n2)
+1 2n+1)2
_ I’L(l’l4 )_(n_’_nZ):%'

3.5 Ekspanzija i kontrakcija

U metodi ekspanzije i kontrakcije zamijenjujemo trazenu sumu naizgled kompliciranijom
dvostrukom sumom koju ¢e kasnije biti lakSe pojednostaviti.[4, /]

Primjer 3.5.1. Izracunajmo zbroj Y. k- 2% [1].
k=1
Rjesenje.

Zk-Z":Zl-1+22-(1+1)+23-(1+1+1)+...+2"-(1+1+...+1)

k=1
n k
:Z(zk-21]: >
=1 =1 1< j<k<n
=R 2242 2+ 2P+ 2 2 P A2+ QT 2y 2"
Y 2,
=1 =

N

Sada je unutarnju sumu lako izracunati:

n

Zn:k-zk = Zzn]zk = Zn](z"“ ~2))= 2”“21—22]‘
k=1 j=1 =1 j=1

J=1 k=j .
=pn- 2" @ — ) =2" (- 1)+ 2.

Ekspanzija je napravljena u prvom koraku gdje je jednostruka suma zamijenjena dvos-
trukom, a kontrakcija pri kraju kada smo dvostruku opet zamijenili jednostrukom.
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Primjer 3.5.2. Izracunajmo sumu prvih n kvadrata metodom ekspanzije i kontrakcije [1)].
Rjesenje.

n

Zk2:1-1+2-2+3-3+...+n-n:1+(2+2)+(3+3+3)+...+(n+n+...+n)
k=1

=(1+2+3+...+m)+2+3+..+n)+C+...+n)+..+((n-1)+n)+n

_;k+2k+2k+ + Z k+Zk ZZk

J=1 k=j

Ovu dvostruku sumu sada moZemo lakSe izraCunati jer je unutarnja suma zapravo suma
prirodnih brojeva od j do n:

ZZk Z] (n—j+1):%i(j+n)(n—j+1):%Zn](jn—j2+j+n2—jn+n)
j=1 k=j j=1 j=1
_EZ(n2+n+j—j2):%{ann(mlnij—ijﬂ
=1 =1 =1 =1

1 nn+1) o
=5 |+ 1+ == —Zf].

=

Primijetimo da je zadnji ¢lan u zagradi upravo trazena suma. Promijenimo indeks sumacije
sa jna ki dovr§Simo:

Zk2 2(n +1) n(n + 1) Zk2

gz":kzz 2n2(n+1)4+n(n+1)/é

Zn: 2= nn+1)2n+1)
= c .

3.6 Metoda konacnih diferencija

Infinitezimalni racun se temelji na operatoru derivacije

fx+h) - f(x)
P .

Df(x) = lim
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Diskretni analogon bi bio operator diferencije [[1]:
Af(x) = flx+ 1) = f(x).
Analogon relacije D(x™) = mx™! je relacija
A(X™) = mx2=L,
Ovdje je x padajuéa faktorijelna potencija od x, odnosno
X=x(x—Dx=-2)..(x—m+1).
Analogon Newton-Leibnizovog teorema je relacija
g0 = Af(0) & ) g(0)ox = f(x) + C,

gdje je >, g(x)0x neodredena suma, odnosno skup svih funkcija ¢ija je diferencija g(x). C
je proizvoljna funkcija sa svojstvom C(x + 1) = C(x). Vrijedi:

b+1

a

b
D awox = f@ [ = fb+ 1) - fla,

gdje je

b
D lawox= > e

a<k<b

za prirodne brojeve b > a. [4} 7]
Primjer 3.6.1. Izracunajmo zbroj é}l k-k![I].
RjesSenje. Primijetimo
kKl=k-(k—=1)-..-3-2- 1=k~

Stoga je
AR =AK =k- KL =k-(k-(k=1)-...-3-2=k-k!

Dakle imamo g(k) = k- k! i g(k) = Af(k), gdje je f(k) = k!. Slijedi da je
Dlkeki= Y Ak =k M=+ D=1,
k=1 k=1

Primjer 3.6.2. Izracunajmo zbroj Y. 3*.
k=0
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Rjesenje. S obzirom da je ovo suma geometrijskog niza (ap = 1, g = 3), znamo da je

qn+1 -1 _ 3n+1_1

S, = -
0T 2

Pokazimo to i metodom konacnih diferencija. Primijetimo
AGBY =31 -3 =3 3-1) =23~

Slijedi da je

n

S

k=0 k=0

n

Ach =5 (3 [7)= 56" -1

2

| =

Primjer 3.6.3. Izracunajmo zbroj };_, arctg [5 6.9.].

1
k2 +k+1

Ovo je isti zadatak kao primjer 3.1.3.a). Opet ¢emo koristiti formulu (3.1

X+
arctg x + arctgy = arctg 1 Y , (xy <1
y

(vidjeti str.32).
PokuSajmo opc¢i €lan sume prikazati kao desnu stranu gornje jednakosti:

1 1
tg ———— = arctg ————— = arct
M e+ YT T e " T T S+ )
(k+ 1)+ (=k)
= arctg

1 —(k+ 1)(—k))
= arctg(k + 1) + arctg(—k).

Jer je arctg neparna funkcija, slijedi da je op¢i ¢lan sume jednak
arctg(k + 1) — arctg(k) = A(arctg(k)).

Sada lako moZemo izracunati traZzenu sumu:

n

1 a n+l
Z arctg kel Z A(arctg(k)) = arctg(k) | 0+

k=0 k=0
arctg(n + 1) —arctg 0 = arctg(n+ 1) = 0

arctg(n + 1).



Poglavlje 4

Zbrojevi s elementima kombinatorike

U ovom ¢emo dijelu dati nekoliko primjera kona¢nih suma s elementima kombinatorike iz

[S].

Definicija 4.0.1. Neka je S neki n-clani skup i k < n. Svaki podskup koji se sastoji od
k razlicitih elemenata iz S naziva se kombinacija bez ponavljanja k-tog razreda od n
elemenata.

Broj takvih kombinacija bez ponavljanja, odnosno broj k-¢lanih podskupova od n-
¢lanog skupa, je C* = (Z), pri cemu je

(n B n!
k] kl(n-k)!

binomni koeficijent. On se moze prikazati i pomocu padajuce faktorijelne potencije kao

(n)_n(n—l)(n—Z)-...-(n—k+l) _n_&
k] k! kY

Sto omogucuje generalizaciju binomnih koeficijenata kada je n proizvoljan realan broj.

42
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U sljedecoj tablici imamo neka svojstva binomnih koeficijenata [1]:

Svojstva binomnih koeficijenata
simetrija (Z) = (nfk)
apsorpcija/ekstrakcija (Z) = %(Z: 1
adicijski teorem (’;) = (";1) + (Z:})
gornja negacija (Z) = (=) k‘ﬁ_l)
trinomna revizija (;’1) ’,:') = (Z)(r’:l__],‘()
binomni teorem (x+y) = i (Z)x"yn‘k, n €N
k=0
paralelna sumacija zn] (’"Zk) = (’"*y’f”)
k=0
gornja sumacija i (:1) = (::rll),m,n >0
k=0
Vandermondeova konvolucija Zk) (m:k)(nfk) = (n’;il ), m,n €7

Primjer 4.0.2. Koliko je ukupno podskupova n-clanog skupa? [5, 4.1.]

RjeSenje. Znamo da je broj k-Clanih podskupova n-Clanog skupa jednak (Z) pa samo
moramo zbrojiti brojeve podskupova za sve 0 < k < n:

Po binomnoj formuli vrijedi
n n n n n = (n
+b)y" = |a"+ | | b+ |a" D + .+ b+ bt = "Ept,
wror=fofe i G o« - 20K

Uvrstavajuéi a = b = 1 ocito slijedi da je nasa traZena suma jednaka (1 + 1)" = 2". To je
ocekivano jer smo broj ukupnih podskupova mogli prebrojati i tako da svakom elementu
n-Clanog skupa pridruzimo ili 1 ili 0 ovisno o tome pojavljuje li se u nekom podskupu ili
ne. S obzirom da za svaki od n elemenata imamo dvije mogucnosti (0 ili 1), slijedi da je
ukupan broj moguénosti jednak 2".

Primjer 4.0.3. Izracunajmo zbroj [5, 4.3.]

=)o) ) L)
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-1
Rjesenje. Iskoristit ¢emo jednakost Z(Z ) = (n)

1) 7k
T e
kZ‘( kz:; k=1 ";k G )

Primjer 4.0.4. Izracunajmo zbroj [5| 4.7.]

6 6 .6

S =L +2-=+32 ¢ (")

O 00T

Rjesenje.

)
n Z n ]_é : k—1
= ]é—
k=1 (kill) kzl (]:])
m-Dn-2)n-3)..(n—k+2)(n—k+1)
.. G
wHn—-1)(n-2)(n-3)..n—k+3)(n—-k+2)
(e—1)T
O (- Hn—2)n—3)..(n=k+2)(n -k + 1)
4 (1 —2)n—3)..(n=k+3)=k+2)

N

>~
Il
—_

=~

|

n(n+ 1)
2

m-k+D)=n+m-1D)+m-2)+..+3+2+

=~
—

Primjer 4.0.5. Izracunajmo zbroj [ 4.18]

n—1

Dt

44

Rjesenje. UoCimo da za k € {0,1,2,3,...,n — 1} izraz 4k + 1 poprima vrijednosti

1,5,9,...,4n-3 - iste vrijednosti koje izraz 4(n—k)—3 poprima zaza k € {n—1,n-2,

1

.y 1,0}

S 1 4n ) 15 4n 1 5 1
5= (4k+1):§ (4k+1)+§;(4k+1) 520(4k+1) 52(4@ k) — 3)

k=0

_1‘1(4n)+1"‘1( 4n )
2 4\ak+1) " 2 £a\an - [4(n — k) - 3]
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15 4n 1=
S‘§;(4k+1)+§k§(4k+3)

1|({4n 4n 4n 4n 4n 4n 4n
=— + + ...+ + + + +..+

2\ 1 9 4n -3 3 7 11 4n—1
_12’“( 4n )_1[2”1(4n—1) 2"21(4;1—1)]

2 4i\2k+1) " 2| &\2k+1) T A\ 2%
_1 4n—1+4n—1+ +4n—1+4n—1+4n—1+ +4n—1
2 1 3 o \dn-1 0 2 o \dn-2

4n—1
:l 4n -1 21.24n—1:24n—2

2 k 2 '

k=0

Primjer 4.0.6. Izracunajmo zbroj [5| 4.26.]

2(n\ 2%(n\ 23(n on+l
S=—+=l.|+=|-| -+
1\0 2 \1 3\2 n+1

n
o)
Rjesenje. Uvedimo funkciju

fO=0+0" = (g) + (rll)t + (Z)t2 ot (Z)t”.

Integriranjem ¢lan po ¢lan dobivamo

. 2 I’ZX3 n xn+l
f(1+t)dt () ()2+(2)?+...+(n)n+1.

S druge strane, integriranjem (1 + x)" dobivamo

pa n+1
f(l +0)'dt = d+9
0

R G

o n+l n+1

n+1
Izjednacavanjem slijedi da je
nx+ nx2+ nx3+ N n\ x**! _(1+x)”+1—
o/t \1)2 \2)3 7 \njn+1  n+l

Sada je ocito da uvrStavanjem x = 2 na lijevoj strani dobivamo zadani izraz pa je traZzena
suma jednaka

3n+1 -1

n+1 °
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Primjer 4.0.7. Odredite funkciju izvodnicu za niz a, = (2,1”) [9, str183., pr.7]
Rjesenje. Gledamo formalni red potencija
(2n) \
3 ()
n>0 n

Zeljeli bi primijeniti binomnu formulu. Zapisimo zadani binomni koeficijent drugacije:

(2n)_ @2nm)! (2n)! _2n.1.2.3.4.5..,_.(2,,_1),%
n _n!-n!_2~4-6~...~2n_n,_ 7 4-6-.. - 24-n
2:2.2-..-2
, 1:3:5-..-@n—-1) (=D (=3)(=5) ... (=2n+ 1)
=2". o =2". (=1)"- p
—Iy=3y=3y. (- 1
:2,1.(_1),1.2”.( 2)( 2)( 2:“ ( n+2)
_ (4 DL -D(-1-2) (- -n+ D)
n!
(-3) -
- car = car()
n! n

Sada ispred binomnog koeficijenta imamo (—4)" Sto nam daje ideju da probamo raspisati
1

po binomnoj formuli izraz (1 — 4x) 2:
1-493=3 (_%)( 4y =3 4)"(_%))& > (2") "
—4x = —4x) = — = X .
n n n
n=0 n=0 n=0
po gore dokazanoj jednakosti binomnih koeficijenata. Dakle, traZena funkcija izvodnica je

1

1
1-4x)2 = .
( 0 V1 —4x




Poglavlje 5

Razni primjeri konacnih zbrojeva

Izdvajamo joS nekoliko zadataka:
Primjer 5.0.1. Odredite zbroj prvih n neparnih brojeva metodom konacnih diferencija.
Op¢i Clan niza je 2k — 1, a trazimo zbroj 1 + 3 + 5 + ... + 2n — 1 za prirodne brojeve n.
Uocimo da je
B —(k—17=k-(K -2k+1)=2k—1
upravo nas op¢i €lan niza, s time da je

kK — (k- 1% = Ak — D).

Stoga je
Dlak-1= Y Ak-D) == [T=+1-12 -1 - 17 =n,
k=1 k=1

Primjer 5.0.2. Izracunajte zbroj [5) 3.2.]:

1 1 1 1 1

S = + + +- 4 + .
1-3 3.5 5.7 2n-3)2n-1) (@n-1)2n+1)

Rjesenje. Buduci da je razlika faktora u svakom nazivniku 2, mnoZenjem obje strane
sa 2 dobivamo nesto §to se moZe iskoristiti

2 2 2 2 2
+ + ot + ,
1-3°3.5 5.7 2n-3)2n—-1) @Qn-DRn+1)

2§ =

47
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iz Cega slijedi

273
-5

+

1

2+
2n

T+ 1

3
r,r r.r.
3737575

Konacno je

Primjer 5.0.3. Za zadanu funkciju f(x) =

f(0)+f(%)+f(%)+...+f(

Oznacimo trazenu sumu sa S':

1
n

5 =10+ (1) {2 |

1 zapiSimo je obrnutim redom:

=2

n

Zbrajanjem dobivamo

”+(2n—1)—(2n—3)+

Qn+1)—Q2n—1)

(2n—-3)2n - 1)
1

(2n—D2n+ 1)
1 1 1

1
7 T o3

n
2n+1°

X

4% +

2

)+f(n;2)+”.+f(%)+f®):§if

n-—1

n

-1 -1 2m+1

, izracunajte zbroj [5) 6.36.]:

)+ 1(2).

d k a n—=k d k n—=k
25 = () 2 ()= 2 () o ()
e ALY Ay n o L\ n
" [ 4n 45 "[o4r 4% 45"
= k 1k = x T T
k=0 4” + 2 4 I 2 k=0 4” + 2 4 n 4 n + 2
i 4 4" i 2 4
= Z n—k n—k = Z n—k + n—k
k=0 4+2'4” 4" +2 k=0 2+4” 4”+2
L N o
= = =N1=n+1
im0 2+47 i
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Sada lako slijedi

Ocito je
1 1 ~ 1
B-k k(k2-1) k(k+Dk-=1)

Rastavimo na parcijalne razlomke:

1 A +§+ C AP +k)+B(k—-1)+CHk* —k)
kk+ Dk-1) k-1 k k+1 (k — Dk(k + 1)

Odavde slijedi
A+B+OK*+(A-0k-B=1.

Dobivamo sustav
A+B+C=0,

A-C=0,
B=-1.

1
RjeSenjasu A = C = EiB:—l paje

1

| [ro1—

1 1 1 1
ot ————+ o - +
(n—l n o n n+1) (n n+l n+1 n+2)

1 1 1 N 1) 1 1

2 2 n+l n+2) 4 2m+Dm+2)

U predzadnjem su se koraku nakon teleskopiranja medusobno ponistili svi ¢lanovi osim
prva dva i zadnja dva.
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Primjer 5.0.5. Izracunajte sumu [5] 4.6.]:

S

Koristeci svojstva binomnih koeficijenata imamo

51 ny 1 Sn+1(n
k+1\k)  n+1 & k+1\k

)

t
Il

-l Sl )

k=0
1 Gt Lo b ]
T+l k) on+l o+l n+1
1
=——@2" - 1.
n+1( )

Primjer 5.0.6. Izracunajte sumu [15, 6.19.]:

$ 1
S = Zln(l + o).
k=1 k

Imamo redom

S=In 1+l +In 1+l +1In 1+l +---+1In 1+l
1 2 3 n

:lng+ln§+lné—1+--~+ln n +lnn+1
1 2 3 n—1 n

(g 3 A d n+1):ln(n+1).

=In

Primjer 5.0.7. Izracunajte sumu [5, 4.2.]:

S = Z(—l)"(").
k=0 k
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Podimo od
1-1"=0. (5.1

S druge strane, po binomnom teoremu je

L) e

Sada iz dvije prethodne jednakosti odmabh slijedi da je S = 0.
Napomena: Primjetimo da je

a iz toga slijedi

(3)+(z)+---:('z)+(z)+---:2"*-

Primjer 5.0.8. Odredite funkciju izvodnica za niz

i pomocu nje izracunajte a,. [\9, str.185., pr.9]

Neka je A(x) odgovarajuca funkcija izvodnica. Imamo

A=Y at =y 2ty (" - k)z” ESYWACEDY (" ’ k)(Zx)"+k

n=0 k=0 n=0 k>0 n=0
o Qo* L A 1
=) 20t e 4 2%
; (1 — 2x)2%+1 kZ; (1—2) 1—2x
R (- S 1 o 1-2x
Cl-2x 4\ -202) C1-20 oY (-4 -x)
i} (2x — 1)?

Rastavom na parcijalne razlomke dobivamo

A B
+ .
1-4x 1-x
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2 1
Odavde se lako dobije da je A = 3 aB= 3 paje

2 N 1
3(1-4x) 3(1-x)

A(x) = % D @xy+ % e

n>0 n=0

A(x) =

Dakle imamo

pa Ce a, biti koeficijent uz x" u raspisu gornjeg izraza, odnosno

2 1 1
n:__4n _:_22n+1 1
a 3 +3 3( +1)

52



Poglavlje 6
Zakljucak

Iako se raCunanje kona¢nih suma mozZe Ciniti jednostavno, zadaci se ¢esto mogu zakom-
plicirati. Ipak, na raspolaganju imamo mnostvo metoda koje nam mogu pomoci u racunu,
a daju nam 1 uvid u rjeSavanje raznih rekurzivnih problema te u neka podruc¢ja matematike
(npr. konacni racun) s kojima se rijetko sre¢emo.

S obzirom da se u matematici ¢esto susreCemo sa sumama, kako bi se mogli njima us-
pjesno koristili potrebno nam je znanje odredenih matematickih alata. U radu su obradene
opée metode za izraCun suma uz primjere. Naslucivanje rjeSenja i dokaz indukcijom je
mozda najprirodnija metoda, no nije najefikasnija u sloZenijim zadacima. Stoga smo
proucili i razne druge metode, od poznatijih poput rastava na parcijalne razlomke i te-
postoje veze izmedu suma i rekurzija pa odredene sume mozZemo izraCunati sluzei se
funkcijama izvodnicama. Najprimjerenija metoda ovisi od zadatka do zadatka 1 opCenito
nema optimalne metode kojom bi se mogao rijeSiti svaki zadatak. Inuticija potrebna za
brz pronalazak korisne metode dolazi s iskustvom i poznavanjem raznih alata koji su nam
dostupni, a nadamo se da ¢e ovaj rad u tome pomoci.
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Sazetak

U ovom smo radu proucili neke metode za racunanje konacnih suma. Zapoceli smo s do-
bro poznatim primjerima aritmetickog i geometrijskog niza. Kao daljnju inspiraciju za
trazenje metoda raCunanja kona¢nih suma obradili smo par rekurzivnih problema - Hanoj-
ske tornjeve i dijeljenje ravnine pravcima, a zatim smo opisali metodu repertoara. Naglasak
smo stavili na funkcije izvodnice koje su ovdje posebno korisne. Zatim su obradene neke
metode za racunanje suma: naslucivanje rjeSenja uz dokaz indukcijom, rastav na parci-
jalne razlomke i teleskopiranje, metoda perturbacije, zamjena sume integralom, ekspan-
zija 1 kontrakcija 1 koriStenje kona¢nih diferencija. Konacno, vidjeli smo 1 primjere nekih
kombinatornih suma koje ukljucuju binomne koeficijente. Na kraju rada smo rijesili joS
nekoliko primjera sa kona¢nim sumama koristeci razne metode spomenute u radu.



Summary

In this thesis we analysed some of the methods for calculating finite sums. We started with
the well-known examples of arithmetic and geometric sequences. As further inspiration for
finding the methods for calculating finite sums, we also analysed a few recursive problems
— the Towers of Hanoi and plane division by lines, and we described the Repertoire Method.
Special emphasis was put on generating functions which proved to be especially useful
here. In addition, we analysed some other methods for calculating finite sums: guessing
the result and proving by induction, partial fractions decomposition and telescoping, the
perturbation method, interchanging sums and integrals, expansion and contraction and the
method of finite differences. Finally, we presented some examples of combinatorial sums
which include binomial coefficients. In conclusion of this thesis, a few more examples of
finite sums were solved using the above-mentioned methods.



Zivotopis

Rodena sam u Slavonskom Brodu gdje sam zavrSila osnovnu $kolu i Prirodoslovno-matematicku
gimnaziju Matija Mesié. Zatim sam upisala preddiplomski studij Prirodoslovno-matemati¢kog
fakulteta u Zagrebu na odsjeku za Matematiku. Takoder sam zavrSila preddiplomski studij
poslovne informatike na veleuciliStu Vern. Aktivno govorim engleski jezik. Nakon stjeca-

nja akademskog naziva sveuciliSne prvostupnice edukacijske matematike po€injem raditi u
struci. Tokom rada u $koli sudjelovala sam u raznim projektima i stru¢nim usavr$avanjima.
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