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Uvod

SET je nevjerojatno zabavna misaona igra kartama najmijenjena djeci i odraslima, a osmi-
slila ju je Marsha Jean Falco 1974. godine. Cilj igre je prona¢i tri karte koje ¢ine takozvani
”set” unutar kompleta od 81 karte. Na svakoj karti nalaze se simboli koji se razlikuju u
Cetiri karateristike: broj (jedan, dva i tri), oblik (val, oval i romb), ispuna (neispunjeno,
djelomicno i potpuno ispunjeno) i boja (crvena, ljubicasta i zelena). Igra zapocinje s dva-
naest karata okrenutih licem prema gore medu kojima igraci traze “’set” - tri karte kojima
je pojedina karakteristika simbola na svim kartama ista ili na svim razli¢ita. Nekad medu
dvanaest karata nema “seta” pa igraci nadodaju jos tri karte. No, moguce ja da ni medu
tih petnaest karata 1 dalje nema seta. Postavlja se pitanje koliki je maksimalni broj karata
medu kojima nema “seta”.

Igraju¢i SET mnogi ne bi naslutili da se u pozadini igre krije matematika. Osim §to je

zabavna, igra se povezuje s mnogim matematickim problemima iz podrucju afine geome-
trije, linearne algebre, teorije skupova, kombinatorike i vjerojatnosti.
U ovom diplomskom radu glavni je naglasak na pronalasku maksimalnog skupa karata
medu kojima nema “seta”. U tu svrhu, matematicki ¢emo interpretirati igru SET pomocu
konagnog Eetverodimenzionalnog afinog prostora Z3. Analizom svojstava i geometrije afi-
nog prostora Z, problem pronalaZenja skupa karata medu kojima nema “seta”, svodi se
na problem pronalaska podskupa to¢aka unutar afinog prostora Z3 u kojemu nema pravca,
takozvana 4-kapica.

U prvom poglavlju dana je povijest SET-a te su detaljno objasnjena pravila igre. Uvodi
se pojam anti-seta, skupa karata bez “’seta”, kao 1 shematski prikaz igre pomocu 3 x 3
tablice koji ¢emo iskoristiti za pronalazak maksimalnog anti-seta.

Drugo poglavlje posveceno je svojstvima vektorskog i1 afinog konacnog prostora Z7,
posebno geometriji Z§ za n = 1,2, 3,4 te matematickoj interpretaciji SET-a pomocCu tog
prostora.

U tre¢em poglavlju iznosimo provjeru da je pronadeni anti-set u prvom poglavlju zaista
skup bez ”seta” te matematicki dokaz maksimalne velicine tog skupa.

SET je odli¢na ilustracija afinog prostora Zg. Broj karakteristika simbola na kartama igre
odreduje njegovu dimenziju pa tako simboli na kartama mogu opéenito imati n karakteris-
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tika. Zanimljivo je da problem pronalaska n-kapice zapravo nije tako lagan kako se mozda
¢ini. Za sada su poznate veliCine n-kapice za n < 6, a za ostale je moguce odrediti samo
gornju granicu i to pomocu teorema kojeg iznosimo na kraju treceg poglavlja.

U posljednjem Cetvrtom poglavlju bavimo se primjenom igre SET u nastavi mate-
matike. Kako se radi o igri kartama, otvaraju se brojna pitanja iz podrucja kombinato-
rike 1 vjerojatnosti koja moZemo postaviti ucenicima treCeg razreda srednje Skole kako bi
uvjezbali osnovne principe kombinatorike i1 vjerojatnosti te razvijali logicko i apstraktno
razmiSljanje. Isto tako, SET predstavlja konkretan model skupa pa iznosimo i nacin na
koji bi ucenici petog razreda osnovne skole i uCenici prvog razreda srednje Skole pomocu
zabavne igre mogli uspjesno savladati osnovne operacije sa skupovima.

Internetska verzija SET-a moZe se pronaci na stranici www . setgame . com/set/puzzle.
Svima onima koji su tek sad otkrili ovu igru preporu¢amo da se okuSaju u njoj.


www.setgame.com/set/puzzle

Poglavlje 1
Igra SET

1.1 Povijest

Rade¢i geneticka istrazivanja u Cambridgeu u Engleskoj 1974. godine, igru SET osmislila
je Marsha Jean Falco, magistra znanosti na podru¢ju populacijske genetike. Ideja za igru
SET nastala je kad je Marsha pokuSavala shvatiti je i epilepsija kod njemackih ovcara
nasljedna. Kako bi pratila pojedine osobine pasa, Marsha je kreirala kartice sa skupom
informacija za svakog psa. Buduci da su odredeni skupovi informacija kod mnogih pasa
bili isti, Marcha je crtala simbole koji bi predstavljali odredeni skup informacija umjesto
da ih svaki put nanovo ispisuje. Razliciti simboli s razliitim svojstvima predstavljali su
razliCite osobine pasa. Dok je veterinarima objaSnjavala matematicka svojstva koja se
kriju u kombinacijama simbola na kartici, Marshi je sinula ideja o zabavnoj kartaskoj igri
pronalaZenja razli¢itih kombinacija simbola. Uz ohrabrenje prijatelja i obitelji, godinama
je razvijala svoju igru koja je konacno 1990. godine objavljena i plasirana na trziste. Od
tada je SET postao veliki hit, kako unutar matematicke zajednice tako i izvan nje. [13]]

ME

Slika 1.1: Tipi¢ne karte SET-a
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1.2 Pravila igre

SET se sastoji od posebnog kompleta karata (slika [I.1), a pravila su vrlo jednostavna.
Svaka karta jedinstveno je odredena s Cetiri karakteristike simbola: broj, oblik, ispuna i
boja. Svaka od karakteristika ima tri mogucnosti prikazane na slici Bududi da za
pojedinu karakteristiku postoje tri razli¢ite moguénosti, postoji ukupno 3* = 81 razlicitih
kombinacija, pa se SET sastoji od ukupno 81 razlidite karte.

broj: oblik: ispuna: boja:

@ | jedan | P | val () | neispunjeno | @l | crvena

@ djelomicno C

— dva @ | oval A ispunjeno @ | !jubicasta
t

a | ui <4 | romb a Porune @ | :clena

= ispunjeno

Slika 1.2: Moguc¢nosti za pojedinu karakteristiku simbola na karti

Igra zapocinje tako da jedan od igraca najprije promijeSa snop karata, a zatim na stol
slozi u obliku pravokutnika (3 X 4) dvanaest karata licem okrenutih prema gore. Cilj igre
je pronaci ’set”. Tri karte Cine set ako je pojedina karakteristika likova na svim kartama
ista ili na svim kartama razli¢ita. Drugim rijeCima, set Cine tri karte ako su istovremeno
ispunjeni sljedeéi uvjeti [20]:

1. broj simbola mora biti isti na sve tri karte ili razli¢it na sve tri karte

2. oblik simbola mora biti isti na sve tri karte ili razlicit na sve tri karte

3. ispuna simbola mora biti ista na sve tri karte ili razli¢ita na sve tri karte
4. boja simbola mora biti ista na sve tri karte ili razlic¢ita na sve tri karte.

Tako, na primjer, slika [I.1] prikazuje set jer su simboli na sve tri karte razli¢itog broja,
razli¢itog oblika, razliCite ispune i razliCite boje. Slika[I.3]prikazuje jos dvije trojke karata
koje Cine setﬂ Prve tri karte Cine set jer su simboli na njima istog oblika, iste ispune,

Nadalje u tekstu “set” malim tiskanim slovima oznacava tri karte koje zadovoljavaju uvjete od 1. do 4.,
a ”SET” velikim tiskanim slovima oznacava cijeli komplet karata, odnosno samu igru.
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razlicite boje i razliitog broja, dok druge tri karte Cine set jer su njihovi simboli iste ispune,
razli¢itog oblika, razli¢itog broja i razliCite boje.

sl l ey,
' — )
p j ||

Slika 1.3: Primjeri seta

S druge strane, na kartama na slici [I.4] simboli su iste boje, iste ispune te razli¢itog broja,
ali na prve dvije karte oblik simbola je oval dok je na trecoj karti oblik simbola val. Dakle,
ove karte ne zadovoljavaju uvjet da su simboli na sve tri karte istog ili razli¢itog oblika pa
ne Cine set.

e
-

— P
| ™

Slika 1.4: Primjer karata koje ne Cine set

Nakon Sto je jedan od igraca na stol poslozio dvanaest karata licem prema gore, igraci
zapocCinju traziti set. Prvi igra€ koji uoci set najprije mora reci set, a zatim uzeti karte sa
stola. Nitko od ostalih igraca ne mozZe nastaviti igru dok prvi igra¢ ne ukloni odgovarajuce
karte koje ¢ine uoceni set (karte moraju biti uklonjene u roku od nekoliko sekundi nakon
Sto igrac kaze set). Nakon toga, iz snopa preostalih karata na stol se postavljaju nove tri
karte te igraCi ponovo traze set. Igra zavrSava kada se sve karte podijele i viSe nije moguce
pronaci niti jedan set. Pobjednik je onaj igrac koji pronade najviSe setova. [17/]

Potrebno je malo prakse za prepoznavanje setova pa se SET u pocetku mozZe igrati
polako. Medutim, s grupom iskusnih igraca, SET se igra munjevitom brzinom. Kako bi
se natjecalo u takvoj grupi, mora se nauciti lako uociti setove. Najucinkovitiji nacin brzog
prepoznavanja seta je promotriti parove karata jer za svake dvije postoji jedinstvena treca
karta koja s njima tvori set. Na primjer, ako simboli na prve dvije karte imaju isti oblik,
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tada treca karta koja bi s njima Cinila set treba imati simbole istog oblika. Isto tako, ako su
boje simbola na prve dvije karte razlicite, treca karta koja bi s njima ¢inila set mora imati
simbole razlicite boje od prvih dviju karata. Sli¢no za ostale karakteristike.

Prirodno se namece pitanje Mozemo li u svakoj kombinaciji dvanaest karata pronaci
set? Odgovor je negativan, a slika [I.5] prikazuje jednu takvu kombinaciju. Pogledamo li
dvije karte znamo koja treca karta s njima Cini set. Primjerice, pogledajmo kartu na kojoj
je jedan zeleni potpuno ispunjeni val te kartu na kojoj su dva crvena djelomi¢no ispunjena
romba. Simboli na tim kartama imaju razlicite sve Cetiri karakteristike pa je treca karta
koja s njima ¢ini set ona na kojoj su tri ljubicasta neispunjena ovala. No, medu preostalim
kartama na slici [I.5] nema takve karte. Stoga za karte koje smo promatrali nema seta.
Nastavimo 1i na taj nacin traZiti setove uocit cemo da medu kartama nema seta. Dakle,

t
X
c

Qu
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|
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LN W

Q00| ¢
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000
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Slika 1.5: Kombinacija dvanaest karata koje ne sadrZe set

moZze se dogoditi da medu dvanaest podijeljenih karata nema niti jednog seta. U tom
slucaju pravila zahtijevaju da se podijele jos tri karte te se igra nastavlja s ukupno petnaest
karata. Ako i dalje medu petnaest karata nema seta, podijele se joS tri karte i tako dalje
sve dok se medu kartama ne pojavi barem jedan set. Upravo nas to dovodi do sljedeceg
pitanja:

1. Koliko je najmanje karata potrebno da bi medu njima bile tri karte koje Cine set?
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Ovo je glavni problem kojim ¢emo se baviti u ovom diplomskom radu. Do odgovora
bismo mogli do¢i sustavnim ispitivanjem svih moguénosti. Medutim, postoji jako puno
mogucih kombinacija pa bi taj postupak bio dugotrajan i zamoran. Kao $to smo vec u
uvodu najavili, igru SET mozemo matematicki interpretirati Sto uvelike olakSava rjeSavanje
postavljenog problema.

1.3 ”’Anti-set”

U igri SET cilj je prikupiti Sto viSe setova. Ali Sto ako bismo preokrenuli taj cilj? Recimo
da Zelimo pod svaku cijenu izbjeci set 1 pronaéi skup karata koji ne sadrzi niti jedan set. S
tim ciljem, uvodimo pojam “anti-set” [4] koji oznaCava upravo takav skup karata. Dakle,
postavljamo novo pitanje: ’Koliki je najve¢i moguci anti-set?”’.

Na slici [I.5] vidimo primjer anti-seta od 12 karata. Zanima nas koliko najvise karata
mozemo odabrati, a da ne sadrze set. Na primjer, sigurno znamo da bilo koje dvije karte
SET-a Cine anti-set. Isto tako, vidjeli smo primjer anti-seta od 12 karata. Kako pronaci
anti-set od 18 karata? Je li to uopce moguce? U tu svrhu, zapo¢nimo razmatranje nesto
jednostavnijeg problema.

SET s 9 karata

Najprije izdvojimo samo karte s ljubiCastim i potpuno ispunjenim simbolima (slika [I.6)).

e
¢:¢
<
-
-:-
o
~w

o~
~w ~w
~ i~

Slika 1.6: SET s dvije karakteristike

Umyjesto da promatramo cijeli komplet od 81 karte, promatrat ¢emo samo njih 9. U sustini,
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od ukupno Cetiri karakteristike, simboli na kartama razlikuju se u samo dvije i to obliku i
broju, dok su boja i ispuna simbola na svim kartama jednake.

Promatrajuéi ove karte lako se uoci da je moguce odabrati Cetiri koje ne sadrze set. Isto
tako, postoji visSe moguénosti odabira anti-seta veliine 4. Kako bismo zorno prikazali ne-
koliko takvih moguénosti koristit ¢emo 3 X 3 tablicu. Svako polje tablice odgovara jednoj
karti na slici

Dodavanjem X u pojedinu polje tablice oznacit ¢emo odabranu kartu. Na taj nacin
moZemo shematski prikazati nekoliko primjera anti-seta veli¢ine 4 (slika[1.7).

X X X X
XX J ] X, X X, itd.
XX X X XX X

Slika 1.7: Anti-set veliine 4

Primjetimo da ¢emo dodavanjem X" u prazno polje bilo kojeg anti-seta dobiti skup od 5
karata koji sadrZi set (slika [I.8). Za svake dvije karte unutar anti-seta postoji jedinstvena
treca karta izvan anti-seta koja s njima ¢ini set. Uocimo na slici da set ¢ine tri ”x”
na liniji koja prolazi jednim stupcem ili jednim retkom, na glavnim dijagonalama tablice,
ali 1 na liniji koja ”’preskace” na suprotni kraj kada dode do ruba tablice, kao Sto prikazuje
posljednja tablica na slici[I.8] Lako se u to uvjeriti poveZemo li karakteristike simbola na

X X | x
>< ’ » ’ X
X X X X

Slika 1.8: Setovi u skupu od 5 karata

karti s retkom 1 stupcem tablice. Svaki stupac odgovara broju, a redak obliku simbola na
karti. Po definiciji seta, tri karte tvore set ako im je pojedina karakteristika ista ili razlicita.
Dakle, u shematskom prikazu sva tri ”X” moraju stajati u istom stupcu ili razli¢itim stu-
pcima. Isto vrijedi i za retke. Dokaz naSeg opaZanja bit ¢e proveden u idu¢im poglavljima.

SET s 27 karata

U prethodnom slucaju ogranicili smo se na karte sa samo dvije karakteristike, oblikom i
brojem, dok su boja 1 ispuna bile na svim kartama jednake. Sto ako u igru dodamo jo$ jednu



POGLAVLIJE 1. IGRA SET 9

= < -
||l < g <l e : -
< ||| <> Q- <
N I a -
- Qb -
. 2 Jop r

— _, i o~
=l = =1 1= 0 ||| o )
~“l = = ad I

Slika 1.9: SET s tri karakteristike

karakteristiku, na primjer ispunu? U tom slucaju SET se sastoji od 27 karata s ljubicastim
simbolima razli¢itog oblika, broja i ispune (slika[[.9)). Anti-set veli¢ine 9 moZemo odabrati
na razli¢ite nacine od kojih je jedan prikazan na slici Ponovo koristimo tablicu kao
zgodnu i jednostavnu ilustraciju odabira karata. PoSto sada imamo tri razlicite karakteri-
stike, osim redaka i stupaca razlikujemo i tri tablice koje odreduju pojedinu ispuna likova
na kartama. Stoga, set Cine tri ”X” koja se nalaze u istom ili razli¢itom retku, istom ili
razli¢itom stupcu te istoj ili razli¢itoj 3 X 3 tablici.

X X X

X X X

Slika 1.10: Anti-set veli¢ine 9

Primjetimo da ¢emo dodavanjem %’ u bilo koje prazno polje dobiti skup od 10 karata koji
sadrZi set, a jedan takav primjer prikazuje slika(l.11} Dokaz ovog opazanja bit e proveden
nesto kasnije.

x| |X X

x| | x| X
X[ [x 1 [IX X

Slika 1.11: Set u skupu od 10 karata
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SET od 81 karte

Sada ovaj model moZemo primijeniti na sluc¢aj u kojemu nema fiksnih karakteristika tj.
na cijeli komplet od 81 karte. Poredajmo ih na nacin da predhodnu formu od 27 karata
kopiramo tri puta jednu ispod druge u tri razli¢ite boje (slika|l.12]). PrikaZemo li to pomocéu

— ||| <= > <> > <>
<> "j: <> i) / > =
| . @D -
1=l ==l2]=]=]=
D e Al -
. ) . Ay ~y
) ? ||| ew ?:;;j P, : -~
= | e o~
<> —~ <> || O < <@ e <
<> [ <
— o am -
(D) aAlb -
| | W) O o~
Sl ||| e o~ ||| =
— 2 Jy 4
M=l =l = > i<
> — “'--:x == L |Ib /\> ‘\> ‘ ‘
=l = O -
' - e @ -
P [ o &j -~y

) — _ (P _ -
- &= o E\? 5:2 o~y ~
V) A o~

Slika 1.12: SET

10

tablice, mozemo uociti veliku tablicu ¢ije su Celije ispunjene malim tablicama. Redak
velike tablice odgovara boji, a stupac velike tablice ispuni simbola na kartama. Redovi
male tablice odgovaraju obliku, a stupci broju simbola na kartama. Dakle, tri ¢e karte
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Ciniti set ako se nalaze u istom ili razliitim stupcima velike tablice te istom ili razli¢itim
stupcima male tablice. Isto vrijedi i za retke velike i male tablice.
Na slici[I.T3|shematski je prikazan anti-set veli¢ine 20. Dodavanjem ”x” u bilo koje prazno

X X X
X X X
X X X
X X
X X X
X X X
X X X

Slika 1.13: Anti-set veli¢ine 20

polje dobit ¢emo skup od 21 karte koji sadrZi set. Na primjer, kao na slici Nesto
kasnije ¢emo se uvjeriti da je to zaista tako.

x| |x X
X X X
X[ [x X
X X
X x| %
x| [ X
% x| |x

Slika 1.14: Set u skupu od 21 karte

Dakle, mogli bismo pretpostaviti da je iz kompleta karata s dvije karakteristike moguce
podijeliti maksimalno 4, iz kompleta karata s tri karakteristike maksimalno 9, a iz kompleta



POGLAVLIJE 1. IGRA SET 12

karata s Cetiri karakteristike maksimalno 20 karata medu kojma nema seta. Na temelju
nekoliko prethodno promotrenih primjera ne mozemo zakljuciti je li naSa pretpostavka
ispravna. Potrebno je utvrditi je li pronadeni skup karata zaista anti-set te da ne postoji
vedi anti-set u bilo kojem od navedenih slucajeva. S ciljem rjeSavanja tog problema, igru
SET opisat ¢emo na matematicki nacin te cemo matematickim ”alatima” formalno dokazati
da su gore navedeni anti-setovi zaista najve¢i moguci.



Poglavlje 2

Matematicka interpretacija igre SET

2.1 Vektorski prostor Z% nad poljem Z;

Za pocetak prisjetimo se osnovnih pojmova polja i vektorskog prostora [19, [18]].

Definicija 1. Neka je F neprazan skup na kojem su definirane binarne operacije zbrajanja
+ i mnoZenja -. KaZemo da je uredena trojka (F, +, -) polje ako vrijedi

1. (F,+) Abelova grupa
2. (F*,-) Abelova grupa (F* = F \ {0})
3. svojstvo distributivnosti operacije - obzirom na operaciju +:

x-0+2)=x-y+x-z, (x+y)-z=x-z2+y-2, zasvex,y,z€F.

Pritom je 0 neutralni element za zbrajanje, a 1 neutralni element za mnoZenje.

Radi jednostavnosti, ¢esto se sam skup F naziva polje. Najpoznatiji primjeri polja s
kojima se neprestano susreCemo su Q, R i C. Konacna polja su polja s konaéno mnogo
elemenata. Vazan primjer takvog polja je (Z,, +, -,) gdje je p prost broj, Z, konacan skup
{0,1,2,...,p — 1}, a +, 1 -, binarne operacije zbrajanja i mnoZenja definirane na sljedeci
nacin:

a+,b=c ako a+b=c(modp), i
a-,b=d ako a-b=d(modp), a,b,c,d€Z,.

Elemente bilo kojeg polja Cesto zovemo skalari, osobito u kontekstu vektorskog prostora
nad poljem.

13
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Definicija 2. Neka je (V,+) Abelova grupa, zatim F polje. Ako postoji preslikavanje - :
F x V — V koje zadovoljava sljedeca svojstva:

l.a-B-a)=(-B)-a zasvea,BeF,acV (kvaziasocijativnost)

2. (x+B)-a=a-a+B-a,zasvea,FeF, acV
(distrubutivnost operacije - u odnosu na zbrajanje u F)

3. a-(a+b)=a-a+a-b,zasvea€F, a,beV
(distrubutivnost operacije - u odnosu na zbrajanje u V)

4 1-a=a, zasvea€cV,

tada se uredena trojka (V, +, -) naziva vektorski ili linearni prostor nad poljem F.
Elemente skupa V zovemo vektorima, a neutralni element Abelove grupe (V, +) nulvektor i
oznacavamo s Oy. Operaciju - nazivamo mnoZenje vektora skalarom, a radi jednostavnosti
umjesto « - a pisemo aa.

Ako je F konacno polje sa p elemenata (skalara), onda je i vektorski prostor F* konacan
skup 1 sadrZi p" elemenata (vektora). Posebno, za n = 1 dobivamo da je polje F vektor-
ski prostor nad samim sobom. Pri tome, elementi polja imaju dvostruku ulogu - oni su i
vektori i skalari, a operacija mnoZenja iz polja ujedno je i operacija mnozenja skalarom u
vektorskom prostoru.

Zamatematicki opis igre SET od interesa ¢e nam biti kona¢ni vektorski prostor (Z5, +3, -3).

Polje Z; sastoji se od tocno tri skalara {0, 1, 2} pa u ¢itavom vektorskom prostoru Z; postoji
3" vektora. Binarna operacija +3 na skupu Z; svakom uredenom paru (x, y) € Z3 X Zj3 pri-
druZuje ostatak pri dijeljenju broja x + y brojem 3. Isto tako, binarna operacija -3 na skupu
Z3 svakom uredenom paru (x, y) € Z3 X Z3 pridruzuje ostatak pri dijeljenju broja xy brojem
3. Rezultate operacija na svakom uredenom paru zapisujemo Cayleyevim tablicama:

s flofrf2]  [sfoft[2]
00[1]2 0][0]0]0
1120 o112
2 [2(0]1 2021

Iz tablice se vidi da su elementi 1 i 2 medusobno suprotni za zbrajanje pa se ¢esto umjesto
2 piSe —1 te se umjesto 1 piSe —2. Svaki od elemenata 1 1 2 sam je sebi inverz za mnoZenje
(elementi 11 p — 1 uvijek su inverzi sami sebi za mnoZenje u Z,,).

Elementi vektorskog prostora (Z%, +3, -3) su vektori prikazani kao uredene n-torke (xi, x, . . .

2 Xp)
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gdje su x; € Zy zai € {1,2,...,n}. Na tom prostoru definirano je zbrajanje n-torki +j i
mnoZenje n-torki skalarom -3 po koordinatama t;j.

X3 = (X1, %0, X)) 43 V1 V2s oo o5 V0) = (X1 F3 V1,200 +3 V25 -« X +3 V)

i asX=a3(x,%,...,%)=(@3X,03X,...,3X,), 5, YEZL;, ac€Zj.
Na primjer, neka su X = (1,0,...,0,0,2)i ¥ = (2,0,...,0, 1,2) elementi vektorskog pro-
stora Z3, njihov zbroj jednak je
X+y¥ = (1,0,...,0,0,2) +5(2,0,...,0,1,2)
= (1+32,0+30,...,04+30,0+31,2+52)
= (0,0,...,0,1,1).

Pomnozimo li vektor ¥ skalarom @ = 2 iz polja Z; dobivamo sljedece

24X = 24(1,0,...,0,0,2)
251,240,...,2:30,250,2:32)
(2,0,...,0,0,1).

2.2 Koordinatizacija i algebarski opis seta

Prisjetimo se da su karte SET-a odredene s Cetiri karakteristike: broj, oblik, ispuna 1 boja,
a svaka od njih ima tri moguénosti. Upravo sama konstrukcija karata indicira da igru SET
moZemo modelirati pomo¢u kona¢nog etverodimenzionalnog vektorskog prostora Z3 koji
se sastoji od 3* = 81 elementa. Dakle, karte SET-a predstavljaju vektore, odnosno ele-
mente tog vektorskog prostora. Svakoj karakteristici pridruzit ¢emo po jednu koordinatu:
x1 oznacava broj, x; oblik, x3 ispunu i x4 boju simbola na karti. Buduci da se nalazimo
nad poljem Z; koordinate poprimaju vrijednosti 0, 1 1 2 Sto je ekvivalentno Cinjenici da
pojedina karakteristika moze poprimiti tri mogucnosti. Stoga, svaku kartu SET-a moZemo
prikazati kao uredenu cetvorku (xi, x;, x3, x4) u vektorskom prostoru Zg‘ nad poljem Zj.
Model prema kojem ¢emo karti pridruZiti uredenu Cetvorku prikazan je tablicom
Tako, na primjer, karte na slicikoje C¢ine set, odgovaraju ¢etvorkama (0, 2,2,0), (1,1, 1, 1)
1(2,0,0,2). Promatrajuci karte na ovaj nacin postavlja se pitanje kako prepoznati set. Zbro-
jimo 1i prethodne Eetvorke u Z; dobivamo sljedece

0,2,2,0)+5 (1,1, 1,1) +3 (2,0,0,2) = (0,0,0,0).
Pogledajmo primjere na slici[[.3] prikazimo karte kao uredene Cetvorke te ih zbrojimo:

(2,0,0,0) +5 (1,0,0,1) +5 (0,0,0,2) = (0,0,0,0)
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koordinata H 0 \ 1 2
broj - x; jedan dva tri
oblik - x, val oval romb
ispuna - x3 || neispunjeno | djelomi¢no ispunjeno | potpuno ispunjeno
boja - x4 crvena ljubicasta zelena

Tablica 2.1: Prijelaz na koordinatni prikaz

0,0,2,0) +3 (1, 1,2,1) +3 (2,2, 2,2) = (0,0,0,0).

Uocimo da zbrajanjem triju Cetvorki koje ¢ine set u svakom od ovih slucajeva kao rezultat
dobivamo (0,0, 0, 0). S druge strane, zbrojimo li ¢etvorke koje odgovaraju kartama na slici
koje ne ¢ine set, dobivamo:

0,1,2,0) +5 (1, 1,2,0) +3 (2,0,2,0) = (0,2,0,0) # (0,0,0,0).

Dakle, naslucujemo da set predstavljaju tri vektora kojima je zbroj jednak nulvektoru.
PokaZzimo da je uistinu to tako i1 promotrimo samo jednu koordinatu uredene Cetvorke
(x1, X2, X3, x4). Da bismo imali set pojedina karakteristika na sve tri karte mora biti ili
ista ili razli¢ita. Primjetimo da je rezultat zbrajanja bilo koja tri ista elementa iz polja Zj
jednak nuli:

x+x+x=3x=0(mod3),

tj.
X+3x+3x=0.

Isto tako, zbroj tri elementa iz Z; od kojih se svaki razlikuje od ostalih jednak je nuli:
0+1+2=3=0(mod3),

odnosno
0 +3 1 +3 2=0.

Suprotno tome, pretpostavimo da su x i y razliCiti elementi iz Z;. Tada je
xX+x+y=2x+y=y—x(mod3) 0.

Primjenimo li ove argumente na zbrajanje sve Cetiri koordinate moZemo zakljuciti da set
prestavljaju tri vektora ¢iji je zbroj jednak nulvektoru.



POGLAVLIJE 2. MATEMATICKA INTERPRETACIJA IGRE SET 17

Iz ovih opaZanja dobivamo jednostavan algebarski opis koji nam govori kada tri karte
¢ine set:

] - > - .. . e I
Svojstvo 1. Karte ki, ky i k3 u Zg‘ Cine set ako i samo ako je ky + ky + k3 = Oy.

- -
Iz ovog svojstva direktno slijedi da par karata k; i k, jedinstveno odreduje trecu kartu
koja s njima tvori set:

— - - - o
k3 =-k—k = 2(](] + kz)

Radi jednostavnosti, od sada pa na dalje za zbrajanje u Z; umjesto +3 pisat ¢emo samo
znak + za koji ¢emo podrazumijevati da se odnosi na zbarajanje modulo 3.

2.3 Afini prostor Z7

Vektorski prostor Z7 takoder moZemo promatrati kao n-dimenzionalni afini prostor nad
samim sobom. Elementi afinog prostora su foc¢ke pa u ovom slucaju uredene n-torke imaju
ulogu vektora i tocke. Prije nego Sto se pozabavimo sa Z} prisjetit emo se definicije afinog
prostora. [2, 6415 22]

Definicija 3. Neka je ‘A neprazan skup, V vektorski prostor nad poljem F, te neka je defi-
nirano preslikavanje v : A X A — V. Uredena trojka (A, V,v) naziva se afinim prostorom
nad 'V, a elementi skupa A tockama tog prostora ako vrijedi:

(Al) za svaki A € A i svaki x € V postoji jednoznacno odredena tocka B € A tako da
jev(A,B) = x;

(A2) za sve A, B,C € A vrijedi v(A, B) + v(B, C) = v(A, C) (Charlesova jednakost).

Cesto se, radi jednostavnosti, sam sup A naziva afinim prostorom.

Kako je Z;3 polje, a Z} vektoreski prostor, za X = (X1, x2,...,X,) € Z51Y = (y1,y2,...,yn) €
Z% definiramo preslikavanje v : Z7 X Z} — Z% sa

H
VIX,Y)=XY =Y -X=01—X1,Y2— X2, e e, Y0 — Xp)-

Uz tako definirano preslikavanje v, Z5 je konacno-dimenzionalni afini prostor nad sa-
mim sobom. Elementi tog prostora su k-dimenzionalne ravnine ili k-ravnine gdje je k €
{0,1,2,...,n — 1}. Posebno se O-ravnina naziva focka, 1-ravnina pravac, 2-ravnina ra-
vnina, a (n — 1)-ravnina hiperravnina. Svaka k-ravnina je k-dimenzionalni afini potprostor
afinog prostora Z7.



POGLAVLIJE 2. MATEMATICKA INTERPRETACIJA IGRE SET 18

Tocke u Z}
Tocke u Zj su uredene n-torke (xi, x, ..., x,) gdje su x; € Z3, i € {1,2,...,n}. Dakle, Z] se
sastoji od 3" toCaka. ToCke Ay, A,, ..., Ay € Z5 su linearno zavisne ako i samo ako vrijedi

Zk:aiA,-:O, Zk:ai:O (2.1)

i=1 i=1

i barem jedan od «; # 0, «; € Z3 = {0, 1, 2}. Posebno za tri linearno zavisne tocke kazemo
da su kolinearne, odnosno da leZe na istom pravcu. Za Cetiri linearno zavisne tocke kazemo
da su komplanarne ili da pripadaju istoj ravnini.

Pravci u Z’;

Pravac odreden tockom A(ay, as, . .., a,) i vektorom smjera @ = (vy, vy, ..., v,) ima parame-
tarsku jednad?Zbu u koordinatnom obliku

(a1 + avy,ax + avy, ..., a, + av,),

pri ¢emu je parametar @ € Zz. Ako je pravac odreden dvjema razliitim toCkama A i B,

tada je njegov vektor smjera jednak vektoru AB = B — A. Budu¢i da parametar @ moze
poprimiti samo vrijednosti 0, 1 ili 2, svaki se pravac u Z sastoji od samo 3 razliCite toCke:
(ar,an,...,a,), (A +vi,ar + vo,...,a, + v,) i (a; + 2vy,ar + 2v,,...,a, + 2v,). Dakle,
za svake dvije razliCie tocke postoji jedinstvena treca toCka koja s njima tvori pravac u Zj.
Za prvu tocku moZemo odabrati bilo koju od njih 3", za drugu bilo koju od njih 3" — 1,
dok je treca toCka jedinstvena. Kako redoslijed to¢aka na pravcu nije bitan, prema principu
prebrojavanja postoji ukupno

3.(3"-1-1_ 3"-(3"-1)
3.2-1 B 6

razliCitih pravaca u Z3.

Ravnina u Z’;

Ravnina odredena tockom A(ay, as, . . ., a,) i s dva nekolinearna vektora d = (vi,va, ..., V,)
. . . 1% . .
i1b = (wy,wy,...,w,) ima parametarsku jednadZbu u koordinatnom obliku

(ay + avy + pwy,a; + avy + Bwy, ... a, + av, + w,),

pri ¢emu su parametri @, € Z;. Ako je ravnina odredena s tri nekolinearne tocke A, B
— —
i C, tada za vektore a i b moZemo uzeti vektore AB = B— A i AC = C — A. Buduéi da
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parametri « i 8 mogu poprimiti samo vrijednosti 0, 1 ili 2, svaka se ravnina u Z} sastoji od
3 - 3 = 9 razlicitih tocka. Dakle, za svake tri nekolinearne tocke postoji Sest jedinstvenih
toCaka koje s njima tvore ravninu u Z%. Za prvu to¢ku mozemo odabrati bilo koju od njih
3", a za drugu bilo koju od njih 3" — 1. Budu¢i da treca tocka mora biti nekolinearna s prve
dvije, postoji 3" — 3 mogucénosti odabira treCe to¢ke. Ostale tocke su jedinstvene pa prema
principu prebrojavanja, uzimajuci u obzir da redoslijed to¢aka na ravnini nije bitan, postoji
ukupno

3"-(3"—1)-(3"—3)-16:3”-(3”—1)-(3”—3)

9.-8-6-1° 432
razliCitih ravnina u Z3.
k-ravnina u Z}
Opcenito je bilo koja k-ravnina odredena to¢kom A(ay,as,...,a,) 1 sa k linearno neza-
visnih vektora @i = (Vi1,Vi2, ..., Vin)s @ = (Va1, Va2, ooy Vap)se ooy Gk = (Vits Vi, « « + 5 Vi)

Parametarska jednadZzba k-ravnine u koordinatnom obliku je

(a1+a/1v11+012vz1+- A Vi, Ay X1 V12 AVt @ VR, - -, A XV, T A2Vt -+akvkn),
pri ¢emu su parametri «; € Zs3,1 € {1,2,...,k}. Isto tako, k-ravnina je odredena s
k+ 1 linearno nezavisne tocke Ay, A,, ..., Ax1. U tom slucaju za linerno nezavisne vektore

mozemo uzeti vektore
—_— —_— _—
AjlAy = Ay — A, AlA3 = A3 = Ay, A A = A — Ay

Buduc¢i da parametri @; mogu poprimiti samo vrijednosti 0, 1 ili 2, svaka se k-ravnina u
Z% sastoji od 3* razli¢itih totka. Dakle, za svake k + 1 linearno nezavisne tocke postoji
3¥ — k — 1 jedinstvenih to¢aka koje s njima tvore k-ravninu u Z5. Na slican naCin kao
Sto smo prebrojali sve pravce 1 ravnine u Z}, prebrojimo koliko ima k-ravnina. Za prvu
tocku mozemo odabrati bilo koju od njih 3", za drugu bilo koju od njih 3" — 1, a za trecu
bilo koju od njih 3" — 3. Sada Cetvrta tocka ne smije biti komplanarna s prethodne tri pa
postoji ukupno 3" — 9 moguénosti odabira Cetvrte toCke. Isto tako, svaka slijedeca tocka
mora biti linearno nezavisna s prethodno odabranim tockama. Tako se posljednja k + 1
tocka moZe odabrati na 3" — 3*~! nacina. Preostale tocke su jedinstvene pa prema principu
prebrojavanja, uz zanemarivanje redoslijed tocaka na k-ravnini, postoji ukupno

33 =1)-(3"=3) ... (3 =3 1 33y (3 -3
3k Bk — 1) (3k = 3) - ... (3k = 3k=1). [3k=1 — 3k(3k —1). . (3k—3k1)

(2.2)

razli¢itih k-ravnina u Z%.
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Hiperravnina

Izdvojimo posebno jednadZzbu hiperravnine. Osim parametarskom jednadZbom, svaka
se hiperravnina u afinom prostoru Z} moze analiticki predstaviti jednom linearnom jed-
nadzbom oblika

a1 Xy +axxy + -+ X, = Qo

pri ¢emu nisu svi «; € Zs, i € {0,1,2,...,n} jednaki nula. Ova jednadzba naziva se opci
oblik jednadZbe hiperravnine.

Promotrimo li izraz a,x; + apx; + - - - + @,x, moZemo uociti da je za svaku toCku
X = (x1,x2,...,X,) € Z} njegova vrijednost jednaka 0, 1 ili 2. Dakle, svaka toCka afinog
prostora Z7 lezi na jednoj od tri paralelene hiperravnine:

aix;+axx,; +--+ayx, =0
QX+ axxy + -+ ayx, =1

a1X] + Xy + -+ apx, = 2.

Drugim rijeCima, afini prostor Z7 moZe se rastaviti na tri paralelne hiperravnine.

Specijalno razmotrimo u kakvom su odnosu gore navedene paralelne hiperravnine i tocke
nekog pravca u Z%.

Neka je p pravac u Z; odreden s tockama T'(ay, az, . . ., ay), To(a1 +vi, a2 +va, ..., a4, + V)
i Ts(a; + 2vi,ap + 2vy,...,a, + 2v,), gdje je d = (v, vy, ..., v,) vektor smjera pravca p.
Bez smanjenja opcCenitosti pretpostavimo da tocka T(ay, ay, ..., a,) pripada hiperravnini
! Lagxy + axy + - + @x, = 0. Tada vrijedi

aia; + asrar + - + a,a, = 0.

Sada pogledajmo gdje se nalazi tocka T5(a; + vy, a + vy, ..., a, + v,). UvrStavanjem koor-
dinata tocke 75 u izraz a;x; + azx; + - - - + @, x, dobivamo:

a1 Xy +axxy +---+aux, = aa)+avy+aax +avy +---+aua, + v,

(@1a) + arar + -+ - + apa,) + (@ v + vy + -+ + @, vy)

0+ (aqvi + vy + -+, vy)

vy +asvy + -+ @ vy.

Kako se nalazimo u polju Z3, vrijednosti koje dobiveni izraz moZe poprimiti su 0, 11 2, Sto
zna¢i da T, pripada jednoj od paralelnih ravnina. Ako T, pripada hiperravnini IT}™! tada je

avy +avy + -+ a,v, = 0.



POGLAVLIJE 2. MATEMATICKA INTERPRETACIJA IGRE SET 21

Preostaje nam provjeriti kojoj hiperravnini u tom slucaju pripada tocka 75. UvrStavanjem
koordinata tocke 75 uizraz a;x; + asxs + - - - + @, x, dobivamo:
QX1+ QX0+ -+ apXx, = aia; +2a1vy + aadar + 2a0vs + - + @ua, + 2a,v,
= (aia) + aar + -+ - + apa,) + 2(@ vy + aavy + -+ - + @, V,)
0+2-0
= 0.

Dakle, to¢ka T’ takoder pripada ravnini IT} .
Ako totka T, pripada ravnini IT; ™' ... a1x + @ox + - - - + @,x, = 1. Tada je

a vy +ava + -+ a,v, = 1.
Sada za tocku T3 vrijedi:

QX] + Xy + -+ ayX, = qia;+2a1v] +axar + 2a,v, + - - + @ua, + 2a,Vv,
= (aja) + aar + - -+ + apa,) + 2(@ vy + aavy + - - + @, V,)
= 0+2-1
= 2.

Slijedi da se to¢ka T3 nalazi u hiperravnini Hg“l QX F Xy + e+ X, = 2.
U posljednjem slucaju, ako se T nalazi u hiperravnini IT;"' tada je

vy +avy + - a, =2,
a za to¢ku T35 vrijedi:

Q1X] + Xy + -+ ayX, = aia;+2a1v] + axds +2a0vs + - - + @,a, + 2a,Vv,
= (a1a + @ay + -+ @ua,) + 2(a vy + vy + - + @, Vy)
= 0+2-2
= 1.
Slijedi da tocka T5 pripada hiperravnini IT; .
Analogno se dobiva i za slu¢ajeve kada se toc¢ka T nalazi u hiperravnini I} ' i Hg‘].

Dakle, moZemo zakljuciti da se tocke pravca p u Z; nalaze sve u istoj ili svaka u razli€itoj
paralelnoj hiperravnini I, gdje je i = 1,2,3 teje 23 = I "' U I3 U ITA .

2.4 Geometrijska interpretacija seta
U odjeljku 2.2 karte SET-a prikazali smo kao vektore u vektorskom prostoru Z; te smo al-

gebarski opisali kada tri karte ¢ine set. Osim toga, set moZemo interpretirati i geometrijski
pomocu afinog prostora Z;‘.
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Kako je Z7 afini prostor nad samim sobom, tocke tog prostora kao uredene n-torke
imaju dvostruku ulogu: one su tocke, ali i vektori. Stoga, karte SET-a moZemo promatrati
kao tocke u Cetverodimenzionalnom afinom prostoru Z‘;. U tom slucaju, ako su K, K; 1 K3
razliite tocke u Z3, svojstvo [l moZemo pisati kao:

Svojstvo 2. Karte Ky, K, i K3 u Zg‘ Cine set ako i samo ako je K+ K>+ K5 = (0,0,0,0) = 0.

To upravo odgovara uvjetu (2.1)) kolinearnosti tri tocke gdje su @) = a; = a3 = 1 te je
@) +az+az =1+1+1=0. Znamo da tri razliCite kolinearne toCke u Z} Cine jedan pravac
pa prema tome, u geometrijskoj interpretaciji, set mozemo poistovjetiti s pravcem u Z§
Cije tocke predstavljaju karte seta. 1z svojstva 2| direktno slijedi da dvije tocke jedinstveno
odreduju trecu toc¢ku koja je s njima kolinearna:

K3 = 2(K1 + Kz) (23)

U odjeljku 2.2 (str. 16) vidijeli smo da se zbrajanjem tri iste ili tri razli¢ite vrijednosti
u Z3 dobiva 0. Dakle, svaka koordinata to¢aka K, K, i K3 u Z mora biti svakoj tocki ista
ili svakoj tocki razli¢ita kako bi K, K, i K3 pripadale istom pravcu. Upravo to odgovara
uvjetu seta da tri karte Cine set ako su pojedine karakteristike simbola na svim kartama
iste ili na svim kartama razlicite. Sjetimo se da pojedina koordinata tocke u Zg predstavlja
jednu od karakteristika simbola na kartama SET-a.

Ne zaboravimo da je na$ cilj pronaéi najve¢i moguci anti-set, odnosno skup karata
medu kojima nema niti jednog seta. Sada nas cilj moZemo usmjeriti na traZzenje najveceg
podskupa toCaka u Zg‘ koji ne sadrzi niti jedan pravac $to ujedno odgovara trazenom anti-
setu. Prije nego Sto se time pozabavimo, osvrnut ¢emo se na nekoliko €injenica i svojstava
iz geometrije unutar afinog prostora ZJ itozan = 1,2,3,4.

2.5 Geometrija u Z%

e n=1

Z5 je jednodimenzionalni afini prostor koji se sastoji od tri elementa: 0, 11 2. Dakle, Zs je
pravac koji se sastoji od samo tri tocke (slika [2.T)).

° . .
0 1 2

Slika 2.1: Afini prostor Zs
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e n=>2

Z3 je dvodimenzionalni afini prostor, odnosno ravnina koja se sastoji od 3% = 9 to¢aka kao
Sto prikazuje slika[2.2]

[ ] [ ] [ ]
(0,2) (1,2) (2,2)
[ ] [ ] [ ]
(0,1) (1,1) (2,1)
[ ] [ ] [ ]

(0,0) (1,0 20

Slika 2.2: Afini prostor Z3

Na svakom pravcu u Z% leze tri razliite toCke. Presjek dvaju pravaca je tocka. Pogledajmo
koliko pravaca prolazi kroz neku to¢ku prostora Zg.

Neka je T bilo koja fiksna tocka u Z2, tada postoji jo§ 8 razli¢itih to¢aka od kojih svaka
odreduje pravac s tockom 7. Medutim, svaki od njih osim tocke T sadrzi dvije preostale
tocke pa imamo % = 4 pravca kroz tocku 7T'. Tako na primjer tockom A(1, 1) prolaze pravci
x1=1Lx=1,x1+x =21x1+2x, = 0,atoCkom B(0,2) pravci x; =0, x; =2, x;+x, =2
1 x; + 2x, = 1 kao Sto je prikazano na slici Osim tocke A, tocke obojane istom bojom
pripadaju istom pravcu. Analogno za pravce kroz tocku B.

o ® @ eB o o
(0,2) (1,2) (2,2) (0,2) (1,2) (2,2
A _ ,

[} ® ] o [ ®
(0,1) (1,1) 2,1 (0,1) (1,1) 2,1
o ® a [ ® [
(0,0) (1,0) 2,0 (0,0) (1,0 (2,0

Slika 2.3: Pravci kroz to¢ke A i Bu Z3

Za svaki od Cetiri pravca koji prolaze nekom to¢kom postoje dva razli¢ita pravca koja
su s njime paralelna. To je upravo zbog toga jer se afini prostor Z7 moZe na nekoliko nacina
rastaviti na tri paralelne hiperravnine, a u ovom slu€aju pravci su hiperravnine unutar Zg.
Stoga, u Zg postoji ukupno 4 - 3 = 12 razli¢itih pravaca. Isto se dobije ako u izraz (2.2))
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uvrstimon =21k = 1:

32.32-1) 9.
3

8
3.3 -1) 2_12'

Svi pravci i njihove jednadzbe prikazani su na slici[2.4] Tocke koje pripadaju istom pravcu
obojene su istom bojom.

[ ® L] ® ® @ [ L] ® ° @
(0,2) (12 (z2) | (02 (12 (22 (0,2) (1.2) (22 (0.2) (12) (2,2)
[] [ @ @ @ * @ L] ® @ L]
(0,1) (LD 21 | o (LD (2,1 (0,1) (L1 (2,1) (0,1) (1L1) (2,1
[} o ® L] ® ® [ [ o o ® ®
(0,0) (L0 (2,00 (0,0) (L0 (2,0) (0,0) (1,0 2,0 (0,0) (1,0) (2,0)
X, = x,=0 x, +x,=0 x; +2x, =0
x =1 =1 X+ =1 X, +2x, =1
X, = x, =2 X, +x,=2 X, + 2%, =2

Slika 2.4: Paralelni pravaci u Z3

e n=3

Zg je trodimenzionalni afini prostor koji se sastoji od 3* = 27 to¢aka prikazanih na slici
2.5

[ 3 [ ] [ ]
0,2,2) (1,2,2) (2,2,2)
[ ] * [ ]
(0,1,2) (112) (212)
[ ] L2 L ]
(0,0,2) (1,0,2) (2,0,2)
[ ] [ ] [ ]
(0,2,1) (1,2,1) (22,1
[ ] * L ]
(0,1,1) (1,1,1) (2.1,1)
[ ] * L ]
(0,0,1) (1,0,1) (2,0,1)
[ 3 . *
(0,2,0) (1,2,0) (2,2,0)
[ ] * { ]
(0,1,0) (1,1,0) (2,1,0)
* [ ]

.
(0,0,0) (1,0,0) (2,0,0)

Slika 2.5: Afini prostor Z;

Na svakom pravcu u Zg leZe tri, a na svakoj ravnini devet toCaka. Presjek dvaju pravaca je
tocka, a presjek dviju ravnina je pravac.
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Sli¢no kao i ranije, promotrimo koliko pravaca prolazi nekom fiksnom to¢kom 7'. Kako
se Z; sastoji od 27 to¢aka, kroz bilo koju fiksnu to¢ku 7 prolazi
27 -1
—— =13
2
pravaca. Na slici 2.6 prikazano je trinaest pravaca koji prolaze kroz tocku A 1 tocku B.

Osim tocke A, tocke obojene istom bojom pripadaju istom pravcu. Isto vrijedi za pravce
kroz toc¢ku B.

022) 1.22) 222) 02.2) (1L22) (22.2)
L 2 g B [ o { ]
(0,1,2) (1,1,2) (212) (0,1,2) (1.1,2) (212)
(0,0,2) (1,0.2) (2,0,2) (0,0,2) (1,0,2) (2,0,2)
> o . L4 * g
(0,21) A (1,21) (2,2,1) (0,2,1) (1,2,1) (2,2,1)
2 L & o o
(0,1,1) (1,1,1) (2,1,1) (0,1,1) (1,1,1) (2 I,l)
[ ] L 4 o te
(0,0,1) (1,0,1) (2,0,1) (0,5,1) (1,0,1) (2,5,1)
[ [ ] * [ 3 [ ]
(0,2,0) (1,2,0) (2,2,0) (0,2,0) (1,2,0) (2,2,0)
sl L g * o i
(0,1,0) (1,1,0) (2,1,0) (0,1,0) (1,10) (2,1,0)
8] L ] @ [ ] * L ]
(0,0,0) (1,0,0) (2,0,0) (0,0,0) (1,0,0) (2,0,0)

Slika 2.6: Pravci kroz tocke A1 Bu Zg

Tockom A(1, 1, 1) prolazi sljedecih trinaest pravaca:

(1+2a,1,1),1,1+2a,1), (1 +2a,1+2a,1),(1+2a,1+a,1),1+2a,1+2a,1+2a),
(1,1 +2a,1 +2a),1+a,1+2a,1+2a),(1+2a,1,1+a),(1,1,1+2a),
(1+2a,1,1+2a),1+2a,1+2a,1+a),(1,1+2a,1+a)i(1+2a,1+a,1+2a), a € Z;.

Tockom B(0, 1, 2) prolaze pravci:

B 1+B,2+8), B 1,2+8), B, 1+28,2+5),0,1+8,2), (B, 1+52), (B, 1,2),
B, 1+28,2), 28,1+ 28,2+ ), (0,1 +28,2+8), (0,1,2+5), (3, 1,2 + 28),
0,1+28,2+28), (8,1 +28,2+2B), B € Zs.

Isto tako, moZemo pogledati koliko ravnina prolazi nekim fiksnim pravcem u Zg. Neka je
p bilo koji pravac u Zg, tada postoji 27 — 3 = 24 tocke koje nisu na pravcu p. U svakoj
ravnini koja sadrZi pravac p postoji 6 toCaka koje ne leze na p.

Stoga, postoji % = 4 ravnine u Zg koje prolaze pravcem p. Primjerice na slici|2.7|pravcem
p...(1,1 + a,1),a € Z; prolaze ravnine s jednadzbama x; = 1, x3 = 1, xy + x3 = 21
2x; + x3 = 0, dok pravcem ¢...(2,1 + @,0),@ € Z; prolaze ravnine ¢ije su jednadZzbe
x1=2,x3=0,x +x3 =212x; +x3 = 1. Osim tocaka na pravcu p, tocke obojene istom
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(02.2) (1.22) (22.2) (02.2) (122) (23.2)
ol alzy @io o1z @l @i
(0,0.2) (1.0.2) 2.0,2) (0,0,2) (10.2) (20.2)
® [ O
©21)  p(A2D  (221) 021 (12D (@221
[ ] [} el
(0,5,1) (1,1',1) (2,5,1) (0,1,1) (111 (21D
(0.0.1) (1,01) 201 ©,01) (10,1) (2,0,1)
o ] o L ] .
(0.2,0) (1L20) (2.2.0) (0,2,0) (1.2,0) (2.2,0)
) L] ¥ [ ] 4 e q
(0,1,0) (1,1,0) (2,1,0) (0,1,0) (1,1,0) (21,0)
& L [ ] L 2 L]
(000)  (10,0) (2,0,0) 0,000 (10,0 (2,0,0)

Slika 2.7: Ravnine kroz pravce pigu Zg

bojom pripadaju istoj ravnini. Isto vrijedi i za ravnine kroz pravac q.

Sada bismo se jos mogli zapitati koliko ravnina prolazi nekom fiksnom tockom 7" u Zg.
Ustanovili smo da kroz tocku T prolazi 13 pravaca, a svaki je od njih sadrzan u 4 ravnine.
Bududi da u svakoj ravnini postoje 4 pravca kroz tocku 7', postoji

13-4
— =13
4
ravnina koje sadrze tocku 7T u Zg. Tako na primjer to¢kom 7'(1,0,2) prolazi sljedecih
trinaest ravnina:

x =1, X1 +x =1, 2x1+x =2, 2x1+ X% +x3 =1,
xy =0, X1+X3:O, 2.X1+)C3:1, X1+2X2+X3:0,
X3:2, X2+X3:2, 2)C2+X3:2, X1+X2+2X3:2,

X1+ x+x3 =0.

Afini prostor Zg mozZze se rastaviti na tri paralelne ravnine pa za svaku od 13 ravnina
koje prolaze nekom tockom prostora postoje dvije razlicite ravnine koje su s njom paralelne
(ravnine su hiperravnine u Zg). Dakle, u Zg postoji ukupno 13 - 3 = 39 ravnina. Isto se
dobije ako u izraz (2.2) uvrstimon = 31k = 2:

33-(33—1)-(33—3)_27-26-24_39
32.32-1)-(32-3) 9.-8-6

Nekoliko ravnina i njihove jednadzbe prikazane su na slici[2.8] Tocke obojene istom bojom
pripadaju istoj ravnini.
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27

L4 L . L 4 g . d | 2 ® i d » *> *
(022) (12.2) (22,2) (0,22) (122) (22,2) (022 (1,22) (222) (022) (122) (222
. i L [ 2 o L L 2 o . 4 L 2 & . d
(0,1,2) (1,1,2) (212) (012) (1,1,2) 212 (0,1,2) (1,1,2) 212) (01,2 (1,1,2) (212)
*® L * L3 4 L ] [ 2 . @ *— . @
(0,0,2) (1,0,2) (20,2) (0,0,2) (1,0,2) (2,0,2) (0,0,2) (1,0,2) (2,0,2) (0,0,2) (1,02) (20,2)
33 (8] [ 2 o * & o
(021 (121 (221 0.21) (121 (22,1) (0,2,1) i (1;;:1) (2,;,1) (Of;fl) (12,1) | (2,21)
LD (LL1) @11 ©11 11D @iy 11 @ 211 ©1in @ty @i
00.1) (10,1 20.1) ©.01) (1,0,1) @01 ©01) aon 201 0.0,1) o @01
L 2 1 2 * [ 2 o - [ ® 2 ] [ 3 L 3
(0,2,0) (1,2,0) (2,2,0) (0,2,0) (1,2,0) (22,0) (0,2,0) (1,2,0) (2,2,0) (0,2,0) (1,2,0) (22,0)
. 4 L ] [ ] & L ] [ o L 2 L L ]
(0,1,0) (1,1,0) (2,1,0) (0,1,0) (1L1,0) (2,1,0) (0,1,0) (1,1,0) (2,1,0) (0,1,0) (1,1,0) (2,1,0)
[ 2 * L ] . & * [ 2 L 3 L] [ 2 L L ]
(0,00) (1,0,0) (2,0,0) (0,0,0) (1,0,0) (2,0,0) (0,0,0) (1,0,0) (2,0,0) (0,0,0) (1,0,0) (2,0,0)
x3=0 x,=0 X +x,=0 X +x,+x3=0
x3=1 x, =1 X +x=1 X +x+x=1
x;=2 X, =2 X +x,=2 X +x+x3=2

Slika 2.8: Paralelne ravnine u Z3

Utvrdili smo da u Zg postoji ukupno 39 ravnina, a u svakoj ravnini ukupno 12 pravaca.
Svaki je pravac sadrZan u 4 razliite ravnine pa je ukupan broj pravaca u Zg jednak
39-12

=117.
4

Iskoristimo li izraz (2.2) zan = 3 i k = 1 dobivamo isti rezultat:

3.3 -1  27-26
31.31-1) 3.2

=117.
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e n=4

Z3 je Cetverodimenzionalni afini prostor koji se sastoji od 3* = 81 tocke koje su prikazane
na slici Na svakom pravcu u Z; leZe tri, na svakoj ravnini devet, a na svakoj hiper-
ravnini 27 tocaka. Presjek dvaju pravaca je tocka, presjek dviju ranina je pravac, a presjek
dviju hiperravnina je ravnina.

[ L] L]
(0222) (1222) (2222)
otz itz el
(0.022) (1022) (2022)
. * [ ]
(0212) (1212) (2212)
oAty (i @i
(0,0’1,2) (1.0,.1.2) (2.0?1,2)
[ ] L 3 L]
(0202)  (1202) (2202
(0, 1?0,2) (L1,0,2) (2.1,0.2)
(0,002) (1,0,02) (2002
[ ] L] [ ]
(0221) (L221) (2221)
(0,]:2, 1) (1, ]:2,1) (2, l.,Z,l:l
(0021  (LOZ1)  (2021)
[ ] ® L ]
0211 (1211 2201
[
(0.1,11)  (1111)  (21L1)
(0,0,.1,1) (l,U,.l,l) [2,0,.1, 1)
L J L] L]
(0201 (L201) (2201)
o101 @D @t
(0,0?0, 1) (1,0.'0, 1) (2,0?0.1)
L] L] L ]
(0,2,2,0) (1,2,2,0) (2,2,2,0)
0420)  (LT20) (2120
0.020) (L020) (2020)
[ J L] L ]
(02,00 (L210) (2210
(U,l,.l,U) (L l?l,U) (2,1?1,0)
(0.0L0)  (LOLO)  (20L.0)
L * L
(0,2,0,0) (1,2,0,0) (2,2,0,0)
30,1,'0,0) (1100 (2100
[ ] [ ]
(0,0,0,0) (1,0,0,0) (2,0,0,0)

Slika 2.9: Afini prostor Z;

Za pocetak, promotrimo koliko pravaca prolazi nekom fiksnom tockom 7. Osim tocke

T pravci sadrZe jo§ dvije tocke prostora pa kako se Z1 sastoji od 81 tocke, kroz fiksnu tocku
T prolazi

81-1

—— =

pravaca. Na primjer, tockom 7'(0, 0, 1, 1) prolaze sljedeca Cetiri pravca:

40

(a,a,1+2a,1 +@),(0,0,1,1 + ), (a,, 1, D) i(a,2a,1 +, 1), @ € Z5.
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* L *
.(0.2,2,2) .(1,2,2,2) (2,2,2,2)
(01,22 (11,22) (2122)
L ] - L]
(0,0,2,2) (1,0,2,2) (2,02,2)
(02.2) 51,2,'1,2) (2,271,2)
_(0,1,.1,2) (L112) (2112
001,2) (LOLZ)  (@0L2)
£0.2?0,2) .(1,270,2) (2,270,2)
o102 (11,02)  (21,02)
(0,0,02) (L0.02)  (2,002)
20,2,'2,1) (1,2,2.1) .(2,2,'2,1)
01,21) (LL21)  (2L21)
. * LA
0,021  (1,021) (2021)
.(0.2?1,1) El,?:l,i) (2.2,1,1)
TOLL1) (1L (2LLD)
& L] L]
(0,011) (LOL1)  (2,0,11)
.(o,zfo,D (1,2?0,1) _7(\2,2?0,1)
(01,01 (L1,01) (2101
©001) (L0061 (2001
[ ]
.(0,2,2,0) £ 1,2,.2,0) .(2_2?2,0)
(01,20) (LL20) (21,20
L d L4 L]
00,20 (L020) (2020
.(0.2?1,0) (1,2?1,0) (2,2,.1_0)
(0110) (1110 (2110)
(0,01,0) (1,0,0) (20,10
50,2‘,'0,0) (1,2,.0,0) .(2,2f0,0)
(0,1,0,0)  (1,1,0,00 (2,1,0,0)
[ ] L ] L ]
(0,000) (L0.00)  (2000)

Slika 2.10: Pravci kroz toc¢ku T u Z3

Pravci su prikazani na slici[2.10] Osim tocke 7', tocke obojene istom bojom pripadaju is-
tom pravcu.

Pogledajmo sada koliko ravnina prolazi nekim fiksnim pravcem u Zg‘. Neka je p bilo
koji pravac u Z3, tada postoji 81 — 3 = 78 to¢aka koje nisu na pravcu p. U svakoj ravnini
koja sadrzi pravac p postoji 6 toCaka koje ne leze na p. Stoga, postoji % = 13 ravnina
u Z; koje prolaze pravcem p. Slika prikazuje trinaest ravnina koje prolaze pravcem
p...2,a,2,2):

2+a,28,2,2),(2,26,2 + ,2), 2+ ,2B,2 + ,2), (2 + 2a,2B,2 + @),
2,28,2 +a,,2+),(2,28,2,2 + @), (2,26,22 + 2a,2 + @), 2 + @, 28,2,2 + «),
2+a,28,2+a,2+a), 2+2a,28,2,2+a), 2+2a,28,2+2a,2+a), 2+2a,26,2+a, 2+ @)
12+a,28,2+2a,2+a),a,B€Z;

Osim pravca p, tocke obojene istom bojom pripadaju istoj ravnini.
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[ ] - .
(0222) (L222) (22272)
(0422 (22 (i)
[ ] & L ]
(0022) (1022 (2022)
(0,21,2) (12.1.2) ‘7(2,26,)1,2)
(0112 (412 (2112)
(0012 (L0L2) (2012)
_(0,2',6,2) (1202 ‘7_(2,2",'(),2)
(0102) (1102) (2102)
(0.002) (L002) (200:2)
[ ] L] L]
(0220 (1221 (2221)
0f21) @izl @iz
[ ] * L]
0,021) (1L021) (2021
021D @D (224D
.
(0111)  (1,1,1,1) (2111)
(OLD)  (LOLD  (201L1)
(0,2}6,1) (a201)  (2201)
(01,0,1) (1,1,'0,1) (2,50,1)
(0001 (LO01) (2001
(0220) (1220) (2220
(0120 (1120) (2120
[ ] L L ]
(0,020) (L0,20) (20,20
(0,2?1,0) 'V(‘l.z\."l,OJ (2,2,.1,0)
(0.171,0) (LLL0)  (21L0)
(0,0,.1,0) (1,dji,0) (2.0..1.0)
(0200) (L200)  (220.0)
[ ] o
50.1.0,0) (1,1'..0,0) (2,1,0,0)
L ] o
(0,000) (L000) (2000

Slika 2.11: Ravnine kroz pravac p u Z3

Pogledajmo koliko ravnina prolazi nekom fiksnom to¢kom 7" u Z3. Ustanovili smo da
kroz tocku T prolazi 40 pravaca, a svaki je od njih sadrzan u 13 ravnina. Bududi da u
svakoj ravnini postoje 4 pravca kroz to¢ku 7', postoji ukupno

40-13

=130
4

ravnina koje sadrze to¢ku 7" u Z;‘.

Primjerice, sljdece ravnine prolaze tockom 7°(0,0, 1, 1):
0,28,1+a,1),2a,0,1,1 +B),(2B,0,1 +a+B,1+2B)i (B,B, 1,1 + 2a + B), a,B € Zs.

Osim tocaka, pravaca i ravnina, afini prostor Z;‘ sastoji se od 3-ravnine, koje su u
ovom slucaju hiperravnine. Stoga se moZemo zapitati koliko hiperravnina prolazi fiksnom
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[ ]
(0,2,2,2)
[
(0,1,2,2)
L
(0,0,2,2)

L]
(22,2,2)
(2112,2)
L]
(2.0,2,2)

L]
(1.2.2,2)
®
(1.1,2,2)
]
(1,0,2,2)
[ L ] L)
(0212) (L212) (22L2)
(012 (LiLz) (2112
L J L] L J
(0,012) (L0L2) (2012
gO,i,b,Z) “(1,21','6,2) '_(2,2\,‘0,2)
(0102 (1102 (2102)
(0002 (1002 (2002
'V(‘O,Z;i,l) l(l,Z,é,l) 47(_2,2,"‘2,1)
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Slika 2.12: Hiperravnine kroz ravnine I1? i I15 u Z3

to¢kom, fiksnim pravcem te fiksnom ravninom u Z;.

Pogledajmo najprije koliko hiperravnina prolazi fiksnom ravninom I12. Postoji 81 -9 = 72
to¢aka koje nisu na ravnini I1>. U svakoj hiperravnini koja prolazi ravninom II? postoji
27 — 9 = 18 tocaka koje nisu u I1>. Dakle, postoje % = 4 hiperravnine koje prolaze ravni-
nom IT2. Na slici vidimo da ravninom I? ... (@, 3, 1, 1), @, B € Z; prolaze hiperravnine
x3=1,x=1,x3+x3=212x3+x4 =0, aravninoml'[%...(2a+,8,,8,a+2ﬁ,0),a,,8 € Zs
hiperravnine x4 = 2, x; + x3 = 0, x; + x3 + x4 = 01 x; + x3 + 2x4 = 0. Osim ravnina I1} i IT;
toCke obojene istom bojom pripadaju istoj hiperravnini.

Utvrdili smo da kroz fiksni pravac p prolazi 13 ravnina, a svaka je od njih sadrzana
u 4 hiperravnine. Premda u svakoj hiperravnini postoje 4 ravnine koje prolaze pravac p,
postoji ukupno
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hiperravnina koje prolaze pravcem p u Zg. Kroz pravac p...(2,,2,2) prolazi sljede¢ih
nekoliko hiperravnina:

X1 :2,X3 :2,)C4:2,X1+X3 =1,x +x4 = 1,X1+X3+X4:0.

Jo§ nam preostaje odrediti koliko hiperravnina sadrzi neku fiksnu to¢ku 7' prostora
Z3. Ustanovili smo da kroz totku T prolazi 130 ravnina, a svaka je od njih sadrZana u 4
hiperravnine. Buduci da se u svakoj hiperravnini nalazi 13 ravnina koje prolaze tockom 7,

postoji ukupno
130 -4
—— =40
13

hiperravnina koje sadrze to¢ku 7T u Z‘; . Primjerice tockom 7'(0,0, 1, 1) prolaze hiperrav-
nine:
X1=0,=0,x3=1,xs=1, x5+ x4 =2,2x3 + x4 = 0.

Afini prostor Zg‘ moZe se rastaviti na tri paralelne hiperravnine pa za svaku od 40 hiper-
ravnina koje prolaze nekom tockom prostora postoje dvije razli€ite hiperravnine koje su s
njom paralelne. Dakle, u Z3 postoji ukupno 40 - 3 = 120 hiperravnina. Isto se dobije ako u
izraz 2.2) uvrstimon =4ik = 3:

34-(34—1)-(34—3)-(34—9)_ 81-80-78-72

= = 120.
3-3-1-(3-3)-(33-9) 27-26-24-18

Nekoliko hiperravnina i njihove jednadzbe prikazane su na slici[2.13] Tocke obojene istom
bojom pripadaju istoj hiperravnini.
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Slika 2.13: Paralelne hiperravnine u Z;
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X, +2X, + X3+ x4 =2

Sada znamo da u Z; postoji ukupno 120 hiperravnina, a u svakoj hiperravnini ukupno
39 ravnina. Svaka je ravnina sadrZana u 4 razliCite hiperravnine pa je ukupan broj ravnina

u Z3 jednak

120 - 39

4

= 1170.

Iskoristimo li izraz (2.2)) zan = 4 i k = 2 dobivamo isti rezultat:

3*.(3*-1-(3*-3) 81-80-78

32.(32-1)-(32-3)

9-8-6

= 1170.

Prebrojimo jo§ pravce unutar prostora Zg‘. Dakle, Zg sadrzi ukupno 120 hiperravnina,
a u svakoj se hiperravnini nalazi 117 pravaca. Kako je svaki pravac u Z;‘ sadrzan u 13
razli¢itih hiperravnina, ukupan broj pravaca u Z; jednak je

120- 117

13

= 1080.
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Isto se dobije uvrstimo li uizraz Z2)n =4ik = 1:

3*.(3*-1) 81-80
3.3 -1) 3.2

= 1080.

PoveZimo sada neke od rezultata s igrom SET. Prostor Z; predstavlja jednan komplet
SET-a, a svaka tocka tog prostora jednu kartu. Dimenzija prostora odreduje broj karakte-
ristika simbola, a skalari iz polja Z; moguénost za pojedinu karakteristiku. Utvrdili smo
da set odgovara pravcu u Z; pa je ukupan broj setova u kompletu SET-a jednak ukupnom
broju pravaca unutar Zg. Dakle, prema posljednjem rezultatu ovog odjeljka, postoji ukupno
1080 razli¢itih setova. Cetrdeset pravaca prolazi fiksnom to¢kom prostora Z%, odnosno u
terminima SET-a, 40 razli¢itih setova sadrzi jednu kartu SET-a. Hiperravnina u Z3 pred-
stavlja skup od 27 karata medu kojima posotji 117 setova. U takvom skupu, pojedina karta
nalazi se u 13 razliCita seta. Ravnina je skup od 9 karata SET-a medu kojima se nalazi 12
setova, a svaka karta tog skupa nalazi se u 4 razliCita seta.

Ovi 1 ostali rezultati koje smo dobili za pojedine dimenzije prostora Z bit ¢e nam od
koristi u sljede¢em poglavlju prilikom dokazivanja maksimalne veli¢ine anti-seta.



Poglavlje 3

Maksimalna velicina n-kapice

Nakon Sto smo se upoznali s nekoliko osnovnih pojmova i svojstava afinog prostora i ge-
ometrije u Z3, moZemo u potpunosti igri SET pristupiti geometrijski te u nekoliko koraka
dodi do Zeljenog odgovora na pitanje[I} ”Koliko je najmanje karata potrebno da bi medu
njima bile tri karte koje Cine set?”.

S ciljem rjeSavanja postavljenog problema, u prvom poglavlju ogranicili smo igru SET
na nekoliko manjih skupova karata izostavljajuci pojedine karakteristike. Isto tako, uveli
smo pojam anti-seta kao skup karata koji ne sadrzi set pa smo prethodno pitanje oblikovali
u ekvivalentno: “Koliki je najvec¢i moguci anti-set?”. Promatrajuci najprije karte koje se
razlikuju u dvije karakteristike, pomocu 3 X 3 tablice pronasli smo moguc¢i maksimalni
anti-set. Na isti naCin promatrali smo karte s tri karakterisitke 1 na kraju cijeli snop karata
SET-a. Postupnim dodavanjem pojedine karakteristike te uoCavanjem veze s anti-setom
SET-a s manjim brojem karakteristika, pronasli smo anti-set od 20 karata. Primjetili smo
da dodavanjem bilo koje karte dobivamo set pa smo naslutili da bi pronadeni anti-setovi
mogli biti maksimalni. No, kako bi to zaista i dokazali potrebno je ispitati sve moguce
kombinacije. Kod SET-a s manjim brojem karakteristika to i nije tako veliki problem, ali
porastom broja karakteristika raste i broj kombinacija pa potraga postaje iznimno kompli-
cirana. Tako iz kompleta SET-a moZemo na

(31) = 13636 219 405 675 529 520

nacina odabrati skup od 21 karte. SreCom, u pozadini igre SET krije se matematika. Kao
Sto smo vec uocili, igra SET se moZe interpretirati kao ¢etverodimenzionalni afini prostor
Zé, a set od tri karte predstavlja pravac u tom prostoru. U tom slucaju, anti-set odgovara
podskupu to¢aka u Z; koji ne sadrZi pravac. Takav skup u matematici ima poseban naziv
preuzet iz [10], a definira se ovako:

35
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Definicija 4. Podskup od Z} koji ne sadrZi pravac naziva se n-kapica. Najveci moguci
n-kapica nazivamo maksimalni n-kapica, a njegovu velicinu oznacavamo sa m,,.

Dakle, zanima nas kolika je velicina maksimalne 4-kapice. Sli¢no kao u drugom po-
glavlju, prvo ¢emo promatrati afine prostore manjih dimenzija (n = 1,2,3) te njihovu
najveéu mogucu n-kapicu. Povezanost koju smo uocili izmedu anti-setova s manjim i
veéim brojem karakteristika dolazi od ¢injenice da za svaki k < n vrijedi da je ZX < 23 pa
je bilo koja k-kapica sadrZzana u n-kapici.

Prije samog prelaska na razmatranje pojedine n-kapice, prisjetit éemo se Dirichleto-
vog principa [11] koji ¢e nam biti od koristi kod dokaza maksimalne veli¢ine 2-kapica i
3-kapica.

Dirichletov princip. Neka je n prirodan broj. Ako n + 1 predmeta rasporedimo bilo kako
u n praznih kutija, onda postoji bar jedna kutija koja sadrZi bar 2 predmeta.

3.1 Maksimalna 1-kapica

U ovom slucaju, igra se sastoji od samo tri karte koje se razlikuju u samo jednoj karakteri-
stici. Na primjer, neka su to karte koje imaju isti oblik, boju i ispunu, a razlikuju se u broju
simbola. Jedan takav SET prikazan je na slici Na svakoj karti prikazani su ljubicasti

>
’:-’
<>

Slika 3.1: SET u Zs

potpuno ispunjeni rombovi, a razlika je u njihovom broju.

Zamislimo li karte kao tocke u Zs, sve tri tocke leZe na istom pravcu (slika [2.1). Prema
geometrijskom opisu seta, jasno je da takve tri karte Cine set. Zanima nas najveci broj
karata medu kojima nema seta tj. maksimalna veli¢ina 1-kapice, podskupa od Z; koji ne
sadrzi pravac. Lako zakljuCujemo da je

m1:2.

Zs sastoji se od tri kolinearne toCke O, 1 1 2, a znamo da ove tri karte tvore set. Dakle,
maksimalni podskup koji ne sadrzi pravac je bilo koji dvoclani skup {0, 1}, {0, 2} ili {1, 2}.
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3.2 Maksimalna 2-kapica

Promatrajmo sada sve karte s ljubi¢astim potpuno ispunjenim simbolima (slika[I.6). Sada
se SET sastoji od ukupno 9 karata. Sve karte imaju istu boju 1 ispunu, a razlikuju se u obliku
i broju simbola. Dakle, SET predstavlja dvodimenzionalni afini prostor Z2, a karte uredene
parove oblika (xi, x,) gdje koordinata x; oznacava broj, a koordinata x, oblik likova na
karti.

3 X 3 tablicu, koju smo koristili u Poglavlju 1 (str. 8) kao shematski prikaz anti-seta,
moZemo zamisliti kao prostor Z2, odnosno ravninu u ¢ijim su poljima smjestene tocke
koje predstavljaju karte SET-a. Koordinate tocke odreduju retci i stupci reSetke. Stupac
odreduje koordinatu x;, a redak koordinatu x,. Svaki X oznacava odabranu to¢ku u Zg
pa tako slika prikazuje nekoliko podskupova to¢aka u Z3 koji ne sadrze pravac:

{(0,0),(1,0), (0, 1), (1, D}, {(0,0),(2,0),(0,2),(2,2)},{(1,0),(2,0), (2, 1), (1, 2)},
{(1,0),(0,1),(2,1),(1,2)}, itd.

Iskoristimo li svojstvo[2] lako se mozemo uvjeriti da su navedeni poskupovi zaista 2-kapice.
Za C, ={(0,0),(2,0),(0,2),(2,2)} vrijedi:

0,0)+(0,2)+(2,2) =(2,1) #(0,0)
(0,0) +(2,0) +(0,2) = (2,2) # (0,0)
0,0)+(2,0) +(2,2) = (1,2) # (0,0)
(2,0)+(0,2) +(2,2) =(1,1) # (0,0).

Isto tako, za C3 = {(1,0),(0, 1), (2, 1), (1,2)} vrijedi:

(1,00 +(0,1)+(2,1) =(0,2) # (0,0)
(1,00+2, 1)+ (1,2) =(1,0) #(0,0)
(1,00 +(0,1)+(1,2) = (2,0) # (0,0)
O,1H)+2,1)+(1,2)=(,1) # (0,0).

Vidimo da nikoje tri toCke unutar pojedinog podskupa nisu kolinearne, drugim rije¢ima niti
jedan od ta dva podskupa ne sadrzi pravac. Na isti na¢in moZemo se uvjeriti da su ostali
navedeni podskupovi zaista 2-kapice. Dakle, sigurni smo da je m, > 4. Pomoc¢u shema-
tskog prikaza opazili smo da dodavanjem pete tocke u bilo koji od navedenih poskupova
dobivamo set (slika[I.8) pa smo naslutili da bi najveca moguca 2-kapica mogla biti veli¢ine
my = 4.

Sljede¢om propozicijom dokazat ¢emo ispravnost nasSeg opazanja.
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Propozicija 3.2.1. Maksimalna veli¢ina 2-kapice je 4.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji 2-kapica veliCine 5 koja sadrzi tocke X, X,, X3, X4
i Xs. Z3 moZemo rastaviti na tri paralelna pravca kao na slici Svaki pravac pro-
lazi najviSe kroz dvije toCke 2-kapice. Prema tome, dva paralelna pravca prolaze dvjema

[ ] [ ] [ ]
N/ 02) (12 x5(2,2)
/\5
31255 <:::> %01 X(11)  (21)
xl ><2 L ] [ ] L]

X,(0,0) X,(1,0) (20)

Slika 3.2: Z3 kao unija tri paralelna pravca

toCkama 2-kapice, dok treci pravac, nazovimo ga sa p, prolazi samo jednom tockom 2-
kapice. Bez smanjenja opcCenitosti, neka je to to¢ka Xs. U prethodnom poglavlju (str. 21)
pokazali smo da kroz fiksnu tocku od Z% prolaze to¢no 4 razliCita pravca. Stoga, osim
pravca p kroz to¢ku Xs prolaze joS tri pravca koja ¢emo oznaciti s py, po 1 p3 (slika|3.3).
Zg = pU p; U p, U p; Sto znaci da svaka od tocaka X, X5, X3, X, 1 X5 mora lezati na nekom
od tih pravaca.

P e ® [ ]
o LS 02) (12) Xs(2.2)
P1 Y >< P14 @ ™
N3Ny X(0,1) X,(1,1)  (21)
T
1 ) P2 o @ ® Ps
P2 Ps X1(0,0) X,(1,0) (2,0

Slika 3.3: Cetiri pravca koja prolaze tockom X

Buduci da pravac p ne sadrZzi niti jednu od tocaka X, X,, X3 1 X4, prema Dirichletovom
principu barem dvije od njih leZe na nekom pravcu p;, i € {1,2,3}. Dakle, taj pravac
p; sadrzi tri tocke (te dvije i tocku Xs). Dakle, pokazali smo da u promatranoj 2-kapici
veli¢ine 5 postoji pravac, §to je u kontradikciji s definicijom kapice.
Slijedi da je

my < 4.
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No, pronasli smo primjere 2-kapice veli¢ine 4 pa znamo da je m, > 4. Konacno slijedi da
je
mp = 4.

3.3 Maksimalna 3-kapica

Uzimimo sada u obzir i ispunu simbola na karti. U tom slucaju SET se sastoji od 27
ljubi¢stih karata prikazanih na slici[I.9] Sve karte imaju istu boju, ali se razlikuju u preos-
tale tri karakteristike simbola. ZamiSljamo ih kao tocke prostora Zg koje su uredene trojke
oblika (xi, x», x3), gdje x; oznacava broj, x, oblik, a x3 ispunu simbola na karti.

U shematskom prikazu iz prvog poglavlja (str. 9), tri uzastopne 3 X 3 tablice predsta-
vljaju tri paralelne ravnine od kojih se sastoji Citav afini prostor Zg. Jednadzbe tih ravnina
su: x3 = 0, x3 = 11x3 = 2. Dok su retci i stupci tablice prikaz dvije dimenzije, red
uzastopnih tablica prikazuje treu dimenziju prostora Zg pa tako pojedina tablica odreduje
vrijednost koordinate x;.

Promatrajuci karte na taj na¢in, odabirom pojedinih to¢aka prostora Z3, pronasli smo 3-
kapicu veli¢ine 9 (slika [I.10):

C;=1{(0,0,0),(2,0,0),(0,2,0),(2,2,0),(1,1,1),(1,0,2),(0, 1, 2), (2, 1,2),(1,2,2)}.

Pokazimo da je to zaista 3-kapica. Prema razmatranjima iz drugog poglavlja (str. 20), tri
to¢ke u Z3 koje pripadaju istom pravcu, nalaze se sve u istoj ili svaka u razli¢itoj hiperra-
vnini. U ovom slucaju hiperravnina je ravnina. Pogledajmo najprije tri paralelne ravnine
... x3=0,T13...x3 = 1iIl3...x; = 2 te tocke iz C3 koje im pripadaju (slika[3.4).

022 %0122 (222
® ® HZ
X:(0,1,2) (1,1,2)  Xg(2,1,2) '3
I? 13 13 002 X(102) (2.0,2)
L 3 L ] : ]
Xs| X, X, ( .((;,2,1) (11.i)1,z,1) _(2,2,;)2
0,1,1 X5(1,1, 2,11 2
><5 X7 ><8 <:> . .5 -( )
©01 (LoD 20D
S be® a0 X020 (120  x220
. E ] 2
©i10) (Lo (Lo I
[ ] - L ]
X,(0,0,0) (1L0,0)  X:(2,0,0)

Slika 3.4: Z3 kao unija tri paralelne ravnine

Tocke (0,0,0),(2,0,0),(0,2,0) 1 (2,2,0) nalaze se u istoj ravnini Hf pa je dovoljno pro-
matrati prve dvije koordinate to¢aka. Uo¢imo da su te to¢ke ekvivaletne tockama 2-kapice
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C,. Dakle, nikoje tri medu njima nisu kolinearne.

Sli¢no, tocke (1,0,2),(0, 1,2),(2,1,2)1(1,2,2) pripadaju ravnini H§ 1 ekvivaletne su tockama
2-kapice C; pa ni medu njima ne postoje tri kolinearne tocke.

Samo to¢ka (1, 1, 1) pripada ravnini I3 pa ni u toj ravnini nema pravca ¢ije su tocke unutar
C; (pravac se u Zj sastoji od tri toCke).

JoS preostaje provjeriti postoji li pravac u C; kojem svaka od toc¢aka pripada razli¢itoj ravni
I12, IT3 i I13. Uzmemo li jednu tocku iz ravnine IT? i to¢ku (1, 1, 1) iz ravnine I3 treca tocka
koja je s njima kolinearna mora biti u ravnini I13. Prema (2.3) dvije totke jedinstveno
odreduju trecu tocku pa vrijedi:

2[(0,0,0)+ (1,1, D] =2(1,1,1) = (2,2,2) ¢ C;5
2((2,0,0)+ (1,1,1)] =2(0,1,1) = (0,2,2) ¢ C;
2[(0,2,0)+ (1,1,1)] =2(1,0,1) = (2,0,2) ¢ C;5
2[(2,2,0)+(1,1,1)] =2(0,0,1) = (0,0,2) ¢ Cs.

Sve dobivene tocke nalaze se u ravnini I3, ali niti jedna nije unutar podskupa C;. Dakle,
mozemo zakljuciti da C; ne sadrZi niti jedan pravac, odnosno da je C; zaista 3-kapica. Sada
smo sigurni da je m3 > 9.

Nadalje, koristeCi se propozicijom dokazat ¢emo da se u trodimenzionalnom
afinom prostoru Z3 najveca moguca 3-kapica sastoji upravo od 9 to¢aka.

Propozicija 3.3.1. Maksimalna velicina 3-kapice je 9.

Dokaz 1. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji 3-kapica veli¢ine 10 koja sadrzi toCke
X1, X5,...,X10. Zg mozemo rastaviti na tri paralelne ravnine kao na slici Svaka je
ravnina u 3-kapici zapravo 2-kapica pa prema propoziciji [3.2.1|ravnina u 3-kapici ne moze
imati viSe od 4 tocke. Na raspolaganju imamo 10 to¢aka pa sve tri ravnine sigurno ne
sadrZe 4 tocke, inace bi ukupan broj to¢aka bio najmanje 12.

® ® .
(022)  x(122) (22,2)
- [ ]
Xe(0,1,2) (1L12) X212
(o - ®
e 2 002) %102 @02
S . 1 (0,21 (1,21 (2.21)
3 Ng 8 e . ]
- — - - — (0,11 Xo(LL1) (11
g N ° . .
i | 10 6 >\_7 (0,01)  X(1,0,1) (2,0,1)
N 3 [ 2 L ]
Xy %, 5 5 20 (A20) K220
1 e ]
(0,1,0) (1,1,0) (21,0115
@ . l'l% &
X,(0,0,0) (1,0,0) X,(2,0,0)

Slika 3.5: Cetiri ravnine koje prolaze to¢kama Xo i X;o
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Neka je I1? jedna od paralelnih ravnina s najmanjim brojem to¢aka. Lako se vidi da IT?
ne moze imati manje od 2 tocke (0 ili 1) jer bi tada 3-kapica sadrzavala najvisSe 9 toCaka.
Dakle, I1° sadrzi 2 ili 3 to¢ke. Bez smanjenja opéenitosti neka IT? sadrZi tocke Xy i X.

U prethodnom poglavlju (str. 24) pokazali smo da kroz neki fiksni pravac u Zg prolaze
to¢no 4 razli¢ite ravnine. Stoga, osim ravnine I1? to¢ke Xo i X sadrZze jo§ tri ravnine koje
¢emo oznatiti s I3, I13 i I3 kao na slici

Z3 = I1? UTI? U IT3 U I3 $to znai da tocke X, ..., Xs moraju leZati u nekoj od tih ravnina.
U II? nalaze se to¢ke Xy i X|o koje odreduju pravac s 3 razli¢ite tocke. Stoga se u IT?
moZe nalaziti jo§ jedna tocka te bez smanjenja opéenitosti neka je to Xg. Buduéi da I1? ne
sadrZi niti jednu od tocaka Xj, .., X7, prema Dirichletovom principu barem tri od njih leze
u istoj ravnini I12, za neki i € {1,2,3}. Uz njih su i Xy i X;o pa I1? sadrzi 5 to¢aka $to je u
kontradikciji s propozicijom[3.2.1] Slijedi da je

ms < 9.

No, pronasli smo primjer 3-kapice veli¢ine 9 pa znamo da je m; > 9. Konacno slijedi da je
ms =9.

]

Zbog sli¢nosti dokaza propozicija [3.2.1]1[3.3.1] moglo bi se ocekivati da se dokaz ma-
ksimalne veli¢ine n-kapice za dimenzije n > 3 provodi na analogan nacin. Nazalost, ova
metoda nije dovoljno jaka za ve€e dimenzije jer broj nacina raspodjele tocaka n-kapice na
razli¢itim hiperravninama znatno raste s porastom dimenzije kao i1 broj razli¢itih ravnina
kroz dvije toc¢ke. Stoga ¢emo propoziciju ponovo dokazati na neSto malo drugaciji
nacin koristec¢i se algebrom 1 kombinatorikom. Prije dokaza uvodimo neke oznake i dva
nova pojma.

Definicija 5. Neka su II"~!, TI37" i Hg‘l tri paralelne hiperravnine Cija je unija ¢itav afini
prostor Z te neka je C, C Z n-kapica. Raspodjela broja tocaka n-kapice na tim para-
lelnim ravninama naziva se neuredena trojka broja tocaka n-kapice, a definirana je na
sljedeci nacin:

gdje je |C, N H?‘1| veli¢ina skupa C, N 1.

C,nI!

b

C, NI,

C, 1),

Promotrimo paralelne ravnine ITj...x3 = 0, I3...x3 = 1iI5...x3 = 2u Z} te
prethodno navedeni primjer 3-kapice:

C;=1{0,0,0),(2,0,0),(0,2,0),(2,2,0),(1,1,1),(1,0,2),(0, 1,2), (2, 1,2),(1,2,2)}.
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Vrijedi da je
C; NTE = {(0,0,0),(2,0,0),(0,2,0),(2,2,0)}, |Cs NI =4
C; NI = {(1,1, 1)}, |CsnTE| =1
C;NIB ={(1,0,2),(0,1,2),(2,1,2),(1,2,2)}, |C3nTI3|=4.
Jedna neuredena trojka 3-kapice C; oblika je (4, 1,4).
NekajesadalIli...x; +x =0,113...x + x, = Lill5... x| + x, = 2. Tada je
C; NIE = {(0,0,0),(2,1,2),(1,2,2)}, |CsnTE3| =3
C;NTE = {(2,2,0),(1,0,2),(0,1,2)}, |CsNTI3|=3
C; NTE = {(2,0,0),(0,2,0), (1,1, 1)}, |C5NTE| =3
U tom slucaju, neuredena trojka 3-kapice C5 oblika je (3, 3, 3).

Trojku zovemo neuredenom jer su sve permutacije trojke (i, j, k) istog tipa. Na primjer,
(4,4,1), (4,1,4)1(1,4,4) su trojke istog tipa.

Definicija 6. Neka je I1"™! hiperravnina afinog prostora Z? te neka je C, C Z n-kapica, a
{X1,Xa, ..., X} bilo koji k-¢lani podskup skupa II"™' N C,,. Uredeni par

(", (X1, X, .. Xi))
naziva se k-oznacena hiperravnina.

Ponovno za primjer uzmimo hiperravninu I1?... x; + x, = O u Zg 1 3-kapicu
C; =1{(0,0,0),(2,0,0),(0,2,0),(2,2,0),(1,1,1),(1,0,2),(0,1,2),(2,1,2),(1,2,2)}. Skup
{(0,0,0)} je jednoc¢lani podskup skupa C3 N I1% = {(0,0,0), (2,1,2),(1,2,2)} pa je uredeni
par (x; + x, = 0,{(0,0,0)}) 1-oznacena hiperravnina.
Skup {(0,0,0), (2, 1,2)} je dvoc¢lani podskup skupa C3 N IT* = {(0,0,0),(2,1,2),(1,2,2)}
pa je uredeni par (x; + x, = 0,{(0,0,0), (2, 1,2)}) 2-oznacena hiperravnina.

Drugi dokaz propozicije 4.3.1. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji 3-kapica veli¢ine 10.
Prostor Z; mozemo na razli¢ite nacine rastaviti na tri paralelne ravnine IT7, IT7 i IT;. Kako
je najveca 2-kapica veliCine 4, uz pretpostavku da 3-kapica sadrzi 10 toCaka, moguce
neuredene trojke broja toCaka 3-kapice su tipa (4,4,2) i (4, 3,3). Primjerice, ako je trojka
tipa (5,4, 1) to znaci da se na jednoj od paralelnih hiperravnina, koja je u ovom slucaju
ravnina, nalezi 5 tocaka 3-kapice, odnosno da u ravnini postoji 2-kapica velicine 5, Sto je
nemoguce. Dakle, jedine moguce trojke su tipa (4,4,2) 1 (4,3, 3). Neka je

X447 = broj trojki tipa (4,4,2) i
X433 = broj trojki tipa (4, 3, 3).
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U tom sluc€aju, x445 1 X433 su nenegativni cijeli brojevi.
Na koliko se razli¢itih nadina prostor Z; moZe rastaviti na tri paralelne hiperravnine? S
jedne strane, postoji x44s + X433 razlicitih nacina. S druge strane, znamo iz drugog poglavlja
(str. 24) da kroz fiksnu tocku prostora Zg prolazi 13 razlicitih ravnina, a za svaku od njih
postoje joS dvije razliCite ravnine koje su s njima paralelne. Dakle, postoji ukupno 13
razlicitih nacina na koje se prostor Zg moZe rastaviti na tri paralelne hiperravnine. Slijedi
da je

Xaao + X433 = 13.

Kako bismo dosli do jo§ jedne jednadzbe s nepoznanicama x44; 1 X433, prebrojat ¢emo 2-
oznacene hiperravnine unutar Zg. Vidjeli smo u Poglavlju 2 (str. 24) da postoje tocno 4
ravnine u Zg koje sadrZe neki fiksni pravac, a svaki je pravac odreden dvjema tockama. Na
raspolaganju imamo 10 to¢aka pa je ukupan broj 2-oznacenih hiperravnina jednak

10
4. = 180.
() = 180

Isto tako, za svaku trojku tipa (4, 4,2) postoji (‘2‘) 2-oznalenih hiperravnina IT7 kao i IT; te

(%) 2-oznacenih hiperravnina H%. Dakle, ukupno

o))+ B

Analogno za svaku trojku tipa (4, 3, 3) postoji

4 3 3
=12.
o))+ 3
2-oznacenih hiperravnina. Stoga, druga jednadZba glasi
13)(442 + 12)6433 = 180.

Sada imamo sustav jednadzbi s dvije nepoznanice

Xaar + X433 = 13
13x449 + 12X433 =180
Cije je jedinstveno rjeSenje
Xaan = 24

X433 = —11
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No, to je u kontradikciji s time da x44p 1 X433 mogu biti samo nenegativni cijeli brojevi.
Slijedi da je
mz < 9.

No, pronasli smo primjer 3-kapice veliine 9 pa znamo da je m3 > 9. Konacno slijedi da je

m3:9.

3.4 Maksimalna 4-kapica

Prethodno smo promatrali samo ljubicaste karte koje su se razlikovale u tri karakteristike
pa su interpretirane kao uredene trojke afinog prostora Z3. Pogledajmo sad cijeli komplet
od 81 karte SET-a prikazane na slici[I.12] U tom slucaju karte se razlikuju u Cetiri karakte-
ristike pa SET poprima Cetvrtu dimenziju te predstavlja ¢etverodimenzionalni afini prostor
Zg‘. Svaka se karta moZe interpretirati kao to¢ka prostora Z%, odnosno uredena &etvorka
(x1, X2, X3, X4), gdje koordinata x; oznaCava broj, x, oblik, x3 ispuna, a x4 boju likova na
karti.

Na slici [I.12] karte su posloZene na nacin da u shematskom prikazu ¢etverodimenzio-

nalnog prostora mozemo uociti veliku 3 X 3 tablicu u ¢ijim se poljima nalaze male 3 X 3
tablice. Redak i stupac male tablice odreduju prve dvije koordinate, dok redak i stupac
velike tablice odreduju trecu 1 Cetvrtu koordinatu tocaka prostora.
Nas je glavni cilj doznati koliko je najviSe karata medu kojima nema seta moguce podijeliti
tokom igre ili drugim rijecima, kolika je maksimalna 4-kapica. Shematskim prikazom na
slici pronasli smo anti-set od 20 karata koji u geometrijskoj interpretaciji odgovara
sljedecem podskupu to¢aka u Z3:

¢, =1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(2,1,0,0),(1,2,0,0),(1,1,1,0),(0,0,2,0),(2,0,2,0),
0,2,2,0),(2,2,2,0),(1,1,0, 1),(1, 1,2, 1),(0,0,0,2),(2,0,0,2),(0,2,0,2),(2,2,0,2),
(1,1,1,2),(1,0,2,2),(0,1,2,2),(2,1,2,2),(1,2,2,2)}.

Uvjerimo se da je to zaista 4-kapica. Tri tocke u Z2, koje pripadaju istom pravcu, nalaze se
u istoj ili u razli¢itoj hiperravnini. Prvo promotrimo tri paralelne hiperravnine I3 ... x4 = 0,
I5...x = 1ilL...x, = 2 te totke iz C4 koje im pripadaju (slika [3.6).

Tocke (0,0, 0,2),(2,0,0,2),(0,2,0,2),(2,2,0,2),(1,1,1,2),(1,0,2,2),
0,1,2,2),(2,1,2,2),(1,2,2,2) nalaze se u istoj hiperravnini Hg pa Cetvrtu koordinatu
toCaka moZemo zanemariti. Primjetimo da su te tocke ekvivaletne tockama 3-kapice Cs.
Stoga, medu njima nema pravca.
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Slika 3.6: Z; kao unija 3 paralelne hiperravnine

Tocke (1,0,0,0),(0,1,0,0),(2,1,0,0),(1,2,0,0),(1,1,1,0),(0,0,2,0),(2,0,2,0),
0,2,2,0),(2,2,2,0) pripadaju hiperravnini Hf. Na slici mozZemo uoditi da hiperra-
vnine IT; i Hg imaju sli¢an raspored to¢aka podskupa C,. Tri uzastopne male 3 x 3 tablice
prestavljaju tri paralelne ravnine unutar jedne hiperravnine. Zamijenimo li mjesta prvoj i
treoj ravnini u H? dobit ¢emo isti raspored to¢aka podskupa C4 kao 1 u Hg. Prema tome,
ni medu tim toCkama nema pravca.
Samo to¢ke (1,1,0,1) 1 (1, 1,2, 1) pripadaju hiperravnini IT; pa sigurno medu njima nema
pravca.

Pogledajmo sad tri paralelne hiperravnine ¥ ... x3 =0, ¥]...x3 = 11¥;...x3 = 2te
tocke iz C,4 koje im pripadaju (slika [3.7)).
Tocke (0,0,0,2),(2,0,0,2),(0,2,0,2),(2,2,0,2),(1,1,0,1),(0,0,0,2),(2,0,0, 2),
(0,2,0,2),(2,2,0,2) nalaze se u hiperravnini ¥3, a tocke (0, 0, 2, 0), (2,0, 2, 0), (0,2,2,0),
(2,2,2,0),(1,1,2,1),(1,0,2,2),(0,1,2,2),(2,1,2,2),(1, 2,2, 2) pripadaju hiperravnini V.
Na slici moZemo uotiti da hiperravnine ¥ i ‘I’g imaju isti raspored toCaka podskupa
C, kao i ravnine IT; i IT3. Prema tome, medu totkama podskupa Cy koje su u ¥ i ¥3 nema
pravca.
Analogno kao za I3, jedine tocke unutar hiperravnine ‘Pg su(l,1,1,0)i (1,1, 1,2) pa medu
njima sigurno nema pravca.
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Slika 3.7: Z‘; kao unija 3 paralelne hiperravnine

Jo§ preostaje provijeriti postoji li pravac u C, kojem svaka od toCaka pripada razliitoj
hiperravni IT;, IT; i IT3 te razli¢itoj hiperravnini W3, W3 i ¥3. Na primjer, ako je jedna
to¢ka unutar hiperravnina IT; i W7, a druga to¢ka unutar IT} i 3, tada treca tocka koja je s
njima kolinearna pripada hiperravninama Hg 1 ‘I’g Iz ¢injenice da dvije toCke jedinstveno
odreduju trecu tocku, prema (2.3)) vrijedi:

2[(1,0,0,0) + (1, 1,2, D] = 2(2,1,2,1) = (1,2,1,2) ¢ C,4

2[(0,1,0,0) + (1, 1,2, D] = 2(1,2,2,1) = (2,1,1,2) ¢ C,4

2[(2,1,0,0) +(1,1,2,1)] =2(0,2,2,1) = (0,1,1,2) ¢ C4

2[(1,2,0,0)+ (1,1,2,1)] = 2(2,0,2,1) = (1,0,1,2) ¢ C4

2[(1L, 1, 1L,0)+(1,1,2,D] =2(2,2,0,1) = (1,1,0,2) ¢ G,
2[(1,1,1,0)+(1,1,0,D] = 22,2, 1, 1) = (1,1,2,2) ¢ G,

2[(0,0,2,0) + (1, 1,0, D] = 2(1, 1,2,1) = (2,2, 1,2) ¢ G,
2[(2,0,2,0)+(1,1,0, DI = 2(0, 1,2, 1) = (0,2, 1,2) ¢ C4
2[(0,2,2,0) + (1, 1,0, D] = 2(1,0,2,1) = (2,0, 1,2) ¢ G,
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2[2,2,2,0) + (1, 1,0, D] = 2(0,0,2,1) = (0,0, 1,2) ¢ Cy.

Niti jedna od dobivenih tocaka nije unutar podskupa C, pa mozemo zakljuciti da C4 ne
sadrzi niti jedan pravac, odnosno da je C, zaista 4-kapica. Sada smo sigurni da je my > 20.

Idu¢om propozicijom dokazat ¢emo da u Cetverodimenzionalnom afinom prostoru Zg‘
ne postoji 4-kapica veli¢ine vece od 20. Dokaz provodimo metodom kojom smo proveli
drugi dokaz propozicije|3.3.1

Propozicija 3.4.1. Maksimalna velicina 4-kapice je 20.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji 4-kapica veliCine 21 i neka je to { X1, X5, ..., Xo1}.
Na razli¢ite na¢ine, prostor Z; moZemo rastaviti na tri paralelne hiperravnine IT3, IT3 i IT3.
Jedan od nacina shematski je prikazan na slici [3.6]

Neka je x;jx broj neuredenih trojki broja to¢aka 4-kapice tipa (i, j, k), x;x € Z* . Buduci

da na raspolaganju imamo 21 tocku te da je najveCa moguca 3-kapica veliCine 9, postoji
sedam mogucih tipova trojki:

i j,k)=0,9,3),09,8,4),(9,7,5),(9,6,6),(8,8,5),(8,7,6),(7,7,7).

Analogno kao 1 u drugom dokazu propozicije broj nacina na koje se prostor Z;‘ moze
rastaviti na tri paralelne hiperravnine jednak je broju svih neuredenih trojki kao i broju
hiperravnina koje prolaze kroz fiksnu tocku prostora. Znamo iz drugog poglavlja (str.30)
da 40 razli¢itih hiperravina prolazi fiksnom to¢kom prostora Z;. Dakle, prva jednadZba
glasi

X993 + Xog4 + Xo75 + Xoge + Xggs + Xg76 + X777 = 40.

Drugu ¢emo jednadzbu dobiti prebrojavanjem 2-oznacenih hiperravnina unutar Z;3.
Dvije razli¢ite tocke odreduju pravac u Zj pa prema rezulatim iz drugog poglavlja (str.
30) postoji 13 razlicitih hiperravnina koje sadrze te dvije tocke. Na raspolaganju imamo
21 to€ku pa je ukupan broj 2-oznacenih hiperravnina jednak

21
13- = 2730.
(3] -2

Kao i kod drugog dokaza propozicije [3.3.1] za svaku trojku tipa (i, j, k) postoji

)6

2-oznacenih hiperravnina. Stoga, druga jednadzba glasi

TN
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75X993 + 70X984 + 67X975 + 66)6966 + 66X885 + 64)6876 + 63)6777 = 2730.

Isto tako, moZemo prebrojati 3-oznafene hiperravnine unutar Z3 i dobiti trecu jed-
nadzbu. Prema definiciji 4-kapice nikoje tri tocke ne mogu biti kolinearne pa tri nekoline-
arne to¢ke odreduju jednu ravninu. U drugom poglavlju (str. 29) utvrdili smo da postoje 4
hiperravnine koje sadrZe fiksnu ravninu prostora Z3. Prema tome, ukupan broj 3-ozna¢enih

hiperravnina jednak je
21
4. ( ) = 5320.

3

Kao i ranije, za svaku trojku tipa {i, j, k} postoji

)3+

3-oznacenih hiperravnina. Stoga, treca jednadZba ima oblik

) G) Gl +[G)+ G-

169)6993 + 144 x934 + 129x975 + 124 %966 + 122x535 + 111x376 + 105x777 = 5320.

X993 + ... + X777 = 5320

Sada imamo sustav tri jednadZzbe sa sedam nepoznanica:

X993 + Xog4 + Xo75 + Xog6 + Xsgs + Xs76 + X777 = 40
75)6993 + 70X9g4 + 67x975 + 66x9g5 + 66Xg85 + 64X876 + 63)6777 = 2730
169)6993 + 144)6984 + 129X975 + 124x966 + 122)6835 + 111x876 + 105)6777 = 5320

Pomnozimo li prvu jednadzbu sa 693, drugu sa —16, a trecu sa 3 dobivamo sustav

693)C993 + 693)C934 + 693)C975 + 693)6966 + 693)6835 + 693)6876 + 693X777 = 27720
—1200)C993 - 1120)(984 - 1072)(975 - 1056x966 - 1056)(385 - 1024x876 - 1008)(777 = —43680
507X993 + 432)6934 + 387)6975 + 372)6966 + 366)6835 + 333xg76 + 315X777 = 15960

Zbrajanjem te tri jedndadZzbe dobivamo jednadZbu oblika
S5Xx9g4 + 8xg75 + 9x966 + 3xgg5 + 2xg76 = 0.
Obzirom da su svi x;; > 0, jedino moguce rjeSenje dobivene jednadzbe je

X984 = X975 = X966 = Xggs = Xg76 = 0.



POGLAVLIJE 3. MAKSIMALNA VELICINA N-KAPICE 49

Time smo sustav tri jednadZbe sa sedam nepoznanica sveli na sustav tri jednadZzbe s dvije
nepoznanice:

X993 + X777 = 40
T5x993 + 63x777 = 2730
169X993 + 105X777 = 5320

Pomnozimo li prvu jednadzbu sa —63, a zatim ju dodamo drugoj jednadzbi dobivamo

12X993 =210

35
X993 = 5 gZ"

¢ime smo dosli do kontradikcije s time da svi x;; moraju biti nenegativni cijeli brojevi.
MoZemo zakljuciti da je naSa pretpostavka o postojanju 4-kapice s 21 toc¢kom bila pogreSna
te da je maksimalna veli¢ina 4-kapice

my < 21.

No, pronasli smo primjer 4-kapice veli¢ine 20 pa znamo da je m4 > 21. Konacno slijedi da
je
my = 20.

O

Ovime smo dosli do traZzenog odgovora na postavljeno pitanje (1| iz prvog poglavlja.
Dokazali smo da je u igri SET moguce najvise podijeliti 20 karata medu kojima nema seta
ili drugim rije¢ima, potrebno je podijeliti najmanje 21 kartu SET-a kako bismo bili sigurni
da se medu njima nalazi barem jedan set.

Problem pronalaZenja maksimalne n-kapice mogli bismo proSiriti i na vece dimenzije
afinog prostora ZJ. Promatrajuci igru SET kao n-dimenzionalni afini prostor, svaka karta
odredena je sa n karakteristika.

Kako bismo utvrdili maksimalnu veli¢inu n-kapice za n > 5 koriste¢i metodu kojom
smo dokazali propoziciju [3.4.1, moramo najprije imati neku pretpostavku o maksimalnoj
veli¢ini n-kapice te znati maksimalnu veli¢inu kapica manjih dimenzija. Nazalost, metoda
kojom smo dokazali da je ms < 20 nije primjenjiva za veCe dimenzije. Naime, dokaz
ovisi o broju jednadzbi i nepoznanica x;;. U propoziciji dvije smo jednadzbe do-
bili brojanjem 2-oznacene i 3-oznacene hiperravnine. Primjerice za n = 5, dodatnu jed-
nadzbu mozemo dobiti brojanjem 4-hiperravnine. No, upravo tu nailazimo na problem. U

prethodnom slucaju bili smo sigurni da su tri tocke nekolinearne zbog definicije n-kapice,
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medutim za Cetirl tocke ne moZemo biti sigurni da su nekomplanarne. Stoga, moramo
razlikovati dva slucaja, kada su Cetiri toCke komplanarne tj. nalaze se u istoj ravnini te
kada Cetiri tocke nisu komplanarne pa jedinstveno odreduju 3-ravninu. Kako se dimenzija
prostora povecava tako se povecava i broj slucajeva koje je potrebno razlikovati kada je
odredeni broj toCaka linearno zavisan, odnosno nezavisan. Iz tog razloga prebrojavanje
nacina odabira to¢aka na hiperravnini postaje komplicirano, kao i rjeSavanje jednadzbi jer
se broj nepoznanica znatno povecava.

Pokazalo se da je ovaj problem pronalazenja maksimalne veli¢ine n-kapice za veée dimen-
zije vrlo sloZzen. Za sada su poznate samo maksimelne veli¢ine n-kapice za n < 6 dok se
za vece dimenzije zna neSto malo. Naime, najbolje Sto je do sada dokazano o maksimalnoj
velicini n-kapice daje poseban teorem pomocu kojeg moZzemo odrediti gornju granicu za
m,. Pomocu tog teorema, Y. Edel 1 suradnici dokazali su 2002. godine u svom radu [9]
da je ms = 45. Spomenimo samo jo$ da je A. Potechin 2008. godine u svom radu [16]
dokazao da je mg = 112. Za dimenzije n > 7 afinog prostora Z; jo$ nije poznato koliko
tocno 1znosi m,,.

Gornja granica maksimalne velicine n-kapice u Z}

Ovaj dio poglavlja posvetit cemo ve¢ spomenutom teoremu pomocu kojeg moZemo odre-
diti gornju granicu za m,,. Prije navodenja teorema, uvedimo jednu definiciju.

Definicija 7. Neka je m,(p) maksimalna veli¢ina n-kapice u afinom prostoru Z", gdje je
p prost ili prim broj. Gustoca n-kapice je omjer broja tocaka n-kapice i ukupnog broja
tocaka afinog prostora Z, 1.

cipy = 0
P

Teorem 3.4.2. Neka je p > 2 prost broj. Ako je n > 3, tada vrijedi

p"+ca(p)

alP) < )

Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [3]. NasS je fokus na prostoru Z; pa ¢emo

teorem [3.4.2| promatrati za poseban sluc¢aj kada je p = 3.

Teorem 3.4.3. Ako je n > 3, tada vrijedi
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Kako bismo odredili gornju granicu maksimalne veliCine n-kapice u ZJ potrebno je
teorem [3.4.3| interpretirati pomocu maksimalne veli¢ine m, umjesto gustoce c,. Znamo da
je gustoca n-kapice definirana kao ¢, = % pa uvrstavanjem dobivamo rezultat koji daje
sljedeci korolar:

Korolar 1. Ako je n > 2, tada je
1+ 3m,_,

Mp—1 °

3n-1

Sada se za pojedine dimenzije prostora Z7 moze dobiti gornja granica maksimalne
veliine n-kapice. Ako krenemo s Cinjenicom da je m; = 2 (to sigurno znamo posto u
Z na svakom pravcu leze toCno tri tocke) 1 uzmemo u obzir poznate veliCine m,, zan < 6,
mozZemo induktivno primjeniti korolar [1| te dobiti gornju granicu maksimalne veli¢ine za
prvih nekoliko n-kapica.

1+3-2 7 21
< :—:—:42
B
<1+3-4 1 9
my < = — =
1+ 2
1+3-9 28
ny = 9 =T=21
1+ﬁ 3
1+3-20 61 4941
ms < =2 o 4892
1+2 0]
1+3-45 136 459
Mo < > = = = T2 = 11475
1+m 5

1+3-112 337 245673
my; < = =

12 ) a1 =292.12

Kako je m, € Z*, desnu stranu nejednakosti zaokruZujemo na najbliZzi manji cijeli broj.
Rezultati su prikazani u tablici 3.1}
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n 1123|415 6 7
Poznati m, 2141912045 (112 | ?
Gornja granicazam, || 2 |4 |9 | 21 | 48 | 114 | 292

Tablica 3.1: Maksimalna veli¢ina n-kapice

Ako se prisjetimo odakle smo krenuli, Cudesno je koliko smo daleko dosli. Uzeli smo
igru SET, nesto Sto se Cinilo konkretnim i opipljivim, a na kraju smo dosli do neceg apstrak-
tnog Sto se ¢ini znatno sloZenijim od onoga s ¢ime smo krenuli. Uo€ivsi povezanost izmedu
matematike i obi¢ne druStvene igre namjenjene djeci i odraslima, na vrlo zanimljiv nacin
upoznali smo se s apstraktnim matematickim pojmom afinog prostora Zj te njegovim svoj-
stvima kao i svojstvima njegovih potprostora. Matematickom interpretacijom dosli smo
do odgovora na pitanje koje se namece igra¢ima nakon nekoliko odigranih partija SET-a.
Osim toga, tijekom igre pojavljuju se joS mnoga druga pitanja matemati¢kog tipa posebno
vezana uz kombinatoriku i vjerojatnost, Sto nije cudno posto se radi o igri kartama. Neko-
liko takvih pitanja razmotrit ¢emo u sljede¢em poglavlju te ¢emo se osvrnuti na primjenu
igre SET u nastavi matematike u osnovnoj i srednjoj skoli.



Poglavlje 4

Primjena igre SET u nastavi matematike

SET je zabavna i vrlo zarazna igra kartama koja ima bogatu matematicku strukturu. Kroz
nekoliko prethodnih poglavlja bavili smo se vezom s afinom geometrijom te smo pomocu
nje odgovorili na pitanje direkto vezano uz pravila igre. Sada ¢emo se posvetiti rjeSavanju
nekih problema koje igra namece iz podrucja kombinatorike i vjerojatnosti, a mogu se pri-
mijeniti u nastavi matematike u srednjoj Skoli kako bi se u€enike potaknulo na logicko 1
apstraktno razmisljanje.

Osim toga, igra SET izvrstan je nacin za uvodenje osnovne teorije skupova. Predstavlja
konkretan model, odnosno alat za razumijevanje osnovnih pojmova i operacija sa sku-
povima: veli¢ina skupa (kardinalitet), prazan skup, unija, presjek, razlika i komplement
skupa. Stoga ¢emo opisati nacin na koji mozemo u petom razredu osnovne Skole, ali i
kasnije u prvom razredu srednje Skole na zanimljiv na¢in pomocu igre SET uvesti osnovne
operacije sa skupovima.

4.1 Kombinatorika i vjerojatnost

SET je igra kartama koja otvara mnoga kombinatorna i vjerojatnosna pitanja koja bismo
mogli iskoristiti u nastavi matematike kod ostvarivanja ishoda

MAT SS E.3.1. Bira strategiju i rjeava problem rabeci kombinatoriku

u treCem razredu srednje Skole (od 105 do 245 sati nastave matematike godiSnje) [Sl].
Pomocu igre SET ucenici na zabavan nain mogu uvjezbati principe prebrojavanja, per-
mutacija, varijacija, kombinacija te izraunavanja vjerojatnosti pojedinih dogadaja. Prije
svega, SET se temelji na misaonim procesima pa kroz igru i zabavu ucenici razvijaju
logicko, matematicko i apstraktno razmisljanje. Isto tako, kroz igru ucenici razvijaju
prostorno vizualne vjeStine percepcije te socijalne vjeStine igraju¢i SET u skupinama i
postujuéi odredena pravila igre.

53
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Sada ¢emo opisati nacin na koji moZemo uvesti igru SET u razredu te ¢emo razmotriti
neka kombinatorna i vjerojatnosna pitanja koja moZemo postaviti ucenicima i potaknuti
ih na razmiSljanje [12]. Za pocetak, razred podijelimo u grupe od 3 do 5 uCenika. Na-
kon $to ucenicima detaljno objasnimo pravila uz nekoliko primjera i budemo sigurni da su
ucenici shvatili pravila igre, svakoj grupi podijelimo listi¢ na kojem je prikazano 9 karata
(slika [d.T). Zadatak ucenika je da medu 9 karata pronadu 6 setova. Jedan od uCenika iz

Mastavni listic

Zadatak. Pronadite & setova medu sliededih 9 kartica. Svaki pronasdeni set upidite u donju tablice

tako da u pojeding polje upisujete karakteristice odgouvarajuce karte: braj-obiik-ispuno-hoia.

n
J

|
\

BiN] i~ 21
W, & L,-- 7 M
-
g || )
-
SET
1.
i
3
&,
5
[:%

Slika 4.1: Nastavni listi¢

grupe upisuje svaki pronadeni set u prazna polja na listi¢u tako da u pojedino polje upisuje
karakteristike odgovarajuce karte (broj-oblik-ispuna-boja). Svaki red od tri prazna polja
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odgovara jednom setu, a jedno polje jednoj karti. Pobjeduje ona grupa koja prva pronade
svih 6 setova.

Nakon Sto su se okusali u pronalaZenju setova, pred uenike moZemo postaviti nekoliko
problema vezanih uz igru. Njihovo rjeSavanje kod ucenika ¢e potaknuti logicko i mate-
maticko razmiSljanje te ¢e im pomoci u savladavanju osnovnih principa kombinatorike 1
vjerojatnosti. Razmotrimo sada neke od tih problema.

1. Koliko je karata sadrZzano u jednom kompletu SET-a?

Budu¢i da se karte SET-a razlikuju u Cetiri karakteristike (oblik, broj, ispuna i boja), a

za svaku karakteristiku postoje tri razli¢ite moguénosti, prema principu umnoska jedan
komplet SET-a sadrzi 3 -3 - 3 - 3 = 3* = 81 kartu.

2. Koliko setova ukupno postoji?

Sliénim razmatranjima kao iz prvog poglavlja na stranici 5 i 6 u€enici mogu doci do za-
kljucka da svake dvije kartice jedinstveno odreduju trecu karticu koja s njima Cini set.
Stoga, za odabir prve kartice imamo ukupno 81 moguénost, za odabir druge karte preosta-
lih 80, dok je treca karta jedinstvena. Dakle, postoji ukupno
()
2
— =1080
3

razlicitih setova.
3. Koliko setova sadrzi jednu odabranu kartu?

Odgovor na ovo pitanje slijedi iz ¢injenice da bilo koje dvije karte pripadaju to¢no jednom
setu. Odabrana kartica formira set s bilo kojom od preostalih 80 karata te jedinstvenom
tre¢om karticom. Stoga, broj nacina na koje moZemo odabrati jo§ dvije karte jednak je
80 - 1 = 80. No, redoslijed odabranih karti nije bitan pa je ukupan broj setova koji sadrzi
jednu odabranu kartu jednak % = 40. To moZemo lako provjeriti. Imamo 81 kartu, a svaka
je u 40 razlicitih setova. U svakom setu su tri razli¢ite karte pa setova ima ukupno

81-40

— = 1080,
3

Sto je zaista jednako ranije dobivenom rezultatu.
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4. Ako iz jednog kompleta SET-a izvucemo tri karte, kolika je vjerojatnost da smo
dobili set?

Znamo da u jednom kompletu SET-a postoji ukupno 1080 setova. Tri karte mozemo oda-

brati na (831) = 85320 nacina pa je vjrojatnost jednaka % -100% =~ 1.3%.

5. Koliki je najvjerojatniji broj setova medu 12 nasumi¢no odabranih kartica?

Bududi da je ukupan broj nacina odabira tri karte od ukupno dvanaest karata jednak

12 12!
= ——— =220,
3 31-(12 -3)!
a vjerojatnost da bilo koje tri odabrane karte tvore set jednaka je %, najvjerojatniji broj

setova medu 12 nasumicno odabranih karata iznosi

1080 237600

220 - =
0 85320 85320

~ 2.78.

Dakle, moZemo zakljuciti da najvjerojatnije postoje 2 seta medu 12 nasumi¢no odabranih
karata.

6. Koja je vrsta seta najvjerojatnija?

Najprije razmotrimo koje sve vrste setova mozZemo stvoriti obzirom na postojece karak-
teristike karata. Pravilo SET-a nalaZe da tri karte tvore set ako je pojedina karakteristika
simbola na svim kartama ista ili na svim razli¢ita. Prema tome, mozemo razlikovati Cetiri
vrste seta obzirom na broj “razlicitih/istih” karakteristika: 4/0, 3/1, 2/2 1 1/3.

Sada prebrojimo koliko setova postoji od svake vrste u kompletu od 81 karte. Za svaku
vrstu seta prva se karta moZe odabrati na 81 nacina, druga karta ovisi o broju razli€itih,
odnosno istih karakteristika, dok je treca karta uvijek jedinstvena. Za vrstu 4/0 (set u ko-
jem se karte razlikuju u svim karakteristikama) moZemo odabrati na (3) = 1 nacin Cetiri
karakteristike koje se razlikuju. Drugu kartu moZemo odabrati na 2* = 16 nacina jer je za
svaku karakteristiku moguce izabrati po dvije moguénosti. Kako je treéa karta jedinstveno
odredena, a redoslijed karata nije bitan, ukupan broj setova vrste 4/0 jednak je

4 . . 4

Za vrstu 3/1 (set u kojem su tri karakteristike razlicite, a jedna ista za sve tri karte) moZemo
odabrati na (‘3‘) = 4 nacina tri karakteristike u kojima se karte razlikuju. Drugu kartu
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moZemo odabrati na 2° = 8 nacina jer se druga karta mora razlikovati od prve u tri ka-
rakteristike pa za svaku od njih preostaju dvije moguénosti. Kao i prije, trea karta je
jedinstvena, a redoslijed karata nije bitan pa je ukupan broj setova vrste 3/1 jednak

(5)-81-22

3 = 432.

Kod trece vrste 2/2 (set u kojem su dvije karakteristike razliCite, a dvije iste za sve tri karte)
mozemo odabirati na (‘2‘) = 6 nacina dvije karakteristike u kojima se karte razlikuju. Sada
se karte razlikuju u dvije karakteristike pa je broj moguénosti za drugu kartu jednak 2% = 4.
Uz Cinjenicu da je treca karta jedinstvena te zanemarivanjem redoslijeda karata dobivamo
ukupan broj setova vrste 2/2 koji iznosi

(5)-81-2

3 = 324.

Konacno za Cetvrtu vrstu 1/3 (set u kojem je jedna karakteristika razliCita, a tri su iste za sve
tri karte) moZemo odabrati na (T) = 4 nacina jednu karakteristiku u kojoj se karte razlikuju.
Drugu kartu moguce je odabrati na 2! = 2 nadina posto se karte razlikuju u samo jednoj
karakteristici. Treca je karta jedinstvena, a redoslijed karata i dalje nije bitan pa ukupno
postoji

4 1

(})-81-2
3!

setova vrste 1/3. Zbrojimo li sve vrijednosti ukupnog broja setova za svaku vrstu dobivamo

=108

216 + 432 + 324 + 108 = 1080,

Sto odgovara ukupnom broju setova u cijelom $pilu. Sada kada znamo broj setova za svaku

vrstu, moZemo utvrditi koja je od njih najvjerojatnija. Bududéi da je 432 >324 >216 >108,

mozemo zakljuciti da je vrsta seta 3/1 najvjerojatnija. Lako mozemo izracunati kolika je
216

vjerojatnost postojanja pojedine vrste. Vjerojatnost vrste 4/0 jednaka je 755 = 20%, vrste

3/1 s5% = 40%, vrste 2/2 22 = 30% i vrste 1/3 1 = 10%. Kako bi imali zorniji prikaz
dobivenih rezultata, prikazat ¢emo ih tablicom Dakle, najvjerojatnije je set vrste 3/1,

odnosno tri karte koje se razlikuju u tri karakteristike simbola, a jedna je svim kartama ista.
7. Mogu li na kraju igre ostati samo 3 karte koje ne Cine set?
Kako bismo dosli do odgovora na ovo pitanje, promotrit ¢emo najprije broj likova na karti.

Na svakoj se karti nalazi jedan, dva ili tri lika, a u cijelom komletu postoji 27 karata s jed-
nim likom, 27 karata s dva lika 1 27 karata s tri lika. Dakle, ukupno u kompletu SET-a ima
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Broj nacina odabira | Brojnacina | Brojnacina | Broj nacina Ukupan
Vrsta seta karakteristika odabira odabira odabira broj setova Vjerojatnost
koje se razlikuju prve karte druge karte | trece karte jedne vrste
7 7
4/0 (=1 81 | 20=16| 1 | YN _916] 28 =209
7 k
3/1 (=4 81 | 2=8 | 1 | UNE_uzp ] oy
T
22 (H)=6 81 | 22=4 | 1 | UEE_gp] 330
Nl
13 (=4 g1 | 20=2 | 1 | WHZ_jog| s g
Ukupno 1080

Tablica 4.1: Vjerojatnost za pojedinu vrstu seta

27-1427-2+27-3=6-27 =162 likova. Tri karte Cine set obzirom na broj ako i samo
ako je zbroj njihovih likova viSekratnik broja tri. To je upravo zbog toga jer broj likova na

kartama mora biti svima isti ili svima razli¢it pa su jedine mogucnosti zbroja

1+2+3=6

x+x+x=3x, x€{l1,2,3}

o ¢emu je ve¢ govora bilo u drugom poglavlju. Tijekom igre, svaki put kada neki od igraca
uodi set, karte se uklanjaju sa stola ¢ime se broj simbola smanjuje za viSekratnik broja tri.
Stoga, na kraju igre preostaje 162 — 3k, k € N simbola na kartama Sto je takoder viSekratnik
broja tri 162 — 3k = 3(57 — k). Dakle, ako su na stolu ostale poslijednje tri karte, tada te
karte sigurno Cine set obzirom na broj simbola. Analogno vrijedi 1 za ostale karakteristike:
oblik, ispunu i boju. Stoga, igra ne moze zavrsiti s tri karte na stolu.
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4.2 Teorija skupova

U nastavi matematike igru SET takoder moZemo iskoristiti u petom razredu osnovne Skole
kako bi uCenici savladali ishod MAT OS B.5.2. Prikazuje skupove i primjenjuje odnose
medu njima za prikaz rjesenja problema, kao i u prvom razredu srednje Skole (od 105 do
210 sati nastave matematike godisnje) kod ishoda MAT SS B.1.7. Prikazuje operacije sa
skupovima i rjeSenja nejednadZbi s pomocu intervala [8l]. SET pruza konkrentan model
pomocu kojeg ucenici mogu lakSe usvojiti i savladati osnovne operacije sa skupovima. U
tu svrhu opisat ¢emo nacin na koji mozemo iskoristiti igru SET za uvodenje i uvjezbavanje
tih operacija [[12, [7, [1]. Najprije uvedimo oznake za pojedine skupove od kojih se igra
sastoji.

K - komplet karata SET-a

R - skup karata sa simbolom romba I - skup karata s jednim simbolom

O - skup karata sa simbolom ovala II - skup karata s dva simbola

S - skup karata sa simolom vala III - skup karata s tri simbola

W - skup karata s potpuno ispunjenim simbolima C - skup crvenih karata

B - skup karata s djelomicno ispunjenim simbolima LJ - skup ljubicastih karata
O - skup karata s neispunjenim simbolima Z - skup zelenih karata

Sada ¢emo uvesti neke osnovne pojmove i operacije sa skupovima te ih povezati sa
SET-om. Nakon toga slijedi jedan zadatak s nekoliko primjera za uvjezbavanje.

Kardinalnost ili veli¢ina skupa

Jedna od osnovnih karakteristika nekog skupa je kardinalnost ili velicina skupa. Za kona-
¢ne skupove to je jednostavno broj elemenata nekog skupa. Ako je A skup, kardinalnost
skupa A oznaCavamo sa k(A). Primjerice, s K smo oznacili skup koji se sastoji od cijelog
kompleta karata SET-a pa je njegova kardinalnost k(K) = 81.

Z je skup svih karata sa zelenim simbolima pa njegovu kardinalnost moZemo odrediti pre-
brojavanjem svih takvih karata ili jednostavno iskoristiti ono $to znamo o karakteristikama
svake karte SET-a. Dakle, k(Z) = 3 -3 -3 = 3% = 27 jer zeleni simboli na kartama mogu
imati 3 razlicita oblika po 3 razliCita broja 1 3 razli¢ite ispune. Takoder, mogli smo za-
kljuciti da je 81 : 3 = 27 karata unutar skupa Z jer je tocno jedna treCina karata zelene
boje.
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Presjek dvaju skupova

Presjek skupova A i B je skup A N B koji sadrzi zajednicke elemente tih dvaju skupova:
ANB={x:x€A i x€ B}

Inace skupove zorno prikazujemo pomocu Euler-Vennovog dijagrama pa je na taj nacin na
slici [4.2] prikazan presjek skupova A i B.

A B

ANnB

Slika 4.2: Euler-Vennov dijagram za presjek skupova A1 B

Na primjer, skup R N m je skup koji sadrzi karte sa simbolima koji su u obliku romba i
potpuno su ispunjeni. Simboli na tim kartama mogu biti u tri razli¢ita broja i tri razlicite
boje pa je kardinalnost ovog skupa k(R "' m) = 9.

Za skupove A i B koji nemaju zajednickih elemenata kaZzemo da su disjuktni. Njihov
je presjek A N B prazan i piSemo A N B = (). 0 je oznaka za prazan skup koji nema niti
jedan element.

Primjerice, (RN C)N(ONC) = 0 jer skupovi (RN C) i (O N C) nemaju zajednickih eleme-
nata. Skup (RN C) sadrzi karte na kojima su crveni rombovi dok se u skupu (O N C) nalaze
karte na kojima su crveni ovali.

Unija dvaju skupova

Unija skupova A 1 B je skup A U B koji sadrzi one elemente koji se nalaze u barem jednom
od tih dvaju skupova:
AUB={x:x€A ili x€ B}.

Na slici .3 Euler-Vennovim dijagramom prikazana je unija skupova A i B.

Na primjer, skup Il U LJ sadrzi sve karte na kojima su dva simbola ili karte na kojima su
ljubicasti simboli (ili oboje). Kardinalnost ovog skupa je k(I U LJ) = 45. Ovo se lako
moze utvrditi primjenom formule ukljic¢ivanja-iskljucivanja [14]:
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AUB

Slika 4.3: Euler-Vennov dijagram za uniju skupova A i B

Teorem 4.2.1. (Formule uklji¢ivanja-isklju¢ivanja) Neka su Ay, A,, . .., A, konacni skupovi
tada je broj elemenata njihove unije dan formulom

k(OA,-):Zn:k(A,-)— Z k(A;NA)) + Z k(A[mA‘,mA,{)—---+(—1)"+1k[ﬁAi].
i=1 k=1 1<i<j<n I<i<j<k<n i=1

Postoji 27 karata s dva simbola 1 27 karata s ljubiCastim simbolima Sto daje zbroj 54.
Medutim, 9 je karata s dva ljubicasta simbola koja se nalaze u presjeku skupova Il i LJ pa
smo te karte brojali dva puta. Stoga je prema formuli uklji¢ivanja-iskljucivanja kardinal-
nost skupa I1 U LJ jednaka k(I U LJ) = 27 + 27 — 9 = 45.

No, u€enicima se prvog razreda srednje Skole ne spominje formula uklji¢ivanja-iskljucivanja
ve¢ se k(A U B) odreduje pomocu Euler-Vennovog dijagrama (slika 4.4). Skup II sastoji

I1,27 L], 27

Slika 4.4: Euler-Vennov dijagram za skupove 111 LJ

se od 27 karata medu kojima je 9 ljubicCastih (tri razli¢ita simbola s tri razliite ispune).
Ljubicastih karata izvan skupa Il ima 18 (devet karata s brojem 1 i devet karata s brojem 3)
pa je ukupan broj elemenata skupa Il U LJ jednak 27 + 18 = 45.

Razlika skupova

Razlika skupova A i B je skup svih elemenata skupa A koji nisu elementi skupa B:

AAB={x:x€A 1 x¢B}.
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A\B

Slika 4.5: Euler-Vennov dijagram za razliku skupova A i B

Razlika skupova A i B zorno je prikazana Euler-Vennovim dijagramom na slici

Na primjer, S\O je skup karata na kojima su likovi oblika vala i koji nisu prazni. Ukupno
postoji 27 karata sa simbolima oblika vala te 9 karata s neispunjenim simbolima oblika
vala pa je kardinalnost skupa S\O jednaka k(S\O) = 27 — 9 = 18. Isto tako, skup S\O
mozZemo promatrati kao skup u kojemu se nalazi 9 karata s potpuno ispunjenim simbolima
vala 19 karata s djelomi¢no ispunjenim simbolima vala, Sto je ukupno 18 karata.

Za kraj navodimo jedan primjer zadatka za ucenike kroz koji mogu pomocu igre SET
uvjezbati gore navedene osnovne operacije sa skupovima.

Zadatak. Rijecima opiSi od Cega se pojedini skup sastoji 1 odredi mu kardinalnost.

HLINI 2)BnNoO 3)INn2Nn3 HonlinsS
5CUS 6)IIIU O 7 ZURUDO ymuBauUDO
9)Z\B 10) \O 11) (RUS)\2 12) S\(mN C)

13)(cCulh)ns 14)sndIuvo) I5) (OUR)\([@ON2Z) 16) I\LJ)N(ZUR)
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Sazetak

SET je iznimno zabavna misaona igra kartama najmijenjena djeci i odraslima. Igrajuc¢i SET
mnogi ne bi naslutili da se u pozadini igre krije matematika. Osim S$to je zabavna i vrlo
zarazna, igra se povezuje s mnogim matematickim problemima iz podrucja afine geome-
trije, linearne algebre, teorije skupova, kombinatorike 1 vjerojatnosti. Ovaj se rad temelji
na geometrijskoj interpretaciji igre SET pomocu konac¢nog vektorskog i afinog prostora
Z3. Tokom igre pojavljuju se mnoga pitanja do &ijih se odgovora dolazi matematickim
“alatima”. Glavni je problem rada do¢i do odgovora na jedno od tih pitanja.

U matematickoj interpretaciji SET-a rjeSavanje postavljenog problema svodi se na pro-
nalasku maksimalne veli¢ine podskupa to¢aka unutar afinog prostora Z;‘ koji ne sadrzi
pravac, takozvana 4-kapica. Opcenito, maksimalna veliCina n-kapice u ZJ poznata je za
n < 6, a za ostale dimenzije moguce je odrediti samo gornju granicu i to pomocu teorema
koji iznosimo u radu. Za prve Cetiri dimenzije pomocu igre SET pronalazimo primjer
maksimalne n-kapica, a zatim matematicki dokazujemo da je veli¢ina pronadene n-kapice
zaista maksimalna moguca. Osim toga, rad se bavi i nekim osnovnim svojstvima afinog
prostora Z} i posebno geometrijom u Z; zan = 1,2,3,4.

Posljednje poglavlje posveceno je primjeni igre SET u nastavi matematike. SET je
igra kartama pa otvara mnoga kombinatorna i vjerojatnosna pitanja koja moZemo postaviti
ucenicima srednje Skole i potaknuti ih na logicko i apstraktno razmisljanje. Isto tako, SET
predstavlja konkretan model skupa pa iznosimo 1 nacin na koji bi u€enici osnovne 1 srednje
Skole pomocu zabavne igre mogli uspjeSno savladati osnovne operacije sa skupovima.



Summary

SET is an extremely fun thoughtful card game intended for children and adults. What
many wouldn’t assume while playing SET is the fact that mathematics is hidden in the
core of the game. Apart from being fun and highly addictive, the game associates with
many mathematical problems from the field of affine geometry, linear algebra, set theory,
combinatorics and probability. This paper is based on the geometric interpretation of the
game SET with the help of finite vector and affine space Z3. During the course of the game,
many problems arise for which the answers are found by mathematical “’tools”. The main
problem of the paper is getting an answer to one of those questions.

In the mathematical interpretation of SET, solving a set problem comes down to finding
the maximum value of a subset of points inside affine space Zg' which doesn’t contain a line,
the so-called 4-cap. Generally, the maximum value of an n-cap in Zj is known for n < 6,
whereas for other dimensions it’s possible only to determine the upper limit, which is
done with the help of the theorem we’re stating in the paper. For the first four dimensions
with the help of the game SET we are coming across an example of a maximum n-cap,
then we mathematically prove that the value of found n-cap is indeed the highest possible.
Besides that, the paper deals with some basic properties of affine space Z7 and especially
the geometry in Z% forn = 1,2, 3,4.

The last chapter is dedicated to the application of the game SET in mathematics classes.
SET is a card game so it opens many combinatorial and probabilistic questions which can
be presented to high school students and encourage them to think logically and abstractly.
SET also presents a concrete model of sets so we are presenting a way in which elementary
and high school students would be able to grasp basic set operations with the help of a fun
game.
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