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Uvod

Spiralna sli¢nost je preslikavanje euklidske ravnine zadano kao kompozicija homotetije i
rotacije sa zajedniCkim centrom. U ovom radu proucit ¢emo osnovna svojstva spiralne
sli¢nosti te prikazati primjene tog preslikavanja u nekim sloZenijim zadacima.

Svi pojmovi i teoremi u ovom radu odnose se na euklidsku planimetriju, dakle na ge-
ometriju euklidske ravnine E2. Osnovni pojmovi su to¢ka i pravac, pri ¢emu éemo pravce
smatrati skupovima tocaka i podrazumijevati poznavanje osnovnih aksioma i Cinjenica te
geometrije. Preslikavanja euklidske ravnine na sebe ovdje ¢e redovito biti bijekcije, zadane
na skupu tocaka ravnine. Time Ce biti inducirana i preslikavanja na pravcima, buduéi da
¢e u pravilu biti rije¢ o kolineacijama, dakle preslikavanjima koja ¢uvaju kolinearnost pa
stoga pravce preslikavaju u pravce. Stoga e biti prakti¢no istaknuti skup tocaka, koji ¢emo
oznaciti s 7.

Sluzit éemo se i strukturom vektorskog prostora V> uvedenog na uobicajeni nacin u euklid-
sku ravninu. Takoder, za spiralnu sli¢nost bit ée vrlo prakti¢no primijeniti pristup pomocu
kompleksne ravnine, identifikacijom tocaka euklidske ravnine s kompleksnim brojevima u
trigonometrijskom obliku.

Neke od klju¢nih tvrdnji odnose se na postojanje i jedinstvenost spiralne sli¢nosti koja
jednu od dviju zadanih duZina preslikava u drugu. Pritom treba posebno razmotriti slucaj
podudaranja dviju krajnjih toCaka tih duZina, a do izraZaja tada dolazi uloga simedijana u
trokutu.

Spiralnu sli¢nost korisno je prouciti, izmedu ostalog, prilikom priprema za razli¢ita natje-
canja, posebno za Medunarodnu matematicku olimpijadu (IMO) buduc¢i da se tamo gotovo
svake godine pojavi po jedan problem iz podrucja geometrije u kojem upravo znanje o spi-
ralnoj sli¢nosti moZe olakSati postupak rjeSavanja. Dakako, osim same spiralne sli¢nosti
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potrebno je dobro poznavanje i brojnih drugih geometrijskih teorema pa je radi potpunosti
uvrsteno i poglavlje koje obuhvaca Menelajev teorem, Pascalov teorem, inverziju s obzi-
rom na kruznicu i druge potrebne pojmove.

U zavrSnom poglavlju detaljno su izloZena rjeSenja izabranih zadataka s IMO 1 joS ne-
kih uglednih matematickih natjecanja u svijetu (Japan, JuZna Koreja, Iran) iz posljednjih
desetak godina.



Poglavlje 1
SliCnosti i izometrije

U ovom kratkom uvodnom poglavlju napravit cemo pregled definicija nekih poznatih pres-
likavanja sli¢nosti euklidske ravnine i njihovih medusobnih relacija. Definirat ¢emo spi-
ralnu sli¢nost te istaknuti kako se to preslikavanje uklapa medu ostale sli¢nosti, u obliku
dijagrama - genealoS$kog stabla. Pritom necemo ulaziti u strukturu grupa preslikavanja i
njihovih podgrupa.

1.1 Poznata preslikavanja slicnosti

Oznacimo s 7 skup to¢aka euklidske ravnine E°.

Definicija 1.1. Preslikavanje slicnosti ili ekviformno preslikavanje je preslikavanje f :
T — T takvo da postoji konstanta k > 0 (koju zovemo koeficijent slicnosti) takva da je
d(f(A), f(B)) = k- d(A, B) za sve tocke A i B ravnine E*.

Definicija 1.2. Izometrija ravnine je preslikavanje f : T~ — T takvo da vrijedi d(f(A), f(B))
= d(A, B) za sve tocke A i B ravnine E*.

Izometrija je ocito sli¢nost s koeficijentom 1.

Definicija 1.3. Neka je p pravac koji lezi u ravnini E*. Osna simetrija ravnine E* obzirom
na pravac p je preslikavanje s, : 7 — T definirano na sljedeci nacin:

e AkojeT € pondajes,T)=T.
e Ako T ¢ p onda je pravac p simetrala duzine TT', gdje je T’ = sp(T).

Osna simetrija ravnine s, : 7 — 7 je izometrija ravnine E* kojoj su sve tocke pravca p
fiksne ili je identiteta i,,.
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Definicija 1.4. Neka je d vektor iz . prostora V2. Translacija tz : T — T je izometrija
ravnine E* takva daje tz(T) =T, TT' = d.

Definicija 1.5. Rotacija ravnine E* oko &vrste tocke O (sredista rotacije) za kut a (kut
rotacije) u pozitivnom smjeru je preslikavanje r : T~ — T definirano na sljedeci nacin:

e r(0)=0.
o Ako je T # O onda vrijedi r(T) = T’ tako da je |OT| = |OT'|i tTOT’ = a.

Rotacija r : 7 — 7 je izometrija ravnine E? ¢ija je jedina fiksna tocka centar O ili je
identiteta i,,.

Definicija 1.6. Neka je O ¢vrsta tocka ravnine E*. Centralna simetrija ravnine E* s obzi-
rom na tocku O je preslikavanje so : T — T definirano na sljedeci nacin:

® 50(0)=0.
o Ako je T # O onda vrijedi so(T) = T’, gdje je tocka O poloviste duzine TT'.

Centralna simetrija so : 7 — 7 je rotacija ravnine E* oko sredista O za kut mjere 180° te
je ona izometrija ravnine E?.

Dosad su definirana preslikavanja sli¢nosti koja su izometrije, to jest Cuvaju udaljenost,
a time svaki lik preslikavaju u njemu sukladan ili kongruentan lik. Sad ¢emo definirati
preslikavanja koja preslikavaju lik u njemu slic¢an lik, tj. preslikavanja koja ¢uvaju kutove
i omjer pripadnih udaljenosti (koeficijent slinosti).

Definicija 1.7. Dilatacija je preslikavanje koje svaki pravac ravnine preslikava u njemu
paralelan pravac.

Dilatacija je preslikavanje slicnosti koje cuva orijentaciju. Podsjetimo da je svaki pravac
po definiciji sam sebi paralelan. Uocimo jos da jg translacija dilatacija koja ili nema fiksnih
toCaka ili je identiteta, ako je vektor translacije 0.

Definicija 1.8. Neka je O ¢vrsta tocka ravnine E* i k # 0 realan broj. Za tocku T € T
neka je T’ toc¢ka na pravcu OT takva da vrijedi |OT’| = |k| - |OT|. Homotetija ili centralna
dilatacija je preslikavanje h : T~ — T definirano s h(T) = T’ na sljedeci nacin:

e zak >0, tocke Ti T’ leZe s iste strane tocke O,
e zak <0, tocke Ti T’ leZe sa suprotnih strana tocke O.

Tocka O naziva se srediste homotetije, a broj k koeficijent homotetije.
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1.2 Definicija spiralne sli¢nosti

Definicija 1.9. Spiralna sli¢nost s centrom u tocki O je kompozicija homotetije i rotacije
sa zajednickim centrom O.

Slika 1.1: Spiralna sli¢nost oko tocke O koja preslikava trokut ABC u trokut A’B’C’

Uocimo da homotetija i rotacija u kompoziciji komutiraju pa je svejedno koji redoslijed
navedemo u ovoj definiciji.

Spiralna sli¢nost ocito je potpuno zadana svojim centrom, kutom rotacije i koeficijentom
homotetije.

1.3 Usporedba preslikavanja slicnosti

Svi meduodnosi navedenih preslikavanja slicnosti prikazani su u ovom dijagramu oblika
genealoskog stabla na slici (1.2

Znamo da su osna simetrija, translacija, rotacija i centralna simetrija izometrije. Uo¢imo
da je translacija takoder 1 dilatacija te da dilatacija moze biti ili translacija ili homotetija.

Takoder, centralna simetrija s obzirom na to¢ku O je rotacija oko srediSta O za kut mjere
180° i homotetija s koeficijentom k = —1. Uocimo da su rotacija i homotetija posebni
slucajevi spiralne sli¢nosti kada je koeficijent sli¢nosti k = 1, odnosno kada je mjera kuta
rotacije jednaka 0°.
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Sliénost
lzometrija Dilatacija Spiralna slicnost
Osna simetrija Translacija Rotacija Homotetija

N

Centralna simetrija

Slika 1.2: Genealosko stablo preslikavanja sli¢nosti
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Osnovni teoremi o spiralnoj slicnosti

U nastavku ¢emo koristiti geometrijski prikaz kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini
jer takavim prikazom moZemo prakti¢no opisati spiralnu slicnost.

Neka je tocka T'(xy, y;) geometrijska interpretacija kompleksnog broja z = x; +y;i i neka je
zadan kompleksni broj @ € C\ {0}, @ = x, +y,i. Trigonometrijski zapisi danih kompleksnih
brojeva su z = |z| - (cosg; + ising)) 1 a = |a| - (cosp, + ising;). UoCimo da geometrijska
interpretacija njthovog umnoska za = |za|- [cos(p; + ¢2) + isin(¢; + ¢,)] odgovara spiralnoj
sli¢nosti oko ishodista O koja preslikava tocku 7 u 7. Tada je |a| koeficijent sli¢nosti, a
¢, = arg a kut rotacije.

VA

XY

@)

Slika 2.1: Spiralna slicnost oko ishodiSta kompleksne ravnine O

Dakle, ako je centar O spiralne sli¢nosti smjeSten u ishodiStu kompleksne ravnine onda je
ta spiralna sli¢nost opisana umnoskom kompleksnim brojem. Takva spiralna slicnost ima
oblik z — az, gdje je @ € C\ {0}, |a| predstavlja koeficijent slicnosti, a arg « je kut rotacije.
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Pogledajmo slucaj kada centar spiralne slicnosti nije smjeSten u ishodistu kompleksne rav-
nine nego u tocki S. Neka su tocke S 1 T geometrijske interpretacije kompleksnih brojeva
§ = Xo + yoi s pripadnim vektorom ¥ it = x| +y,i s pripadnim vektorom 7 ineka je zadan
kompleksni broj @ € C\ {0}, @ = x, + y,i takav da je |a| koeficijent sli¢nosti, a arg a kut
rotacije.

Da bi odredili tocku 7 koja je spiralno slicna tocki 7', prvo ¢emo translatirati centar spi-
ralne sli¢nosti S u ishodiSte O za vektor —s. Zatim translatiramo to¢ku T za vektor —s
u to¢ku 7T, koja je geometrijska interpretacija kompleksnog broja ¢, te uvedemo oznaku
t_f = a_ﬁ . 1z slike uo¢imo da vrijedi t_f =7 - s, odnosno da su koordinate tocke T}
dane s t; = t — 5. Znamo da spiralno sli¢na slika tocke T'; s obzirom na ishodiSte O ima
koordinate « - #; = a(t — s) te je ozna¢imo s T>. Sad moZemo zakljuciti da spiralno sli¢na
slika tocke T' s obzirom na centar S ima koordinate s + a(t — s) te je oznac¢imo s 7.

VA
-
T/ /
/
T 2 /
-5 -4 /
-7 N /
Ty e&” B \ y
/
t/ Nargy
t \ar \/S
g -
O X

Slika 2.2: Spiralna sli¢nost oko centra S

Dakle, ako centar O spiralne sli¢nosti nije smjesten u ishodiStu kompleksne ravnine nego
u nekoj drugoj tocki, primjerice u tocki koja je geometrijski prikaz kompleksnog broja zy,
tada spiralna slicnost u kompleksnoj ravnini ima oblik z — 7o+ a(z—2z0) gdje je @ € C\ {0},
|| predstavlja koeficijent sli¢nosti, a arg « je kut rotacije.

Teorem 2.1. Neka su dane Cetiri tocke A, B, C i D u istoj ravnini takve da su ABiCD dvije
razlicite duZine i Cetverokut ABCD nije paralelogram. Tada postoji jedinstvena spiralna
slicnost koja preslikava AB u CD.
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Slika 2.3: Spiralna sli¢nost koja preslikava AB u CD

Prvi dokaz.

Nekasua, b, ¢, d i zp pripadni kompleksni brojevi tocaka A, B, C, D i1 O. Znamo da spiralna
sli¢nost ima oblik W(z) = zp + a(z — 20), gdje je || koeficijent sli¢nosti i arg a kut rotacije.
Zelimo sad naéi « i 2o takve da vrijedi W(a) = c 1 ¥(b) = d. RijeSimo sljedeci sustav:

20 +ala —20) = c, 20+ a(b—2z0) =d. (2.1)
Oduzimanjem jednadZzbi dobivamo:

ala—z0)—alb—z0)=c—d

_c—d
a-b
Uvrstavanjem dobivenog broja @ u prvu jednadzbu (2.1I)) dobivamo:

[0

zO+2_‘bl(a—zO>=c [-(a-b)
(c—d)a—-1z) = (c—z0)a—-D)
ac —ad — czy + dzg = ac — azy — bc + bz
_ad-bc
ZO_a—b—c+d

Budu¢i da ABCD nije paralelogram 1 A # B vrijedia+d # b+ cia # b. Time je
pokazano da su zo i & dobro definirani. Takoder, dobiveno je to¢no jedno rjeSenje za zo i &
pa zaklju¢ujemo da postoji jedinstvena spiralna sli¢nost koja preslikava AB u CD. O
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Drugi dokaz.

_ d—
Bududi da je AAOB ~ ACOD vrijedi ——2 = : 0 %to implicira sljedece:
a— 2 — 20

c—20 _d—Zo
a-z b-z
z2o(—a—d+c+b)=bc—ad
ad — bc
a-b-c+d

/-(a—ZO)(b—Z())iO

0 =

Ponovno, buduéi da vrijedi a — b — ¢ + d # 0 postoji centar O koji je potpuno odreden
tockama A, B, C i D pa je stoga takva spiralna slicnost jedinstvena. O

Sad kada znamo da je spiralna sli¢nost jedinstvena, pokazat ¢emo kako konstruirati centar
spiralne sli¢nosti. U sljedeCem teoremu Kkoristit ¢e se pojmovi usmjerenog kuta i kon-
ciklickih tocaka pa ¢emo te pojmove prvo definirati.

Definicija 2.2. Neka su dana dva pravca l i m koja se sijeku u tocki O. Tada za bilo koju
tocku A na pravcu li bilo koju tocku B na pravcu m moZemo definirati usmjereni kut /AOB
kao mjeru kuta za koji trebamo rotirati AO u pozitivnom smjeru kako bi bio paralelan s BO,
odnosno /AOB = /(AO, BO).

Slika 2.4: Usmjereni kut ZAOB

Uocimo da vrijedi Z(AO, BO) + £(BO,AO) = 180° pa se stoga mjere usmjerenih kutova
racunalu modulo 180°.

Definicija 2.3. Tocke koje pripadaju istoj kruznici zovemo konciklicke tocke.
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Definicija 2.4. Tocke A, B, C i D su konciklicke ako i samo ako je /DAC = /DBC, gdje su
dani kutovi usmjereni.

Slika 2.5: Konciklicke tocke A, B, C i D

Teorem 2.5. Neka su dane dvije duzine AC i BD te neka se pravci na kojima one leze
sijeku u tocki P. KruZnice (ABP) i (CDP) sijeku se ponovno u tocki O takvoj da je O # P.
Tada je tocka O centar spiralne slicnosti koja preslikava AB u CD.

Slika 2.6: Razli¢ite konfiguracije spiralne sli¢nosti koja preslikava AB u CD

Dokaz.

Iz uvjeta O # P jasno je da Cetverokut ABCD ne moZze biti paralelogram. Buduci da s
danim podacima postoji viSe mogucih konfiguracija spiralne sli¢nosti, koristit ¢emo us-

mjerene kutove kako bi mogli imati jedinstveni dokaz koji se odnosi na sve moguce konfi-
guracije.
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Tocke A, B, P i O su koncikli¢ke pa vrijedi ZOAB = £/OPD. Tocke C, D, O i P su
takoder konciklicke pa vrijedi ZOPD = £OCD. Analogno zakljuCujemo da vrijedi ZABO =
LAPO = /CDO.
Dakle, buduéi da vrijedi ZOAB = £OCD i tABO = /CDO prema KKK teoremu o sli¢nosti
trokuta zakljuCujemo da su trokuti AOB 1 COD sli¢ni 1 da imaju istu orijentaciju. Prema
tome, tocka O je centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AB u CD.

O

Teorem 2.6. Ako je O centar spiralne slicnosti koja preslikava AB u CD, tada je O takoder
i centar spiralne slicnosti koja preslikava AC u BD.

0

Slika 2.7: Razli¢ite konfiguracije spiralne sli¢nosti koja preslikava AC u BD

Dokaz.

Ako je O centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AB u CD, tada prema teoremu [2.5| vrijedi
AAOB ~ ACOD iz Cega slijedi:

|AO| _ |OB

icol ~ oD’

Uocimo da vrijedi ZBOA + /COB = /DOC + £COB, odnosno £COA = /DOB.

LBOA = /DOC i

AO OB
_||C0|| = _||0D|| zaklju€ujemo da su trokuti AOC 1 BOD sli¢ni i

da imaju istu orijentaciju. Prema tome, tocka O je centar spiralne sli¢nosti koja preslikava
ABuCDiACuBD. |

Iz /.COA = /DOB

Iz prethodna dva teorema uoCavamo da spiralne slicnosti uvijek dolaze u paru pa kod
rjeSavanja zadataka moZemo odluciti koji ¢emo par duZzina promatrati kako bi se doslo
do rjeSenja.

U sljedeé¢im teoremima koristit ¢emo pojam simedijane trokuta pa ga prvo definirajmo.
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Definicija 2.7. Neka je dan trokut ABC. Neka je tocka M poloviste duZine BC tako da je
AM teZisnica trokuta ABC. Neka se tocka N nalazi na BC tako da vrijedi .BAM = LCAN.
Tada je AN simedijana trokuta ABC.

Slika 2.8: Simedijana AN trokuta ABC

Drugim rijeCima, moZemo re¢i da je simedijana trokuta pravac koji je osnosimetrican
tezis$nici trokuta u odnosu na simetralu unutarnjeg kuta iz istog vrha. Pod simedijanom
trokuta najcesce se podrazumijeva odsjecak tog pravca od vrha trokuta kroz koji simedi-
jana prolazi do presjecne tocke s nasuprotnom stranicom trokuta.

U sljedecoj lemi pokazat ¢emo jedno bitno svojstvo simedijane, odnosno joS$ jedan nacin
definiranja pojma simedijane.

Lema 2.8. Neka je ABC trokut i k njemu opisana kruZnica. Neka se tangente na kruznicu
k u tockama B i C sijeku u tocki D. Tada se AD podudara sa simedijanom trokuta ABC iz
vrha A.

Dokaz.

Neka osnosimetric¢na slika pravca AD s obzirom na simetralu kuta Z/BAC sijeCe @toéki
M. Da bi dokazali tvrdnju leme trebamo pokazati da je tocka M poloviste duzine BC.
Koristeci sinusov teorem u trokutima AABM 1 AACM dobivamo:

|BM]| |AM]| . |MC| |AM]|
= i = .
sin/BAM  sin/ABC sin/CAM  sin/ACB

Slijedi:
AM sin/BAM
M| MG ARG singBAMsin/ACB 02
|MC| sint/CAM ~ sinzABCsin.CAM’ '

|AM|—
sin/ACB
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Slika 2.9: Simedijana AD trokuta ABC

Oznacimo tocke B; 1 C;| na danim tangentama BD 1 CD kao §to je prikazano na slici [2.9
Iz poznate Cinjenice da je kut izmedu tangente kruZnice i tetive koja sadrzava diraliSte
tangente jednak obodnom kutu nad tom tetivom slijedi:

(ABC = /ACC, i (ACB = /ABB,.

Uocimo sada da su kutovi ZABC i LACD te tACB i /ABD suplementarni. Bududi da
znamo da su sinusi suplementarnih kutova jednaki, vrijedi:

sin/ABC = sin/ACD i sin/ACB = sin/ABD.

Sada iz (2.2)) slijedi:
|IBM| _ sin/BAM sin/ABD
IMC| ~ sin/ACD sin/CAM’

Bududi da je pravac AM osnosimetricna slika pravca AD s obzirom na simetralu kuta
/BAC, vrijedi /.BAM = /CAD i tCAM = /BAD. Sada iz (2.3) slijedi:

(2.3)

|BM| _ sin/CAD sin/ABD
IMC| ~ sin/ACD sin/BAD’

(2.4)

Primjenjujuéi sinusov teorem na AACD i AABD dobivamo:

ICD|  |AD| |JAD|  |BD|
sin/CAD ~ sin/ACD’  sin/ABD  sin/BAD’
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Uocimo da bududi da je to¢ka D sjeciSte dviju tangenti, vrijedi |BD| = |CD|. Sada iz (2.4)
slijedi:

|IBM| _|CD||AD| _

IMC| ~ |AD||BD|

Time smo pokazali da je to¢ka M poloviste od BC te da je AD simedijana trokuta ABC iz
vrha A.

O

U nastavku ¢emo opisati joS jedno korisno svojstvo simedijana trokuta koje ¢e se koristiti
u dokazima iducih teorema i u rjeSavanju zadataka.

Lema 2.9. Neka je dan trokut ABD i neka se njegova simedijana iz vrha A sijece s njemu
opisanom kruznicom u tocki C. Tada je AC simedijana trokuta ABD i BCD, a BD je
simedijana trokuta ABC i ACD.

C
Slika 2.10

Dokaz.
Neka je tocka M poloviste od BD.
Budu¢i da je AC simedijana trokuta ABD vrijedi ZBAM = £CAD. 1z ¢injenice da su tocke
A, B, C i D konciklicke slijedi ZABM = /ACD. Sada po KKK teoremu o sli¢nosti trokuta
slijedi AABM ~ AACD. Vrijedi:

|BE| _ |BM]|

lAC| — |CDI’
odnosno

|AB| - |CD| = |AC| - |[BM]|. (2.5)
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Buduc¢i da je Cetverokut ABCD tetivan, prema Ptolomejevom teoremu vrijedi:

|AB| - |CD| + |BC| - |DA| = |AC| - |BD|. (2.6)
Iz jednadzbi (2.3) i (2.6) slijedi:

IBC| - IDA| = |AC| - |BD| - |AC| - |IBM|

|BC| - |DA| = |AC| - (IBD| - |BM|)

|IBC| - |DA| = |AC| - |DM| = |AC| - |BM|. (2.7)
. .. .. |AC| _ |AD| - -
Uocimo da vrijedi BC| = BM|’ Zbog obodnog kuta nad istim lukom vrijedi ZCAD =

LCBM pa prema S KS teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AACD ~ ABCM. Stoga za-
kljuCujemo da vrijedi ZACD = /BCM te da je AC simedijana trokuta CBD iz vrha C (prva

slika [2.11).

Slika 2.11: Simedijane trokuta

PokaZimo sada da je BD simedijana trokuta ABC. Neka je N poloviste od AC. Iz jednadzbi
slijedi:

|BC| - IDA| = |AC| - |BM|

1
IBC| - IDA| = 21AN| - 5|BD|
|BC| - |DA| = |AN| - |BD).

BC BD
Prema tome vidimo da vrijedi ﬁ = ﬁ 1 £.CAD = /CBD pa prema SKS teoremu o

sli¢nosti trokuta vrijedi ABCD ~ AAND. Dakle, /ZADN = /BDC pa zakljuCujemo da je
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BD simedijana trokuta ACD iz vrha D (druga slika [2.11)).
Iz pokazanog slijedi da je BD takoder i simedijana trokuta ABC iz vrha B.

Iz slika[2.6)1[2.7|uo¢imo da se do sada spomenuti teoremi ne odnose na slucaj kada vrijedi
B = Cili A = D. Pretpostavimo da vrijedi B = C 1 pokazimo kako u tom slucaju odrediti
centar spiralne sli¢nosti.

Teorem 2.10. Neka je dan trokut ABD i tocka E # B koja se nalazi na presjeku simedijane
trokuta ABD iz vrha B i opisane kruinice trokuta ABD. Tada je poloviste M duZine BE
Jjedinstveni centar spiralne slicnosti koja preslikava AB u BD.

E

Slika 2.12: Spiralna sli¢nost s centrom u tocki M

Dokaz.
Budu¢i da je BE simedijana od AABD, prema lemi znamo da je AD simedijana od
AEAB i1 AEDB. Tada vrijedi:

/MAB = /DAE = /\DBE = tDBM i (MAB = /DAE = /DBE = /DBM.
Prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AAMB ~ AAED ~ ABMD te su svi nave-
deni trokuti jednake orijentacije. Dakle, tocka M je centar spiralne sli¢nosti koja preslikava
S — BD
ABu BD gdje je IBD| koeficijent slicnosti, a usmjereni kut ZAM B je kut rotacije.

|AB| o
Pokazimo jos da je tocka M jedinstveni centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AB u BD.
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Neka su a, b, d i m pripadni kompleksni brojevi toCaka A, B, D i M. Buduci da vrijedi
AAMB ~ ABMD slijedi:
b - d—
m_d-m [-@=m)b-m)#0
a-m b-m
m(=2b+a+d) = ad - b’
ad — b*
m=——
-2b+a+d

Uocimo da bi 2b = a + d vrijedilo kada bi to¢ku D zarotirali oko tocke B, D # A, tako da
tocke A, B i1 D budu kolinearne. Bududéi da su dane toCke zadane tako da nisu kolinearne,
vrijedi —2b+a+d # 0 pa zakljuCujemo da je m dobro definiran te da je tocka M jedinstveni
centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AB u BD.

O

Slijedi teorem u kojem ¢emo opisati joS neka svojstva spiralne sli¢nosti.

Teorem 2.11. Neka su dane dvije duzine AB i @takve da tocke A, B i D nisu kolinearne.
Neka je tocka M centar spiralne slicnosti koja AB preslikava u BD i neka je dana tocka E
koja je centralnosimetricna tocki B s obzirom na tocku M. Tada vrijedi:

1. ME je simedijana trokuta ABD iz vrha B (odnosno simedijana trokuta AED iz vrha
E).

2. Cetverokut ABDE je tetivan.
3. Spiralna slicnost s centrom u tocki M preslikava AE u ED.

4. Spiralna slicnost s centrom u tocki A preslikava BM u DE (te prema teoremu
preslikava i BD u ME). Spiralna slicnost s centrom u tocki D preslikava BM u AE
(te prema teoremu 2.6\ preslikava i BA u ME).

Dokaz.

1. Bududéi da je zadan centar spiralne sli¢nosti M koja preslikava AB u BD, tada prema
teoremu [2.10] znamo da je dani centar spiralne sli¢nosti M jedinstven te da se nalazi
na simedijani trokuta ABD iz vrha B.

Prema lemi [2.9|slijedi da je ME takoder 1 simedijana trokuta AED iz vrha E.
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Slika 2.13: Spiralna sli¢nost s centrom u tocki M

2. Znamo da se centar spiralne sli¢nosti M nalazi u polovistu duZine BE. Tada se prema
teoremu tocka E nalazi na opisanoj kruZnici trokuta ABD. Bududi da su tocke
A, B, D i E konciklicke, cetverokut ABDE je tetivan.

3. Buduéi da je M centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AB u BD, vrijedi AABM ~
ABMD passlijedi ZBMA = /DMB. Uocimo da vrijedi:

(BMA + /AME = tEMD + /DMB = 180°,

odnosno
(AME = /EMD. (2.8)
AM BM
Iz AABM ~ ABMD vrijedi M| _ = 1BM| . Bududi da je zadano BM = ME vrijedi:
BM| ~ [DM|’
AM ME
u = u (2.9)
IME| |DM|

Iz 2.8) i (2.9) po SKS teoremu o sli¢nosti trokuta uo¢avamo da vrijedi AAME ~
AEMD. Dakle, spiralna sli¢nost s centrom u to¢ki M preslikava AE u ED.

4. Buduc¢i da smo u dokazima 1. i1 2. tvrdnje ovog teorema pokazali da je BE simedi-
jana trokuta ABD iz vrha B te da je Cetverokut ABDE tetivan, iz leme slijedi da
je AD simedijana trokuta BAE iz vrha A i trokuta BDE iz vrha D.

Prema tome zakljuCujemo /MAB = /EAD 1 /ADE = /BDM. Tada prema KKK
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teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AAMB ~ AAED.

Dakle, zakljutujemo da spiralna sli¢nost s centrom u toki A preslikava BM u DE.
Sada iz Cinjenice da vrijedi ABMD ~ AAMB ~ AAED zakljuCujemo da spiralna
sli¢nost s centrom u to¢ki D preslikava BM u AE.



Poglavlje 3

Neki rezultati iz geometrije kruznice

U rjeSavanju narednih zadataka koristit cemo dodatne pojmove i tvrdnje koje ¢emo sada
definirati odnosno dokazati.

Definicija 3.1. Neka je k kruZnica, a T tocka ravnine. Neka je p bilo koji pravac koji
prolazi tockom T i sijece kruZnicu k u tockama A i B. Tada je vrijednost izraza |TA| - |T B|
konstantna, ondosno ne ovisi o izboru pravca p. Potenciju tocke T definiramo kao:

o umnozak |TA| - |T B|, kada je tocka T izvan kruZnice,
o umnozak —|TA| - |T B|, kada je tocka T unutar kruznice,

e 0, kada je tocka T na kruZnici k.

Slika 3.1: Potencija tocke T s obzirom na kruZnicu k.

Teorem 3.2 (Menelajev teorem). Neka se tri tocke X, Y i Z nalaze redom na pravcima AB,
BC i AC tako da se dvije tocke od danih tri nalaze na stranicama trokuta ABC, a treca se

21
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nalazi na produZetku stranice tog trokuta. Tada su tocke X, Y i Z kolinearne ako i samo
ako vrijedi:
|AX] |BY| |ICZ] _
IXB| |YC| |ZA|

(3.1)

Dokaz. Neka su tocke X, Y i Z kolinearne i pripadaju pravcu p i neka su tocke A’, B’ i C’
redom noziSta okomica iz vrhova A, B i C na pravac p.

Slika 3.2: Menelajev teorem.

Uocimo da prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AAA’X ~ ABB’X pa slijedi:

AX|  |AA|
IXB|  |BB/|

Prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AAA’Z ~ ACC’Z pa slijedi:

IcZ] _|cC|
IZA|  |AAY|

Takoder, prema KKK teoremu o slicnosti trokuta vrijedi ABB’Y ~ ACC’Y pa slijedi:

|BY| _ |BB/|
lYc| |cc)

Slijedi:
|AX| |BY| |CZ| |AA’| |BB'| |CC'| _
IXB| |YC| |ZA| |BB| |CC'| |AA"|

Obratno, neka vrijedi 3.1} PokaZimo da su tocke X, Y i Z kolinearne.

Neka je X’ sjeciSte pravaca YZ i AB. Tada prema prvom dijelu ovog dokaza slijedi:
|AX'| |BY| |CZ] _
IX'B| |YC| |ZA]
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Uoc¢imo da tada vrijedi:

AX| |BY| |CZ] _|AX] |BY| |CZ]
IX'B| |YC| |ZA|l ~|XB| |YC| |ZAl

odnosno Ax Ax
AX'| _ |AX| 32
IX'Bl ~ IXBI
AB| — |BX’ AB| — |BX AB AB
Izslijedi B~ | | = B~ | l, odnosno AB| l l paje |X'B| = |XB| iz Cega
|X’B| |XB| IX'B| |XB|
zakljuCujemo da je X’ = X.
Dakle, tocke X, Y 1 Z su kolinearne. |

Napominjemo da Menelajev teorem vrijedi i u slucaju kada se sve tri dane tocke nalaze na
produZecima stranica zadanog trokuta.

Teorem 3.3 (Pascalov teorem). Neka su A, B, C, X, Y i Z redom Sest to¢aka na konici.
Tada su tocke u presjecima pravaca AX i CZ, AY i BZ te BX i CY kolinearne.

Ovaj teorem vrijedi za sve konike, no dokaz ¢emo izloZiti za slu¢aj kruznice buduéi da nam
je to za ovaj rad dostatno. Naime, primijenit ¢emo potenciju to¢ke s obzirom na kruZnicu,
¢ime se dokaz znatno pojednostavljuje.

Dokaz. Nekaje D =AXNCZ,E =AY NBZiF = BXNCY. Trebamo pokazati da su ove
tri to¢ke kolinearne.

Nekaje G =AXNCY,H=BZNCYil =AXN BZ.

Na slici “ vidimo da se to¢ke C i D nalaze redom na stranicama HG i GI trokuta GHI,
a to¢ka Z na produZetku stranice /H, dok su na slici m to¢ke D i Z na stranicama GI i
IH, a to¢ka C na produZetku stranice HG. U oba slu¢aja tocke C, D i Z su kolinearne te
prema Menelajevom teoremu [3.2] vrijedi:

\GC| |HZ| |ID| _
|HC| |IZ] |GD|

(3.3)

Na slikama [3.34]i [3.3b] vidimo da se tocke A, E'i Y nalaze redom na produZecima stranica
IG, HI i HG trokuta GHI te su tocke A, E i Y kolinearne. Tada prema Menelajevom
teoremu [3.2] vrijedi:
IGY| |HE| |IAl _
[HY| |IE| |GAl

(3.4)
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(a) b)

Slika 3.3: Pascalov teorem (razlicite konfiguracije).

Na slikama @ 1 @ vidimo da se tocke B i i nalaze redom na stranicama HI i HG
trokuta GHI, a tocka X na produZetku stranice /G te su tocke B, F 1 X kolinearne. Tada
prema Menelajevom teoremu [3.2] vrijedi:

IGF| |HB| |IX| _

= 3.5
|HF| |IB| |GX]| (3-5)

12[3.3] [3.4]i[3.5] dobivamo zajedni¢ki umnoZzak:
|GC| |HZ| |ID| |GY| |HE| |IA| |GF| |HB| |IX| _ 1 (3.6)

|HC| |IZ| |GD| |HY| |IE| |GA| |HF| |IB] |GX|

Primjenjujuéi definiciju potencije tocke na tocke I, G i H s obzirom na kruZnicu (ABCXYZ)
dobivamo:
IGC| |HZ| |GY| |IA| |HB| [|IX| |IA|-|IX| |GC|-|GY| |HB|-|HZ| _
|[HC| |IZ| |HY| |GA| |IB| |GX| |IB|-|IZ| |GA|-|GX| |HC|-|HY|

Iz[3.6]i[3.7] slijedi:

1. 3.7)

ID| |HE| |GF| _
GD| " VIE| " |HF|

(3.8)

Znamo da se tocke F' 1 D nalaze @om na stranicama HG i IG trokuta GHI te da se tocka
E nalazi na produzetku stranice HI. Tada iz Cinjenice da vrijedi prema Menelajevom
teoremu [3.2] slijedi da su tocke F, D i E kolinearne. O
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Definicija 3.4. Apolonijeva kruZnica je geometrijsko mjesto tocaka Ciji je omjer udalje-
nosti od dvije razlicite tocke A i B konstantan. Srediste takve kruZnice nalazi se na pravcu
AB i ona prolazi tockama M i N na pravcu AB koje dijele duzinu AB u danom omjeru. U
slucaju kada je omjer udaljenosti od zadane dvije tocke jednak 1, rijec je o simetrali duZine
AB.

Slika 3.4: Apolonijeva kruznica

Apolonijevu kruZnicu definiranu omjerom udaljenosti od tocaka A i B koja prolazi vrthom
P trokuta ABP nazivamo P-Apolonijeva kruZnica.

Definicija 3.5. Neka je O neka ¢vrsta tocka ravnine E? te neka je R pozitivan broj. Presli-
kavanje Ip : T \ {O} — T \ {0} naziva se inverzija s obzirom na kruZnicu sa sredistem O
i polumjerom R ako za svaku tocku T i njezinu sliku T’ vrijedi:

o tocke O, T i T’ su kolinearne takve da su T i T’ s iste strane tocke O,

e |OT|-|OT'| = R2.

Slika 3.5: Inverzija tocke T s obzirom na kruZnicu k.
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Lema 3.6. Neka je dana kruZnica inverzije k, njeno srediste O i kruZnica c koja ne prolazi
sredistem O. Tada je inverzna slika kruznice ¢ s obzirom na kruZnicu k kruznica ¢’ koja ne
prolazi sredistem O.

Slika 3.6: Inverzija kruZnice c¢ s obzirom na kruZnicu k.

Dokaz. Neka je toCka A na kruZnici c 1 to€ka A’ njena inverzna slika s obzirom na kruzZnicu
k. Tada prema definiciji inverzije vrijedi:

|OA||0A’] = R?, (3.9)

gdje je R polumjer kruznice inverzije k.
Neka je B = OA N ¢ . Tada je prema definiciji potencija to¢ke O s obzirom na kruZnicu ¢
jednaka:

|OA||OB| = p*. (3.10)

Uocimo da p ne ovisi o tockama A 1 B ve€ da je to duljina duZine od tocke O do tocke
dodira tangente iz to¢ke O na kruZnicu c i kruznice c. 1z[3.9]i slijedi:

g R
04 = 108

Sad vidimo da se to¢ka A’ preslikava u to¢ku B homotetijom s centrom u tocki O i koefici-
2

jentom i Dakle, inverzna slika kruZnice ¢ s obzirom na kruZnicu k je homoteti¢na slika

kruznice ¢ prema opisanoj homotetiji, a to je kruZnica c’. O

Lema 3.7. Neka je dana kruznica c, tocka A ¢ c i njoj inverzna tocka B s obzirom na
kruZnicu c. Tada je bilo koja kruznica koja prolazi tockama A i B ortogonalna kruZnici c.
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)

e RN

%

T u
Slika 3.7: Ortogonalne kruZnice.

Dokaz. Neka kruznica u prolazi tockama A 1 B. Tangenta iz tocke O na kruznicu u dira
kruZnicu u u tocki T'. Tada je potencija tocke O s obzirom na kruZnicu u jednaka:

|OA||OB| = |OT)>. (3.11)

S druge strane, buduéi da su tocke A i B medusobno inverzne s obzirom na kruZnicu ¢
znamo da vrijedi |OA||OB| = R?, gdje je R polumjer kruZnice inverzije c. Sada iz m
slijedi R = |OT| pa zakljucujemo da je T € c.

Buduéi da je OT radijus kruznice ¢, OT je okomit na tangentu kruZnice ¢ pa slijedi da su
tangente kruznica c¢ 1 u okomite, odnosno da su kruZnice ¢ i u ortogonalne. O
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Primjena spiralne slicnosti u zadatcima

Slijedi nekoliko rijeSenih zadataka s Medunarodne matemati¢ke olimpijade (IMO), Japan-
ske matematicke olimpijade (JMO), Iranske geometrijske olimpijade (IGO) 1 Juznokorejske
matemati¢ke olimpijade (KMO). U danim zadatcima bit ¢e vazno uociti spiralnu sli¢nost
kao medukorak koji daje glavnu ideju za rjeSavanje zadatka.

4.1 Zadatak: Medunarodna matematicka olimpijada
2017., P4

Zadatak 4.1. Neka su R i S medusobno razlicite tocke na kruznici Q takve da RS nije
promjer. Neka je € tangenta na kruznicu C u tocki R. Neka je T tocka takva da je S poloviste
duzine RT. Tocka J nalazi se na kracem luku RS kruZnice Q tako da se opisana kruZnica
I trokuta JST i pravac € sijeku u dvije razlicite tocke. Neka je A ono sjeciste od I i { koje
Jje bliZe tocki R. Pravac AJ sijece kruZnicu Q jos u tocki K. DokaZi da pravac KT dodiruje
kruznicu I'.

Rjesenje.
Oznacimo s B sjeciSte pravca RA 1 kruznice I tako da je B # A. Buduci da su tocke A, B,
S 1 J konciklicke uoc¢imo da vrijedi:

LSBR =/SBA = /SJK = /SRK.

Iz poznate Cinjenice da je kut izmedu tangente kruZnice 1 tetive koja sadrzava diraliSte
tangente jednak obodnom kutu nad tom tetivom 1 Cinjenice da je £ tangenta na kruZnicu
slijedi ZBRS = /RKS. Prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta zakljuujemo AS KR ~
ASRB.

Sad moZemo zakljuditi da je tocka S centar spiralne sli¢nosti koja preslikava KR u RB.

28
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Prema teoremu (3. tvrdnja) S je takoder i centar spiralne sli¢nosti koja preslikava KT
u TB. Tada vrijedi AKST ~ ATS B paslijedi ZKTS = /TBS.
Dakle, obodni kut 27'BS nad tetivom S T jednak je kutu kojeg zatvaraju pravac KT i tetiva
ST pa zaklju¢ujemo da je KT tangenta na kruZnicu I".

m]

4.2 Zadatak: Medunarodna matematicka olimpijada
2014., P4

Zadatak 4.2. Tocke P i Q leZe na stranici BC Siljastokutnog trokuta ABC tako da je
(PAB = /BCA i /CAQ = /ABC. Tocke M i N nalaze se na pravcima AP i AQ redom,
tako da je P poloviste duzine AM, a Q poloviste duZine AN. Dokazi da se pravci BM i CN
sijeku na opisanoj kruZnici trokuta ABC.

Rjesenje.

Neka je tocka K centar spiralne sli¢nosti koja preslikava BA u AC i neka je tocka D cen-
tralnosimetri¢na tocki A s obzirom na toku K. Tada prema teoremu (2. tvrdnja)
znamo da toc¢ka D pripada kruZnici (ABC). Kako bi rijesili zadatak, pokazat ¢emo da vri-
jedi D = BM N CN.

Uo¢imo da je KQ srednjica trokuta DAN i K P srednjica trokuta MAD pa vrijedi KQ || DN
1 KP || DM. ZarjeSenje zadatka potrebno je joS pokazati da vrijedi KQ || CD 1 KP || BD.
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Slika 4.2

PokaZzimo da je Cetverokut KQBA tetivan. Uo¢imo da vrijedi:
/QAK = /BAK — /BAQ
= /BAC — /KAC — (/BAC - /QAC)
= /QAC - /KAC
= /CBA - /KBA (jer zbog dane spiralne sli¢nosti vrijedi ACAK ~ AABK)
= /QBK.
Zakljucujemo da su tocke K, Q, Bi A konciklicke, odnosno da je Cetverokut K QBA tetivan.
Analogno pokazimo da je i Cetverokut K PCA tetivan:
(PAK = /CAK — /CAP
= /CAB - /KAB - (/CAB - /PAB)

= /PAB - /KAB
= /BCA - /KCA
= /PCK.

Sada slijedi:
/CQK = (to¢ke K, Q, B i A su konciklicke) = /BAK = /BAD = (tocke A, B, D i C su
konciklicke) = /BCD = /QCD;
(KPB = (tocke K, P, C i A su konciklicke) = /KAC = /DAC = (tocke A, B, Di C su
konciklicke) = /DBC = /DBQ.
Nadalje, po KKK teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi APKQ ~ ABDC, a buduéi da PQ leZi
na CBslijedi KQ || CDi KP || BD.

O
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4.3 Zadatak: Japanska matematicka olimpijada, Finalni
dio 2018., P2

Zadatak 4.3. Neka je dan raznostranicni trokut ABC, i neka su D i E tocke redom na AB
i AC takve da vrijedi CA = CD i BA = BE. Neka je w opisana kruZnica trokuta ADE i
tocka P osnosimetricna slika tocke A s obzirom na pravac BC. Pravci PD i PE drugi puta
sijeku kruZnicu w redom u tockama X i Y. DokaZi da se pravci BX i CY sijeku na kruzZnici
w.

Rjesenje.
U rjeSavanju zadatka koristit éemo usmjerene kutove. Zelimo pokazati da su trokuti ABC
1 AXY sli¢ni kako bi pomocu spiralne sli¢nosti pokazali da vrijedi traZena tvrdnja zadatka.

Slika 4.3

Buduéi da je to¢ka P osnosimetri¢na tocki A s obzirom na pravac BC, vrijedi AB = PB i

AC = CP papo SSS teoremu o sukladnosti trokuta slijedi AABC = APBC. Takoder iz
— e — AB BE

uvjeta zadatka znamo da vrijedi CA = CD1 BA = BE pa iz C-Ch 1 /DAC = /BAE

prema S KS teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AADC ~ AAEB.
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Uoc¢imo da vrijedi:
/BEC = 180° - /AEB
=180° — zDAC (jer je AADC ~ AAEB).
= 180° — £/BAC
=180° — ZCPB (jer je AABC = APBC).
Buduc¢i da je zbroj nasuprotnih kutova cetverokuta CEBP jednak 180° zakljuujemo da je
cetverokut CEBP tetivan.
Vidimo da je trokut ADC jednakokracan pa vrijedi ZCDA = /DAC. Tada slijedi:
LCDA = /tDAC
= /BAC
= /CPB (jer je AABC = APBC),
pa zakljuCujemo da je Cetverokut CDBP tetivan.
Dakle, to¢ke C, E, D, B i P su konciklicke. Nadalje, vrijedi:
LAXY = LAEY (jer je Cetverokut AXYE tetivan)
= /CEP
= /CBP (jer je Cetverokut CEBP tetivan)
= L/ABC (jer je AABC = APBC),

odnosno
LYXA = /CBA. 4.1)

Iz /EPD = LECD (jer je Cetverokut CEDP tetivan), odnosno /YPD = /ACD i injenice
(DYP = tDAE = /DAC (jer je Cetverokut DAEY tetivan) prema KKK teoremu o slicnosti
trokuta slijedi AYDP ~ AADC pa zakljuCujemo da je trokut Y DP jednakokracan, odnosno
da vrijedi PY = PD i /zDYP = /PDY. Sad uo¢imo da vrijedi:

(XAY = £PDY (jer je Cetverokut AXDY tetivan)
= /DYP (jer je trokut YDP jednakokracan)
= /DAE (jer je Cetverokut ADYE tetivan)
= /BAC. 4.2)
Nadalje uo¢avamo da iz 1 po KKK teoremu o sli¢nosti trokuta slijedi AABC ~
AAXY. L
Uocimo da je tada toCka A centar spiralne sli¢nosti koja preslikava XY u BC. Tada prema

teoremu[2.5]slijedi da se pravci CY i BX sijeku u tocki S koja se nalazi na presjeku kruznica
(ABC) 1 (AXY), odnosno toc¢ka S se nalazi na kruznici w §to je trazena tvrdnja. O
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4.4 Zadatak: Medunarodna matematicka olimpijada
2015. SL, G3

Zadatak 4.4. Neka je ABC pravokutni trokut s pravim kutom pri vrhu C, a tocka H noZiste
visine iz vrha C. Neka je tocka D unutar trokuta CBH takva da visina CH raspolavlja
duZinu AD. Sjeciste pravaca BD i CH oznacimo s P. Neka je w polukruznica s promjerom
BD koja sijece duzinu CB u unutrasnjoj tocki. Tangenta iz tocke P dira polukruZnicu w u
tocki Q. DokaZi da se pravci CQ i AD sijeku na polukruznici w.

Rjesenje.

Nekaje J/ = ADNCH. Neka je tocka M na AB takva da je ZBMD = 90°. Tada je CH || DM
jer su oba pravca okomita na pravac AB. Kako je J poloviste duzine AD, a JH || DM, ocito
je JH srednjica trokuta AMD pa vrijedi AH = HM.

Sada zZelimo pokazati da je AABC ~ ADBQ kako bi iskoristili svojstva spiralne sli¢nosti 1
dosli do rjesenja.
Potencijom tocke P na kruZnicu w dobivamo |PQ|* = |PD| - |PB|. Tada vrijedi:

POP _ IPB]
PDP ~ [PD’

(4.3)

Krakovi kuta Z/PBH presijeCeni su s dva paralelna pravca PH i DM pa su prema Talesovom
poucku duzine koje ti pravci odsijecaju na jednom kraku proporcionalne duzinama koje ti
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pravci odsijecaju na drugom kraku, odnosno vrijedi |PB| : |PD| = |HB| : |HM|. Tada iz
(4.3) slijedi:
|POI* |HB| _ |HB
|PDI>  |HM| |AH|

Uoc¢imo sada da po KKK teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AABC ~ ACBH pa vrijedi

4.4)

HB| |CB CBP?

—l | l l nosno |HB| = CBI .

CBl ~ 1AB|"° |AB]

Takoder, po KKK teoremu o sli¢nosti trokuta vidimo da vrijedi AABC ~ AACH pa vrijedi
AH| _ AC] |ACP?

— od AH .

AC| ~ jap)” Cdnoshe AT = Ty

Iz @.4) slijedi:

PO ICBI* |ACP* _|CBJ?
|PD|>  |AB| *~ |AB|  |AC]*’
|POl _ ICB|

Dakle, pokazali smo da vrijedi —— .
IPD| ~ |AC|

Prema teoremu o kutu tetive i tangente vrijedi ZQBD = /PQD i vidimo da vrijedi ZQPD =

CB
LQPB pa prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta slijedi APDQ ~ APQB. Slijedi _: C A: =
(POl _ |OB " - = = 90° zakljucuj
PDl = oDl a buduéi da znamo da je ZACB = /DQB = 90° zakljuujemo da je prema

S KS teoremu o sli¢nosti trokuta AACB ~ ADQB.
Sada slijedi da je tocka B centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AC u DQ. Prema te-
oremu zakljuCujemo da se pravci CQ 1 AD sijeku u drugoj tocki presjeka kruznice w 1
kruznice (ABC), nazovimo je tockom K. Time smo pokazali trazenu tvrdnju.

O

4.5 Zadatak: Iranska geometrijska olimpijada,
Napredna razina 2017., P3

Zadatak 4.5. Neka je tocka O srediste opisane kruZnice trokutu ABC. Pravac CO sijece
visinu iz vrha A u tocki K. Neka su P i M polovista duZina AK i AC redom. Ako pravac PO
sijeCe BC u tocki Y i ako opisana kruznica trokutu BCM sijece AB u tocki X, dokaZi da je
Cetverokut BXOY tetivan.

Rjesenje.

U nastavku ¢emo koristiti usmjerene kutove.

Neka je £ pravac paralelan s BC i prolazi tockom P, P" = ABN(, K’ = CONE, M’ = OMN,
L = OM N AK 1neka je D noZiste visine iz vrha A.
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Uoc¢imo, da bi pokazali da je Cetverokut BXOY tetivan, trebamo pokazati da vrijedi ZCBA =
LPOX.

Tocke B, C, M i X su koncikli¢ke pa vidimo da vrijedi ZMXA = /ACB. Takoder, uo¢imo
daje ZAML =90° = /CDA i /LAM = /DAC pa slijedi:

(MLA = /ACB = /MXA.

Slika 4.5

Buduci da su obodni kutovi nad istom tetivom jednaki, Cetverokut AXLM je tetivan. Prema
Talesovom teoremu kutovi nad promjerom su pravi pa buduéi da je ZAML = 90° tada je i
LLXP =90°.

Uocimo, /ZM'PA = 90° = /M’'MA pa je prema Talesovom teoremu Cetverokut AM’M P
tetivan. Tocka M je poloviste duZine AC, a tocka P je poloviste duZine AK pa je PM
srednjica trokuta AKC. Slijedi MP || CK || CK’. Nadalje, vrijedi:

L(MAM' = /MPM’ (jer je AM’ MP tetivan)
= /CK'M’ (jer su ZMPM' i /CK’'M’ kutovi s paralelnim krakovima)
= /0OCB (jer su /CK'M’ i /OCB kutovi s paralelnim krakovima).  (4.5)

Uocimo da je ZCBO = /OCB jer su BO i CO polumjeri kruZnice (ABC). Zatim po teoremu
0 obodnom i srediSnjem kutu vidimo da je ZBOC = 2/BAC. Zbroj kutova u trokutu je 180°
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pa za trokut £BOC vrijedi 2/BAC +2,0CB = 180°, odnosno £OCB = 90° — /BAC. 1z[4.3|
slijedi:
(MAM' = 190° — /BAC. (4.6)

Iz 4.6 slijedi ZP’AM’ = 90°. Bududi da je tocka K osnosimetri¢na tocki A s obzirom na
pravac ¢, vidimo da je Cetverokut AP’ KM’ tetivan. UoCimo da vrijedi:

/M'P'A = /CBA (kutovi s paralelnim krakovima)

= /MOA (LCBA je obodni kut nad CA, a ZMOA je pola sredi$njeg kuta nad CA)
= /M'OA.

Slijedi da je Cetverokut AP’"OM’ tetivan.

ZakljuCujemo sada da se toCke A, K 1 O nalaze na kruZnici promjera P’ M’ stoga vrijedi
LMOP" =90° = LLXP' pa je Cetverokut P'XLO tetivan. Nadalje, vrijedi ZP'PL = 90° pa
toCka P takoder leZi na kruZnici (P’ XLO).

Kona&no, buduéi da vrijedi L = (PX0) N (AMX), L #+ X i L = AP N MO prema teoremu
slijedi da je X centar spiralne sli¢nosti koja preslikava PO u AM. Tada vrijedi APXO ~
AAXM iz Cega slijedi:

LPOX = LAMX
= /CBA (jer je Cetverokut BCMX tetivan)
= /YBX,

pa zakljuCujemo da je Cetverokut BXOY tetivan Sto je bila trazena tvrdnja.

4.6 Zadatak: Juznokorejska matematicka olimpijada,
Finalni dio 2020., P5

Zadatak 4.6. Neka je ABC Siljastokutni trokut takav da je AB = AC. Neka su tocke M, L i
N redom sredista duzina BC, AM i AC. Neka je Q opisana kruznica trokuta AMC, njezino
drugo sjeciste s duZinom AB tocka P # A, a njezino sjeciste s duzinom BL tocka Q. Neka
je O centar opisane kruznice trokuta BQC. Pretpostavimo da se pravci AC i PQ sijeku u
tocki X, pravci OB i LN u tocki Y i pravci BQ i CO u tocki Z. DokaZi da su tocke X, Y i Z
kolinearne.

Rjesenje.
Pokazat ¢emo da su tocke X, Y i Z kolinearne koriste¢i Pascalov teorem, no prvo ¢emo
pokazati da su to¢ke Q, D, O, N, C i L konciklicke.
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Pokazimo da je CQ simedijana trokuta AMC iz vrha C.

Pretpostavimo da simedijana trokuta AMC iz vrha C sijece kruZznicu (AMC) drugi puta u
tocki Q. Tada vrijedi £Q'"CM = /ACL. Neka je tocka F poloviste duzine CQ’. Tada
prema teoremu [2.10|znamo da postoji spiralna sli¢nost s centrom u tocki F koja preslikava
AC u CM. Tada vrijedi AAFC ~ ACF M pa slijedi:

LFML =90° — .CMF (jer je AM L BC)

=90° - /FCA
=90° — ZLCM (jer je LFCM = LACL)
=/MLC

= /BLM (jer je ALMC ~ ALMB).

(a) (b)
Slika 4.6

Dakle, /MBL = /CMF pa bududi da im krak leZi na istom pravcu slijedi MF || BL. Ho-
M

|BC|| preslikava pravac M F u pravac BL pa slijedi da
je Q' na pravcu BL, odnosno da je Q' = Q.

Dakle, CQ je simedijana trokuta AMC iz vrha C.

motetija s centrom C i koeficijentom
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Neka je E = BL N AC. Uotimo da je LN srednjica trokuta AMC pa vrijedi BC || LN.
Kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca su jednaki pa vrijedi ZCBL = /NLE.
Sada zbog /NCQ = /NLE zakljucujemo da su tocke C, N, L i Q konciklicke.

Iz dokaza teorema takoder znamo da vrijedi AAQM ~ AAFC ~ ACFM. 1z teorema
(tvrdnja 3.) znamo da spiralna slicnost s centrom u tocki F takoder preslikavai MQ u
QA pa vrijedi AFMQ ~ AFQA. Slijedi:

LFQA = LFMQ (jer je AFQA ~ AFMOQ)
= /AMQ + /FMA
= /CMF + (FMA (jer je LZAMQ = /.CMF)
= /CMA
= 90°

Iz /FQA = 90° = /CQA prema obratu Talesovog teorema zakljuéujemo da je AC promjer
kruZnice (AMC). Uoéimo da je NQ = NC polumjer kruznice (AMC).

QOC je zajednicka tetiva kruznica (AMC) i (BQC) pa su polumieri tih kruZnica koji prolaze
srediStem te tetive, odnosno tockom F, okomiti na tu tetivu stoga zakljuCujemo da su tocke
O, F i N kolinearne.

Takoder, uo¢imo da je ZCBQ obodni kut nad tetivom QC kruZnice (BQC), a .COQ je
pripadni srediSnji kut. Tada prema teoremu o srediSnjem i obodnom kutu vrijedi:

(NCQ = /CBQ = LCOF = LCON = LFOQ = /NOQ. 4.7)

Dakle, zbog jednakih obodnih kutova nad istom tetivom iz slijedi da se i tocka O
nalazi na kruznici (CNLQ).

Pokazimo joS da je D € (CNLQO).

UocCimo da iz BC || LN 1 AM L BC slijedi AM L LN. Tada vrijedi ZOLN = 90° pa je
prema obratu Talesovog teorema ON promjer kruznice (CNLQO).

Prema (S5 S) teoremu o sli¢nosti trokuta vidimo da vrijedi AOBA ~ AOCA pa slijedi:

LOBA = /ACO = /NCO =90°. (4.8)

Iz /.BPD = (ACQ (jer je APQC tetivan) i (4.8) prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta
slijedi ABPD ~ AQCA pa vrijedi:

/PDB =90° — /BPD =90° — /ACQ = /QCO.
Dakle, tocka D pripada kruznici CNLQO.
Buduc¢i da imamo Sest to¢aka na kruznici (CNLQDO) i da su tocke X, Y 1 Z redom presjeci

pravaca NC i QD, LN i DO te LQ i CO, primjenom Pascalovog teorema [3.3|zakljucujemo
da su tocke X, Y 1 Z kolinearne. O
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4.7 Zadatak: Medunarodna matematicka olimpijada
2018., P6

Zadatak 4.7. Neka je ABCD konveksan cCetverokut takav da je |AB| - |CD| = |BC| - |DA|.
Tocka X leZi unutar ABCD tako da vrijedi /XAB = tXCD i /XBC = /XDA. DokaZi da je
/BXA + /DXC = 180°.

Rjesenje.
Bududi da nije odmah ocito kako bi se konstruirala dana to¢ka X, napravimo prvo skicu
Zadan je konveksan cetverokut ABCD. Neka je P=ABNCDiQ =ADNBC.

A B P.-

- — o m e m »~—-

Slika 4.7: Skica

Pretpostavimo da vrijedi uvjet zadatka /ZXAB = /XCD. Tada vidimo daiz /ZXCD+/XCP =
180° slijedi £ZXAP + /XCP = 180° pa zakljucujemo da je Cetverokut APCX tetivan.
Analogno, iz uvjeta zadatka /ZXBC = /XDA 1 Cinjenice /XDA + /XDQ = 180° slijedi
(XDQ + /XBQ = 180° pa zakljucujemo da je Cetverokut BODX tetivan.

Dakle, to¢ka X se nalazi na presjeku kruznica (APC) i (BQD) unutar ¢etverokuta ABCD

(slika -8).

Sad konstruiramo to¢ke E = AC N BD i Z = (BAE) N (CDE), Z / # E. Prema teoremu
vidimo da je tocka Z centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AB u CD. Tada prema
teoremu slijedi da je tocka Z takoder centar spiralne sli¢nosti koja preslikava AC u BD
pa zakljuujemo da su Cetverokuti AZCP i DZBP tetivan.

.. .. |AB| |DA| ) . D " .
Iz zadatka znamo da vrijedi @ = @, odnosno omjer udaljenosti tocke B od tocaka A i
C jednak je omjeru udaljenosti tocke D od toCaka A 1 C. Tada prema definiciji Apolonijeve
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Slika 4.8

kruznice [3.4] zaklju€ujemo da se tocka D nalazi na B-Apolonijevoj kruznici trokuta ABC,
nazovimo je w.

Neka je tocka M centar kruZnice w i tocka X’ inverzna slika tocke Z s obzirom na kruznicu
w. Tada prema definiciji inverzije [3.5] vrijedi:

IMZ| - IMX'| = |MDJ*. 4.9)

Nekasu H =wNACiG = wnN AC takve da se tocka H nalazi izmedu tocaka A i C. Tada
iz Cinjenice da je w B-Apolonijeva i D-Apolonijeva kruznica trokuta ABC te da vrijedi
MH = MD slijedi:
|AH| _ |AG] |AH| _ |AH|+2[MD|
\HC| |G| T JHC| T [MD[ +|CM|
IMA| - [MD| _ (IMA| - [MD]) + 2|MD|

IMD| - |MC| IMD| + |CM)|
& (IMA| = IMD)(MD| + |CM|) = (IMD| — |MC|)(|MA| + |M DY)
& |[MA| - |CM| = |MDJ. (4.10)

Iz dobivenih jednakosti [4.9)i[4.10] vidimo da vrijedi:
IMZ| - |MX'| = IMDF* = |[MA| - |CM,
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pa prema definiciji potencije tocke zakljuCujemo da X’ leZi na kruznici (APCZ), a
prema definiciji inverzije [3.5 zaklju¢ujemo da je tocka A inverzna slika tocke C s obzirom
na kruZnicu w.

Neka je tocka F inverzna slika to¢ke E s obzirom na kruZnicu w. Buduéi da je E € AC ida
je A inverzna slika to¢ke C s obzirom na kruZnicu w, zakljuéujemo da se i F nalazi na AC.
Znamo da su tocke A, B, E1Z te C, E, Z i D konciklic¢ke pa su Cetverokuti ABEZ i CEZD
tetivan.

Prema lemi [3.6] inverzna slika kruZnice koja ne prolazi srediStem kruZnice inverzije je
kruZnica koja ne prolazi srediStem kruZnice inverzije. Buduéi da su inverzne slike tocaka
A, B, E 1 Z s obzirom na kruZnicu w redom tocke C, B, F'1 X’, a inverzne slike tocaka C, E,
Z i D s obzirom na kruZnicu w redom tocke A, F, X’ i D, zakljucujemo da su Cetverokuti
CBFX' 1 AFX'D tetivan. Koriste¢i usmjerene kutove uoimo da vrijedi:

/DX'B = /FX'B + /DX'F. (4.11)

Koristeci Cinjenicu da su tocke C, B, F' 1 X’ konciklicke dobivamo /FX'B = /FX'C +
LCX'B = /FBC + /CFB = /FCB. Takoder, koriste¢i Cinjenicu da su to¢ke A, F, X’ 1 D
koncikli¢ke dobivamo /DX'F = /DAF. Sada iz slijedi:

(DX'B = /FCB + (DAF
=/FCB+ (DAC
= /ACQ+ LQAC (jer su LFCB1 /ACQ vrsni kutovi)
= /DQB. 4.12)

Sada iz 4.12| zbog jednakih kutova nad istom tetivom zakljucujemo da tocka X’ lezi na
kruznici (BDQ), odnosno da je to¢ka X’ zajednicka tocka kruznica (AZCP) i (BDQ).
Sada definiramo toc¢ku P’ kao inverznu sliku to¢ke P s obzirom na kruZnicu w. Buduéi da
je tocka A inverzna tocki C s obzirom na kruZnicu w, prema lemi zakljuCujemo da su
kruznice (AZCP) i w ortogonalne pa stoga slijedi da je tocka P’ na kruznici (AZCP).

Znamo da je Cetverokut DZBP tetivan i1 da su inverzne slike to¢aka D, Z, B i P redom
tocke D, X', B i P’ pa iz leme |3.6|slijedi da je Cetverokut DX’BP’ tetivan. Buduci da
znamo da je i Cetverokut BX'DQ tetivan, slijedi da tocke Q, D, X’, B i P’ pripadaju istoj
kruznici. Sada iz ¢injenice da tocka P’ pripada kruznicama (AZCP) i (QBD) zaklju¢ujemo
da je tocka P’ druga toCka presjeka kruznica (AZCP) 1 (OQBD). Uocimo da tada treba vri-
jedii X’ = Xili X" = P’.

Pretpostavimo da vrijedi X’ = P’. Buduci da je X’ inverzna slika tocke Z s obzirom
na kruZnicu w, vrijedi Z = P §to je kontradikcija s ¢injenicama da je P = ABNCD i
Z = (BAE) N (CDE). Dakle, vrijedi X’ = X.

Iz ve¢ pokazane tvrdnje da je Cetverokut AF X’ D tetivan sada slijedi da je Cetverokut AFXD
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tetivan. Uo¢imo da tada zbog jednakih obodnih kutova nad istom tetivom vrijedi:
(AXD = /AFD = /MFD. (4.13)

Takoder, iz Cinjenice da je tocka F inverzna slika to¢ke E s obzirom na kruZnicu w prema
definiciji inverzije [3.5] slijedi:

IME| - |MF| = |MD|* = |MBP,

odnosno
ME MD . ME MB
= 1 = .
MD MF MB MF
Tada iz 1 ¢injenica LFMD = tEMD i /BMF = /BME po SKS teoremu o sli¢nosti
trokuta vrijedi AMFD ~ AMDE 1 AMBF ~ AMEB pa slijedi:

4.14)

(DFM = /MDE i /MFB = (/EBM.

Budud¢i da je trokut DM B jednakokracan, kutovi ZMDE i ZEBM su jednakih veli¢ina pa
vrijedi:
(DFM = /MFB.

Nadalje uo¢imo da vrijedi:

/MFD = 180° — /DFM = 180° — /MFB = /BF M. (4.15)
Iz .15 slijedi:
(AXD = /BFM
= /BFC

= /BXC (jer je Cetverokut CBFX tetivan).

Uoc¢imo da vrijedi ZAXD + /CXB = 180° iz Cega slijedi traZena tvrdnja ZBXA + /DXC =
180°. ]
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4.8 Zakljucak

U zadatcima s natjecanja u kojima se koristi spiralna sli¢nost mozemo uociti da cesto treba
pokazati da neki pravac dira kruznicu, da se pravci sijeku na kruZznici, da je neki Cetverokut
tetivan ili da neka toCka leZi na kruZznici i sli¢no.

Postupak rjeSavanja zadataka najéeSée je takav da se koriste razni geometrijski teoremi
kako bi se uocili sli¢ni trokuti 1 odredio centar spiralne sli¢nosti ili se po€inje od pretpos-
tavke da je neka toCka centar spiralne slinosti. Tada se koriStenjem teorema o spiralnoj
sli¢nosti dolazi do rezultata koji vodi k rjeSenju ili je rjeSenje zadatka.

U ovdje rijesenim zadatcima naj¢e$¢e smo koristili teoreme [2.5] za odredivanje centra spi-
ralne sli¢nosti 12.11|za pokazivanje da je neki Cetverokut tetivan te za uocavanje drugog
para spiralne sli¢nosti.

Takoder, svi se zadatci rijeSeni u ovom radu mogu rijesiti na viSe nac¢ina od kojih neki
mogu biti i pogodniji od onih prikazanih ovdje kao $to je to slucaj sa rjeSenjem zadatka
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Sazetak

Spiralna sli¢nost je preslikavanje euklidske ravnine zadano kao kompozicija homotetije
i rotacije sa zajednickim centrom. U ovom radu prikazani su osnovni teoremi o spiralnoj
sli¢nosti te neke njezine primjene u rjeSavanju sloZenijih zadataka iz podrucja planimetrije.

U uvodnom poglavlju dan je pregled poznatih preslikavanja sli¢nosti i istaknuto je mjesto
spiralne sli¢nosti medu njima. Zatim se uo€ava da je spiralnu sli¢nost prakti¢no prika-
zati kao geometrijsku interpretaciju umnoska dvaju kompleksnih brojeva te se dokazuje
egzistencija 1 jedinstvenost spiralne sli¢nosti koja za zadane dvije duZine preslikava jednu
duzinu u drugu. U daljnjim teoremima opisuje se odredivanje centra spiralne sli¢nosti za
razlicite sluCajeve te se uoCava da spiralne sli¢nosti uvijek dolaze u paru. Definira se po-
jam simedijane u trokutu i pokazuje se povezanost simedijane s poloZajem centra spiralne
sli¢nosti.

U svrhu rjeSavanja zadataka u kojima se primjenjuje spiralna sli¢nost navedeni su joS$ neki
pojmovi odnosno dokazani pojedini rezultati, uglavnhom povezani s geometrijom kruZnice
(Apolonijeva kruZnica, inverzija, Pascalov teorem).

Zavr$no, najopseznije poglavlje sastoji se od rjesenja nekoliko zadataka s Medunarodne
matematicke olimpijade (IMO) te s matematickih natjecanja u Japanu, Juznoj Koreji 1
Iranu. U svim zadatcima primjenjuje se spiralna slicnost. To nije uvijek 1 najprikladniji
nacin rjeSavanja, ali su primjeri pogodni za uoCavanje uloge spiralne sli¢nosti.



Summary

Spiral similarity is the mapping of the Euclidean plane given as a composition of homot-
hety and rotation with a common center. This paper presents the basic theorems on spiral
similarity and some of its applications in solving complex problems in the field of plani-
metry.

The introductory chapter gives an overview of the known similarity mappings and hig-
hlights the place of the spiral similarity among them. It is noticed that it is useful to present
the spiral similarity as a geometric interpretation of the product of two complex numbers,
and the existence and uniqueness of the spiral similarity is proven, which for a given pair of
line segments maps one onto another. Further theorems describe the determination of the
center of spiral similarity in different cases and it is observed that spiral similarities always
occur in pairs. The notion of a symmedian in a triangle is defined and its connection with
the position of the center of the spiral similarity is explained.

In order to solve problems in which spiral similarity is applied, some other concepts and
results are set forth, mainly related to the geometry of a circle, such as the Apollonius cir-
cle, inversion and Pascal’s theorem.

The final and the most comprehensive chapter consists of solutions to several problems
from the International Mathematical Olympiad (IMO) and from mathematical competiti-
ons in Japan, South Korea and Iran. In each solution, spiral similarity is applied. This
approach is not always the most practical one, but the examples are suitable for observing
the role of spiral similarity.
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