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Uvod

U ovom diplomskom radu prou¢avamo prostore funkcija. U prvom poglavlju podsje¢amo
se nekih osnovnih definicija vezanih uz topoloske prostore, kao $to su kompaktnost, ne-
prekidnost, podbaza i baza. U drugom poglavlju prouc¢avamo prostore omedenih funkcija i
dokazujemo da je uz neke uvjete taj prostor potpun te promatramo svojstva prostora nepre-
kidnih funcija kao podskupa prostora omedenih funkcija. U tre¢em poglavlju definiramo
produkt indeksirane familije topoloskih prostora, a zatim na skupu funkcija izmedu skupa
X i topoloskog prostora Y definiramo tzv. topologiju otvorenu po tockama. U Cetvrtom po-
glavlju definiramo kompaktno otvorenu topologiju na skupu funkcija izmedu dva topoloska
prostora, te ispitujemo kakva svojstva ta topologija ima s obzirom na aksiome separacije.
Nadalje, prou¢avamo kompaktno otvorenu topologiju na prostoru svih neprekidnih funk-
cija sa X u Y i dokazujemo da je ona uz neke uvjete inducirana odredenom metrikom na
skupu svih neprekidnih funkcija sa X u Y. Prou¢avamo produkt dva topoloSka prostora X
1Y, te lokalnu kompaktnost te dajemo neke rezultate vezane uz kompaktno otvorenu topo-
logiju. U petom, zadnjem poglavlju prou¢avamo Hilbertov prostor, prvo dajemo definiciju
Hilbertovog prostora i neka njegova osnovna svojstva, a zatim dokazujemo da Hilbertov
prostor nije lokalno kompaktan te dokazujemo da je strogo konveksan i bez grananja. Na
kraju promatramo jedan poseban potprostor Hilbertovog prostora, tzv. Hilbertovu kocku 1
proucavamo neka njezina osnovna svojstva.






Poglavlje 1

Osnovni topoloski pojmovi

Vecina tvrdnji iz ovog diplomskog rada nalazi se u knjigama koje su navedene na popisu
literature na kraju rada. Dokazi onih tvrdnji koje su navedene bez dokaza mogu se naci u
literaturi.

1.1 Metricki prostor, metrika, otvoreni skupovi,
omedenost

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup. Metrika na X je funkcijad : X X X — R koja
zadovoljava sljedeca Cetiri svojstva:

MI) d(x,y) 2 0,Vx,ye X

M2) d(x,y) =0 x=y

M3) d(x,y) =d(y,x),¥x,ye X

M4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),Yx,y,z€ X

Definicija 1.1.2. Metricki prostor je uredeni par (X, d) nepraznog skupa X i metrike d na
tom skupu.

Primjer 1.1.3. Neka je X neprazan podskup od R te neka je d : X x X — R, dana sa
d(x,y) = |x —y|. Tada se lako moZe pokazati da je d metrika na X. Za d kaZemo da je
euklidska metrika na X.

Opcenitije, neka je n € Ni X C R", X neprazan.Tada se moZe pokazati da je d :
XxX—>R,

A1, wery %)y V1 e Y0) = VL = Y12+ o+ (X — Y0)?

metrika na X. KaZemo da je d euklidska metrika na X.

3
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Definicija 1.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te xo € X i r > 0. Definiramo K(xg,r) =
{x € X : d(x, xp) < r}. KaZemo da je K(xy, r) otvorena kugla u (X, d) oko x, polumjera r.

Definicija 1.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor te S C X.Kazemo da je S omeden skup u
(X,d) ako Ax € X i Ar > 0 tako da je S C K(x,r).

Propozicija 1.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S i T omedeni skupovi u
(X,d). Tada je S U T omeden skup u (X, d).

Dokaz. Kako je S omeden skup, slijedi da postoje x € X 1r > O takvidaje S C K(x,r)1
postoje y € X i r, > 0 takvi da je T C K(y, r,). Zelimo pokazati da je

SUT C K(x,d(x,y) + max{ry,r}).
Ako je z € T, dobivamo
d(Z, x) < d(Z’y) + d(y9 -x) < r + d(y’ X) < d(ya .X) + ma-x{rz’ r}-

Dakle, z € K(x,d(x,y) + max{r,, r}).
Akojeze S,
d(z,x) < r < max{r,r}+d(x,y).

Dakle, S UT C K(x,d(x,y) + max{r,,r}). Stoga je S U T omeden skup u (X, d). O

1.2 Konvergencija, Cauchyjevi nizovi, potpunost

Definicija 1.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. KazZemo da (x,)
teZi prema a u metrickom prostoru (X, d) i pisemo x, — a ili (x,) — a ako za svaki € > 0
postoji ny € N tako da za svaki n > ng vrijedi d(x,,a) < €. U tom slucaju kaZemo da je a
limes niza (x,).

Uoc¢imo: ako (x,) = ai(x,) = b,ondajea = b.
(Ova tvrdnja se jednostavno moZze dokazati: U suprotnom za & = @ vrijedi € > 0 1
K(a,e) N K(b,e) = @, Sto lako slijedi iz nejednakosti trokuta,a iz x, — a i x, — b lako

dobivamo da dn € N tako da je x,, € K(a, ) 1 x, € K(b, €), $to je nemoguce.)

Definicija 1.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) nizu X. KaZemo da je (x,) konver-
gentan niz u (X, d) ako da € X tako da (x,) — a.

Definicija 1.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) nizu X. KaZemo da je (x,) Cauc-
hyjev niz u (X, d) ako za Ve > 0 dny € N tako da Ym,n > ng vrijedi d(x,,, x,,) < &.
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Lako se moZe vidjeti da je svaki konvergentan niz Cauchyjev. No obrnuto ne mora
vrijediti uvijek, Sto pokazuje sljedeci protuprimjer.

Primjer 1.2.4. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = }l

Neka je d euklidska metrika na R. Lako se moZe pokazati da x, — 0 u metrickom
prostoru (R, d).Stoga je (x,) Cauchyjev niz u (R, d).

Neka je d’ euklidska metrika na {0, o). Za sve m,n € N vrijedi d(x,,, x,) = d’' (X, Xp,).
Slijedi da je (x,) Cauchyjev niz u ({0, 00),d’). No (x,) nije konvergentan niz u ({0, co),d").
Naime,kada bismo imali (x,) — L u metrickom prostoru ({0, o0),d"), onda bismo imali
(x,) — L u metrickom prostoru (R,d) pa bi slijedilo da je L = 0, no 0 ¢ (0,00) pa
dobivamo kontradikciju.

Definicija 1.2.5. Za metricki prostor (X, d) u kojem je svaki Cauchyjev niz konvergentan
kaZemo da je potpun. Na primjer, poznato je da je (R, d) potpun metricki prostor, gdje je
n € N i d euklidska metrika na R".

Definicija 1.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor, U C X. Za U kaZemo da je otvoren skup
u metrickom prostoru (X, d) ako za ¥x € U postoji r > 0 tako da je K(x,r) C U.

Poznato je i lako se moze vidjeti da je svaka otvorena kugla u metrickom prostoru (X, d)
otvoren skup u (X, d).

Propozicija 1.2.7. (Bez dokaza)

Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X,onda vrijedi sljedece: x, — a ako i
samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je a € U postoji ny € N tako da ¥n > ng
vrijedi x, € U.

Definicija 1.2.8. Za xo € X i r > 0 definiramo K(xo,r) = {x € X | d(x, xo) < r}. Za K(xo,7)
kaZemo da je zatvorena kugla u (X, d) oko x, radijusa r.

Definicija 1.2.9. Za F C X kaZemo da je zatvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako
je X \ F otvoren skup u (X, d).

Poznato je i lako se moZe pokazati da je svaka zatvorena kugla zatvoren skup.

Propozicija 1.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X, F zatvoren skup u (X,d) i
a € X. Pretpostavimo da (x,) — a te da Any € N tako da je x,, € F,¥Nn > ny. Tada jea € F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno.Tada je a € F C. Kako je F C otvoren skup, a € F C te
X, — a, po propoziciji 1.2.7 slijedi da dm, € N tako da je za svaki n > mgy x,, € F C. Za
n = max{ng, my} vrijedidajezaVi>nx € Fix € F C, ¢ime dobivamo kontradikciju pa
slijedi da mora vrijeditia € F. m|
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1.3 Neprekidnost

Definicija 1.3.1. Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostorite f : X — Y. Neka je xo € X.
KaZemo da je f neprekidna u x, (s obzirom na d i d’) ako Ve > 0 6 > 0 tako da je
f(K(xp,0)) € K(f(x0),&). KaZemo da je f neprekidna na X (s obziromna d i d’) ako je f
neprekidna u xy za svaki xy € X.

Propozicija 1.3.2. (Bez dokaza.)
Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostorite f : X — Y funkcija. Tada su sljedece tvrdnje
ekvivalentne:

1) f je neprekidna
2) f~YU) je otvoren skup u (X, d) za svaki otvoren skup U u (Y,d")
3) f"Y(G) je zatvoren skup u (X, d) za svaki zatvoren G u (Y,d")

Propozicija 1.3.3. (Bez dokaza)
Neka je (X,d) metricki prostor te F C X. Tada je F zatvoren skup ako i samo ako
vrijedi sljedece: ako je (x,) nizu F i a € X tako da x, — a, onda je a € F.

Propozicija 1.3.4. (Bez dokaza)
Neka je (X, d) potpun metricki prostor i F zatvoren neprazan skup u (X,d). Tada je
(F, d| ) POIpUN metricki prostor.

1.4 Topoloski prostor
Definicija 1.4.1. Neka je X skup, te 1 C P(X) takav da vrijedi:
1) ,Xer

2) Uy,et,Yae A= |J U, € 7 (gdje je A proizvoljan indeksni skup)

€A

J)UVer=UnVer

Tada kaZemo da je T topologija na X.

Primjer 1.4.2. Neka je (X, d) metricki prostor te t; ={U C X: U otvoren u (X, d)}. Tada se
moZe pokazati da je T, topologija na X. Za t, kaZemo da je topologija inducirana metrikom
d.

Primjer 1.4.3. Neka je X skup.Tada je P(X) topologija na X. Nadalje, {@, X} je topologija
na X.
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Primjer 1.4.4. Neka je d euklidska metrika na R". Tada za 1, (definiranu kao u primjeru
1.4.2) kaZemo da je euklidska topologija na R".

Definicija 1.4.5. Ako je T topologija na X, tada za (X, 7) kaZemo da je topoloski prostor.

Definicija 1.4.6. Za topoloski prostor (X, T) kazemo da je metrizabilan ako postoji metrika
d na X tako da je T = 14. ( 74 definirana kao u primjeru 1.4.2)

Napomena 1.4.7. Neka je X topoloski prostor. Ako je ¥ familija zatvorenih skupova na

X, tada je ( F zatvoren skup u X (to se lako vidi iz definicije topologije i Cinjenice da je
FeF
zatvoren skup komplement otvorenog).

Neka je A C X. Definiramo zatvaraé skupa A u topoloskom prostoru X, u oznaci A, kao
F

Fzatvoren,ACF
Uocimo, A je zatvoren skup u X.
Nadalje, vrijedi:

1) ACA
2) Ako je A C F i F zatvoren, tada slijedi da je A C F.

3) A = A ako i samo ako je A zatvoren.

Propozicija 1.4.8. Neka je X topoloski prostor te neka su A i B podskupovi od X. Tada
vrijedi AU B =AU B.

Dokaz. Tmamo A C AU B C A U B. Stoga slijedi da je A C A U B. Kako je A U B zatvoren
skup, slijedi da jei A C A U B. Savim analogno bismo dobili i B C A U B. Dakle, A U B C
AUB.

Dokazimo i obrnutu inkluziju.Imamo da je A
Kako je A U B zatvoren skup,slijedi da jei A U B

CAiBCB.Slijedidaje AUBCAUB.
- O

AiB
AUB.
(Tada naravno induktivno isto slijedi i za konacnu uniju skupova u X.)

Primjer 1.4.9. Primjer koji pokazuje da nije svaki topoloski prostor metrizabilan.

Neka je X skup koji ima bar 2 elementa. Tada topoloski prostor (X,{@, X}) nije metri-
zabilan. Naime,odaberimo xy,yy € X,xo # yo. Pretpostavimo da postoji metrika d na X
tako da je {2, X} = 74. Definiramo r = d(xo,yo).-Tada je r > 0 i K(xo,5) N K(yo,5) = @.
Dakle, i @ i X su razliciti od obje navedene kugle. Stoga vidimo da se niti jedna od ovih
dviju kugli ne nalazi u topologiji t4,pa bi slijedilo da te dvije kugle nisu otvoreni skupovi
u (X, d),cime dobivamo kontradikciju zbog primjera 1.4.2 i ¢injenice da je svaka otvorena
kugla otvoren skup.
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1.5 Baza topologije, podbaza

Definicija 1.5.1. Neka je T topologija na X te B C 1. KaZemo da je B baza topologije T
ako se svaki U € 1, U # @ moZe napisati kao unija nekih elemenata od B, tj. vrijedi da je:

1) BCrt
2) YU e t,¥Yx € U,AB € B tako da je x € BC U.

Primjer 1.5.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je B = {K(x,r) : x € X,r > 0}. Tada
se lako vidi da je B baza topologije 1.

Primjer 1.5.3. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je xy € R te r > 0. Lako se vidi
da vrijedi K(xo,r) = (xg — r, xo + r). Takoder, neka je {a,b) otvoren interval u R. Tada
je {a,by = {xo —r,xo+r)zaxy = % , r = h%” Dakle,{K(xy,7) : xo € R,r > 0} =
{{a,b) : a,b € R,a < b}. To jest, {{a,b) : a,b € R,a < b} je baza euklidske topologije na

R. (To sada slijedi iz primjera 1.5.2.)

Propozicija 1.5.4. Neka je X skup te B familija podskupova od X takva da vrijedi:

1) US=X
SeB

2) VB1,B, € B,Yxe€ BiN B, AB; € Btakodaje x € B3 C BN B,

Tada postoji jedinstvena topologija na X kojoj je B baza.

Dokaz. Definiramo v = {U € X : Vx € U dB € B tako da je x € B C U}. Ustvari smo
mogli 7 definirati kao skup svih mogucih unija elemenata iz 8. 7 je traZzena topologija.
(Lako se vidi da je 7 topologija.) O

Definicija 1.5.5. Neka je (X, 1) topoloski prostor i C C 1.KaZemo da je C podbaza topolo-
gije T ako je {C; N ...NC, | Cy,...,C, € C} baza topologije 7.

Definicija 1.5.6. Neka je (X, 1) topoloski prostor,(x,) niz u X te a € X. KaZemo da niz (x,)
teZi prema a u topoloskom prostoru (X, d) i pisemo x, — a ako za svaki U € 1 tako da je
a € U postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € U.

Napomena: Neka je (X, d) metricki prostor,(x,) nizu Xte a € X. Tadax, — au
metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako x,, — a u topolo§kom prostoru (X, 7). To slijedi
iz propozicije 1.2.7.

Definicija 1.5.7. Neka je (X, 1) topoloski prostor. KaZemo da je skup A otvoren u to-
poloskom prostoru (X, T) ako je element topologije .
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Definicija 1.5.8. Neka su (X, 1) i (Y, @) topoloski prostori, xo € X i f : X — Y. KaZemo da
Jje funkcija f neprekidna u x, (s obzirom na topologije T i ¢) ako za svaki V € ¢ takav da
je f(xo) € V postoji U € 71 tako da je xo € Ui f(U) C V.

Propozicija 1.5.9. Neka su 1, i 7, topologije na skupu X.
1) Pretpostavimo da je B baza topologije 1, te da je B C 1,. Tada je 7| C 1.
2) Pretpostavimo da je P podbaza topologije T, te da je P C 1,. Tada je T C 1.

Dokaz. 1) Nekaje U € 7;.Slijedidaje U = |J B,, B, € B,a € A. Slijedidaje U € 1.

acA

2) Sada lako slijedi iz definicije podbaze i dijela 1).

Propozicija 1.5.10. Neka je (X, T) topoloski prostor te (Y, @) njegov potprostor.
1) Neka je B baza topologije 1. Tada je {BNY : B € B} baza topologije .
2) Neka je P podbaza topologije 1. Tada je {P N'Y : P € P} podbaza topologije .

Dokaz. 1) IzB C rslijedidaje{BNY:BeB)Cp. NekajeV e gtey e V. Zelimo
pronaci element E familije {BNY : B € B} takoda je y € E, E C V. Tada postoji
U ettakodaje V =UnNY,paslijedi daje y € U. Kako je U element topologije 7, a
B baza od 7, slijedi da postoji B € Btakavdajeye BC U,pajeye BNYCUNY,
tj. y € BNY € V. Dakle, BNY je bio trazeni element te familije. Stoga zakljucujemo
daje {BNY : B € B} baza topologije ¢.

2) Imamo da je {P; N...N P, : Py,..., P, € P} baza topologije 7. 1z 1)) slijedi da je
{(PiNn..NnP,)NnY:P,.., P, € P}baza topologije ¢. Dakle, toje {(PiNY)N..N
(P,NY):Py,...,P,eP}. Toznatidaje {PNY : P e P} podbaza topologije .

O

Primjer 1.5.11. Neka je P = {(—o0,a) : a € R} U {{a, o) : a € R}. Tada se lako vidi da je
P podbaza euklidske topologije na R.

Propozicija 1.5.12. Neka je X skup te neka je P familija podskupova od X takva da je
U P = X.Tada postoji jedinstvena topologija na X kojoj je P podbaza.
Pep

Dokaz. Definiraimo B8 ={P N ..N P, | Py,...P, € P}.1zP C Bslijedidaje |J B = X.
BeB
Uocimo: ako su By, B, € B, onda je By N B, € B. Stoga iz propozicije 1.5.4 slijedi da

postoji jedinstvena topologija na X kojoj je B baza. Tada iz definicije podbaze slijedi da je
ta topologija jedinstvena topologija kojoj je P podbaza. i
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Propozicija 1.5.13. Neka je X skup te neka su 1| i T, dvije topologije na X.

a) Pretpostavimo da je B, baza topologije T, i B, baza topologije 7,. Pretpostavimo da
je B1 C B,. Tada je 1 C 15.

b) Pretpostavimo da je P, podbaza topologije 1, i P, podbaza topologije T,. Pretpos-
tavimo da je Py C P,. Tada je T C 15.

Dokaz.  a) Tvrdnja pod a) slijedi prili¢no ocito, jer ukoliko je A neki proizvoljan ele-
ment topologije 7;, tada se A moZe napisati kao unija elemenata iz 8;, a svaki od
njih je ujedno element iz B,, te je stoga A ujedno element iz 7.

b) Iz P, C P, slijedi da je

{AiNn..NA, A, ..., A, P} C{BiN..NB,|By,..., B, € P},

gdje je iz definicije podbaze ocito daje {A1N...NA, | Ay, ..., A, € P} baza topologije
Ti{BN..NB,| By,...,B, € P,} baza topologije 7,, pa sada tvrdnja b) slijedi iz
tvrdnje a).

]

1.6 Neprekidnost u topoloskom prostoru

Definicija 1.6.1. Ako su X i Y topoloski prostori i f : X — Y funkcija. KaZemo da je f
neprekidna funkcija ako za svaki otvoren skup V u Y vrijedi da je f~'(V) otvoren u X.

(Odnosno, ako su (X, 7)1 (¥, ¢) topoloski prostori te f : X — Y funkcija. Kazemo da je
f neprekidna (s obzirom na topologije 7 i ¢) ako je (V) € 7, VV € ¢.)

Propozicija 1.6.2. Neka su (X, 1) i (Y, @) topoloski prostorite f : X — Y funkcija. Tada je
f neprekidna ako i samo ako je f neprekidna u x, za svaki xy € X.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna te neka je xo neka tocka iz X.Tada slijedi da,
ako je V € ¢ takav da je f(xo) € V, f~1(V) je otvoren u (X, 7), tj. f~'(V) € . Tada ocito
za U := f~1(V) vrijedi xg € U, te f(U) C V, stoga je to upravo okolina U iz definicije
neprekidnosti funkcije f u tocki xy. Stoga slijedi da je f neprekidna u x.

Dokazimo sada i obratni smjer. Pretpostavimo da je f neprekidna u svakoj tocki xy € X.
Zelimo pokazati da je f neprekidna. Neka je V proizvoljan skup otvoren u (¥, ). Htjeli
bismo pokazati da je £~'(V) otvoren u (X, 7). (O¢&ito ako je x € f~1(V), tada je f(x) € V.)
Pretpostavili smo da je f neprekidna u x, za svaku to¢ku x € X. Uzmimo to¢ku x € X takvu
da je f(x) € V. Sada po definiciji slijedi da postoji U, otvoren u (X, 7) tako da je x € U, i
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f(U,) C V. Tj., slijedi da je x € Ux € f~'(V). Dakle, dobili smo da za svaki x € f~!(V)
postoji otvoren skup U, u (X, 7) takav da je x € U, C f~!(V). Sada oc¢ito mozemo f~!(V)

dobiti kao f~'(V) = | U,, §to je o&ito element topologije 7, kao unija elemenata iz T,
xef~1(V)
stoga po definiciji slijedi da je f neprekidna. O

Propozicija 1.6.3. (Bez dokaza)
Ako su X,Y i Z topoloski prostorite f : X — Y ig:Y — Z neprekidne funkcije, onda
jeigo f: X — Z neprekidna funkcija.

Propozicija 1.6.4. Neka su (X, 1) i (Y, @) topoloski prostori, xo € X i f : X — Y funkcija
neprekidna u xy. Pretpostavimo da je (x,) niz u X takav da x,, — xy. Tada f(x,) — f(xp).

Dokaz. Zelimo pokazati da za svaki V € ¢ takav da je f(xo) € V postoji ny € N takav
da za svaki n > ng vrijedi f(x,) € V. Uzmimo neki V € ¢ takav da je f(xy) € V. Tada iz
neprekidnosti funkcije f u xj slijedi da postoji U € 7 takoda je xo € U i f(U) C V. Sada,
kako (x,) — xo, iz propozicije 1.2.7 slijedi da za taj U postoji ny € N takav da je za svaki
n > ny x, € U. Kako je f(U) C V,slijedi da je f(x,) € V, za svaki n > ny. O

Definicija 1.6.5. Neka su X i Y topoloski prostori. Za funkciju f : X — Y kaZemo da je
otvoreno preslikavanje ako za svaki otvoren skup U u X vrijedi da je f(U) otvorenu Y.

Primjer 1.6.6. Ovaj primjer pokazuje da nije svaka neprekidna funkcija ujedno i otvoreno
preslikavanje.

Funkcija f : R — R, f(x) := 0 je neprekidna (to se lako vidi), ali nije otvoreno
preslikavanje (sto se takoder lako vidi). Pri tome na R promatramo euklidsku topologiju.

Karakterizacija neprekidnosti pomoc¢u baze i podbaze

Propozicija 1.6.7. Neka su (X, 1) i (Y, ) topoloski prostori ,neka je f : X — Y funkcija
te neka je B baza topologije ¢. Pretpostavimo da je f~'(B) € v, VB € B . Tada je f
neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je V € ¢.Tada postoji indeksirana familija (B,) elemenata od 8 tako da je
V = U B,. Slijedi da je f~'(V) = f'(U By) = U f'(B,). Stoga zbog pretpostavke

€A a€cA €A

propozicije slijedi da je f~1(V) € 1. i

Propozicija 1.6.8. Neka su (X,7) i (Y,¢) topoloski prostori, P podbaza topologije ¢ te
f : X = Y. Pretpostavimo da je f~'(P) € 7, VP € P. Tada je f neprekidna funkcija.

Dokaz. Nekaje B ={P,N..P,|Py,.., P, € P}.Znamo da je B baza topologije ¢ .Neka
je Be BTadaje B= P, N..NP,gdiesu P, .., P, e Plmamo f(B) = (P, N
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LPO=fY(P)N..n f1(P,) € t(iz pretpostavke propozicije slijedi da je to element od 7).
Sada iz propozicije 1.6.7 slijedi da je f neprekidna funkcija. O

1.7 Kompaktnost

Napomena 1.7.1. Neka je (X, 1) topoloski prostor. Neka je K C X. Neka je U C 7, U + @,

takav da je K C |J U. Tada za U kaZemo da je otvoren pokriva¢ od K u (X, 7).
Uel
KaZemo da su skupovi Uy, ...,U, , n € N konacan potpokrivac¢ pokrivaca U ako je

Uy,...U,eUiU,,..,U, takoder ¢ine pokrivac¢ za K, tj. K C U; U ... U U,,.

Definicija 1.7.2. Neka je (X, 1) topoloski prostor te K C X. KaZemo da je K kompaktan
skup u topoloskom prostoru (X, d) ako za svaki otvoren pokrivac U od K u (X, T) postoji
njegov konacan potpokrivac.

Napomena 1.7.3. Neka je (X, d) metricki prostor te K C X. KaZemo da je K kompaktan
skup u metrickom prostoru (X, d) ako je K kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, t4).
MoZe se pokazati da, ako je K kompaktan skup u metrickom prostoru (X,d), onda je K
omeden i zatvoren u (X, d).

Medutim, nije svaki zatvoren i omeden skup kompaktan. Primjerice, neka je X besko-
nacan skup te neka je d diskretna meterika na X (tj. metrika d je definirana sa d(x,y) =
{ ILLx #y

0, x=y. )

Promotrimo skup X u metrickom prostoru (X, d). Jasno je da je X zatvoren. Takoder je
omeden, jer, ukoliko uzmemo bilo koju tocku xy € X, X C K(xy,2) = X. Medutim, X nije
kompaktan. Naime, U := {{x} | x € X} je ocito otvoren pokrivac za X, medutim, on nema
konacan potpokrivac jer je X beskonacan.

Napomena 1.7.4. Za topoloski prostor (X, T) kazemo da je kompaktan ako je X kompaktan
skup u (X, 7).

Propozicija 1.7.5. Neka su X i Y topoloski prostori te f : X — Y neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je K kompaktan skup u X. Tada je f(K) kompaktan skup u'Y.

Dokaz. Neka je V neki otvoren pokriva¢ od f(K) u Y. Nekaje U = {f'(V) |V € V).
Tada je U otvoren pokriva¢ od K u X. Stoga slijedi da postoje Vi, ..., V, € V takvi da je
K C f4(V)U..UfL(V,). Slijedi da je f(K) C V,U...UV,. Dakle,f(K) je kompaktan. O

Napomena 1.7.6. Poznato je sljedece:

Ako je K kompaktan skup u metrickom prostoru (X, d), onda je K omeden i zatvoren u
(X, d).

Kako dokazati da je K omeden?
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Fiksirajmo xo € X. Definirajmo U = {K(xo,r) : r > 0}. U je ocito pokrivac za
svaki podskup od X , pa posebno i za K. Kako je K kompaktan u (X, 1), slijedi da postoji
konacan potpokrivac za K u t,. Stoga je po definiciji K omeden (jer je posebno podskup
kugle koja ima najveci polumjer medu kuglama iz konacnog potpokrivaca.)

Propozicija 1.7.7. Neka je (X, T) topoloski prostor, neka je F zatvoren skup u (X, 7),te neka
je K kompaktan skup u (X, 7). Pretpostavimo da je F C K. Tada je F kompaktan u (X, 7).

Dokaz. Neka je U otvoren pokrivac od F u (X, 7). Tada je U U {X \ F} otvoren pokrivac
od X,pa onda i od K. Budu¢i da jr K kompaktan, postoji Uy, .., U, € U takvi da je K C
UyU...uU,UX\ F). Kako je F C K, slijedidaje F € U; U...U U,. Slijedi da je F
kompaktan. O

Korolar 1.7.8. Neka je (X, 1) kompaktan topoloski prostor te neka je F zatvoren skup u
(X, 7). Tada je F kompaktan skup u (X, 7).

1.8 Aksiomi separacije
Definicija 1.8.1. Neka je (X, 1) topoloski prostor.

a) KazZemo da je (X, 1) T\ prostor ako za sve x,y € X, x # Y, postoji U € 7 tako da je
(xeUiye¢U)ili(yeUixg¢U).

b) KaZemo da je (X, 7) T, prostor ako za sve x,y € X, x #y, postoje U,V € 1 takvi da
je(xeUiy¢U)i(yeVixgV).

¢) KaZemo da je (X,7) T, prostor ili Hausdorffov prostor ako za sve x,y € X, x # y,
postoje U,V € T takodajex e Uyye ViUNV = Q.

Uocimo da je svaki T prostor ujedno i Ty prostor te je svaki 7, prostor ujedno i T}
prostor.

Jasno je vec iz definicije da nije svaki 7 prostor ujedno i 7'; prostor. Konkretan primjer
koji to pokazuje je topoloski prostor ({1, 2}, {@, {1}, {1, 2}}). Taj prostor je ocito Ty, no nije
T, jer ako uzmemo tocke 1 i 2 ne postoji otvoren skup takav da sadrzi 2, a ne sadrzi 1.

Definicija 1.8.2. Za topoloski prostor X kaZemo da je T5 prostor ako za svaki zatvoren skup
F u X isvaki x € X takav da x ¢ F postoje otvoreni skupovi U i V takvida je UNV = @
teFCUixeV.

Primjer 1.8.3. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada je topoloski prostor
(X, {2, X}) Ts, ali nije T.
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Propozicija 1.8.4. Neka je X topoloski prostor. Tada je X T, prostor ako i samo ako za
svaki x € X vrijedi da je {x} zatvoren skup u X.

Dokaz. Dokazimo prvi smjer. Neka je X T prostor. Neka je x € X. Nekajey € X,y # x.
Tada (stoga Sto je X T prostor) slijedi da postoji U, otvoren u X takav day € Uy, x ¢ U,.
Slijedi da je X \ {x} = (J U,. Dakle, {x} je zatvoren u X (jer je njegov komplement
eX\{x
otvoren). e
Dokazimo i obratan smjer. Neka su x,y € X, x # y. Slijedidaje x € X\ {y}1y ¢ X\ {y}.
Dakle, X je T prostor (jer zbog simetri€nosti ista stvar vrijedi i za X \ {x} te su X \ {x} 1

X\ {y} otvoreni skupovi kao komplementi zatvorenih). O
Definicija 1.8.5. Za topoloski prostor X kaZemo da je regularan ako je X T\ i T prostor.
Uoc¢imo: Svaki regularan prostor je Hausdorffov.

Napomena 1.8.6. Neka je (X, 7) topoloski prostor te neka je Y C X. Definiramo S =
{UNY | U € 1}. Tada se vrlo lako moZe vidjeti da je S topologija na Y.

KaZemo da je S relativna topologija na Y (odredena s 7).

Za (Y, S) kazemo da je potprostor topoloskog prostora (X, 7).

Propozicija 1.8.7. Neka je (X, T) topoloski prostor te (Y, ) potprostor od (X, 7).
1) Pretpostavimo da je (X, 7) Ty prostor. Tada je i (Y, ) T prostor.
2) Pretpostavimo da je (X, 1) T prostor. Tada je i (Y, ¢) T, prostor.
3) Pretpostavimo da je (X, t) T, prostor. Tada je i (Y, ) T5 prostor.

Dokaz. 1) Nekasu x,y € Y,x # y. Kako je (X, 1) T, prostor,slijedi da postoji U € 7
takavdajexe Uiy¢ Uilix ¢ Uiy e U. Stogavrijedii: xe UNYiy¢UNY
ilixgUNYiyeUnNY Stogaje UNY iupravo skup iz definicije T prostora za
(Y, ¢) paslijedi da je i (¥, ¢) T, prostor.

2) Nekasu x,y € Y, x # y. Kako je (X, 1) T prostor,slijedi da postoje U, V € 1 takvi da
jexeUiy¢Uix¢ViyeV.SlijedidajexeUNYiy¢eUNnY,tex¢VnNYi
yeVnY StogasuUNYiVnNYupravo skupovi iz definicije T prostora za (Y, ¢)
pa slijedi da je i (¥, ¢) T, prostor.

3) Sasvim analogno bismo dokazali 1 treci dio, u skladu s definicijom 7, prostora.



Poglavlje 2

Prostori omedenih funkcija

2.1 Omedene funkcije

Prostori omedenih funkcija su prvi primjer prostora funkcija koji ¢e se spomenuti u ovom
diplomskom radu.

Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je A skup te neka je f : A — X
funkcija. KaZemo da je funkcija f omedena (s obzirom na metriku d) ako je f(A) omeden
skup u (X, d).

Propozicija 2.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor, A skup te f,g : A — X funkcije omedene
s obzirom na metriku d. Tada je skup {d(f(a), g(a))la € A} odozgo omeden u R.

Dokaz. Budu¢i da su f i g omedene,skup f(A) U g(A) je omeden (po propoziciji 1.1.6),
kao unija omedenih skupova, pa dxy € X i r > 0 tako da je f(A) U g(A) € K(xo,r). Neka
je sada a € A proizvoljan. Imamo f(a), g(a) € K(xo,r) pa je d(f(a), g(a)) < d(f(a), xo) +
d(xo,g(a)) < 2r. Dakle, slijedi da je {d(f(a),g(a))la € A} odozgo omeden u R jer je
d(f(a),g(a)) < 2r,zasvakia € A. O

Neka je (X, d) metricki prostor te A neprazan skup. Oznacimo s B(A,(X,d)) skup svih
omedenih funkcija f : A — X.
Definiramo funkciju d., : B(A, (X,d)) X B(A,(X,d)) — R sa

deo(f, &) = supld(f(a),g(a)) : a € A}. 2.1)

(Ova funkcija je dobro definirana prema propoziciji 2.1.2.)

Tvrdimo da je d, metrika na B(A, (X, d)).

Trebamo pokazati da zadovoljava definicijska svojstva metrike iz definicije 1.1.1
Ocito je dw(f,2)> 0, Vf, g € B(A, (X, d)) (Dakle, d, zadovoljava svojstvo M1) )

15
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Ako su f,g € B(A, (X,d)) takvi da je f = g, oCito je dw(f,g)= 0.Obratno, ako su f,g
€ B(A, (X, d)) takve da je do(f,g2)= 0, onda je d(f(a), g(a)) <0, Va € Apaje f(a) = gla),
Va e A, tj. f = g. (Dakle, d., zadovoljava svojstvo M2). )

Jasno je da je d(f.g)=d~(g.f) , Vf,g € B(A, (X,d)). (Dakle, d., zadovoljava svojstvo
M3))

Neka su f,g,h € B(A,(X,d)). Neka je a € A. Imamo: d(f(a), h(a)) < d(f(a),g(a)) +
d(g(a),h(a)) < do(f,g) + dw(g,h). Dakle, d(f(a),h(a)) < do(f,g) + dw(g,h),Ya € A.
Slijedi da je do(f, h) < do(f, g) + d(g, h). (Dakle, d., zadovoljava svojstvo M3) )

Zakljucak:d,, je metrika na B(A, (X, d)).

2.2 Potpunost prostora omedenih funkcija

Teorem 2.2.1. Neka je (X, d) potpun metricki prostor, A neprazan skup te d., metrika na
B(A, (X, d)) definirana kao u (2.1). Tada je (B(A, (X, d)), d~) potpun metricki prostor.

Dokaz. Neka je (f,) proizvoljan Cauchyjev niz u (B(A, (X, d)), d). Trebamo pokazati da
postoji funkcija g € B(A, (X, d)) kojoj niz (f,) tezi u (B(A, (X, d)), dw).

Znamo da je f,(a) € X,VYa € A, ¥Yn € N.Fiksirajmo neki a € A. Tvrdimo da je
(fu(a)) Cauchyjev niz u (X,d).Neka je € > 0 fiksiran. Znamo da je (f,) Cauchyjev niz
u (B(A, (X,d)),d). To po definiciji 1.2.3 znaci da postoji ny € N takav da za Vm,n >
no vrijedi do(fin, fn) < €. Po definiciji d., slijedi da je d(f,.(a), fn(@)) < du(fn, fn) za
Vm,n € N. Stoga posebno za sve m,n € N takve da je m,n > ng vrijedi: d(f,.(a), f.(a)) <
do(fm, fn) < €. Stoga vidimo da vrijedi da je d(f,.(a), fn(a)) < &. Stoga je po definiciji
(fu(a)) Cauchyjev niz u (X, d). Kako je po pretpostavci (X, d) potpun metri¢ki prostor, po
definiciji slijedi da je (f,(a)) takoder i konvergentan niz u (X, d).

Oznacimo njegov limes sa g(a). Time smo definirali funkciju g : A — X. Pokazat
¢emo da je tako definirana funkcija g upravo funkcija kakva Zelimo pokazati da postoji, tj.
da je element skupa B(A, (X, d)) i da niz (f,) tezi prema g u (B(A, (X, d), d). Prvo Zelimo
pokazati da je g omedena funkcija, tj. da je g € B(A, (X, d)).

Odaberemo neki € > 0 (npr. € = 1) (Zapravo Ce ovo Sto slijedi vrijediti za bilo koji
proizvoljan € koji uzmemo, ali dosta nam je uzeti jedan za koji ¢e vrijediti). Tada postoji
ny € N tako da VYm, n > ng vrijedi do(fin, f1) < €. Posebno, d(fy, f4,) < &, za svaki n > ny.
Uzmimo a € A. Za svakin > ng po definiciji od d., vrijedi d(f,(a), fu,(a)) < de(fn, fu,) < &.
Tj. vidimo da vrijedi d(f,(a), f,,(a)) < &, Vn > ny.Slijedi da je f,(a) S K(f,(a),e),
Vn > ny. OCito je takoder f,(a) € K( Jno(@), €), za ¥n > ny.Dakle,zbog propozicije 1.2.10
slijedi da je g(a) € E(fno(a), g),zaVa € A. StogaslijedidajezaVaec A

d(g(a), fuy(@)) < &. (*)
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Znamo da je f,,(A) omeden skup u (X, d) (jer je f,, omedena funkcija). Po definiciji
1.1.4 onda slijedi da postoji xo € X ir > 0 tako da je f,,(A) € K(xo, r). Zelimo pokazati da
je

8(A) € K(xo,r + &). (%)

Neka je a € A. Zbog (*) imamo da je d(g(a), fu,(a)) < e te je f,(a) € f,,(A). Slijedi
daje f,,(a) € K(xo,r). Slijedi da je d(f,,(a), xo) < r. Po nejednakosti trokuta imamo da je
d(g(a), xo) < d(g(a), fu,(a)) + d(f,,(a), xo) < &€+ r. Dakle,vidimo da je g(a) € K(xo, 7 + €).
Dakle, vrijedi (xx).

Dakle, vidimo da je g(A) omeden skup u (X, d),tj g je po definiciji omedena funkcija, tj.
g € B(A,(X,d)). Sada jos trebamo dokazati da f, — g u (B(A, (X, d)),d.) da bismo dobili
tvrdnju teorema.

Neka je € > 0. Buducdi da je (f,,) Cauchyjev niz u (B(A, (X, d)), d), Any € N tako da za
VYm,n > ng vrijedi do(f, fn) < 5. Posebno,za VYn > ng vrijedi

e
deo(fur fo) < - ()

Uzmimo a € A. Po definiciji od d. slijedi d(f,(a), f,,(a)) < £, Vn > ny. Kao i maloprije
(koristeci propoziciju 1.2.10) zaklju¢ujemo da je d(g(a), fu (@) < 5. Kako ova nejednakost
vrijedi za Ya € A, po definiciji od d., slijedi da je du(g, fn) < 5

Za n > ny, iz prethodne nejednakosti i (xxx) slijedi da je dew(fy, &) < do(fu, fuy) +
dos(fry»8) < 5 + 5=¢.

Dakle, d(f,, g) < €, V¥n > ny. Slijedida f, — g.

Dakle, (f,) je konvergentan niz u (B(A, (X, d)), dw). |

2.3 Prostor neprekidnih funkcija kao podskup prostora
omedenih funkcija

Neka su (A, p) 1 (X,d) metricki prostori. Neka je BC((A, p), (X,d)) skup svih funkcija
f A — X koje su neprekidne i omedene. OCito je BC((A, p), (X,d)) € B(A, (X,d)) .

Propozicija 2.3.1. Neka su (A, p) i (X,d) metricki prostori. Tada je BC((A, p),(X,d))
zatvoren skup u metrickom prostoru (B(A, (X, d)), dw).

Dokaz. Pretpostavimo da je (f,) niz u BC((A, p),(X,d)) te da je h € B(A, (X,d)) tako da
f» — humetrickom prostoru (B(A, (X, d)), d.).Dokazimo da je h € BC((A, p), (X, d)), .
da je h neprekidna funkcija.Neka je ay € A te neka je £ > 0. Budu¢i da (f,,) — h, postoji
ny € N tako da za Yn > ng vrijedi de(f, h) < 5.Posebno, du(fny,h) < %.Znamo da je
fa, + A = X neprekidna funkcija pa postoji 6 > 0 tako da je

(K (a0, 8)) € K(fon(a0), §>. ()
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Tvrdimo da je
h(K(ao, 6)) < K(h(a), €). (%)

Neka je a € K(ap, 6). Prema (x) vrijedi f,,(a) € K(f,,(ao), %), tj. da je d(f,,(a), fu,(a0)) <
£ Imamo
3

d(h(a), h(ao)) < d(h(a), fu,(@)) + d(fuy (@), fan(a0) + d(fu,(a0), h(ao))

& E € ¢
<doo(l’l,f;,0)+§+doo(h,f;10)<§+§+§:g‘

Slijedi da je h(a) € K(h(ay), €). Stoga vrijedi (xx).Dakle, slijedi da je i neprekidna. Stoga
iz propozicije 1.3.3 slijedi tvrdnja propozicije. O

Korolar 2.3.2. Neka su (A, p) i (X, d) metricki prostori. Tada je

(BC((A, p), (X,d)), d°°|BC((A,p),(X,d))xBC((A,p),(X,d))) popun metricki prostor.

Dokaz. U prethodnoj propoziciji smo vidjeli da je BC((A,p),(X,d)) zatvoren skup u me-
trickom prostoru (B(A, (X, d)), d.). Takoder smo u teremu 2.2.1 vidjeli da je (B(A, (X, d)), d)
potpun metricki prostor. Sada iz propozicije 1.3.4 odmabh slijedi da je

(BC((A, p), (X,d)),dw | BCUA D) X DBOCAPIE, d») potpun metricki prostor. m|

Napomena 2.3.3. Neka je (X, T) topoloski prostor te neka je (Y, d) metricki prostor. Neka
je C((X, 1), (Y,d)) skup svih funkcija f : X — Y neprekidnih s obzirom na topologije T i 7.
Tada je C(X, 1), (Y, d)) = C((X,7), (Y, 74)).

Korolar 2.3.4. Neka je (X, T) kompaktan topoloski prostor te (Y, d) metricki prostor. Tada
Je C((X,7),(Y.d)) € B(X, (Y. d)).

Dokaz. Tvrdnja odmabh slijedi iz toga Sto je X kompaktan topoloski prostor te iz toga Sto
neprekidne funkcije slikaju kompakte u kompakte (propozicija 1.7.7.) m|



Poglavlje 3

Topologija otvorena po tockama

3.1 Uvod

Produktna topologija

Definicija 3.1.1. Neka je (X,,) indeksirana familija skupova (dakle to je funkcija koja sva-
kom « iz indeksnog skupa A pridruzi skup X, ).

Sada definiramo produkt indeksirane familije skupova (X,) kao [ ,es Xo ={f : A —
U X, | fla) € X,,Va € A}
acA

Neka je (X)) indeksirana familija topoloSkih prostora (dakle funkcija koja svakom a €
A pridruZi topoloski prostor X))

Imamo X/, = (X,,7,), Yo € A, gdje je 7, topologija na X,.

Na [],e4 X, definiramo topologiju na sljedeci nacin:

Neka je

= {n U, |U, et Yo e A, U, = X,, za sve osim kona¢no mnogo « € A}. (3.1

acA

(Ocito vrijedi [[yes Us € [oen Xo-)
Takoder, o€ito je [],c4 Xo € B pa je unija svih elemenata iz B upravo jednaka [ [,c4 Xo-
Neka su By,B; € 8. Tada vrijedi: B; = [[4ea Ua» gdjeje [1pea Ue = {f : U U, | f(@) €

acA

Uy, Va € A, U, € 1o,Va € AU, = X,,Va € A\ K;}, gdje je K; konaCan podskup od A
te By = [[pea Voo gdje je [pea Vo = {f : U Vol fla) € Vo,Va € A, V, € 75,V € A

Vo = Xo, Ya € A\ K3} gdje je K, konacan podskup od A.
Slijedidaje BiN By = [[pea Ua NVy, gdjeje [[oea Ue N Ve ={f : A= UWU,NV,) |

acA

flayeU, NV, Ve A, U, NV, €1,,Va e A, U, NV, =X,,Yar e A\ (K| NK,).

19
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Slijedi daje By N B, € B.
Prema propoziciji 1.5.2 sada slijedi da postoji jedinstvena topologija R na [ [ ,e4 X, tako
da je B baza topologije R. Tu topologiju nazivamo produktna topologija.

Definicija 3.1.2. Za topoloski prostor ([ ,es Xa» R) kaZemo da je produkt indeksirane fa-
milije topoloskih prostora (X),)). Oznacavamo ga s [] X,
a€cA
Ako je (X,) indeksirana familija skupova i x € [],c4 Xo, Onda za @ € A umjesto x(a@)
obi¢no piSemo x,, a funkciju x ozna¢avamo i sa (x,).
Dakle,[[,ea Xo = {(x0) : X4 € X, ).

Projekcije

Definicija 3.1.3. Neka je (X,) indeksirana familija skupova te 8 € A. Definiramo funkciju
Pg - HryeA Xa - Xﬁ sa p,B((xa)) = Xg.

Dakle, ps(f) = f(B), Vf € [lsea Xo» §. pgs je projekcija na S - koordinatu funkcije
f € H(xGA Xa-

Propozicija 3.1.4. Neka je (X)) indeksirana familija topoloSkih prostora te B € A. Tada je
D ¢ [laea Xo — X neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je V otvoren skup u Xg. Imamo p;l(V) ={f € [loea Xo | f(B) € VI=[Tpes Ues
gdje je U, jednak X, za @ # (3 te je jednak V za o = B, dakle vidimo da je p;l(V) otvoren
u [[,ea Xo» jer je element baze B produktne topologije R. O

Propozicija 3.1.5. Neka je (X)) indeksirana familija topoloskih prostora.Neka je B €
A.Tada je pg : [14ea Xo — Xp otvoreno preslikavanje.

Dokaz. Neka je W otvoren skup u [],c4 X,. Tada se W moZe prikazati kao W = |J B,,
yell

gdje je (B,) indeksirana familija elemenata od B, pri cemu je B standardna baza produktne
topologije. Slijedi da je pg(W) = ps(J B,) = | ps(B,). Stoga je dovoljno dokazati da je
yel' yell

pp(B) otvoren skup u Xz, VB € B.
Neka je B € B. Tada je B = [[,e4 Ue» gdje je U, otvorenu X, i U, = X,, za sve osim
kona¢no mnogo a € A.
Imamo pg(B) = pp([1oea Ua)=
U, Uy, # @,Va € A
{ @, inaCe
Oznacimo to sa ()
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Zasto? Pretpostavimo da je U, # @ , Ya € A. Neka je (x,) € [[,ea Up- Imamo
p,B((xa)) = Xg € Uﬁ- Dakle, pﬁ((xa)) € Uﬁ’v(xoz) € HaeA Ua~ Sh.]edl daje pﬁ(naeA Ua) c
Us.

Dokazimo 1 obrnutu inkluziju.Neka je z € U .Odaberemo bilo koji element (x,) €
[Toea Uq. Definiramo (y,) € [],eq Un ovako:
| xema#Ep
(ya/) - Z, a = B,

Tadaje pﬂ((y(t)) =Zpa Slljedl daje Z€ pﬁ(HaeA Ua)-
Iz (*) zakljuCujemo da je pg(B) otvoren u Xg. Dakle, pg je otvoreno preslikvanje. O

Baza i podbaza produktne topologije

Propozicija 3.1.6. Neka je (X)) indeksirana familija topoloskih prostora. Tada je P :=
{pgl(V) | B € A, Votvoren u Xg} podbaza (produktne) topologije na [],eca Xo -

Dokaz. Neka je B = {[],ea UoslU, otvoren u X, ,Va € A,U, = X, za sve osim konacno
mnogo @ € A} ( onako kako smo i definirali bazu B u (3.1) ). Tvrdimo da je

BQ{Plﬂ...ﬂPanl,...,PneP} (*)

Neka je B € 8. Tada postoji indeksirana familija skupova (U, ) takoda je B = [[,ea Ua
te ay, ... , @, € A medusobno razliliti tako da je U,, otvoren u X,, , U,, otvoren u X,,
i Uy=X,, Yo € A\ {ay,...,a,}. Slijedi da je B=p,!(U,,)) N ... N p;'(U,,). Dakle, B €
{(PiNn..NP,|Py,..,p, €P}pavrijedi (x).

Iz propozicije 3.1.4 slijedi da je # C R, gdje je R produktna topologija na [[,cs Xo-
Stogaje {PyN...P,| Py,...,P, e P} CR.

Iz toga i iz (*) slijedi da je {P; N ... N P, | Py,..., P, € P} baza topologije R (jer je
podskup topologije koji sadrzi bazu).

Dakle , # je podbaza topologije R. i

Neprekidnost

Propozicija 3.1.7. Neka je (X)) indeksirana familija topoloskih prostora te Y topoloski
prostor. Neka je f : Y — [l,ea Xo funkcija. Tada je f neprekidna ako i samo ako je
Va € A funkcija p, o f : Y — X, neprekidna.

Dokaz. Trivijalno se vidi da ako je f neprekidna, slijedi da je funkcija p, o f : ¥ — X,
neprekidna ( slijedi iz propozicije 3.1.4 1 iz propozicije 1.6.3).

Dokazimo sad drugi smjer, tj. da ako je p, o f : ¥ — X, neprekidna za Ya € A da
slijedi da je tada f neprekidna.
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Neka je P = {p,'(V) | @ € A,V otvoren u X,}. Iz propozicije 3.1.6 slijedi da je P
podbaza produktne topologije na [],c4 X,. Prema propoziciji 1.6.8,dovoljno je dokazati da
je f71(P) otvoren u Y , YP € P. Neka je p,'(V) proizvoljan element iz P. Tada vrijedi
Fp;' (V) = (pa © f)71(V),8to je otvoren skup u Y , jer smo pretpostavili da je p, o f
neprekidna. O

3.2 Topologija otvorena po toCkama

Neka je X skup i Y topoloski prostor.Za svaki x € X definiramo S, = Y. Tada je (S ,) indek-
sirana familija topoloSkih prostora i [,y S » = Y* (ovdje mislimo na jednakost skupova).

No na [[,cx S« imamo i topologiju pa moZzemo onda na Y* promatrati upravo tu topo-
logiju.

Za tu topologiju kazemo da je topologija otvorena po to¢kama na Y*.

Oznacimo tu topologiju sa R.Vrijedi da je B = {[[,ex U. | U otvorenu S,, Vx € X
i U, = Y za sve osim kona¢no mnogo x € X} baza topologije R. Dakle imamo B =
{ITaea Ux | Uy otvorenu Y, Vx € X1 U, = Y za sve osim konacno mnogo x € X}.

Znamo da je P = {p;'(U) | x € X,U otvoren u S,} podbaza topologije R .Imamo:
P ={p;'(U)| x € X,U otvoren u Y}.

Neka sux € Xi U otvoren u Y . Imamo p;'(U) = {f € [Toen S« | pu(f) € U} = {f €
YX| f(x) e U}.

Ako su X i Y skupovi i x € X, onda za funkciju e, : YX — Y, e.(f) = f(x) kaZemo da
je evaluacijska funkcija s obzirom na x.

Korolar 3.2.1. Neka je X skup, Y topoloski prostor. Promotrimo na Y* topologiju otvorenu
po tockama. Neka je xy € X. Tada je e,, : YX — Y neprekidno i otvoreno preslikavanje.

Dokaz. 1z [],ex S, = Y¥ slijedi da je e,, = pyy» gdje j€ Pry : [Teex S» — S, funkcija iz
3.1.3. Sada iz propozicije 3.1.4 i propozicije 3.1.5 slijedi da je p,, neprekidno i otvoreno
preslikavanje. O

Podbaza topologije otvorene po tockama

Neka je X skup te Y topoloski prostor. Za x € X 1 U otvoren skup u Y definiramo
Mx,U)={feY*: f(x) e U} (3.2)

Korolar 3.2.2. Neka je X skup,Y topoloski prostor. Tada je {M(x,U) : x € X, U otvoren u
Y} podbaza topologije otvorene po tockama na YX.
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Dokaz. Tmamo [,y S, =Y*, S, =Y, Vx € X. Neka je x € X te neka je U otvoren u Y.
Imamo:

M, U)={feY*: fx) e Uy ={f € Y*: pi(f) € U} = p,” (V). (3.3)
Dakle, {(M(x,U) : x € X,U otvorenu Y} = {p,”'(U) : x € X, U otvoren u S,}. Sada iz
propozicije 3.1.6 slijedi tvrdnja korolara. O

Pretpostavimo da je X skup, Y topoloski prostor. Neka je 7 topologija otvorena po
tockama na Y*. Pretpostavimo da je 7° neka topologija na Y* tako daje e, : Y*¥ — Y
neprekidna (s obzirom na 7’ i topologiju na Y), za svaki x € X.

Tvrdimo da je tada v C 7'.

Neka je x € X te neka je U otvoren skup u Y . Imamo M(x, U) = e,”'(U) pa iz &injenice
da je e, neprekidna slijedi da je M(x, U) € 7. Znamo da je P = {M(x,u) : x € X, U otvoren
u Y} podbaza topologije 7.

Stoga iz definicije podbaze slijedi da je {P, N ... N P,|Py, ..., P, € P} baza topologije .
Vidjeli smo da je  C 7/, a1z definicije topologije stoga slijedi da je {P1N...NP,|Py, ..., P, €
PIcT.

Ozna¢imo B={P;N..NP,| Py,..., P, € P}. Dakle, B je baza topologije 71 B C 7'.

Stoga slijedidajet C 7’

Dakle, 7 je najmanja topologija na Y* tako da je e, neprekidna s obzirom na tu topolo-
giju i topologiju na Y, za svaki x € X.

Konvergencija funkcija u topologiji otvorenoj po tockama

Teorem 3.2.3. Neka je X skup te Y topoloski prostor. Promotrimo na Y* topologiju otvo-
renu po tockama. Neka je (f,) niz u YX te g € YX. Tada f, — g u YX ako i samo ako
fu(x) = g(x)uY za svaki x € X.

Dokaz. Pretpostavimo da f, — g u Y. Htjeli bismo dobiti da tada f,(x) — g(x), za svaki
x € X. Neka je x € X. Kako je (iz korolara 3.2.1) evaluacijska funkcija e, : Y* — Y nepre-
kidna, tada zbog propozicije 1.6.4 slijedi da e,(f,) — ex(g), tj. (iz definicije evaluacijske
funkcije), f,(x) — g(x).

DokaZimo sada i obratni smjer. Pretpostavimo da f,(x) — g(x), za svaki x € X. Htjeli
bismo dobiti da tada f, — g. Neka je x € X i U otvoren u Y. Neka je M(x,U) = {h €
YX : h(x) € U}(definirana kao u (3.2)). Pretpostavimo da g € M(x, U) (tj. g(x) € U). Kako
Jfa(x) = g(x), slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ny , f,(x) € U.Tj., zan > ny,
fn€ M(x,U).

(Jasno je da smo time gotovi, tj. da je dovoljno promatrati elemente podbaze i dobiti da
za svaki element podbaze M(x, U) koji sadrZi g vrijedi da postoji ny € N takav da je zan >
ny f, € M(x, U), jer svaki element baze A je presjek kona¢no mnogo elemenata podbaze, pa
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¢e takoder postojati m( € N takav da je zan > my f, € A, jer uzmemo da je m, maksimum
od svih vrijednosti nj za elemente M(x, U) koji u presjeku tvore A.Takoder,svaki element
D topologije otvorene po tockama mozemo dobiti kao uniju elemenata iz baze, pa takoder
postoji odgovarajuéi s € N takav dazan > s je f, € D, s ¢emo dobiti kao bilo koji od
odgovarajucih indeksa elemenata baze koji u uniji tvore D.) O

Zbog ovog teorema se nekad topologija otvorena po tockama zove joS i topologija
konvergencije po to¢kama.

Topologija otvorena po tockama ni na koji nacin ne odrazava topologiju na X (odnosno,
mogli smo uzeti da je X bilo koji skup, ne nuzno s topologijom). Stoga je moguce da niz
(f,,) neprekidnih funkcija u Y* konvergira funkciji g u Y* koja nije neprekidna.

Sljede¢i primjer pokazuje jedan takav konkretan slucaj.

Primjer 3.2.4. Neka je X = Y = [0, 1] (zajedno sa euklidskom topologijom). Definiramo
niz funkcija (f,) : [0,1] — [0, 1] sa f,(x) = x". Tako definirane funkcije f, su neprekidne
za svaki n € N (lako se vidi da su neprekidne u euklidskoj metrici,a time i u euklidskoj
topologiji.) Medutim, za x € [0,1) f,(x) = x" = 0, dok za x = 1 f,(x) — 1. Stoga niz (f,)
teZi prema funkciji g definiranoj sa :
0 x <1
$D=1 1 x= 1.

koja ocito nije neprekidna na [0, 1] (nije neprekidna u 1).
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Kompaktno otvorena topologija

4.1 Definicija kompaktno otvorene topologije

Sada uvodimo kompaktno otvorenu topologiju kao generalizaciju topologije otvorene po
tockama. Neka su X i Y topoloski prostori. Dakle, sada i na X imamo topologiju pa Ce
kompaktno otvorena topologija, za razliku od topologije otvorene po toCkama odrazavati i
topologiju na X. Za kompaktan skup K u X 1 otvoren skup U u Y definiramo

S(K,U) ={f € Y| f(K) C U}. (4.1)
Propozicija 4.1.1. Neka su X i Y topoloski prostori.Tada postoji jedinstvena topologija na
YX kojoj je
S ={S(K,U) | K kompaktan u X, U otvoren u Y} 4.2)
podbaza.

Dokaz. Prema propoziciji 1.5.12 dovoljno je pokazati da je

Us =YX, (%)

SeS

Ocitoje |J S c Y~
SeS
Dokazimo i obratnu inkluziju. Neka je f € Y*. Odaberimo x, € X. Definiramo K = {x}

iU =Y. Ocito je f(K) C U, dakle f € S(K, U). Dakle, i druga inkluzija vrijedi.
Stoga vrijedi (x). |

Definicija 4.1.2. Za topologiju na YX kojoj je (4.2) podbaza kaZemo da je kompaktno
otvorena topologija na YX.

25
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Neka su X i Y topoloski prostori. Znamo da je P = {M(x,U) | x € X, U otvoren u Y}
podbaza topologije otvorene po tockama. Za svaki x € X i U otvoren skup u Y vrijedi da
je {x} kompaktan skup u X i M(x, U) = S ({x}, U). Stoga je P C S, gdje je

S ={S(K, U) | K kompaktan u X, U otvoren u Y}

(tj. definiran kao u (4.2)).
Znamo da je S podbaza kompaktno otvorene topologije na Y*, pa iz propozicije 1.5.13
slijedi da je topologija otvorena po tockama podskup kompaktno otvorene topologije.

Sada odmah slijedi da je evaluacijska funkcija e, : Y — Y neprekidna s obzirom na
kompaktno otvorenu topologiju. Naime, vidjeli smo u prethodnom poglavlju da je evalu-
acijska funkcija neprekidna s obzirom na topologiju otvorenu po tockama. To po definiciji
znali da za svaki V iz topologije na Y vrijedi da je e;'(V) element topologije otvorene po
toCkama. No, svaki element topologije otvorene po to¢kama je ujedno i element kompak-
tno otvorene topologije, pa to znaci da je e, neprekidna s obzirom na kompaktno otvorenu
topologiju.

4.2 Kompaktno otvorena topologija i aksiomi separacije

Propozicija 4.2.1. Neka su X i Y topoloski prostori. Promotrimo na Y* kompaktno otvo-
renu topologiju. Vrijedi sljedece:

a) YX je T, prostor ako i samo ako je Y T prostor:
b) YX je T, prostor ako i samo ako je Y T prostor:

c) YX je T, prostor ako i samo ako je Y T, prostor.

Dokaz.  a) Pretpostavimo da je Y T, prostor. Htjeli bismo pokazati da je tada i YX T,
prostor. Neka su f,g € Y*, f # g. Tada postoji x € X takav da je f(x) # g(x). Sada
(stoga Sto je Y T prostor) slijedi da postoji otvoren skup U u Y takav da je (f(x) € U
ig) ¢ U)ili(gx) e Ui fx) ¢ U)

U prvom slucaju (f(x) € U, g(x) ¢ U) , slijedidaje f € S({x},U),g ¢ S({x}, U).

U drugom slucaju (g(x) € U, f(x) ¢ U ), slijedida je g € S({x}, U), f ¢ S({x}, U).
Dakle, YX je T, prostor.

Dokazimo sada i obratni smjer. Pretpostavimo da je Y* T, prostor. Htjeli bismo

dobiti da je tada i Y Ty prostor. Neka su y;,y, € Y, y; # y,. Definirajmo f,g : X — ¥,
f(x) = y1,8(x) = y», za svaki x € X. Imamo f,g € YXi f # g. Stoga iz toga §to je
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b)

YX T, prostor slijedi da postoji otvoren skup W u Y* takav daje (f € Wig ¢ W)ili
(geWifegW).

U prvom slucaju (f € W, g ¢ W) imamo: Nekaje S = {S(K, U) | K kompaktanu X, U
otvoren u Y} (tj. definiran kao u (4.2)). Znamodaje{S;Nn..NS,}|S,...5, € S}
baza kompaktno otvorene topologije. Stoga (iz definicije baze) slijedi da postoje
Si,..85, € Stakvidaje f e S, Nn..NS, € W Znamo da za svaki i € {1,...,n}
postoje kompaktan skup K; u X 1 otvoren skup U; u Y takvi da je §; = S(K, U)).
Zbog g ¢ Wimamo g € S1 N ...NS,. Slijedi da postoji i € {1, ...,n} takavdag ¢ S,
tj. g € S(K;, U)).4. g(K;) € U,. Dakle, postoji x € K; takav da g(x) ¢ U;, tj. y» ¢ U,.

S druge pak strane, iz f € S, slijedi da je f € S(K;, U)), tj. f(K;) € U, tj. y; € U,.

U drugom slucaju (g € W, f ¢ W) sasvim analogno dobivamo da postoji otvoren
skup U otvoren u Y takav day; ¢ U,y, € U. Stoga slijedi da je Y T prostor.

Dokaz pod b) je dosta analogan dokazu pod a).

Pretpostavimo da je Y T, prostor. Htjeli bismo dobiti da je tada i Y* T, prostor. Neka
su f,g € YX, f # g. Stoga slijedi da postoji x € X takav da f(x) # g(x). Sad zbog toga
Sto je Y T, prostor slijedi da postoje U, V otvoreni u Y takvi da je f(x) € U, g(x) €
V,UNV =g.Dakle, f € S{x},U),g ¢ SUx}, U)iS({x},U)NS({x},V) = @. Stoga
slijedi da je YX T, prostor.

Obratno, pretpostavimo da je Y* T, prostor. Neka su y;, y; € Y, y; # y,. Opet kao u a)
definiramo f,g : X — Y, f(x) = y1, g(x) = y», zasvaki x € X. Dakle,f, g € YX, f # g.
Stoga (jer je YX T, prostor) slijedi da postoje W;, W, otvoreni u Y* takvi da je f €
Wi,g € Woi Wy N W, = @. Neka je S kao u dokazu pod a) (tj.kao $to je definirana
u (4.2)). Tada postoje Sy, ...,S,, T1,....,T,, € Stakvidaje f € S;n..NS, C Wi
geTn..NT, € W,.Zasvakii € {1, ..., n} postoje K; kompaktan u X i U; otvoren u
Y takodaje S; = S (K, U;). MoZemo pretpostaviti da je K; # @, Vi € {1, ...,n} (inale
bi W, bio jednak Y*, pa njegov presjek s W, ne bi mogao biti @). Isto tako, za svaki
J € {1,...,m} postoje L; kompaktan u X i V; otvoren u Y takvi da je T; = S(L;, V)).
(Takoder mozZemo pretpostaviti da su svi L; neprazni.)

Neka je sada i € {1,...,n}. Imamo f € §; tj., f € S(K;, U)), tj. f(K;) C U,. Sad (zbog
K; # @) slijedi y, € U;. Dakle,y, € U;,zasvakii € {1,...,n}. Stogajey; € U;N...NU,,.
Analogno dobivamodajey, e Vin..NV,.SkupoviU;Nn..NU,1V;N..NV,su
otvoreni u Y. Dakle,da bismo dokazali da je Y T, prostor, joS samo moramo dokazati
dasuU,n..NnU,1V;N..NYV, disjunktni. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
ze(Uin..nU)N(ViN..NV,). Definirajmo h : X — Y, h(x) = z, za svaki x € X.
Stoga imamo: A(K;) C U;, zasvakii € {1,..n},tj. h € §;, zasvakii € {1,...,n}, tj.
heSiN..NS,, t. h € W,. Takoder, h(L;) € V;,zasvaki je{l,..,n},tj. he T}, za
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svaki j e {l,.m},tj. he Ty N ...NT,, tj. h € Wy, no to je kontradikcija jer su Wj i
W, disjunktni. Dakle, sada slijedi da je Y T, prostor.
O

Neka su X 1 Y topoloski prostori.

Neka je C(X, Y) skup svih neprekidnih funkcija sa X u Y. Jasno je da je C(X,Y) C Y*.
Za relativnu topologiju na C(X,Y) odredenu kompaktno otvorenom topologijom na Y*
kaZemo da je kompaktno otvorena topologija na C(X, Y).

Lema 4.2.2. Neka je X topoloski prostor. Tada je X T; prostor ako i samo ako za svaki
x € X i svaki otvoren skup U u X takav da je x € U postoji otvoren skup V u X takav da je
xeVcvcl.

Dokaz. Pretpostavimo da je X T prostor. Neka je x € X i U otvoren skup u X takav da je
x € U. Slijedidax ¢ U C. Kako je U C zatvoren skup, iz toga Sto je X T35 prostor, slijedi da
postoje otvoreni skupovi V, W u X takvida je x € V, ulcwivnw=o. Slijedi da je
wC c U te v c WC. Slijedi daje V € WC. Dakle, xe VCV C U.

Pretpostavimo sada da za svaki x € X 1 svaki otvoren skup U takav da je x € U postoji
otvoren skup V takav da je x € V C V C U. Pokazimo da je tada X T prostor. Neka je F
zatvoren skup u X te neka je x € X takav da x ¢ F. Slijedida je x € FC. Kako je FC otvoren

skup, slijedi da postoji otvoren skup V takavdajex e ViV C F C. Slijedi da je F C X_/C.
Kako je \_/C otvoren skup, te je V N \_/C = @, slijedi da je X T3 prostor. O

Lema 4.2.3. Neka je (X, ) topoloski prostor te neka je P podbaza topologije t. Pretpos-
tavimo da za svaki x € X i svaki P € P takav da je x € P postoji W € 1 takav da je
x € W C W C P.Tada je (X, 1) T5 prostor.

Dokaz. Neka je x € X 1 U otvoren skup takav da je x € U. Buduéi da je P podbaza
topologije 7, postoje Py, ..., P, € Ptakvidajex e PyN..NP, C U.Zasvakii € {l,...,n}
vrijedi x € P; pa postoji otvoren skup W; takav da je x € W; i W; C P;. Slijedi da je
xeWn..nwW,cwW,n..nwW,cP,Nn..NP,CU.

Definirajmo V = W, N...NW,. Slijedi da je V otvoreni x € V.Imamo V C W, N...NW,.
Kako je W; N ... N W, zatvoren skup, slijedi daje V.C W, N ...\ W,. Slijedi daje V C U.
Sada iz leme 4.6.2 slijedi da je X T5 prostor. O

Teorem 4.2.4. Neka su X i Y topoloski prostori, pri cemu je Y regularan. Tada je C(X,Y),
s kompaktno otvorenom topologijom, regularan prostor.

Dokaz. Kako je Y T, prostor, iz propozicije 4.2.1 slijedi da je i Y* T, prostor. Tada iz
napomene 1.8.7 slijedi da je i C(X, Y) T, prostor. Dakle, joS moramo pokazati da je C(X, Y)
T5 prostor.
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Po propoziciji 1.5.10 ¢ = {C(X,Y) N S(A,V) | A kompaktan u X,V otvoren u Y}
je podbaza kompaktno otvorene topologije na C(X,Y). Neka je W € ¢. Tada postoje A
kompaktan u X, V otvoren u Y takvidaje W = S(A, V)N C(X, Y).

Neka je g € W. Tvrdimo da tada postoji otvoren skup U u C(X, Y) takavdaje g € U C
U C W. Ukoliko pokaZzemo da to vrijedi, tada ¢e iz leme 4.2.3 slijediti da je C(X,Y) T;
prostor.

Za svaki x € A, imamo da je g(x) € V. Kako je Y T prostor, po lemi 4.6.2 slijedi da
postoji skup V, u Y takav da je g(x) € V, C V, C V. Tada je familija {V, | x € A} otvoren
pokriva¢ kompaktnog skupa g(A). Stoga postoji konacan potpokrivac. Neka je {V,,, ..., V, }
konacan potpokrivac.

Pokazat ¢emodaje U :=S(A, U V,)NC(X,Y) otvoreni skup koji smo htjeli naci, tj.

i=1,...n
takav da sadrzi g i njegov zatvarac je u W. Jasno je da U sadrZi g. Trebamo joS pokazati da je

U C W. Prvo primijetimo da , kako je (zasvakii = 1,...,m) V., € U V.= U V,CV,

i=1,..,n i=1,..,n

imamo daje {h € C(X,Y) | h(A) C U V. W.

i=1,...,

Uzmimo sada neki p € C(X, Y) takav da p ¢ W. Tada postoji a € A takav da p(a) ¢ V,
pa stoga takoder p(a) ¢ U V..Dakle, p e (k€ C(X,Y) | k(a) € Y\ U Vil =:0.0 je

otvoren skup u C(X, Y) te Je dlsjunktan s U. (Kad bismo pretpostavili da postojib € UNO,
tada bi slijedilo da je b(a) € (( U Vx,.) N\ U Vy)),stoje ocito prazan skup.)

=1,..., i=1,..,n
Dakle, p € O, O otvoren 0 ﬂ U= o,paslijedidajeU C CX,Y)\ O. Kako je
C(X,Y) \ O zatvoren skup, slijedi dajei U € C(X,Y) \ O, a slijed da je UOO0. Dakle,
peU,pajeUCW.
Dakle, imamo da je g € U C U C W. Stoga je C(X, Y) T prostor.

4.3 Kompaktno otvorena topologija i prostori omedenih
funkcija

Lema 4.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor , neka je K kompaktan skup u (X, d) te neka
je V otvoren skup u (X,d). Pretpostavimo da je K C V. Tada postoji € > 0 takav da je
K(x,e) CV, za svaki x € K.

Dokaz. Neka je x € K C V. Tada postoji r, > 0 takav da je K(x,r,) C V.

Neka je U = {K(x,5) : x € K}. Tada je U otvoren pokriva¢ od K u (X, d). Onda
se on moZe reducirati na konacan. Stoga postoje n € N1 xy,...,x, € K takvi da je K C
K(x1, 2 U oo U K (3, 22).



30 POGLAVLIJE 4. KOMPAKTNO OTVORENA TOPOLOGIJA

Definirajmo € = min{%, ves %} Neka je x € K. Tada postoji i € {1,...,n} takav da je
x € K(x;, 5 e

Tvrdlmo daJe K(x,¢e) C K(x;, rx) Nekajey € K(x,€). Tadajed(y, x) < € < % Imamo
d(y, x;) <d(y,x) +d(x, x;) < ; + =L 2 = r,,. Dakle, d(y, x;) <r, pajey € K(x;, rxi) Prema
tome,vrijedi da je K(x, €) C K(x;,1y,).

Kako je K(x;,ry,) C 'V, slijedi da je K(x,€) C V. Dakle, K(x,e) CV,zasvakix€ K. O

Teorem 4.3.2. Neka je (X, T) kompaktan topoloski prostor te neka je (Y, d) metricki prostor.
Neka je D metrika na C((X, 1), (Y,d))( € B(X, (Y, d)) definirana sa D = d., |C((xT) EDIXCULD), (Yd)))
Tada se topologija inducirana metrikom D podudara s kompaktno otvorenom topologijom

na C((X,7), (Y,d)) = C(X, 1), (Y, 74)).

Dokaz. Neka je ¥ kompaktno otvorena topologija na C((X, 1), (Y, d)). Zelimo dokazati da
je ¥ = 1p. Neka je ¢ = {S(A,V) N C((X,7),(Y,d)) : A kompaktan u (X, 1),V otvoren u
(Y, d)}. Tada je, po propoziciji 1.5.10, ¢ podbaza topologije 7 .

Tvrdimo da je ¢ € 7p. Neka je A kompaktan skup u (X, 7) te V otvoren u (¥, d).
Dokazimo da je S(A,V) N C((X,1),(Y,d)) € 1p, to jest da je S(A,V) N C((X, 1), (Y,d))
otvoren skup u metriCkom prostoru (C((X, 1), (Y, d)), D).

Nekaje f € S(A, V)NC((X, 1), (Y,d)). Tadaje f : X — Y funkcija neprekidna s obzirom
na topologije 71 7, te je f(A) C V. Iz propozicije 1.7.7 slijedi da je f(A) kompaktan skup
u (Y, 7y), tj. u (¥,d). Buduéi da je V otvoren skup u (Y,d) te da je f(A) C V, iz prethodne
leme slijedi da postoji € > 0 takav da je K;(y,€) C V, zasvakiy € f(A).

Tvrdimo da je Kp(f,e) € S(A,V) N C((X,7),(Y,74)). Neka je g € Kp(f, €). OCito je
g € C((X,71),(Y,74)). DokaZimo da je takoder g € S(A, V), tj. daje g(A) C V.Nekajeac A
proizvoljan, Zelimo pokazati da je g(a) € V.

Zbog g € Kp(f,e), vrijedi D(g, f) < €, tj. dwo(g,f) < €. Imamo d(g(a), f(a)) <
dw(g, f) < € Dakle, d(g(a), f(@)) < € paje g(a) € Ku(f(a), €.

Kako je f(a) € f(A), slijedi da je K;(f(a),e) C V, paje g(a) € V.

Prema tome, vrijedi g(a) € V, za svaki a € A. Stoga vrijedi g(A) C V. Dakle, g €
S(A,V). Dakle, slijedi da je Kp(f,e) € S(A,V) N C((X,1), (Y, 7). ZakljuCujemo da je
S(A, V)N CU(X,1),(Y,1,)) otvoren skup u (C((X, 1), (Y, 74)), D). Dakle, ¢ C 7p. Stoga je i
F C Tp.

Dokazimo sada 7p € F. Uzmimo U € 1p, te uzmimo f € U. Zelimo pronaci element
iz F koji sadrZi f, i podskup je od U. Kako je U otvoren skup u topologiji 7p, slijedi da
postoji r > 0 takav da je Kp(f,r) € U. Znamo da je f : X — Y neprekidna funkcija
s obzirom na 7 i 7p, te, kako je (X, ) kompaktan topoloski prostor, slijedi da je i f(X)
kompaktan skup u (¥, d).

Neka je U = {Ku(y, ¢) : y € f(X)} otvoren pokrival za f(X).Kako je f(X) kompaktan,
slijedi da postoje y, ...,y, € f(X) takvi da je f(X) C Ky(y1,g) U ... U Ky(yn, g). Postoje
X1, ..., X, € X takvidaje y; = f(xy),...,y, = f(x,). Slijedi da je
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700 € Ka(f(x1), g> U ... U Ka(f (), g>. ()

Zai € {1,...,n} definiramo C; = f‘l(fd(f(xi), £)). C; je zatvoren skup kao praslika
zatvorenog skupa po neprekidnoj funkciji te je stoga, kako je (X, 7) kompaktan topoloski
prostor, takoder i kompaktan. Definiramo i V; = Ky(f(x;), 5). Vi je ocito otvoren skup u
(Y,d) zasvakii € {1, ...,n}.

Zai € {1,...,n} definirajmo S; = S(C;, V;) N C((X, 1), (Y,d)). Pokazimo da je f € S,.
Kako je f ocito iz C((X, 1), (Y, d)), treba joS pokazati da je f € S(C;, V;). Vrijedi f(C;) C
E(f(xi), 2) C Ky(f(x)), %). Dakle, f(C;) C V;,paje f € S(C;, V;). Stoga je f € S, za svaki
ief{l,..,n}.Dakle, f € () S, Htjelibismo pokazatida je

‘ "

i€f{l,...,

() Si<Kn(fn. (+5)
i€{l,...,n}

Uzmimog e () S, Slijedidajeg e S;,zasvakii € {l,...,n}. Dakle, g € C((X, 1), (Y,d)),te
i€{l,...,n}

je ,posebno, g € §; = S(C;,V;), za svaki i € {1,...,n}. Dakle, g(C;) C V;, za svaki
i € {1, ..,n}. Zelimo pokazati da je D(f, g) < r.

Neka je x € X. Prema (x) postoji i € {1, ..., n} takav da je f(x) € Ki(f(x:), g). Slijedi da
je f(x) € Ku(f(x), ¢). Slijedi da je x € FUK(f(xy), £), dakle x € C;. Budu¢i da je g(C;) €
Vi, imamo da je g(x) € V. Dakle, g(x) € K(f(x:), 5). Znamo da je f(x) € Ky(f(x:), g)-

Imamo d(g(x), f(x)) < d(g(x), f(x) + d(f(x), f(¥)) < § + £ = £. Kako je x bio
proizvoljan iz X, zakljuCujemo da je d(g(x), f(x)) < 5, za svaki x € X.

Slijedi da je dwo(g, f) = sup{d(g(x), f(x)) : x € X} < 3, paslijedi da je dw(g, f) < 1,
odnosno, D(g, f) < r, paslijedi da je g € Kp(f, ).

Dakle, vrijedidaje () S; C Kp(f,r), tj. vrijedi (xx).

}

i€{l,..n

Dakle, f e () S;C Kp(f,r) C U.UoCimodaje () S;e ¥F.Dakle,za proizvo-
i€f1,...n) ie(l,....n)

lijan U € 7p, dokazali smo sljedece : za svaki f € U, postoji W, € ¥ (taj W, dobijemo
upravo kao (| §;) takavdaje f € W, C U.

i€{l,...,n}

Dakle,slijedi da je U = |J Wy. Slijedi da je U € ¥ .Dakle, 7p C ¥ . Dakle, dokazali
feUu

smoTp =F. O

Korolar 4.3.3. Neka je (X, 1) kompaktan topoloski prostor te neka je (Y, d) metricki pros-
tor. Neka je F kompaktno otvorena topologija na C((X,7),(Y,d)). Neka je (f,) niz u
C((X,1),(Y,d)) te neka je g € C((X, 1), (Y,d)). Tada f,, — g u topoloskom prostoru

(C((X, 1), (Y,d)), F) ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi da je d(f,(x), g(x)) < &, za svaki x € X.



32 POGLAVLIJE 4. KOMPAKTNO OTVORENA TOPOLOGIJA

Dokaz. Koristit ¢emo prethodni teorem. Naime, neka je D metrika na C((X, 1), (Y,d)) iz
prethodnog teorema. Po prethodnom teoremu znamo da je 7p = .

Pretpostavimo da f, — g u topoloskom prostoru (C((X, 7),(Y,d)),F). Tada f, — g
1u (C((X,1),(Y,d)), D). Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ny,
D(f,,g) < &. Neka jen > ny. Tada je d(f,, 8) < €, aza svaki x € X vrijedi d(f,(x), g(x)) <
doo(fn, 8) < &

Dokazimo sada i obratni smjer. Pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji ny € N takav
da za svaki n > ng vrijedi d(f,(x), g(x)) < &, za svaki x € X.

Neka je £ > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi d(f,(x), g(x)) < £,

£

za svaki x € X. Stoga za svaki n > ng vrijedi do(fn,8) < § < &, dakle, D(f,,8) < e.

Stoga f, — g u metrickom prostoru (C(X, 1), (Y,d)), D), pa po prethodnom teoremu, kako
je Tp = F, slijedi da f, — g i u topoloskom prostoru (C(X, 1), (Y, d)), F). ]

4.4 Produkt dva topoloska prostora

Neka su (X, 1) 1 (¥, ¢) topoloski prostori. Nekaje E = {U XV : U € 1,V € ¢}. Neka su
E\,E, € &. Tadaje E,=UxV,U €1V € ©, E,=U,xV,,U,e,V, e @. Dakle,
EiNE,=U, x V)N U, xVy)=(U; NU,) X (Vi NV,),sto je ocito element iz E. Stoga
jeEiNE,e& zasve E,E, € &.

Takoder je ocitodaje | J E =X X Y.
EcE
Sada po propoziciji 1.5.4 (u svojstvu 2 iz iskaza propozicije za B; uzmemo bas B; N B,)

slijedi da postoji jedinstvena topologija R na X X Y kojoj je & baza.

Za R kazemo da je produktna topologija na X X Y odredena topologijama 7 i ¢, a
za topoloski prostor (X X Y, R) kazemo da je izravni produkt topoloskih prostora (X, 7) 1
(Y, ¢).

Sada Zelimo vidjeti u kakvoj je vezi ova definicija sa definicijom produkta indeksirane
familije skupova i definicijom produkta indeksirane familije topoloSkih prostora s pocetka
treceg poglavlja.

Neka su (X, 1) i (Y, ¢) topoloski prostori. Definirajmo X; = X, X, = Y(odnosno, in-
deksni skup je {1,2} ) te X] = (X, 7)1 X] = (¥, ¢). Imamo indeksiranu familiju topoloskih
prostora, (X)), za a € {1, 2}.

Zanima nas u kojoj su vezi topoloski prostori [] X, 1 (X X Y,R), gdje je R produktna
a€{l,2}

topologija prostora (X, 7)1 (¥, ¢).
Znamo da je [] X, = (][] Xo.V), gdje je [ X, = {f : {LL2} — X; UX;, :
2

ael,2 acl,2 acl,
f() € X1, f(2) € X5}, aV je topologija na [ X, kojoj je baza skup B = { [[ U, :
acd ael2
U, otvoren u X, Ya € A} (izostavljamo uvjet U, = X,, za sve osim kona¢no mnogo « € A,

jer je indeksni skup {1, 2} konacan.)
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Definicija 4.4.1. Neka su X i Y topoloski prostori te neka je f : X — Y neprekidna bijek-
cija takva da je f~' : Y — X neprekidna funkcija. Tada za f kaZemo da je homeomorfizam
topoloskih prostora X i Y. Za prostore X i Y kaZemo da su homeomorfni ako postoji home-
omorfizam izmedu X i Y.

Htjeli bismo pokazati da su prostori [] X[, i (X X ¥, R) homeomorfni.
ae(1,2)

Nekaje®: X XY — [[ X, funkcija definirana na sljede¢i nacin:
aef1,2)

O(x,y) : {1,2} = X; UX,.
Dakle , ® elementu (x,y) iz X X Y pridruZuje funkciju ®(x,y) € [] X,, nanacinda je

€12}

(@Cx, y)(1) = x, (P(x, »)(2) = y.

Lako vidimo da je funkcija @ bijekcija, tj. da je injekcija i surjekcija.

Pokazimo da je @ injekcija. Ako su (x,y),(x’,y") € X x ¥, takvi da je (x,y) # (x¥',y"),
onda je x # x" ili y # ', pa slijedi da je (®(x,y))(1) # (@(x,y))(1) ili (O(x,y))(2) #
(O(x',y"))(2). Stoga je D(x,y) # O(x', ).

Dakle, @ je injekcija.

Pokazimo sada da je ® takoder surjekcija. Neka je f € [] X,. Imamo da je f :

aef1,2
{1,2} - XU Y takvadaje f(1) € X i f(2) € Y. Slijedi da je (I{)(]i(l),f(2)) = f. (Ocito
vrijedi da je (f(1), f(2)) €e X X Y.)

Prema tome, @ je surjekcija.

Dakle, @ je bijekcija.

PokaZimo jo§ da je ® neprekidna i da je ®~! neprekidna. Po propoziciji 1.6.7 slijedi da

je dovoljno pokazati da je praslika po funkciji @ elemenata baze topologije V na [] X,
aef1,2)
element topologije R na X X Y.

Dakle, dovoljno je promatrati praslike funkcije @ za elemente baze topologije V, tj. za
elemente familije B ={ [[ U, : U, otvorenu X, Va € A}.

’
a€l1,2)

Neka je B € 8. Tada je B = [] U,, gdje je U, otvoren u X| i U, otvoren u X7, tj.
€12}
U, € 1, U; € 9. Mi tvrdimo da je

o-([ ]| U=V (%)

a€efl,2}

Pokazimo prvo daje ®=( [] U,) € U, X U,.

€(1,2)
Nekaje (x,y) € @ ( [[ U,).Tadaslijedidaje ®(x,y) € [] U,.Dakle, (®(x,y))(1) €
€(1,2) e(1,2)
Ui 1(Q(x,)(2) € Us.
Po nacinu na koji smo definirali preslikavanje © , (®(x, y))(1) = x i (O(x,y))(2) = y.
Dakle, slijedi daje x € U; iy € U,, odnosno, (x,y) € U; X U,.
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Dakle, pokazali smo daje @—( [ U,) C U, X Us.
e{l.2}

Zelimo sada pokazatidaje Uy X Uy SO ( [[ U,), tj.daje®U, xU,)C [] U,.
ag(1,2} a€{1,2}

Nekaje (x,y) e Uy x U,. Tadaje x e Uy iy € U, paje O(x,y) : {1,2} — X; U X, takva

daje (d(x,y)(1) = x € Uy i (®(x,y))(2) =y € U,. Stoga je D(x,y) € [[ U,, odnosno,

a{l 2}
(x,y) € @( [T Uo).
a€ll2)

Dakle, U; X U, C ®( [] Uy).
aefl,2}

Dakle, vrijedi (*).
Kako je U, bio iz 7, a U, iz ¢, slijedi da je U; X U, element baze topologije R na X X Y.
Dakle, iz (x) slijedi da je @~ (B) € R. Kako je B bio proizvoljan element iz B (tj. iz

baze topologije ¥V na [[ X), po propoziciji 1.6.7 slijedi da je ® neprekidna s obzirom
ae(1,2)

na topologije Ri V.
Dokazimo jo$ da je funkcija®™! : [] X, — XY neprekidna s obzirom na topologije
ae(1,2)
ViR

Znamo da je familija {U; x U, : U, € 1, U, € ¢} baza topologije R na X x Y. Dakle,
opet po propoziciji 1.6.7, slijedi da je dovoljno pokazati da je (®~')~(U; x U,) element

baze topologije na [] X,, tj. da je element familije B={ [[ U, : U, otvoren u X/,}.
€12} €l,2)

Nekasu U; e 71U, € ¢.
Tvrdimo da je

@ Wi xUp) = || Ua )

ae{l,2}

Napomena 4.4.2. Neka su S i T skupovite f : S — Tig: T — V funkcije. Neka je
A C S. Tada se lako pokaZe da je (g o f)(A) = g(f(A)).

Napomena 4.4.3. Neka su S i T skupovite f : S — T bijekcija. Neka je B C T. Tada
je f=(B) = f~(B). (Odnosno, praslika skupa B pri funkciji f jednaka je slici skupa B pri
funkciji f71.)

Naime, neka je x € f~(B). Tada je f(x) =y, za neki 'y € B. Kako je f bijekcija, slijedi
da je x = f~(y), dakle, x € f~'(B). Dakle, f~(B) C f~'(B).

Obratno, neka je x € f~'(B). Slijedi da postoji y € B takav da je x = f~'(y). Kako je f
bijekcija, slijedi da je i f(x) = y. Dakle, f(x) € B, pa slijedi da je x € f~(B).

Sada, koristeci prethodnu napomenu (napomena 4.4.3) i (x), Zelimo pokazati (xx), tj.
daje (@) (Ui xUy) = [] U,.

a€fl,2}
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Po prethodnoj napomeni, (+*) je ekvivalentno sa (O~ "' (U; x Uy) = [[ U, tj.
el1,2)

QUi xUs) = | | U (ex)

aefl,2}

Iz (*) slijedi da je @ ( [] U,) = U; X U,. Po prethodnoj napomeni 4.4.3 to je ekvi-

valentno sa ®~( ]_[2 U,) (:{2,]21} X U,.

Sada slijedi c?:{jlé }d)(d)‘l( IT U,) = ®(U, x U,). Odnosno, po napomeni 4.4.2, slijedi
da je to ekvivalentno sa (® anc{ﬁfl})( [1 U, = ®U; X U,). Kakoje ® o @' = id  x,,
slijedi da je to dalje ekvivalentno saajg ’21}1 x,( [T Uy) = WU, x U,). o

a€f{l,2} ae{l,2}

Odnosno, slijedidaje [] U, = ®(U; x U,).

aell2}
Dakle, vrijedi ().
Kako je (x#x) ekvivalentno sa (xx), slijedi da vrijedi i (**), odnosno, da je

(@) (U1 xUy)= T[] U,.
ae(l 2}

Dakle, (01~ (U, x U,) je element familije B koja je baza za topologiju Vna [] X,.
ae{l,2}

Stoga, opet po propoziciji 1.6.7 slijedi da je @' neprekidna s obzirom na topologije V
iR.
Dakle, pokazali smo da je ® homeomorfizam topoloskih prostora (X X Y,R)i [] X.
ael1,2)

4.5 Lokalna kompaktnost

Definicija 4.5.1. Za topoloski prostor X kaZemo da je lokalno kompaktan ako za svaki
x € X postoje otvoren skup U u X i kompaktan skup K u X takvi da je x € U C K.

Napomena 4.5.2. Svaki kompaktan topoloski prostor je i lokalno kompaktan. No prostor
koji je lokalno kompaktan ne mora biti i kompaktan. Primjerice,prostor (R, d),, (gdje je d
euklidska metrika na R), odnosno,sa pripadnom topologijom (R, 1) nije kompaktan (jer R
nije omeden,odnosno jer, primjerice,otvoren pokrivac {{(—n,n) : n € N} za R ocito nema
konacan potpokrivac.)

No (R, d), odnosno (R, t,) je lokalno kompaktan. Naime,ako je x € R proizvoljan,ocito
jexe{x—1l,x+1)C[x—-1,x+1].

Isto vrijedi i za prostore (R",d), n € N, gdje je d euklidska metrika na R". Ti su prostori
lokalno kompaktni, no nisu kompaktni.



36 POGLAVLIJE 4. KOMPAKTNO OTVORENA TOPOLOGIJA

Lema 4.5.3. Neka je X lokalno kompaktan T topoloski prostor. Neka je x € X te neka je
W otvoren skup u X takav da je x € W. Tada postoji otvoren skup U u X takav da je x € U
i U C W, te je U kompaktan skup.

Dokaz. Budu¢i da je X lokalno kompaktan, postoje otvoreni skupovi V u X 1 kompaktni
skup K u X takvidaje x € V C K. Skup W NV je otvoren i sadrzi x. Stoga imamo
x¢ (Wn V)C, a(Wn V)C je zatvoren skup u X. Budu¢i da je X T; prostor, postoje otvoreni
skupovi Uy, U, € X takvidaje x € U, (W N V)C cU,iUuinU, =@.
[zU NU, = @,slijedidaje U, C UE. Kako je UE zatvoren u X, slijedi da je U, C Ug.
Iz (W V)t € U, slijedi da je UY € W N V. Sada iz toga §to je U; € U slijedi da je
U, € W V. Slijedi da je U; € W, dakle,

xea,ﬁlQW.

S druge strane, takoder slijedi da je U; C V pa zbog V C K imamo U; C K. Skup U, je
zatvoren, a K je kompaktan, pa iz propozicije 1.7.7 slijedi da je U; kompaktan skup.

Dakle, x € U,, U, je otvoren skup, U, je kompaktan skup i U; C W. Stoga je lema
dokazana. O

Teorem 4.5.4. Neka su X i Y topoloski prostori pri cemu je X lokalno kompaktan T pros-
tor. Neka je ® : C(X,Y) X X — Y funkcija definirana sa ®(f,x) = f(x). Tada je ®
neprekidna funkcija. Pritom na C(X,Y) promatramo kompaktno otvorenu topologiju, a na
C(X,Y) X X produktnu topologiju.

Dokaz. Nekasu f € C(X,Y)1x € X proizvoljni. Dokazimo da je funkcija @ neprekidna u
tocki (f, x).

Pretpostavimo da je V otvoren skup u Y takav da je O(f, x) € V. Tada je f(x) € V. Kako
je f neprekidna, slijedi da je f (V) otvoren u X, te oCito f (V) sadrZi x.

Kako je X lokalno kompaktan, prema prethodnoj lemi postoji otvoreni skup U u X
takav daje x € U C U C f<(V) te takav da je U kompaktan skup u X.

Nekaje A = S(U, V)N C(X, Y). Tada je A x U otvoren skup u produktnoj topologiji na
C(X,Y) x X te oCito sadrzi (f, x). Dakle, da bismo dokazali teorem, dovoljno je dokazati
josSdaje ®A X U)CV.

Medutim, to se trivijalno pokaZe. Naime, uzmimo g € A i u € U proizvoljne, tada je
O(g,u) = g(u) e g(U) C V.

Dakle, @ je neprekidna. O

Definicija 4.5.5. Za topoloski prostor X kaZemo da je strogo lokalno kompaktan ako za
svaki x € X i svaki otvoren skup U u X takav da je x € U postoji otvoren skup V u X takav
daje x € V,V C UiV kompaktan.
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Propozicija 4.5.6. Neka je X topoloski prostor. Tada je X lokalno kompaktan T; prostor
ako i samo ako je X strogo lokalno kompaktan prostor.

Dokaz. Pretpostavimo da je X lokalno kompaktan 75 prostor. Tada je X strogo lokalno
kompaktan prema prethodnoj lemi.

Obratno, pretpostavimo da je X strogo lokalno kompaktan. Neka je x € X. Skup X
je otvoren u X i vrijedi x € X pa postoji otvoren skup V u X takav daje x € ViV je
kompaktan skup. Prema tome, X je lokalno kompaktan jer je x € V C V, gdje je V otvoren
skup, a V kompaktan. Dakle, X je lokalno kompaktan.

Dokazimo joS da je X T3 prostor. Neka je x € X 1 F zatvoren skup u X takav da x ¢ F.
Tadaje x € F CaFrC je otvoren skup u X. Iz definicije stroge lokalne kompaktnosti slijedi

da postoji otvoren skup H u X takavdaje x € Hi H C FC.1zH c FC slijedidaje F C ﬁc.
O¢ito je H N ﬁc = @, pazbog H C H imamo H ﬂﬁc = Q.

Dakle, x € H, F C EC, Hi EC su otvoreni skupovi i ta dva skupa su disjunktna. Dakle,
x je T5 prostor. O

4.6 Produkt dva topoloska prostora i kompaktno
otvorena topologija

Propozicija 4.6.1. Neka su X i Y topoloski prostori, neka je A kompaktan skup u X te B
kompaktan skup u Y. Pretpostavimo da je W otvoren skup u X X Y takav da je A X B C W.
Tada postoji otvoren skup U u X takav da je A C U te postoji otvoren skup V u Y takav da
jeBC VtedajelUxXxV CW.

Dokaz. Nekaje x € A. Zasvakiy € Bje (x,y) € AX Bpaje (x,y) € W. W je otvoren
skup u X X Y, a znamo da je {U X V : U otvoren u X,V otvoren u Y} baza produktne
topologije na X X Y. Stoga postoje otvoren skup U, u X 1 otvoren skup V, u Y takav da je
(x,y) e UyxV,C W.Slijedidajexe Uyiy € V,.

Familija {V, : y € B} je otvoren pokrivaC skupa B u Y. Budu¢i da je B kompaktan u
Y, postoje yi,...,y» € Btakvidaje B C V, U ..UV, . Definirajmo C = U, N .. N Uy,
D=V, uU..uV,.

Imamo da je C otvoren skup u X, te x € C. Nadalje, D je otvoren skupu Y1 B C D.

Imamo CxD = Cx(V,,U...UV, ) = (CxV, )U..U(CXV, ) C (U, xV, )U...u(U,,xV, ) C
W. Prema tome, C X D C W.

Dakle, za svaki x € A postoji otvoren skup C, u X i otvoren skup D, u Y takvi da je
xeC,BCD,iC,xD,CW.
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Familija {C, : x € A} je otvoreni pokriva¢ od A u X pa kompaktnost od A povlaci da
postoje xi,...,x, € AtakvidajeA C C,, U..UC,,. Skup C,, U...UC,, je otvoren u X,
vrijediA € C,, U ...C,,, skup D,, N...N D, jeotvorenu Y ivrijedi BC D, N..N D, .

Imamo (C,, U ... UC,) X (D, N..ND,) = (Cyx, X (D, N...0NYD,))U..U(C, X
(Dy,N...NDy)) C(Cy, XDy)U...U(C,, X D, ) C W. (Zadnja inkluzija slijedi iz toga Sto
je C,x D, C W, zasvaki x € A.)

Dakle, (C,, U .. UC,) X (D, Nn..ND,) € W, te, kakojeA € C,, U..UC, 1
BcD,n..nD,,slijedidasuC, U..UC, 1D, N..ND, skupovi koje smo htjeli
naci. O

Lema 4.6.2. Neka su X i Y topoloski prostori. Neka je f : X — Y funkcija, neka je P
podbaza topologije od Y te neka je x € X. Pretpostavimo da za svaki P € P takav da je
f(x) € P postoji otvoren skup U u X takav da je x € U i f(U) C P. Tada je f neprekidna u
tocki x.

Dokaz. Htjeli bismo pokazati da, za svaki otvoren skup A iz topologije na Y takav da je
f(x) € A postoji okolina U od x takva da je f(U) C A.

Pokazimo prvo da to vrijedi za elemente baze B topologije na ¥, gdjeje 8 = {P, N...N
P,:Py,.. P,eP}. Nekaje Be B. Vrijedi B= P, N..N P,, zaneke Py, ..., P, € P. Kako
su Py, ..., P, € P, slijedi da za svaki i € {1, ..., n} postoji otvoren skup U; u topologiji na X
takavdaje x € U;i f(U;) C P;. Ocito je Uy N...N U, otvoren skup u topologiji na X te ocito
sadrzi x, i takoder ocito vrijedi f(U; N...NU,) € P, N...N P, = B. Dakle, pokazali smo
da za svaki element B € B takav da je f(x) € B postoji otvorena okolina U oko x takva da
je f(U) € B.

Pokazimo to sada za proizvoljan element topologije na Y. Neka je A proizvoljan element
topologije na Y. Tada se A moZe zapisati kao U By ( Kje neki indeksni skup), gdje je B; € 8

za svaki i € K. Ukoliko je f(x) € A, slijedi da postoji element j € K takav da je f(x) € B;.

Kako je B; € 8, prema ve¢ pokazanom slijedi da postoji otvoren skup L u X takav da je
xelLi f(L) C B; € A. Kako je sada A bio proizvoljan element topologije na Y, slijedi
tvrdnja leme. O

Napomena 4.6.3. Neka su X i Y topoloski prostori te neka su p; : X XY — X i p, :
X XY — Y projekcije ( tj. funkcije definirane sa pi(x,y) = xi po(x,y) =y, zasve x € X i
y € Y). Neka je U otvoren u X. Tada je py (U) = U X Y, pa slijedi da je p\”(U) otvoren u
X X Y. Dakle, p, je neprekidna funkcija, a analogno vidimo i za p;.

Propozicija 4.6.4. Neka su X,Y i Z topoloski prostori te neka je f : Z — X X Y funkcija.
Neka je p1 : XXY — X projekcija na prvu koordinatu te neka je p, : X XY — Y projekcija
na drugu kooordinatu. Tada je f neprekidna ako i samo ako su funkcije pyof :Z — X i
p2o f:Z — Y neprekidne.
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Dokaz. Ako je f neprekidna, tada iz prethodne napomene odmabh slijedi da su pyo fi p,o f
neprekidne.

Pretpostavimo da su p; o f i p o f neprekidne. DokaZimo da je f neprekidna. Neka
je B ={U xV : U otvoren u X,V otvoren u Y }. Zelimo dokazati da je f neprekidna.
Dovoljno je, prema propoziciji 1.6.7, pokazati da je f(B) otvoren u Z, za svaki B € 8.
Neka je U otvoren u X te V otvoren u Y. Imamo f“(UX V) ={z€Z: f(z) e UXV} =
lzeZ: (p(f@)p2(f) e UxVy={zeZ: pi(fR) e Uipx(fR)) e V}={z e Z:
(Prof)@) e UlN{z € Z: po(f(2)) € V}, ato je jednako (py o /) (U)N(p2 o )~ (V). Kako
smo pretpostavili da su p; o f'1 p, o f neprekidne, slijedi da su (p; o f)“(U)1(pao f)(V)
otvoreni u Z. Stoga je i (p; o f)“(U) N (p o )T (V) otvoren u Z, odnosno f(U x V) je
otvoren u Z. Stoga slijedi da je f neprekidna. O

Teorem 4.6.5. Neka su X, Yi Z topoloski prostori. Neka je f : X X Y — Z funkcija takva
da je za svaki x € X f, : Y — Z, f.(y) = f(x,y) neprekidna. Neka je f. : X — C(Y,Z)
funkcija definirana sa f.(x) = f, za svaki x € X.

1) Pretpostavimo da je f neprekidna. Tada je f. neprekidna funkcija, pri cemu na
C(Y, Z) promatramo kompaktno otvorenu topologiju.

2) Pretpostavimo da je f. neprekidna funkcija te da je Y strogo lokalno kompaktan.
Tada je f neprekidna.

Dokaz. 1) Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je x € X. Neka je A kompaktan skup
u Y te V otvoren skup u Z. Pretpostavimo da je f.(x) € S(A,V) N C(Y,2). Zelimo
pokazati da postoji otvoren skup U u X takavdajex € U1 f.(U) € S(A,V)NC(Y, Z).
Ocito je f.(U) € C(Y,Z), za svaki U C X. Jo§ trebamo pokazati da je f.(U) C
S (A, V), za neki otvoren skup U takav da je x € U.

Za to je dovoljno naci otvoren skup U u X takav daje x € U i (f.(u))(A) C V, za svaki
u € U. Zadnja inkluzija je ekvivalentna s tim da je (f.(u#)(a)) € V, za svakia € A, za
svakiu € U, tj. f,(a) € V,tj. f(u,a) € V,za svaki u € U, za svaki a € A. Stoga je
dovoljno naci otvoren skup U u X takavdajex € Ui f(U X A) C V.

Iz f.(x) € S(A, V) slijedi da je f.(x)(y) € V, za svaki y € A. Dakle, (x,y) € f~(V),
zasvakiy € A, tj. {x} X A C f~(V). Bududi da je f neprekidna, (V) je otvoren u
X x Y. Skup {x} je o¢ito kompaktan u X, a znamo da je A kompaktan skup u Y.

Iz propozicije 4.6.1 slijedi da postoji otvoren skup U u X takav da je {x} € U 1
otvoren skup U’ u Y takav daje A C U’ te takavdaje U X U’ C f (V). Imamo da je
UXACUXU C f~(V),dakle, U xA C f~(V)paje f(UxA)cCV.

Dakle, f. je neprekidna po lemi 4.6.2.
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2) Definirajmo funkciju 7 : X XY — C(Y,Z) x Y sa h(x,y) = (f.(x),y). Neka je
O :CWY,Z)xY — Z definirana sa ®(g,y) = g(y). Tada je (Do h)(x,y) = O(f.(x),y) =
(fe(x)() = f(x,y), zasvaki x € X1y € Y. Dakle,® o h = f. Prema tome, da bismo
pokazali da je f neprekidna, dovoljno je pokazati da su % i ® neprekidne. Kako je Y
strogo lokalno kompaktan, iz teorema 4.5.4 odmabh slijedi da je @ neprekidna. Dakle,
da bismo pokazali da je f neprekidna, moramo jo§ pokazati da je & neprekidna.
Prema prethodnoj propoziciji, za to je dovoljno pokazati da su pjoh : X XY —
C(Y,Z)ipyoh:XXY — Y neprekidne. Kako je p, oh : X X Y — Y definirana sa
(p2 o h)(x,y) =y, zasvaki x € X,y € ¥, slijedi da je p, o h = p,, pa je po prethodnoj
napomeni o€ito p, o h neprekidna. Kako je pyoh : X XY — C(Y,Z) definirana sa
(p1 o h)(x,y) = fu(x), zasvaki x € X,y € ¥, a f, je neprekidna po pretpostavci slijedi
da je p; o h neprekidna.

O
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Hilbertovi prostori

5.1 Definicija Hilbertovog prostora

Propozicija 5.1.1. (Cauchy-Schwarz-Bunjakowski nejednakost) Neka su Xy, ..., Xp, V1, «ooy Yn €

R. Tada je | Y xiyi 1< |2 x? DY in
i=1 i=1 V=i

Dokaz. Tvrdnja je jasna ukoliko je x; = ... = x, = 0iy; = ... =y, =0.

Pretpostavimo da je y; # 0, za neki i € {1,...,n}. Definirajmo f : R — R sa f(¢) =
(x1 + ty1)? + ... + (x, + ty,)?, za svaki t € R. O¢ito je f(f) > 0, za svaki t. Za svaki
t € R, vrijedi f(t) = (x7 + 2x10y1 + £2Y]) + oo + (X5 + 2X,0y, + 12y2) = (X + o 4+ X2) +
2(X1y1 + oo + XYt + (08 + ... + yOr*. Stoga je f kvadratna funkcija po f, jer je ofito
¥+ ... +y2 # 0. Kako je f(z) > 0, za svaki 7 € R, slijedi da f(¢), kao kvadratna funkcija po
¢, moZe imati najviSe jednu realnu nultocku, odnosno diskriminanta od f mora biti manja
ili jednaka nuli. Dakle, 4(x;y; + ...x,y,)* — 4(x] + ... + x2)(] + ... + y2) < 0, odnosno
(X101 + oo + X)* < (X + ... + 1207 + ...y5). Korjenovanjem zadnjeg izraza dobivamo

| X191 + oo + X |< \/xf + o X2 \/yf + ... + y2, $to je upravo tvrdnja propozicije. O

Nekaje H = {(x,) e RN : 3 xl.2 je konvergentan red }.
ieN

Pokazimo da, ukoliko su (x;), (v;) € H, tada je (x; + y;) € H. Dakle, trebamo pokazati
dajered Y (x; + y;)* konvergentan.
ieN
Neka je n € N. Imamo:
Y (x+y) = Z(x,»z + 2xyi +)’?) =2 x,-2 +2 2 xyi+ ) )’,2’
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Sto je

41
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i=1

< Y x,-2+ JZ JZ)} +Zyl,
atoje

S RN L RN R
i=1 i=1 i=1

Pretposljednja nejednakost slijedi iz prethodne propozicije (slijedi daje >, x;v; <| D) x;y; <
i=1 i=1

Posljednja nejednakost slijedi iz toga Sto je Z X2 < Z 1 Z v Z y? (jer je niz

parcijalnih suma monoton strogo rastuci niz, pa Je ogranlcen odozgo sa hmesom)

Dakle, dobili smo da je Z(x,+y,)2<2x +2,/ZX w/Z)’ +Z}’,
i=1 i=1

To znaci da je niz (Z(xi + y,-)z) omeden, a ocito je da je ovaj niz rastuéi. Stoga je
i=1 neN
konvergentan.

Prema tome, red %(xi +y;)? je konvergentan.
i€

Dakle, (x; +y;) € H.

Takoder vrijedi sljedece:

Ukoliko je (x;) € H i A € R, tada je (Ax;) € H.

Ta se tvrdnja moze lako pokazati.

Dakle, H je zatvoren na zbrajanje i na mnozenje skalarom.

Stoga je H vektorski prostor, odnosno H je potprostor vektorskog prostora svih realnih
nizova, RY.

Neka je p : H x H — R funkcija definirana sa p((x;), (y;)) = /g(x,- —yi)?, za sve
i=1
(x), i) € H.

Uocimo da je p dobro definirana funkcija jer za (x;), (y;) € H imamo da je (x; — y;) €
H (slijedi iz toga $to smo pokazali da je H vektorski prostor) pa je red 3 (x; — y;)* konver-
gentan. <

Tvrdimo da je p metrika na H. PokaZimo da to zaista i vrijedi.

Neka su (x;),(y;) € H. Tada je ocito p((x;), (y;)) = 0, za sve (x;),(y;) € H(vrijedi
svojstvo M 1) metrike).

Pokazimo da takoder vrijedi da je p((x;), (y;)) = 0 ako i samo ako je (x;) = (y;), odnosno
da vrijedi svojstvo M2). Ukoliko je (x;) = (y;), tada je o€ito da vrijedi p((x;), (v;)) =0
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Obratno, ukoliko je p((x;), (y;)) = 0, slijedi da je i(xi —y,)? = 0. Ukoliko red ima
i=1

nenegativne ¢lanove i suma mu je nula, slijedi da su svi ¢lanovi jednaki nula. Stoga slijedi
da je (x;) = (y).

Ocito je da vrijedi p((x;), (v;)) = p((y), (x;)) (svojstvo M3)).

Dokazimo jos da vrijedi svojstvo M4) metrike(nejednakost trokuta).

Neka su (x;), (), (z;) € H tri niza.

Uzmimo n € N proizvoljan. Tada vrijedi

J i(xi —y)? < J Zn:(xi — )2+ J Zn:(zi — ) ()
i=1 i=1 i=1

Naime, ako oznacimo a = (xy,...,X,),b = (V1, ..., Yn), ¢ = (21, ...,2,), te ako je d euk-
lidska metrika na R", tada je ocito(jer je d metrika pa za nju vrijedi svojstvo nejednakosti
trokuta) da vrijedi d(a, b) < d(a, c) + d(c, b), a to je ekvivalentno sa (x).

Dalje ocito vrijedi: [ > (xi —v)?> < /2 (xi—z)* + [ 2z — y)*
i=1 i=1 i-1

n o)

Ukoliko ovo kvadriramo, dobivamo da je Y (x;—y;)* < ( g(x,- — 22+ [ 2z — y)?)2.
i=1

i=1

i=1
Opéenito vrijedi sljedece: ukoliko je svaki ¢lan niza manji ili jednak od nekog realnog
broja, tada je i limes niza manji ili jednak od njega. (Ova se tvrdnja lako moZe pokazati,a i

poznato je s analize.)

Stoga, kako je ([ X (x; —z)* + | 2(z; — ¥;))*)? gornja meda za niz parcijalnih suma,
i=1 i=1
slijedi da je 1 limes niza parcijalnih suma manji jednak od te gornje mede.

Odnosno, vrijedi 3 (x; — v)* < ([ 2 (xi —z)* + [ 2 (zi — yi)?)>.
i=1 i=1 i=1

Ukoliko ovo korjenujemo, dobivamo daje /> (x; — y;)? < \/ (X — 2+ o 2z — v
i=1 i=1 i=1

Odnosno, to je ekvivalentno s tim da je p((x;), (y:)) < p((x:), (z1)) + p((z;), (v)), za svaki
(x:), i), (z;) € H. Dakle, za p vrijedi svojstvo M4), odnosno nejednakost trokuta.

Dakle, pokazali smo da je p metrika.

Za metricki prostor (H, p) kazemo da je Hilbertov prostor.

5.2 Separabilnost Hilbertovog prostora

Definicija 5.2.1. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je A € X. KaZemo da je A gust
skup u (X, d) ako je A = X.
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Propozicija 5.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. Tada je A gust u (X, d)
ako i samo ako je za svaki neprazan otvoren skup U u (X, d) vrijedi U N A # @.

Dokaz. Pretpostavimo da je A gust u (X, d). Neka je U proizvoljan neprazan otvoren skup
u (X,d). Pretpostavimo daje U N A = @. Tadaje A C UC. Kako je UC zatvoren skup,
slijedi da je A C UG, sto povladi daje AN U = @, a to je kontradikcija, jerje A = X, a U
je neprazan otvoren podskup od X. Dakle, ukoliko je A gust u X, tada A mora sjeci svaki
neprazan otvoren skup u X.

Obratno, pretpostavimo da svaki neprazan otvoren skup sije¢e A. Zelimo pokazati da
je A gust. Pretpostavimo da A nije gust u (X, d). Tada je A # X pa je X \ A neprazan. O&ito
je da je X \ A takoder i otvoren. Stoga po pretpostavci vrijedi daje A N (X \ A) £ @, §to je
ocito kontradikcija, pa slijedi da je A gust. O

Propozicija 5.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. Tada je A gust u (X, d)
ako i samo ako za svaki x € X i svaki e > 0, K(x,e) N A # @.

Dokaz. Ukoliko je A gust u (X, d), tada je ocito da vrijedi A N K(x, &) # @, za svaki x € X,
za svaki € > 0, po prethodnoj propoziciji.

Obratno, pretpostavimo da je K(x,&) N A # @, za svaki x € X, za svaki € > 0. Zelimo
pokazati da je A gust. Koristit ¢emo karakterizaciju iz prethodne propozicije. Neka je U
neprazan otvoren skup u (X, d). Pokazimo da U sijece A. Odaberimo x € U. Tada postoji
e > 0takavdaje K(x,e) CU. Iz K(x,e) N A # @, slijedidaje U NA # @, paslijedi da je
A gustu X. i

Definicija 5.2.4. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je separabilan ako postoji prebrojiv
gust skup u (X, d).

Napomena 5.2.5. Q je prebrojiv (poznato sa teorije skupova-ekvipotentan sa N).PokaZimo
jos da je Q" prebrojiv. Kako je Q" ekvipotentan sa N", (ocito), dovoljno je pokazati da je N"
prebrojiv, tj. da je ekvipotentan sa N. Za to ¢e biti dovoljno pokazati da postoji surjekcija sa
N u N*(¢injenica poznata iz teorije skupova, bit ¢e dovoljno pokazati da postoji surjekcija,
ne i bijekcija). Neka je E : N> — Ny, definirana tako da je zan,i € N broj E(n, i) eksponent
kojim prost broj p; ulazi u rastav od n na proste faktore. Pri tome su pi, pz, 3, ... SVi prosti
brojevi redom (Dakle, py =2,p>» =3,p3 =5,....)

Neka je n € N fiksiran. Definiramo f : N — N", f(x) = (E(x,1)+ 1,..., E(x,n) + 1).
Ovako definirana funkcija f je ocito surjekcija. Naime, neka je (a, ...,a,) € N". Tada za

ar;—1

X =p| P vrijedi f(x) = (ay, ..., a,). Dakle, N* je prebrojiv pa je stoga i Q" prebrojiv.
Teorem 5.2.6. Hilbertov prostor (H, p) je separabilan metricki prostor.

Dokaz. Za n € N definirajmo D,, = {(x;) € H : x; € Q,Vi € {1,....,n},x; = 0,Yi > n}.
Nizovi (x;) koji su definirani na ovaj nacin,tj. koji se nalaze u D, ocito su u H. Naime, kad
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promatramo niz parcijalnih suma reda Y} x?, vrijedi da je za k > n, Sy = x2 + ... + x2, te je
stoga niz parcijalnih suma o¢ito omeden odozgo sa x + ... + x2, pa je stoga konvergentan.
Preslikavanje Q" — D, definirano sa (qy, ..., ¢,) — (q1, ---, qu, 0, ...0, ...) je ocito bijekcija.

Dakle, D, je ekvipotentan sa Q", Vn € N, pa je stoga dovoljno pokazati da je Q"
prebrojiv da bismo pokazali da je D, prebrojiv. To slijedi iz prethodne napomene. Dakle,

D, je prebrojiv. Slijedi da je D = |J D, prebrojiv skup (kao unija prebrojivih skupova,
neN
poznato iz teorije skupova).

Tvrdimo da je D gust skup u (H, p). Neka je (x;) € H te neka je £ > 0. Zelimo pokazati
da postoji (r;) = (r1, 12, 13, ..., 1, 0,...0) € D takaV daje o((xy), (r,)) <e&.

Znamo da je Y, x7 konvergentan. Imamo Z x - Z x? pa Z x — Z x — 0.
ieN i=1 i=1 i=1

Stoga Z x? = 0.

i=n+1

Stoga vidimo da postoji n € N takav da je Z X< &

i=n+1
Kako je Q gust u R, odnosno svaki realan broj je dobro aproksimiran racionalnim,(tj.

(R, d) je separabilan metricki prostor, gdje je d euklidska metrika na R éinjenica poznata

iz analize), slijedi da za svaki i € {1, ...,n} postoji r; € Q takav da je | x; — r; |< «/ﬂ
. . . ri,i < n
Neka je (y;) niz definiran sa (y;) = { 0.i >n °

dakle,ocito je (y;) € D,, odnosno (y;) € D.
Pokazimo da je p((x;), (y;)) < €. Imamo

p((x), () = ﬁl(x,-—y,-)z: i(x, W2+ Y (- y)

i=n+1

n

< 2 £4e J% + £ < & Dakle, p((x)), () < & paje () € K((x)), &).

Prema tome, K((xi), g)N D # @. Stoga je po propoziciji 5.2.3 D gustu H.
Dakle, kako je D prebrojiv i gust je u metrickom prostoru (H, p), slijedi da je Hilbertov
prostor (H, p) separabilan metricki prostor. O

5.3 Potpunost Hilbertovog prostora

Napomena 5.3.1. 1) Neka su (x,) i (y,) nizovi u R takvi da vrijedi (x,) = ai (y,) — b.
Tada (x, +y,) > a+bte x,-y, = a-b. Ova je injenica poznata iz analize.

2) Neka je (a,) konvergentan niz u R,neka je njegov limes a, neka je M € R i neka
postoji r € N takav da je zam > r a,, < M. Tada je i a < M.

Teorem 5.3.2. Hilbertov prostor (H, p) je potpun metricki prostor.
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Dokaz. Neka je ((x"),en) Cauchyjev niz u (H,p). Za svaki n € N imamo da je x" =
(), x5, .00, . X" = (XD)jen.

Fiksirajmo i € N. Dokazimo da je niz (x!),ay Cauchyjev u (R, d), gdje je d euklidska
metrika na R.

Neka je £ > 0. Bududi da je (x") Cauchyjev niz u (H, p), postoji ny € N takav da za sve
m,n > ng vrijedi p(x", x") < &. Neka su m,n > noy. Pogledajmo | x" — x! [< /(x]" = x)? <

DI Cri x;?)z = p((x™), (x")) < &. Dakle, | x!" — x |< &, za sve m,n > ny.
\j,~=1 ‘

Prema tome, niz (x]),ey je Cauchyjev u (R,d). Stoga je niz (x!),ay konvergentan u
(R, d), za svaki fiksirani i € N.(To slijedi iz ¢injenice da je (R, d) potpun metricki prostor,
poznato iz analize.) Oznacimo njegov limes sa y;,y; € R, Vi € N.

Neka je y = (y1,y2, ...,)}, ..). Pokazat ¢emo da je y € H i da niz (x"),a konvergira k y.

((X")nen) je Cauchyjev niz u (H, p).

Neka je € > 0. Buduc¢i da je (x") Cauchyjev niz u (H, p), postoji ny € N takav da za sve
m,n > ng vrijedi p(x", x") < %.

Neka je n > ny(proizvoljan, ali fiksan n > ng). Za svaki m > ng iz p(x", x") < £ slijedi

2 (= x)? < £ paslijedi da je
i=1

o 2
Zlu'" - < (+)

4 2
Fiksirajmo sada prirodan broj p € N. Iz (x) slijedi da je Y (x" — x/)* < . Neka je
i=1

i €{1,..., p}. Niz (X" = x),uery teZi prema y; — x. Stoga ((x" — x?_)z)meN teZi prema (y; — x7')%.
(slijedi iz prethodne napomene [1)]) Slijedi,dakle,da

(i(x,’-" - x;')2) - i(yi — )2 (+4)
i=1 N =l

me

(Slijedi takoder iz prethodne napomene [1)].)

P
Znamo da za svaki m > ny vrijedi da je Y, (x" — x)* < %, pa slijedi da je
i=1

p 82
D i— < ()
i=1

(slijedi iz prethodne napomene [2)].)
Dakle, (sxx) vrijedi za svaki fiksirani n > nyi p € N.
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Uzmimo sada posebno £ = 1. Tada posebno za £ = 1 postoji ny € N takav da (xx)
vrijedi za svaki n > ng i svaki p € N. Neka je n = ny. Neka je p € N.
Iz nejednakosti trokuta za euklidsku metriku na R? (primijenjene na (yi, ..., y,), (0, ..., O)i(x‘f s ey x’;,)

P » P
slijedi daje /2 (i —0)? < [ X (i — 1) + [ X (x! — 0)%. Stoga kvadriranjem slijedi da
i=1 i=1 i=1

p P p oo
i€ 2V < ([ Z0i—x)2+ ([ XD < (§+ [ 2 (). Kako je xeyy, slijedi da je
i=1 i=1 i=1 i=1
> (42 < oo,
i=1

P
Stoga je (3 ¥} en omeden. Stoga slijedi da je ), y? konvergentan red, pa slijedi da je
i=1 ieN

(i) € H.
Dokazimo sada jos da x" — (y;) u (H, p).
Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da vrijedi (x*x) za svaki fiksirani n > ng 1
p € N. Fiksirajmo n > ny,
p [se] [ee] 5
Niz (Z(y,- — x?)z) tezi prema ), (y; — xl'.’)2 pa zakljuujemo da je > (y; — xf‘)2 < Z(to
i=1 j i=1

peEN i=1
slijedi iz prethodne napomene [2)]). Slijedi da je [ 3 (i — x)? < £, 4. p((y), (X)) < 5 <
i=1

e. Dakle, za svaki € > 0 postoji ny € N takav da vrijedi p((y;), ") < &, Vn > ny. Prema
tome, (x") — ().

Dakle, (x"),en je konvergentan niz u (H,p) pa slijedi da je (H,p) potpun metricki
prostor. =

5.4 Lokalna nekompaktnost Hilbertovog prostora

Definicija 5.4.1. Neka je X topoloski prostor, neka je (x,) niz u X te neka je a € X. KaZemo
da je a gomiliste niza (x,) u X ukoliko za svaki N € N i za svaki otvoren skup U u X takav
da je a € U postoji n > N takav da je x, € U, odnosno, svakoj otvorenoj okolini oko a
nalazi se beskonacno mnogo clanova niza (x,).

Napomena 5.4.2. U metrickim prostorima Cinjenica da niz (x,) ima gomiliste u a ekviva-
lentna je s time da niz (x,) ima podniz kojem je a limes, dok u topoloskim prostorima to
opcenito ne vrijedi.

Lema 5.4.3. Neka je X kompaktan topoloski prostor i neka je K kompaktan skup u X..
Pretpostavimo da je (x,) niz u X takav da je x, € K, Yn € N. Tada postoji a € K takav da
Jje a gomiliste niza (x,) u X.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno,tj. da niti jedan a € K nije gomiliSte niza (x,) u X. Uz-
mimo neki a € K(proizvoljan,ali fiksan). Tada a nije gomiliSte niza (x,) pa postoji N, € N
i otvoren skup U, u X takav da je a € U, te takav da je x, ¢ U,, za svakin > N,.

Familija {U, : a € K} je otvoren pokriva¢ od K u X. Kompaktnost skupa K u X povlaci
da postoje ay, ..., a, € K takvi da je

KCU,U..uU,,. (%)

Definirajmo n = max{N,,, ..., N, }. Imamon > N,,,...,n > N, paslijedida x, ¢ U,,, ..., x, ¢
U,.

Prema tome, x, ¢ U, U ... U U,,. Prema pretpostavci leme, vrijedi x, € K, pa iz (%)
slijedi x, € U,, U ... U U,,. Dakle, dobili smo kontradikciju.

Stoga zakljucujemo da postoji a € K takav da je a gomiliSte niza (x,) u X. O

Definicija 5.4.4. Neka je (X.d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je a € X.
KaZemo da je a gomiliste niza (x,) u metrickom prostoru (X.d) ako je a gomiliste niza (x,)
u topoloskom prostoru (X, 7).

Definicija 5.4.5. Za metricki prostor (X,d) kaZemo da je lokalno kompaktan ako je to-
poloski prostor (X, t,) lokalno kompaktan.

Propozicija 5.4.6. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Tada je a gomiliste
niza u (X,d) ako i samo ako za svaki € > 0 i svaki N € N postoji n > N takav da je
d(x,,a) <.

Dokaz. Pretpostavimo da je a gomiliste niza (x,) u (X,d). Nekasu e > 01 N € N. Znamo
da je K(a, €) otvoren skup u (X,d), tj. K(a,e) € 74, a imamo da je a gomiliSte niza (x,)
u (X, 7,) pa postoji n > N takav da je x, € K(a,¢). Dakle, postoji n > N takav da je
d(x,,a) < e.

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 i svaki N € N postoji n > N takav da je
d(x,,a) < e.NekasuU € 7,1 N € N takvi da je a € U. Imamo da je U otvoren akup u
(X, d) pa postoji € > 0 takav da je K(a,e) € U. Prema pretpostavci postoji n > N takav
da je d(x,,a) <, tj. takav da je x, € K(a, &). Slijedi da je x, € U. Prema tome, za svaki
U € 7 takav dajea € U izasvaki N € N postoji n > N takav da je x, € U. Slijedi da
je a gomiliste niza (x,) u topoloSkom prostoru (X, 7,), odnosno da je gomiliSte niza (x,) u
metrickom prostoru (X, d). i

Propozicija 5.4.7. Neka su x € H i r > 0. Tada K(x, r) nije kompaktan skup u metrickom
prostoru (H, p).

Dokaz. Tmamo x = (x;). Neka je (y"),an niz u H definiran sa y" = (X1, X2, ..., Xp_1, X +
I, X1, -..). Lako se vidi da je zaista y* € H. Neka je n € N. Imamo p(y", x) = +/(x, + 1 — X)) =
rpajey" € K(x,r),¥n € N.
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Pretpostavimo sada suprotno, dakle, da je K(x,r) kompaktna u metri¢kom prostoru
(H,p). Tada iz leme 5.4.3 slijedi da gomiliSte a niza (y") u (H,7,). Stoga je a gomiliste
niza (y") u metrickom prostoru (H, p).

Prema prethodnoj propoziciji slijedi da postoji n € N takav da je p(y",a) < 5. Nadalje,
prema istoj propoziciji slijedi da postoji m > n + 1 takav da je p(y", a) < 5. Prema nejedna-
kosti trokuta slijedi da vrijedi p(y", y") < p(y",a) + p(a,y™) < 5 + 5 = r. Dakle, dobivamo
pO™, YY) <.

No iz definicije p(y",y") = V2r > r, pa dobivamo kontradikciju. Dakle, slijedi da
K(x, r) nije kompaktan skup u metri¢kom prostoru (7, p). O

Korolar 5.4.8. Hilbertov prostor (H, p) nije lokalno kompaktan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je (H,7,) lokalno kompaktan topoloSki prostor.
Odaberimo x € H. Tada postoje otvoren skup U u (H, 7,) i kompaktan skup K u (H,7,)
takvidaje x € U C K.

Buduc¢i da je U otvoren skup u metrickom prostoru (H,p) i sadrzi to¢ku x, postoji
r > 0 takav da je K(x, r) C U. O¢ito je K(x, 5) € Upaje K(x,L) C K. Znamo da je K(x, %)
zatvoren skup u (H, p) pa je K(x, L) zatvoren skup i u (H, 7,). Po propoziciji 1.7.7 slijedi
da je K(x, 5) kompaktan skup u (#, p). No to je u kontradikciji s prethodnom propozicijom.
Prema tome, metricki prostor (H, p) nije lokalno kompaktan. O

5.5 Konveksnost Hilbertovog prostora

Definicija 5.5.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x,y,p € X. KaZemo da je p
poloviste od x i y ako vrijedi d(x, p) = d(p,y) = %d(x, y).

Definicija 5.5.2. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je konveksan ako za sve x,y € X
postoji p € X tako da je p poloviste od x i y u (X,d). Kazemo da je metricki prostor (X, d)
strogo konveksan ako za sve x,y € X postoji tocno jedno poloviste od x i y.

Definicija 5.5.3. Za metricki prostor (X,d) kazemo da je bez grananja ako ne postoje
x,X',y,p € X takvi da je x # x' te p poloviste od x i y i p poloviste od x' iy.

Teorem 5.5.4. Hilbertov prostor (H, p) je strogo konveksan i bez grananja.

Dokaz. Neka su (x;),(y;) € H,x = (x;),y = (). Definiramo p = 1x + 1y.

Tada je p ocito iz H te je p = (3% + 5y)i. p(x,p) = \/Z(xi —(Gxi+ 307 =
i=1

\/ ;(%xi — 3y1)? = 3p(x,y) = p(y, p).(Sasvim analogno se pokaze da je p(p, y) = 30(x,y).)
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Dakle, p je poloviste od x i y u (H,p). Pretpostavimo da je g = (g;) poloviste od x

iyu (H,p). Vrijedi p(x,q) = p(g.y) = 1p(x,), 4. ;(xi—qi)z = ;(%’_Yi)z =
\,Z(xz yi)2
ShJedl da je

4 (i=g)’ =4y (@—y) = ) (=) (*)
=1 i=1 =1
Sada imamo da je 3(x; + i — 207 = N0 — ¢ + 201 — g — (xi — y) =
i=1 i=1

23 (xi—qi)* +2 Z(y, g)* — Y (x; — yi)? = 0. (Posljednja jednakost slijedi iz (*))
i=1 i=1

Dakle, x; + y; — 2q, =0, zasvakii € N, pajeq = 0¥ VieN.

Dakle, g¢; = p;, Vi € N, paslijedi da je g = p.

Slijedi da postoji jedinstveni p takav da je p poloviste od x i y u (H, p). Prema tome,
(H, p) je strogo konveksan metricki prostor.

Dokazimo da je (H, p) bez grananja. Pretpostavimo da su x,y,z, p € H takvi da je
p poloviste od x i y te p poloviste od x i z u (H, p). Prema dokazu prvog dijela teorema
imamo daje p= (%xi + %yi)i lp = (%Z,’ + %x,‘),‘. Sll_]edl daje %x,- + %yl = %Zi + %xi, VieN, tj.
%yi = %z,-, tj. %y,- = %z,-, Vi € N, pa slijedi da je y = z. Prema tome, metric¢ki prostor (H, p)
je bez grananja. O

5.6 Hilbertova kocka

Definirajmo Hc tako da je He = {(x;) € H : 0 < x; < %,Vi € N}. Skup H¢ nazivamo

Lema 5.6.1. Red Y - -5 je konvergentan.

neN
Dokaz. ZakeNnekaJeSk—Z ImamoSk:l+2%+i+...+ﬁ+i§
1+—+ 3+t o 2)(k 1)+(k o = 1+(1— )+(———)+ +(k 5 — )+(———)(]el’]e
(n_ll)n = ﬂ ,11 Vn € N). Sada je dalje 1+(1——)+(———)+ +(k 5 k11)+(k - k) = Z_Z < 2.
Dakle, vidimo da je S, < 2,Vk € N.
Stoga je S strogo rastuéi i omeden niz, pa slijedi da je konvergentan. O

Napomena 5.6.2. Dokaz prethodne leme pokazuje da vrijedi sljedece:Ako je (x,) nizu R

takav da je | x, |< - 1 ¥n €N, tada je red Y. x* konvergentan, tj. (x,) € H. Slijedi iz toga
neN
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k
sto je , ako niz parcijlnih suma reda Y, x,%, oznacimo sa S, = 3, xl.z, ST < S, Vk eN, gdje
neN i=1

Jje (S ) niz parcijalnih suma reda 3}, nl_Z’ 1j. niz parcijalnih suma iz dokaza prethodne leme.
neN

Stoga je S} < Sy < 2,Yk € N, pa je red 3, x2 konvergentan, tj. tada je niz (x,) € H.
neN

Dakle, slijedi da u dwfiniciji Hc nismo morali zahtijevati x; € H.

Napomena 5.6.3. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija
takva da je d'(f(xy), f(xz) < d(x1,x2),Yx1,x, € X. Tada je f neprekidna s obzirom na
metriked i d’.

Naime, neka je xo € X i & > 0. Neka je 6 = €. Tada za svaki x € X takav da je
d(x,x9) < 0 vrijedi d(x.xy) < &. Kako je d'(f(xp), f(x)) < d(xo,x) < &, slijedi da je
d(f(x0), f(x)) < &.

Propozicija 5.6.4. Neka je j € N te neka je q; : H — R funkcija definirana sa q;((x;)) =
x;. Tada je q; neprekidna s obzirom na metrike p i euklidsku metriku d na R.

Dokaz. Nekasu (x;), (y;) € H.Imamo d(q;((x))), q;((y) = d(x},y)) =| x;=y; |= J(x; —y;)* <

. /ﬁl (x; = ¥ = p((x), (7).

Dakle, d(q;((x,),q;((v:))) < p((x)),(y:). Sada iz prethodne napomene slijedi tvrdnja
propozicije. m|

Napomena 5.6.5. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako i samo je f neprekidna s obzirom na
topologije T, i 7. To lako slijedi iz propozicije 1.3.2

Napomena 5.6.6. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori.

1) Nekaje A C X, A # @ te neka je f : X — Y funkcija neprekidna s obziromna d i d'.
Tada je f|A : A — Y neprekidna s obzirom na d|A><A id.

2) Pretpostavimo daje f : X — R neprekidna s obzirom na metrke d i dg, gdje je dg
euklidska metrika na R, te da je k € R. Neka je g : X — Y definirana sa g(x) =
k- f(x),x € X. Tada je g neprekidna s obzirom na d i dg.

3) Neka je B C Y. Pretpostavimo da je f : X — B funkcija takva da je f neprekidna
kao funkcija sa X u'Y, s obziromna d i d’'. Tada je f : X — B neprekidna s obzirom
nadi d’l BB

Teorem 5.6.7. Neka je (I)en indeksirana familija topoloskih prostora definirana sa I; =

[0,1],Vi € N, pri ¢emu na [0, 1] promatramo topologiju induciranu euklidskom metrikom
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na [0, 1], koju ¢emo u dokazu teorema oznacavati sa d. Tada su topoloski prostori [ I; i Hc
i€l
homeomorfni (na Hc promatramo topologiju induciranu metrikom p| HoxHe ) homeomorfni.

Dokaz. Uoc¢imo da je [] I;, kao skup, jednak skupu svih nizova u [0, 1].
i€l
Konstruirat ¢emo funkciju ¥ : [] I; — Hc koja je homeomorfizam.
i€l
Definirajmo ¥ sa W(x1, X2, x3,...) = (x1, %, 3,...), tj. P((x)iar) = ((Fiaw). Uocimo
sliedece: ako je (x;) € [[ [, ondaje 0 < x; < 1,Vie N,paje0 < = < % Iz napomene 5.6.2
ieN
slijedi da je (3)ian € He S H.. Prema tome, ¥ je dobro definirana funkcija.
Ocito je ¥ injekcija. Pokazimo da je W i surjekcija. Pretpostavimo da je (y;) € He.
Tadaje 0 <y; < %,Vi eN,paje0<i-y; <1,VieN.Neka je (x;) niz u [0, 1] definiran s

x; =1i-y;. Tadaje (x;) € %Ii, te je Y((x;)) = (y;). Prema tome, ¥ je surjekcija.
1€

Dakle, ¥ je bijekcija.

Dokazimo da je ¥ neprekidna funkcija. Neka je (x;) € [] ;. Neka je V otvoren skup u
ieN
H, takav da je P((x;)) € V. Zelimo pokazati da postoji otvoren skup U u [] I; takav da je

ieN
(x)eUi¥PWU)cV.
Imamo da je V element topologije T ' na Hc. Stoga slijedi da postoji » > 0 takav
o)
HexHe
daje K (W(x;),r) € V. Buducidajered ), llz konvergentan (prema lemi 5.6.1), slijedi
p"HCx'HC ieN
da postoji N € N takav daje ), 112 < é.
i=N+1
(Naime, kad je red konvergentan, niz ostataka tezi u 0. Opcenito vrijedi, ako x, — a,a—
N 00 00 N [
x, = 0.Imamo da (3, $)vew = 2, 5. St0ga (Y 5 — X F)vew = 0, 4. ( X e — 0, pa
i=1 i=1 i=1 i=1 i=N+1
je jasno da navedeni N postoji.)
Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Za i € N neka je
u 2 Kibo i< N
[0,1],i > N.
Htjeli bismo pokazati da je skup W = [] U; otvoren u [] I;, da sadrzi (x;) te da je
ieN ieN
Y(IU)CV.
ieEN

Uoc¢imo da je U; otvoren skup u [; za svaki i € N te da je U; = I; za sve osim konac¢no
mnogo i € N. Stoga za skup W definiran sa W = [] U, vrijedi da je otvoren u [] /,.
ieN ieN
Zelimo vidjeti da W sadrZi (x;). Za svaki i € N ogito vrijedi da je x; € U;, pa je stoga
(x;)) € W.
Tvrdimo da je (W) C V. Neka je (y;) € W = [,y U;. Tada je y; € U;, Vi € N. Ako

r r

jei < N,ondajey € Ky(xi, =), paje d(yi, x) < =, 4. | yi = x |< 7= Stoga
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[

N 00
vrijedi da je p(¥((n), ¥(x1) = p((F), () = | XEF)? = \/Z(@)2 +N§1(y’%x")2 <

i=1 i=1

N+1

N 00
\/le(yi—xiy"' 2 ,iz
N r r? r2 r? r2
< gl(ﬁ)z +o= N - L+ = \/; < Vr? = r. Dakle, Pl (P, B () <

Dakle, Y((y;)) € K ‘ (P((x;),r) €V zasvaki (y;) € W.
P
HeH,

Prema tome, W((y;)) é %/ za svaki (y;) € W. Prema tome, W(W) C V.

Prema tome, zakljucujemo da je funkcija ¥ neprekidna u tocki (x;)(koja je bila pro-
izvoljna, ali fiksna to¢ka iz [] I;.)

ieN
Prema propoziciji 1.6.2 slijedi da je ¥ neprekidna funkcija.
Pokazimo sada da je i ¥~' : H: — [] I; neprekidna funkcija. Za svaki (x;) € Hc

ieN
vrijedi Y71 ((x) = (i - Xi)ien.
Za j € Nnekaje p; : [ I; — I; funkcija definirana sa p;((x;)) = x;. Da bismo pokazali
ieN

da je W~! neprekidna funkcija, dvoljno je pokazati da je p; o ¥~' : Hc — I; neprekidna, za
svaki j € N (prema propoziciji 3.1.7).

Neka je j € N. Za svaki (x;) € Hc vrijedi (p; o Y H((x) = j- X;.

Zelimo pokazati da je p oWl He — [0, 1], je neprekidna s obzirom na topologije
Tp‘ i T| ,- Prema napomeni 5.6.6 dovoljno je pokazati da je p; o W¥-! neprekidna s

HexHe
obzirom na metrike p| HoxHe id.

Neka je g; : H — R funkcija definirana kao u propoziciji 5.6.4. Za svaki ((x;)) € Hc
vrijedi (p; o ™)) = j-x; = j - q;(x)). Funkcija He +— R, (x) +— q;(x) je
neprekidna s obzirom na p| HoxHe i d, kao restrikcija neprekidne funkcije ¢; : H — R,
prema napomeni 5.6.6 1).

Stoga je neprekidna i funkcija He — R, (x;) — j-q,((x;)), prema napomeni 5.6.6 2).

Sada iz napomene 5.6.6 3) slijedi da je i funkcija He +— [0, 1], (x;) — j - q;((x)),
takoder neprekidna funkcija s obzirom na metrike p| HoxHe 1 d, odnosno topologije Tp‘

HexHe
i7|,.

Ovo posljednje preslikavanje je upravo jednako preslikavanju p; o ¥~! : He — [0, 1].
Dakle, pokazali smo da je preslikavanje p; o ¥~' neprekidno, za svaki j € N.

Stoga slijedi da je funkcija ¥~! neprekidna.

Stoga je ¥ homeomorfizam. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prouc¢avali smo prostore funkcija.U prvom uvodnom poglavlju
podsjetli smo se osnovnih pojmova iz topologije. U drugom poglavlju bavili smo se pros-
torima omedenih funkcija sa skupa A u metricki prostor (X, d). Definirali smo metriku d,
na B(A, (X,d)) 1 vidjeli da je metricki prostor (B(A, (X, d)), d) potpun. Takoder smo pro-
matrali skup neprekidnih funkcija kao podskup prostora omedenih funkcija i pokazali da je
on zatvoren skup u (B(A, (X, d)), d) te da je skup neprekidnih funkcija zajedno sa metri-
kom d,, restringiranom na njega takoder potpun. U tre¢em poglavlju uveli smo produktnu
topologiju na produktu indeksirane familije topoloskih prostora. Zatim smo pokazali da su
koordinatne projekcije pz neprekidne funkcije te da su otvorena preslikavanja. Zatim smo
promatrali podbazu produktne topologije. Dobili smo takoder karakterizaciju neprekid-
nosti funkcije sa topoloskog prostora Y u produkt topoloskih prostora preko koordinatnih
projekcija. Zatim smo, za skup X i topoloski prostor Y, definirali topologiju otvorenu po
to¢kama na Y. Zatim smo promatrali podbazu te topologije na Y*. Zatim smo promatrali
konvergenciju u topologiji otvorenoj po tockama i vidjeli da je konvergencija niza funkcija
(f») funkciji g u topologiji otvorenoj po tockama ekvivalentna konvergenciji po tockama.
Nadalje, u etvrtom poglavlju promatrali smo kompaktno otvorenu topologiju na Y*, za
dva topoloska prostora X i Y. Vidjeli smo kojeg je oblika podbaza te topologije te smo
pokazali da je Y¥ redom T, T} ili T, prostor ako i samo ako je Y redom T, T ili T, pros-
tor. Takoder smo pokazali da, ukoliko je Y regularan prostor, tada je C(X, Y) s kompaktno
otvorenom topologijom, regularan prostor. Zatim smo vidjeli da se, za topoloski pros-
tor X 1 metricki prostor ¥ kompaktno otvorena topologija na C((X, 1), (Y, d)) i topologija
inducirana restrikcijom metrike d., podudaraju. Nakon toga smo promatrali izravni pro-
dukt dva topoloSka prostora, i pokazali da je homeomorfan produktu indeksirane familije
topoloskih prostora, za dva skupa, kakav je bio opéenito defniran u treCem poglavlju. Za-
tim smo promatrali lokalnu kompaktnost i1 dobili neke zanimljive rezultate koji povezuju
lokalnu kompaktnost sa aksiomima separacije i sa neprekidnoS¢u. Zatim smo promatrali
produkt dva topoloska prostora i, pored jo§ nekih pomoc¢nih rezultate, dobili zanimljive re-
zultate o neprekidnosti funkcije f sa produkta dva topoloska prostora u topoloski prostor.
U zadnjem poglavlju proucavali smo Hilbertove prostore. Nakon definiranja Hilbertovog
prostora, pokazali smo da je on separabilan metricki prostor. Takoder smo pokazali da je
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potpun. Vidjeli smo takoder da Hilbertov prostor nema svojstvo lokalne kompatnosti, te
da je strogo konveksan bez grananja. Zatim smo promotrili potprostor Hilbertovog pros-
tora, Hilbertovu kocku, i dobili zanimljiv rezultat o njezinoj homeomorfnosti sa jednim
produktom topoloskih prostora.



Summary

In this diploma thesis we studied function spaces. In the first chapter we recalled some of
the basic facts in topology. In the second chapter we were dealing with spaces of bounded
functions from a set A to a metric space (X, d). We defined metric d, on B(A, (X, d)) and we
saw that the metric space (B(A, (X, d)), d.) is a complete metric space. We also observed
the set of continuos functions as a subset of the space of bounded functions and we showed
that it is a closed set in (B(A, (X, d)), d) and that the set of continuos functions, together
with the metrics d,, restricted to it, is also a complete metric space. In third chapter we
introduced product topology on the product of indexed family of topological spaces. Then
we showed that projection maps, pg, are continuous functions and that they are open map-
pings. Then we observed the subbasis of product topology. We also saw a characterisation
of continuity of a function from a topological space Y to a product of topological spaces,
that uses coordinate projection maps. After that we defined product topology, or the point
open topology, on Y* , where X is a set and Y is a topological space. We showed what
the subbasis of product topology on Y* looks like. We then observed the convergence in
point open topology and we saw that the convergence of a sequence of functions (f,) to
a function g in point open topology is equivalent to the point-wise convergence. Further,
in the fourth chapter we watched the compact-open topology on Y*, for two topological
spaces X and Y. We saw what is the form of the subbasis of such topology, and we showed
that YX is Ty, T, or T, space respectively if and only if Y is T, T; or T, space respectively.
We also showed that, if Y is a regular space, then C(X,Y) with compact-open topology
is also a regular space. Then we saw that, for a topological space X and a metric space
Y, compact-open topology on C((X, 7), (¥, d)) coincides with the topology induced by the
restriction of d,,. After that we observed the direct product of two topological spaces, and
we showed that it is homeomorphic to the product of indexed family of topological spaces,
for two sets, like it was defined in third chapter in general case. Then we observed the
local compactness and we got some interesting results which connect local compactness to
separation axioms and continuity. Then we observed the product of two topological spa-
ces, and beside some auxiliary results, we got some interesting results about continuity of a
function f from a product of two topological spaces to a third topological space, in context
of a compact-open topology. In the last chapter we studied Hilbert spaces. After defining
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Hilbert space, we showed that it is a separable metric space. We also showed that it is a
complete metric space. We also showed that Hilbert space doesn’t have the property of
local compactness, and that it is strictly convex without ramifications. Then we considered
a subspace of Hilbert space, the Hilbert cube, and we showed an interesting result about
homeomorphism from Hilbert cube to a product of topological spaces.
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