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1 Uvod

U ovom diplomskom radu obraeni su pojmovi povsine i volumena te njihova
obrada u osnovnaskolskom i gimnazijskom obrazovanju. U hrvatskom jeziku
sinonim za povssinu je plastina, a za volumen obujam i zapremnina. Sve ove
izraze maemo pronai uskolskim udzbenicima, dok se u kurikulumu Kkoriste
izrazi povsina i volumen.

Na paetku rada je povijesni pregled razvoja tih pojmova. U trecem
poglavlju obradeni su pojmovi iz teorije mjere. De nirana je -algebra, mjera
na -algebri i Lebesgueova mjera. Lebesgueova mjera R& predstavija
moderni pojam povsine, a naR® volumena.

U cetvrtom poglaviju je pregled obrade povsine i volumena u osnovnoj
skoli i gimnaziji, prema kurikulumu objavljenom u Narodnim novinama 2019.
godine. Dani su primjeri, zadatci, teoremi i dokazi koji se nalaze uskolskim
udzbenicima. Navedeni su ishodi iz kurikuluma te preporuke za njihovo
ostvarivanje.

Na kraju rada predstavljena je geoplaa. To je nastavno pomagalo koje
se koristi u osnovnojskoli, a prikladno je za obradu opsega i povsine.

2 Povijest povsine i volumena

Izracunavanje povisine i volumena oduvijek se smatralo jednim od najvaznijih
osnovnih ciljeva matematike. Povijest izracunavanja povsine i volumena
opisao je Djura Paunt u svom clanku History of measure theoryu knijizi
Handbook of measure theorfl17]. U ovom poglavlju navodimo neke podatke
iz togclanka i iz knjiga [2] i [3].

Prve civilizacije nastale su u rijeenim dolinama Indije, Kine, Mezopota-
mije i Egipta. 1z Indije i Kine ima vrlo malo sacuvanih matematckih spisa.
U Egiptu je sacuvano puno matematckih spisa, od kojih su najpoznatiji
Rhindov i Moskovski papirus, koji su u potunosti posveceni matematici.

Rhindov papirus sadei 84 zadatka, a otprilike 20 zadataka posveceno
je izracunima povsina i volumena. Tano je izracunata povsina paralelo-
grama, trokuta i trapeza. U pedesetom zadatku Rhindovog papirusa povsina
kruga promjera 9 jednaka je povsini kvadratacija je stranica 8. U desetom
zadatku Moskovskog papirusa povsinu kruga rauna se kao povsina kva-
drata kojemu je stranica osam devetina promjera kruga, odnosno

8, % 256
P= d =222
o = e’
Oba zadatka daju istu aproksimaciju broja , odnosno = 22  3:16.
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U cetrnaestom zadatku Moskovskog papirusa racuna se volumen krnje kva-
dratne piramide sa stranicama baze, b. Opis postupka odgovara formuli:

V= g(a2+ ab+ bF):

Grka geometrija zapcaela je s Talesom iz Mileta. On je zapisao bitne
teoreme koje su vjerojatno vec znali Egipcani i Babilonci. Najvse traga
u matematici, pa tako i za izraunavanje povsine i volumena, ostavili su
Pitagorejci u 6. i 5. st. pr. Kr. Jedno od najvanijih otkrca koje su Pitago-
rejci otkrili bilo je postojanje iracionalnih brojeva. fPokazali su da dijagonala
kvadrata nije sumjerljiva stranici kvadrata, tj. da = 2 nije racionalan.

Demokrit iz Abdere (oko 460.-370. pr. Kr.) bio je matematcar koji je
prowcavao volumen. Demokrit je postavio pitanje iz kojeg je Arhimed kasnije
zakljcio da je volumen stesca jedna trecina volumena valjka, a volumen
piramide jedna trecina volumena prizme koja ima istu bazu i visinu.

Eudoks s Knida (prva polovica 4. st. pr. Kr.) je dokazao sljedece teoreme,
koji su navedeni u dvanaestoj knjizi Euklidovih Elemenata.

1. Povsine kruwznica u istom su omjeru kao i kvadrati njihovih polumjera.

2. Volumeni valjaka s istom visinom u istom su omjeru kao i kvadrati
njihovih polumjera.

3. Volumeni piramida iste visine u istom su omjeru kao i omjeri povisina
njihovih baza.

4. Volumeni stcsca i valjak su u omjeru 1:3.

Najveci matematcar u antici je Arhimed iz Sirakuze (287.-212. pr. Ki).
Smatra se najpoznatijim primijenjenim matematcarom i zcarom prije New-
tona (17. st). Sest njegovih djelaO mjerenju krwenice i kruga, O kugli i
valiku, O kvadraturi parabole, O konoidima i sferoidima, O spiralama i Me-
toda posveceno je izracunima duljina, povsina i volumena. Samo su prva dva
djela bila dobro poznata kroz povijest matematike. Posljednje je otkriveno
tek 1906. i nije utjecalo na razvoj matematike.

Prvi poznati Grk koji se bavio problemom kvadrature kruga je Anaksa-
gora iz Klazomene (499.- 428. pr. Kr.). Hipokrat s Hiosa (oko 470.-410. pr.
Kr.) baveci se kvadraturom kruga, podijelio je krug na Hipokratove mjesece
i izracunao im povsine. No, Hipokrat nije uspio dokazati Eto je i nemogLce)
da se svaki mjesec mae kvadrirati. Hipija iz Elide (oko 460.-400. pr. Kr.)
otkrio je kvadratisu, krivulju koja se Koristila za rjesavanje probema kva-
drature kruga. Prvi Grk koji je pokwsao kvadrirati krug upisujici u njega



pravilne mnogokute je Antifont (480.-411. pr. Kr.). Zapcaeo je upisivanjem
kvadrata, zatim osmerokuta, i tako dalje udvostricujici broj stranica mno-
gokuta. Povecavanje broja stranica mnogokuta priblzit cemo se povsini
kruga. Time je on prethodnik Eudoksove metode ekshaustije i Arhimedovog
rjesenja.

U Arhimedovom djelu O mjerenju krwenice i kruga dokazane su dvije
vanje cinjenice. Prvo da je povsina kruga jednaka povsini pravokutnog
trokuta kojem je jedna kateta jednaka polumjeru, a druga opsegu kruga.
Drugo da je % < < 3%. Do toga dolazi upisivanjem, odnosno opisiva-
njem, pravilnog 96-erokuta u krug. U djeluO kugli i valjku glavni rezultat
je izracunavanje oplasja i volumena kugle. U djeluO kvadraturi parabole
izracunao je povsinu segmenta parabole. U djeltO konoidima i sferoidima
bavi se izracunavanjem volumena tih tijela koristeci se metodom ekshaustije.
Djelo O spiralama posveceno je prolcavanju Arhimedove spirale. Arhime-
dova spirala putanja je take koja se krece jednoliko po polupravcu koji
jednoliko rotira oko polazsta te tacke. Prvih dvadeset propozicija posveceno
je odredivanju tangente na spiralu, sto je utjecalo na razvoj diferencijalnog
racuna. Posljednjih osam propozicija posveceno je izracunavanju povsine
koja je omeaiena prvim okretom te spirale i dwinom koja spaja paetnu
i krajnju tacku. Arhimed je izracunao da je ta povsina jednaka trecini
povssine krugaciji je polumjer ta dwina. U djelu Metoda pokazuje rezultate
koje je dobio upotrebom principa poluge. Veini problema Arhimed prvo
pristupa zikalno, a onda provodi dokaze Eudoksovom metodom ekshaustije.
Tako in nitezimalnim rastavljanjem lika u paralelne dwzine (tijela u para-
lelne ravninske likove) odrduje tezste lika (tijela) i onda pomau zakona
poluge usporduje povsinu (volumen) s nekim vec poznatim. Nakon takvog
zikalnog pristupa, Arhimed jos provodi ekshaustijski dokaz za postizanje
potpune preciznosti.

Nakon Arhimeda u antici vse nije bilo novih znacajnijih ideja za izracu-
navanje povsina i volumena. Tijekom srednjeg vijeka interes za matematiku
slabi. Oko 1630. godine javlja se zanimanje matematcara za pronalaenje
povsine i volumena, dijeljenjem likova i tijela, sto ce dovesti do razvoja
in nitezimalnog racuna i teorije mjere. Opeenito, problem integrala i pro-
blem mjere usko su povezani. Pojam integrala omoglcuje de niranje mjere
I obrnuto.

Bonaventura Cavalieri (1598.-1677.) u svom djeluGeometria indivisibi-
libus continuorum nova quadam ratione promotdwinu djeli na beskonacno
mnogo taaka, a geometrijski lik na beskonacno mnogo dwina. Tom je me-
toqglm izracunao povsinu ispod krivulje x" od x =0 do x = 1, tj. izra&aunao
je x"dx. Piere de Fermat (1601.-1665.) generalizirao je Cavalierijevu

0
metodu racunanja povsine ispod krivulje y = x", presirivsi n iz skupa pri-

3



rodnih brojeva na skup cijelih brojeva. De Fermat se bavio i problemima
minimuma i maksimuma te odreivanja tangente na krivulju. Evangelista
Torricelli (1608.-1647.) i Isaac Barrow (1640.-1677.) ucili su da se brzina
mae odrediti iz puta i obrnuto. To ih je potaklo na razmsljanje o poveza-
nosti integriranja i deriviranja. Joﬁn Wallis (1616.-1703.) je u svom djelu
Arithmetica in nitorum izracunao 01(1 x?)"dx zan 2 N.

Izmedu 1665. i 1685., Isaac Newton (1643.-1727.) i Gottfried Wilhelm Le-
ibniz (1646.-1716.), neovisno jedan o drugom, otkrivaju in nitezimalni racun.
Problem deriviranja i integriranja su povezali i ucili njihovu medusobnu
inverznost. Njihova dodatna zasluga jesto su za obje operacije razvili odgova-
rajice algoritamske tehnike. Njihove metode kasnije koriste mnogi znacajni
matematcari, poput brace Bernoulli, Eulera i drugih.

Nakon razvoja teorije skupova, razvila se ideja o raecunanju duljine, povr-
sine i volumena podskupova odR". Emil Borel (1871.-1956.) je uveo pojam
mjere na skupu realnih brojeva, koja je poznata kao Borelova mjera, a iz-
mjerivi skupovi se nazivaju Borelovim skupovima. Borel je teoriju zapaeo s
familijama otvorenih intervala dodjeljujici im kao mjeru njihovu duljinu. Tu
familiju je kasnije nadogralivao dodavajlci komplemente i unije tih skupova.
Borelov rad je prasirio Henry Lebeusge (1875.-1941.) razvijajci teoriju in-
tegracije na kojoj se temelji danasnja analiza. Njegov najvaniji doprinos
je prairivanje Riemannovog integrala. Dao je novu de niciju beskonanog
integrala i de nirao je Lebeusgovu mjeru o kojojcemo detaljnije u sljedecem
poglavlju.

U ovom odlomku opisatcemo problem s kojim su se matematcari ba-
vili u prvoj polovici 19. stoljeca i na pacetku 20. stoljeca, a koji ima veliku
primjenu pri recunanju povsina i volumena. Kao literaturu koristimo [18],
[19], [30] i [14]. Pretpostavimo da se dva poligona mogu rastaviti na manje
poligone koji su u parovima sukladni. Za takav par poligona kazemo da su
jednakosastavljivi. Kako se svaki poligon maze triangulirati, odnosno rasta-
viti na konacno trokuta koji nemaju zajednckih unutarnjih tacaka, ma@zemo
reci da su poligoni jednakosastavljivi ako ih m@emo rastaviti na trokute
koji su u parovima sukladni. Jednakosastavljivost je relacija ekvivalencije.
Farkas Bolyai, Paul Gerwien i William Walace dokazali su da su svaka dva
poligona koja imaju iste povsine jednakosastavljiva. Taj pristup koristimo
pri dokazivanju formula za povisine mnogih poligona. U poglavlju 4.4, pri
dokazu formule za povsinu paralelograma, paralelogram je jednakosastavljiv
s pravokutnikom (slika 7).

David Hilbert je na pacetku 20. stoljeca postavio pitanje maze li se isto
napraviti za poliedre u trodimenzionalnom prostoru. Poliedri su jednakosas-
tavljivi ako se mogu rastaviti na manje poliedre koji su u parovima sukladni.



Odgovor na Hilbertovo pitanje dao je njegov student Max Dehn. Dehn je do-
kazao da postoje dva tetraedra istog volumena koji nisu jednakosastavljivi.
Diedar se sastoji od dvije poluravnine i zajednckog pravcg. Kut kojeg
zatvaraju te poluravnine nazivamo diedralni kut, a njegovu mjeru diedralna
velcina.

De nicija 2.1. Neka jeP bilo koji poliedar s bridovima duljinea; i diedrima
velcina i, i 2 f1;2;:::pg. Neka je S R skup koji sadei brojeve j,
i12f1,2;::pgi ,af bilo koja aditivha funkcija naS. Tada se broj

f(P)= auf ( 1)+ af ( 2)+ i+ ayf( p)
zove Dehnova invarijanta poliedrd (ili bridna zakrivljenost od P).

Teorem 2.2. Dva su poliedraP i Q jednakosastavljiva ako i samo ako su
im volumeni jednaki i sve Dehnove invarijante jednake, tift (P) = f (Q), za
sve aditivne funkcije f za koje jé ( ) =0.

Dehn je dokazao da postoje dva tetraedra istog volumena, ali razlcitih
Dehnovih invarijanti. Iz prethodnog teorema slijedi da nisu jednakosastav-
livi. Negativno rjesenje Hilbertovog pitanja pokazuje da se volumen te-
traedra ne mae izraunati elementarno, nego moramo koristiti Cavalierijev
princip ili slcno \beskonano" rasijecanje.

3 Teorija mjere

Za ovo poglavlje kao literaturu koristimo knjige [15] i [23].

Povsina je funkcija koja podskupovima ravnineR? pridrizuje nenega-
tivne realne brojeve. Slcno, volumen podskupovima prostor®? pridrwzuje
realne brojeve, a \duljina" podskupovima pravcaR.

Zelimo generalizirati ove funkcije nan-dimenzionalni prostorR". Mjera
je funkcijam : D! R, pricemuje D 28" familija podskupova odR".
Oznaka za skup svih podskupova o¥ je 2X (partitivni skup). R je prasireni
skup realnih brojeva.

Prasireni skup realnih brojevaR po de nicijije R = R[f1 ;+1g.
Uredaj prasirujemo saR na R tako da de niramo

1 <x< +1;82R:
Zbrajanje i mnaenje prasirujemo saR na R tako da de niramo:

x+(1 )=(1 )+x=1 ;82R;

5



Xx+1 =1 +x=1:;82R,;
x (1 )=(1 ) x=1 ;8>0;
x1 =1 x=1;8x>0
x (1 )=(1 ) x=1:;8<0;
Xx 1 =1 x=1 ;8<0
1+1 =1,

(1 )+(1)=1;

11 =(1)(1)=1;

1 (1 )=(1)1=1

Zbrojevil +(1 )i(1 )+ 1 senedeniraju. Umnogim matematckim
disciplinama sljedeci produkti se ne de niraju, dok se u teoriji mjere pokazalo
korisnim de nirati ih kao:

01 =1 0=(1 ) 0=0 (1 )=0:
Mijera treba imati svojstva koja znamo da vrijede zan = 1;2; 3:
1. m(A) 0;8A 2 D (nenegativnost).
2. m(;)=0.

3. Za skupoveA;B 2 D koji su disjunktni (A\ B = ;) vrijedi m(A [
B) = m(A) + m(B): Openitije, za svaku familiju (An)n2n Skupova
Ang D koji sulfnenusobno disjunktni A, \ A, = ; zam 6 n) vrijedi
m( 1]_An): : m(An).

n= n=1
4. Za svakiA 2 D i x 2 R" vrijedi m(A + x) = m(A) (invarijantnost
mjere na translacije).

Uz to treba se podudarati s uobtajenom mjerom dwine, pravokutnika i
kvadra. Zan = 1 zahtijevamo

5. m(A)=b aakojeA Rinterval: [a;Q;(a;b;[a;b ili (a;4.

Zan =2 zahtijevamo m([a;; ] [ax;b]) =(by a;) (b, a). Sleno za
n 2 N. Sljedeci teorem pokazuje da nije mogwe zadovoljiti zahtjeve:1 5:
ako za domenu uzmemo cijeli partitivni skupD = 2R,

Teorem 3.1. Ne postoji funkcijam : 2R I [0;+1 ] koja zadovoljava svih pet
navedenih svojstava.



Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postojim : 28 I [0;+1 ] koja zado-
voljava svih pet navedenih svojstava. Neka sA;B R takvidaje A B.
Iz 3. svojstva slijiedim(B) = m(A)+ m(B nA). Budwidaje m(BnA) O
dobivamo monotonost mjere:

A B) m(A) m(B): (3.1
Na R de niramo relaciju
a b, b a2qQ:

Lako se vidi da je relacija ekvivalencije. Zax 2 R oznacimo sK pripadnu
klasu ekvivalencije. \Najvece cijelo™bxc je najveci cijeli broj koji nije veci od
X. Za svakix 2 R vrijedi da je x b xc u presjekuKy iintervala [ 1;1]:

X bxc2K,\ [ L;1]) K\ [ 1;1]6 ;:

Po aksiomu izbora postoji injekcija s&R= u [ 1;1]. Oznacimo sA sliku te
injekcije, posebnocA [ 1;1].
Neka jeQ\ [ 2;2] =fq, : n 2 Ng, te de niramo,

An = A+ ¢,;8n 2 N:

Jasno jedajeA, [ 3;3];8n2 N.

Neka sum;n 2 N;m 6 n. Kada bi imali x 2 A, \ A, onda bi postojali
a;b2 Atakvidajex = a+ ¢, i X = b+ gy, no iz toga onda zakljicujemo da
jeb a2 Q,t. Ky= Ky Poizborua slijedi da jea= b, a iz toga onda da
j€ th = On,Sto je u kontradikciji s pretpostavkon'sm 6 n. Dalge, (An)n2n SU
medusobno disjugktni. Po 3. svojstvu vrijedim(™ ;_; An) = 1, M(A,).

Uaimo da je izl A, [ 3;3], sada po 5. svojstvu i monotonosti mjere

(3.1) dobivamo
!

m F A, m( 3;3]))=6<+1:

n=1
Po 4. svojstvu slijedim(A,) = m(A), dakle 6 P L m(A,) = P L. m(A),
zbogcega zakljicujemo da mora bitim(A) = 0.
Neka jex 2 [ 1;1]. Tada postojia2 Ky\ A\ [ 1;1], pajea x 2
Q\ [ 22], paéjostop No 2 N takav da jex 2 A,,. Konano zakljicujemo
daje[ 1;1] o= An. 12 5. svolstva i monotonosti mjere (3.1) slijedi

[t b3 X
2=m( L1]) m A, = m(Ap) = m(A) =0
n=1 n=1 n=1
Dali smo do kontradikcije 2 0 i dokazali da ne postoji takva funkcija
m:2R1 [0;+1]. O



Niti jednu pretpostavku teorema, odnosno niti jedno od pet svojstava ne
maemo napustiti. Ma@emo napustiti samo zahtjev da jeD = 2R.

3.1 -algebra

Mjeru m : D ! [0;+1 ] de niramo na nekoj manjoj familiji podskupova
D 2R, Da bi zahtjevi na funkciju m imali smisla, familija podskupovaD
treba imati odredena svojstva, odnosno treba tvoriti -algebru.

De nicija 3.2.  Familiju A podskupova skupX nazivamo -algebrom na
skupuX ako ona ima sljedeca svojstva:

1. X 2 A,
2.A2A) A°2A,

3. unija prebrojivo mnogo elem%nata iA je element izA, tj. za svaki niz
(An)n2n skupova izA vrijedi , An 2 A.

Za uredeni par (X; A) kezemo da je izmjeriv prostor , a svaki element
od A zovemoizmijeriv skup :

Primjer 3.3. Neka je X bilo koji neprazan skup, a2* njegov partitivni
skup. Tada su familijeA =2* i B=f, ;Xg -algebre naX. Familija A je
najveca, a B najmanja -algebra naX:

Propozielija 3.4. Neka jeAj, i 2 | bilo koja familija -algebri na skupuX .
Tada je ;,, A; takoder -algebra na skupu X.

Dokaz. Dokazatcemo propoziciju koristeci de niciju -algebre. Da biT o) A
bila -algebra moraju vrijediti sva tﬁi svojstva. A; je -algebra pa je prema
de niciji X 2 A Slijedi da je)ﬁ- 2 i, Ai. ZnamodaA2A;) A°2A,
pavrijedi A2 ;, Ai) A®2 ;, Ai. Unija prebrojivo mnogo elemenata
iz Aj je elerment izAj, pa je unija prebrojivo mnogo elemenata iz ,, A;
elementiz ,, A;. O

Napomena 3.5. Unija -algebri ne mora biti -algebra. Neka jeX =
f1,2;3g. Familije Ay = f; ;X;f1g;f2;3gg1 A, = f; ; X;f2g;f1;3gg su -
algebre na X. Njihova unija jeA; [A , = f; ; X; f1g;f2g;f2;3g;f1;39g; a
flg[f 2g 2 A, [A ,. Vidimo da A; [ A , ne zadovoljava 3. svojstvo iz
de nicije 3.2. pa nije -algebra.

Korolar 3.6. Neka jeF bilo koja familija podskupova skupa X. Tada je
(F):= fA :A je -algebrgaF Ag

najmanja -algebra koja sadei familiju F .
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Za (F) kazemo da je -algebra generirana $ .
Propozicija 3.7. Neka jeF bilo koja familija podskupova oX . Tada je
(F)= (F9)
gdje jeF°= fF® F 2 Fg.
Dokaz. Kako je (F) zatvorena na komplementiranje, vrijediF © (F),
odakle slijedi (F°) ( (F))= (F). Analogno slijedi (F) (F9. O

Propozicija 3.8. Neka suF i E familije podskupova skupX . AkojeF E ,
ondaje (F) (E).

Dokaz. Svaka -algebra A koja sadei familiju E, ujedno sadei i familiju
F. Dakle,fA : A je -algebrgE Ag fA :A je -algebrgF Ag :
Presjek manje familije -algebri je nadskup presjeka vece familije -algebri,
tj. vrijedi  (F) (B). O

De nicija 3.9. Topolaski prostor je par (X; U) gdje je X neprazan skup, a
U familija podskupova odX sa svojstvima:

1.;;X 2U;
2. unija svake familije skupova i2J je skup izU,
3. presjek konano mnogo skupova i@ je skup izU.

Familiju U zovemotopolskom strukturom ili topologijom , a njezine
clanove nazivamootvorenim skupovima

De nicija 3.10. Baza topologije na skupX je familija B podskupova oX
za koju vrijedi:

1. Za svakix 2 X postoji barem jedanB 2 B koji sadei X.

2. Ako x pripada presjeku dva element8;;B, 2 B, tada postojiB; 2 B
koji sadei x takav da jeB; Bi\ B,.

Neka jeB familija podskupova odX koja zadovoljava svojstva iz de nicije
3.10, tj. baza toplologije. Neka jeU familija podskupova od X koji su
proizvoljne unije elemenata izB. Tada je U topologija na X, tj. (X, U) je
topolaski prostor.

Standardna topologija naR je topologija kojoj bazu cine svi otvoreni
intervali (a;) R. To znaci da su otvoreni skupovi unije otvorenih intervala.
Slcno, bazu topologije R" cine otvorene kugleK (x;r) = fy 2 R" j d(x;y) <
rg. Sljedeci teorem preuzet je iz [21].
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Teorem 3.11. Svaki otvoreni skup IR maze se prikazati kao prebrojiva unija
otvorenih intervala.

Dokaz. Neka je O neki otvoreni skup uR i x 2 O. Sy oznacavamo najveci
otvoreni interval za koji vrijedi x 2 I, i Iy O . Tanije, ozna&imo a, =
infffa2 R:a<xi (a;jx) Og ib =supfb2 R:b>xi (x;b) Og.
Vrijedi ay <X < by (ax i b, mogu biti 1 ). Neka jely = (a;hb), stoga
vrijedi O = 4 Ix.

Neka jel = fl,0w0. Trebamo dokazati da suly i I, disjunktni ili se
podudaraju. Neka postojiz 2 1, \ Iy. 1z de nicije intervala I, slijedi da je
tadal, = 1,11y = I, pajely = Iy. Dakle, bilo koja dva razltita intervala iz
skupal moraju biti disjunktni. Preostalo je dokazati da takvih intervala ima
prebrojivo mnogo. Potrebno je de nirati injekciju iz skupal na prebrojiv
skup Q. To je jednostavno jer svaki otvoreni interval izl sadei racionalan
broj. ]

Prethodni teorem vrijedi i na R". Intervali na R" su skupovi oblika
I, I, i Iy, gdjesulq;ls,; 1, otvoreni intervali na R. Tako je interval
na R? otvoreni pravokutnik, a interval na R? je otvoreni kvadar.

Neka je (X; U) topolcski prostor. Za -algebru (U) generiranu topo-
logijom U ka&zemo da je Borelova -algebra na topolskom prostoru X i
oznacavamo je B(X ). Clanove odB(X) nazivamoBorelovim skupovima
Za teoriju mjere vana je Borelova -algebra B(R") generirana familijom
otvorenih skupova uR".

Teorem 3.12. Borelova -algebraB(R) generirana je sa svakom od sljedecih
familija:

1. F,:=fF R:F je zatvorer,
F,:=f(a;b:a;b2 Rg,
F;:=f[a;1):a2 Rg,
Fs:=1(1 ;b:b2Rg,
Fs:=f(a;1):a2Rg,
Fe:=f(a;g:a;b2 Rg,
F;:=fla;g:a;b2 Rg,
Fg:=f(1 ;b:b2 Rg,

© © N o o > W DN

Fo:=f[a;b:a;b2 Rg.
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Dokaz. Dokazatcemo da je (U) = (F;) = (F2). Sa U oznaavamo
familiju svih otvorenih podskupova odR, pa je (U) = B(R). Jednakost
(U) = (Fy) je posljedica propozicije &. Da bismo dokazali drugu jed-
nakost, odnosno (U) = (F»), trebamo dokazati (U) (Fo)i (V)
(F2). Vrijedi F, U , pa iz propozicije 38 slijedi (F») (V). Zbog
teorema 3.11 i zatvorenosti -algebre na prebrojive unije vrijediU (F2).
Iz propozicije 38 slijedi (U) ( (F)= (Fy).
Ostale jednakosti dokazuju se na slcan nain.

3.2 Mijerana -algebri

De nicija 3.13. Neka jeA -algebra na skupX. Mjera na A je svako
preslikavanje :A! R s ovim svojstvima:

1. (nenegativnost ) (A) 0 za svakiA 2 A,
2. (;)=0,

3. ( -aditivnost ili prebrojiva aditivnost ) za svaki niz(A;)i>n medusobno
disjunktnih skupova izA vrijedi:

[* X

( A)= (A):

i=1 i=1
Za (A) kaemo da jemjera skupa A. Trojku (X,A; ) zovemo prostor
mjere . Mjera je konzZna akoje (X)< 1. Mjera je -konaxna ako
se skup X mae prikazati kao prebrojiva unija nekih skupova konane mjere,
tj. ako postoji niz (Ai)i2n Skupova izA takav da jeX = ilzl Al (A)<1
za svakii 2 N. Skup A2 A je -konzan s obzirom na mjeru ako se
mae prikazati kao prebrojiva unija nekih skupova konane mjere.

Primjer 3.14. Primjeri mjere:

a) Za svakiA 2 A stavimo (A) = 0. Ovu mjeru nazivamo trivijalnom
mjerom.

b) Ako je A 2 A konaan skup s n elemenata, stavimo(A) = n. Ako je
A 2 A beskonaan skup, stavimo (A) =+ 1 . Ovu mjeru nazivamo
diskretnom mjerom.

c) Zataku x 2 X, funkciju 4 :A! [0;1 ] de niramo formulom

1, x2A;
0 x2A:

Ovu mjeru nazivamo Diracovom delta mjerom.

x(A) =
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Propozicija 3.15. Neka je(X; A; ) prostor mjere. Mjera :A! [0;1]
ima ova svojstva:
1. (monotonost) (8A;B 2A)A B) (A (B): Akoje (A)<1,
ondaje (BnA)= (B) (A).
2. ( - subaditivnost) Za svaki niZ(A;)i.n Skupova izA vrijedi
[t X
Ai) (Ai):
i=1 i=1
3. (neprekidnost na rastiwce nizove) Za svaki rastwei nizAj)i>n Skupova
iz A vrijedi :
C A)=lim  (An):
i=1 ’
4. (neprekidnost na padajice nizove) Neka jeA;)i2n padajei niz skupova
iz A. Ako je (A1) < 1, onda vrijedi
\1
( A)=lm  (An):
) n!l
i=1
De nicija 3.16. Neka je X skup, a2* njegov partitivni skup. Vanjska
mjera na skupuX je svaka funkcija : 2% ! [0;1] sa sliedeim svoj-
stvima:
1. (;)=0,
2. (monotonost)A B X)) (A) (B),

3. ( -subaditivnost) za svaki niA;)ion Skupova iz X vrijedi
( A) (Ai):

Mjera je vanjska mjera ako i samo ako je domena mjere& 2 Vanjska
mjera openito nije mjera.
Primjer 3.17. Neka je funkcija :2% ! [0;1 ] zadana formulom
0 A=3;
1, A6 ;:
Lako se provjeri da je vanjska mjera. Metutim, ako suA; i A, disjunktni
neprazni skupovi, onda je (Ai[ Az)=11 (Ap)+ (A =2. Dakle,
nije -aditivna pa nije mjera.

(A) =
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Neka je (X; A; ) prostor mjere i neka jeB ksan izmjeriv skup iz A. Za
svaki skupA 2 A vrijedi:

A=A\ X=A\ (B[ BY=(A\ B)[ (A\ BY;
pa je iz -aditivhosti mjere ito
(A)= (A\ B)+ (A\ B:

Vanjska mjera ne mora imati to svojstvo. Akoje :2%X! [0;1]iB 22X
proizvoljan skup, onda iz svojstva -subaditivnosti slijedi

(A)  (A\ B)+ (A\ BY):

De nicija 3.18. Nekaje :2% ! [0;1 ] vanjska mjera na skupu X. Za
skupB X kaemo da je -izmjeriv ako je

(A)= (A\ B)+ (A\ B%;8A X:
Sljedeci teorem koristimo za konstrukciju mnogih mjera.

Teorem 3.19. (Caratheodory) Neka je : 2% ! [0;1 ] vanjska mjera na
skupu X. SaM  oznacimo familiju svin  -izmjerljivih podskupova odX .
Tada vrijedi:

a) M je -algebra na skupu X,
b) restrikcija funkcije naM je mjera.

Dokaz teorema se mae nai u [15, teorem 2.26].

3.3 Lebesgueova mjera

Da bismo de nirali Lebesgueovu mjeru, trebamo de nirati Lebesgueovu vanj-
sku mjeru.

De nicija 3.20. Neka je X neprazan skup. FamilijuC podskupova od X
nazivamo -pokriv& od X ako ima sljedeca svojstva:

1. :2C;

2. postoji niz (C;)iznclanova iz Ctakvih da jeX = [ L, Ci:
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Propozicija 3.21. Neka je C neki -pokrivac nepraznog skupa X, a
C ! [0;1 ] bilo koja funkcija sa svojstvom (;) = 0. De nirajmo funkciju
: 2% 1 [0;1 ] formulom:

X
(A) =inf f (C):Ci2CA [ ~,Cg
i=1

gdje se inmum uzima po svim nizovimaCj)i>y u C takvima da je A
[ L, Ci. Tada je funkcija  vanjska mjera naX.

Pomacu prethodne propozicije de niratcemo Lebesgueovu vanjsku mjeru
na R. Neka je C familija svih otvorenih intervala iz R oblika (a;b, a b
Kako je prazan skup &;a) = ; 2 C, te kako se mae pisatiR = [ L, ( i;i),
familija C je pokrivac skupa R. De nirajmo funkciju :C! [0;1 ]

((a;b):=b a;zaa b:

Vrjedi ()= ((a;@)=a a=0:
Neka je A podskup odR. SaC, oznacavamo familiju svih nizova C;)izn;,
Ci 2 C, koji pokrivaju skup A, odnosno

G = f((a;h)izn)ta ;A [ (ash)g
De nirajmo funkciju :2R1 [0;1 ] formulom:
X X
(A) =inf f (C):Ci2CGA [ i, Cg=inff (b a):((a:h)i2n) 2Cag
i=1 i=1

gdje se in mum uzima po svim nizovima izG,. Funkciju nazivamo Le-
besgueovom vanjskom mjerom na R.

Propozicija 3.22. Neka sua;b2 R takvi da jea <b. Tada je
i) (ab)=b a

(i)  (aB)=b a

(i) ((xd)=b a

(iv) (xb)=b a

Dokaz. (i) Neka je > 0 proizvoljan realan broj. Otvoreni interval (@
5, b+ 3) duljine ((a 5;b+5))= b a+ prekriva segment§;Hb, tj.

[0 (a E;b+ 5):
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Zato je

A
([a;b) = inff_ (b &) :((a;h)iz2n) 2 Cayg

=1

((a §;b+ E)): b a+ :

Zbog proizvoljnosti broja > 0 dobivamo ([a;) b a.

Preostaje pokazati ([a;) b a. Neka je ((@;h)ian) 2 Caypy bilo
koji niz omedenih otvorenih intervala koji pokrivaju segment§; . Seg-
ment [a;d je kompaktan skup pa otvoreni pokrivac (@&;h)i2n) ima
konacan potpokrivac. Neka je [aptj [ L (&;h). Mater‘ri_atbkom in-

dukcijom se dokaze da jeb a ".(h;a)pajeb a P ilzl(b;a).

Dakle, za svaki niz (@;0)ian) 2 Cay vrijedi b a ilzl(b;ai-),

odakle slijedi

R
b a inff (b;a):((a:;h)izn) 2Cawg=  ([a;H):
i=1
Sleno se dokazuju tvrdnje (ii), (ii) i (iv).
O

De nicija 3.23. SkupA R je izmjeriv u smislu Lebesguea ako je -
izmjeriv. Takve skupove nazivamo Lebesguovim skupovima.

M  je familija svih Lebeusgovih podskupova odR. Prema Carathe-
odoryjevom teoremuM  je -algebra naR. Restrikcija funkcije naM
je Lebeusgeova mjera na R. Oznaavamo je s .

De nirajmo Lebeusgueovu vanjsku mjeru naR". Volumen otvorenog
intervalal =1, 1, = I,naR"je proddktduljinaintervala P P
oznaavamo ga svol(l). Tadajevol(l)= ~, (I;), gdje je Lebesgueova
mjera naR. Prazan skup uR" mae se zapisatjskao; =(a;a) ( L1
( 1) = ( 11), acieli skupR" kaoR" = i1=1( i) (i)

( i;1). Neka je A podskup odR". SaG, oznacavamo familiju svih nizova
(1))i2n omedenih otvorenih intervala uR" koji pokrivaju skup A. Funkciju
L 28" 1 [0;1 ] de niramo formulom
X
o(A)=inff vol(li) : (Ii)ian 2 Cag:

i=1
To je Lebesgueova vanjska mjera nR". Prema Caratheodoryjevom teoremu
familija M svih podskupova odR" izmjerivih u smislu Lebesguea je -
algebra naR", a restrikcija Lebeusgeove vanjske mjerg, na -algebruM
je mjera. Nazivamo jeLebeusgeova mjera na R" i ozhaavamo s .
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Svaki Borelov skup naR izmjeriv je u smislu Lebeusgea, tjB(R) M
Prema tome su svi oméeni intervali iz R Lebesguovi jer su Borelovi. Isto
vrijedi i na skupu R".

Primjer podskupa odR koji nije Lebesgueov prvi je otkrio talijanski ma-
tematcar Vitali, pa se skup po njemu naziva Vitalijev skup. Dobivamo ga
konstrukcijom iz teorema 3.1.

Cantorov skup je Lebesgueov skup mjere(K) = 0. Taj skup ima vanu
ulogu u teoriji skupova i analizi. Konstrukciju zapcainjemo segmentoniK o =
[0; 1]. SegmentKy podijelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo sredniji
interval (1;%). Dobili smo skup K; = [0;3][ [4;1]. Dalie nastavijamo
konstrukciju indukcijom po n: iz segmenata [O%] i [2;1] izbacujemo srednje
trecine i tako dolazimo do K, itd. Cantorov skup K =\ ,n,K je Borelov,
ali ima podskup koji nije Borelov, a jest Lebeusgueov.

Lebesgueova mjera n&? predstavlja moderni pojam povsine, dok Lebe-
sgueova mjera n&R® predstavlja pojam volumena. U nastavkucemo protciti
kako su ti pojmovi obradeni na razini osnovneskole i gimnazije.

4  Kurikulum Matematike za osnovneskole i
gimnazije
Kurikulum za nastavni predmet Matematika za osnovne skole i gimanzije
objavljen je u [16]. U sljedecim poglavljima koristitcemo se podatcima na-
vedenim u tom dokumentu. Primjenjuje se za wenike 1. i 5. razreda osnhovne
skole i 1. razreda gimnazije odskolske godine 2019./2020., za wcenike 2., 3.,
6. i 7. razreda osnovne skole i 2. i 3. razreda gimnazije od skolske godine
2020./2021., a za wenike 4. i 8. razreda osnovneskole i 4. razreda gimnazije
primjenjivatce se odskolske godine 2021./2022.

Powcavanje matematike tijekom skolovanja je strukturirano, pa se ve-
lika pozornost posvecuje postupnosti u prihvacanju i usvajanju matematckih
znanja te uspostavljanju veza meéu njima. U ovom diplomskom radu pro-
Lcavamo postupnost u usvajanju pojmova povsine i volumena. Pojmovi se
uvode vrlo rano, jer ih wcenici susrecu u svojoj svakodnevici, ali su prilagteni
uzrastu djeteta i njegovim intelektualnim sposobnostima.

Ltenje | polwcavanje nastavnoga predmeta Matematika ostvaruje se po-
vezivanjem matematckih procesa i domena. Matematcki su procesi: pri-
kazivanje i komunikacija, povezivanje, logcko msljenje, argumentiranje i
zakljcivanje, rjesavanje problema i matematcko modeliranje te primjena
tehnologije. Domene predmeta matematika jesu: brojevi, algebra i funk-
cije, oblik i prostor, mjerenje te podatci, statistika i vjerojatnost. Povsina i
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volumen pripadaju domeni mjerenje.

Slika 1: Matematcki procesi i domene kurikuluma (preuzeto iz [16, slika 1]).

Odgojno-obrazovni ishodi kurikuluma nastavnoga predmeta Matematika
opisani su sljedecim elementima:

~ odgojno-obrazovni ishod
razrada ishoda

odgojno-obrazovni ishodi na razini usvojenosti \dobar" na kraju raz-
reda

sadeaji

N

preporuke za ostvarivanje odgojno-obrazovnih ishoda.

U nastavku cemo pregledati u kojim razredima osnovne skole i gimna-
zije se obrauju povsina i volumen. U prva dva razreda osnovnackolskog
obrazovanja ne pojavljuju se pojmovi povsine i volumena.
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4.1 Trei razred osnovneskole

U trecem razredu Lcenici procjenjuju, mjere i crtaju dwzinu zadane duljine

i recunaju opseqg. lWkenici se upoznaju s pojmom volumena, dokce pojam
povssine obraditi ucetvrtom razredu. Kod uvodenja pojma volumen wenike
upoznajemo s posudama zacuvanje tekiwcina. Wcenike treba osvijestiti da se
prelijevanjam iz posude u posudu kolcina tekwcine ne mijenja iako se njezin
oblik (visina tekicine u posudi) mijenja. U udzbenicima se pri obradi ove
teme koriste tekwine koje wcenici susrecu u svakodnevnom zivotu, poput
soka od jabuke, mlijeka i ostalih.

Primjeri zadataka iz udzbenika [1]:

" Mirjana je kupila 3 | mlijeka. Ujutro je popila 3 dl toplog mlijeka.
Koliko je mlijeka ostalo?

~ U kantici je bilo 8 | ulja. Mama je potraila polovinu. Koliko je litara
ulja ostalo? Procijeni koliko je to decilitara. Preostalo ulje prelitce u
boce od pola litre. Kolikoce joj boca trebati? Procijeni pa izracunaj.

Ltenici procjenjuju i prelijevanjem mjere volumene tekiwina. Upoznaju se
s osnovnom mjernom jedinicom za volumen, odnosno s litrom i njezinom
oznakom. Uz poma: manjih posuda uvodi se decilitar.

4.2 Cetvrti razred osnovneskole

Ucetvrtom razredu wenik usporeduje povsine likova te ih mjeri jedincnim
kvadratima. Tezste ishoda je na pojmu povsine kao velcine dijela ravnine
koji je lik zauzeo, pa se wenici ne koriste formulama. Wenici u kvadratnu
mrezu ucrtavaju likove zadane povsine, upoznaju standardne mjerne jedi-
nice, odnosno centimetar kvadratni, decimetar kvadratni i metar kvadratni.
U vrijeme pisanja diplomskog rada nisu dostupni udzbenici zacetvrti razred
osnovneskole koji prate novi kurikulum.

4.3 Peti razred osnovneskole

U petom razredu od wenika se aekuje da racuna i primjenjuje opseg i
povisinu likova. Uvode se mjerne jedinice za povsinu i njihove oznake, ali
bez preracunavanja. Wenik povezuje umnazak dvaju jednakih brojeva s poj-
mom kvadrata broja i mjernom jedinicom za povsinu. Prije samog racunanja
potrebno je procijeniti povisinu nekog lika. Kako bi bolje predaili mjerne je-
dinice i kasnije bolje procjenjivali, nakon upoznavanja s mjernim jedinicama
ma@emo Lcenicima postaviti pitanja: U kojim bi kvadratnim mjernim jedi-
nicama izrazili povisinuskolske place, papirnate nowanice ili nekog grada?
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Ltenik racuna povsine likova koji su sastavljeni od jedincnih kvadrata.

Slika 2: Lik sastavljen od jedincnih kvadrata (preuzeto iz [24]).

Ltenik otkriva i obrazlaze formule za opseg i povisinu kvadrata i pravo-
kutnika. Pomacu prebrojavanja jedincnih kvadrata zna izracunati povisine
pravokutnika sa slike 3. Nakon izmjerene povsine cenici mjere duljinu

I cm

|

Slika 3: Otkrivanje formule za povsinu (preuzeto iz [11]).

stranica danih pravokutnika i na taj necin otkrivaju formulu za povsinu.
Povisina pravokutnika kojemu su susjedne stranice duljine i b jednaka je
a b, Kvadrat je pravokutnik kojemu je a = b pa je formula za povsinu
P=a ail P=a2

LWtenik rjesava zadatke sadzajem povezane s wcenikovom okolinom, kao
na primjer mjerenje povsine nogometnog igralsta. Potrebno je wenike po-
ticati da stvaraju crteze sastavljene od geometrijskih likova te im racunati
opsege i povsine. Kod zadataka u kojima je zadana povsina i jedna stra-
nica pravokutnika, pri rjesavanju se koristimo vezama izmeéu operacija, a ne
rjesavanjem jednadzbi jer to wce usestom razredu.
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Primjeri zadataka iz [24]:
" Nacrtaj dva razlcita pravokutnikacije su povsine 20 cm?.

" lzracunaj opseg pravokutnika kojemu je zadanaP =72 cm?ia=8
cm.

" lzracunaj duljinu stranice kvadrata kojemu je povsina 16 cnf.

Nakon obrade povsine, obrauje se volumen. Od wenika se aekuje da
recuna i primjenjuje volumen kocke i kvadra. Wenici se upoznaju s mjernim
jedinicama za volumen i njihovim oznakama. Wenik povezuje umnaak triju
jednakih prirodnih brojeva s pojmom kuba prirodnog broja i mjernom jedini-
com za volumen. U zadatcima se ne pojavljuje potreba za preracunavanjem
mjernih jedinica. Nakonsto su obradili pojam volumena i mjerne jedinice
za volumen, rjesavaju se zadatci u kojima se racuna volumen tijela sastav-
lienih od jedincnih kocaka (slika 4). Na prikazu geometrijskog tijela u rav-
nini, izgradenog od jedincnih kocaka, nisu potpuno ucljive sve jedincne
kocke. Ltenicima to zna stvarati problem pa se preporica koristiti programe
dinamcne geometrije i ostale dostupne interaktivhe racunalne programe i
alate.

Slika 4: Tijelo sastavljeno od jedincnih kocaka (preuzeto iz [24]).

Wtenik otkriva i obrazlaze formulu za volumen kocke i kvadra. Otkriva-
nje formule je mogwe na isti nain kao za povsinu. Potrebno je prikazati
vee kvadara sastavljenih od jedincnih kocaka. Prebrojavanjemce izraunati
volumen, a zatim izmjeriti bridove i uaiti povezanost. Volumen kvadra jed-
nak je umnasku duljina njegovih bridova iz jednog vrha. Volumen kvadra s
bridovima duljine a, bi cjea b c. Kocka je kvadar kojemu su bridovi iz
jednog vrha jednake duljine, pa je formula za volumed = a a aili V = a°.

U zadatcima se racuna volumen kocke i kvadra sa zadanim dulinjama bri-
dova. Odreduju se duljine bridova kocke i kvadra zadanih volumena. Primjer
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iz [24]: Odredi barem tri kvadra volumena 240 |. Na ovom primjeru wcenici
uaavaju da ima vse kvadara jednakog volumena.

4.4 Sesti razred osnovneskole

U nastavnoj temi , Trokut\ obra duje se povsina trokuta. Wenik racuna i
primjenjuje opseg i povsinu trokuta i geometrijskih likova sastavljenih od
trokuta, pravokutnika i kvadrata. Nadopunjavanjem pravokutnog trokuta
do pravokutnika cenici otkrivaju formulu za povisinu pravokutnog trokuta.
Nakon toga Lcenici otkrivaju formulu za povsinu ogeg trokuta, takoder
nadopunjavanjem do pravokutnika (slika 5).

S S

P=P,+P, AP +P)=2P=s-v

Slika 5: Otkrivanje formule za povsinu trokuta (preuzeto iz [25]).

Ltenici rjesavaju zadatke u kojima je zadana duljina stranice i duljina
visine na tu stranicu. U zadatcima u kojima je zadana povsina trokuta i
duljina stranice ili duljina visine na tu stanicu, nepoznatu velcinu traze uz
poma veza izmelu operacija, a ne rjesavanjem jednadzbi. Wenik racuna
povisinu geometrijskog lika sastavljenog od osnovnih geometrijskih likova
(slika 6).

U zadatcima s rijecima pojavljuju se problemske situacije iz okoline. Po-
trebno je izracunati velcinu plahte zasivanjesatora, koltinu boje za fasadu
kwce i slcno.

U nastavnoj temi ,Cetverokut\ navedeno je da wcenik opisuje i crta kva-
drat, pravokutnik, paralelogram i romb. U presirenom sadezaju se obrauje
trapez i deltoid. Paralelogram jecetverokut kojemu su svake dvije nasuprotne
stranice usporedne. Povsinu kvadrata i pravokutnika su otkrili u prethod-
nom razredu, a sada otkrivaju povsinu paralelograma. U udzbenicima je pri-
kazano rezanje i premjestanje trokuta s jedne strane na drugu do oblika pra-
vokutnika (slika 7) ili dijeljenje pravokutnika na dva trokuta kojima znamo
izracunati povsinu (slika 8).
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Slika 6: Primjer izracunavanja povsine (preuzeto iz [12]).

Povsina paralelograma jednaka je umnasku duljine njegove stranice i
duljine njoj pripadne visine. U zadatcima se trai povsina uz zadanu duljinu
stranice i duljinu pripadne visine, duljina stranice ako je zadana povsina i
duljina pripadne visine i slcno. 1z [25]: Izracunaj povisinu paralelograma
ABCD i duljinu visnine v, ako su zadane duljine stranica =4 cmi b= 3:5
cm te duljina visinev, =2:5 cm.

Romb je paralelogram kojemu su sve stranice jednakih duljina. Povsinu
romba ra&cunamo prema formuli za povssinu paralelograma. Svaki secetvero-
kut maze podijeliti na dva trokuta. Primjenom tog podatka wcenici recunaju
povsine ogihcetverokuta. U prasirenom sadrzaju obraduje se trapez i nje-
gova povsina. Trapez jecetverokut kojemu je barem jedan par nasuprotnih
stranica usporedan. Dijeljenjem trapeza na dva trokuta, wcenici otkrivaju
formulu za povsinu trapeza (slika 9). Mogtce je otkriti i dijeljenjem trapeza
po srednjici i preslagivanjem do paralelograma.

Primjer zadatka iz [12]: Izracunajmo povsinu trapeza kojemu su osnovice
duljina 42 mm i 5.3 cm, a duljina njegove visine 27 mm. U zadatcima se
pojavljuje potreba za preracunavanjem mijernih jedinica za duljinu (km, m,
dm, cm, m) i mjernih jedinica za povsinu (km?, m?, dm?, cm?, mm?).

4.5 Sedmi razred osnovneskole

Wcenik recuna i primjenjuje opseg i povsinu kruga i njegovih dijelova. U
nastavnoj jedinici 0 opsegu kruga Lcenici su upoznati s brojem i njego-
vim svojstvima. Do formule za povisinu kruga wenici dolaze rastavljanjem
kruga na sukladne krizne isjecke. Kada krwzne isjecke slimo kao na slici
10, dobitcemo lik koji podsjeca na paralelogram.Sto vse krwznih isjecaka
izrezemo, toce dobiveni lik biti blzi paralelogramu. Weenici su u prethodnom
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4 E a

Slika 7: lzraunavanje povisine paralelograma premjestanjem trokuta (pre-
uzeto iz [12]).

o

Slika 8: lzracunavanje povsine paralelograma dijeljenjem na dva trokuta
(preuzeto iz [25]).

razredu upoznati sa povsinom paralelograma. Racunamo je kao umnazak
duljine stranice i visine na tu stranicu. Stranica paralelograma kojeg smo
dobili preslagivanjem krwnih isjecaka je jednaka polovini opsega kruga, a
odgovarajica visina jednaka je duljini polumjera kruga. Povisina kruga je
P=r2,

LLenici racunaju povsine kruga sa zadanom duljinom promijera ili polu-
mjera te duljinu promjera ili polumjera kada je zadana povsina kruga.

Primjeri iz [26]: Pozdrav suncu umjetncka je instalacija na zadarskoj rivi.
Sunce je prikazano krugom povsine 379.94 fn Kolika je duljina njegova
polumjera i promjera?

Krwzni vijenac je dio kruga omeden dvjema koncentrcnim krwznicama.
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A

P(ABCD) = P(AABD) + P(ABCD)
a-v _ c-v
2 2
av + cv
2
(ate)-v

2

Slika 9: Povsina trapeza (preuzeto iz [12]).

Ltenici otkrivaju da se povsina kriznog vijenca dobije oduzimanjem povsine
manjeg kruga od povsine veceg kruga. Ltenici istrazuju i racunaju povsinu
kriznog isjecka. Povsina krwenog isjecka i veltina pridrizenoga sredsnjeg
kuta proporcionalne su veltine. Krwznom isjecku povsine P pridrzen je
sredsnji kut , a cijelom krugu povsiner? sredsnji kut od 360 stupnjeva.
Vrijedi -5~ = o, odakle slijediP = r? .

U kurikulumu se naglessava da se kod obrade povisine kruga i njegovih
djelova ne provjerava tehnika racunanja, nego logcko razmsljanje i sposob-
nost analize problema.

Primjeri zadataka iz [26]:

" Pikado je drwstvena igra u kojoj je cilj strelicama pogoditi u plau
okruglog oblika promjera 45 cm. Placa je podijeljena na 20 jednakih
kriznih isjecaka koji su naizmjencno obojeni crnom i bijelom bojom.
Izracunaj povsinu jednoga bijelog dijela.

" Kolika je povsina prometnoga znaka kvadratnoga oblikacija je stranica
5 cm dulja od polumjera prometnoga znaka kruznog oblikaciji je opseg
188.4 cm?

Preporwca se istraziti povijest broja i koristiti aproksimacije 3.14 ili %
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Slika 10: Povsina kruga (preuzeto iz [26]).

U sedmom razredu wenici rcunaju povsine mnogokuta. Raunaju
povsine nepravilnih mnogokuta rastavljajici ih na mnogokute cije povisine
znaju izracunati (kvadrat, pravokutnik, paralelogram i trokut). U zadat-
cima se cesto pojavljuju situacije iz svakodnevnog zivota. tenici trebaju
izracunati povsinu stana u obliku nepravilnog mnogokuta te izrecunati nje-
govu cijenu ako znamo kolika je cijena za jedan‘mNa slcan nacin zadani su
i zadatci sa travnjakom i oranicama. Wcenik otkriva, obrazlaze i primjenjuje
formulu za povsinu pravilnog mnogokuta koristeci se povsinom karakte-
ristcnog trokuta. Wcenik argumentira odabir strategije pri racunaju povsine
mnogokuta u problemskoj situaciji. Naglasak je stavljen na wcenikovo logcko
razmsljanje i sposobnost analize problema, a ne na tehniku racunanja. Pre-
porica se zadavanje problemske situacije racunanja povsine koje se tcu
problema iz stvarnogzivota te korstenje programima dinamcne geometrije.

4.6 Osmi razred osnovneskole

U osmom razredu obrduju se geometrijska tijela. Obrauju se pravilne,
uspravne prizme i piramide, valjak i stawac. Kugla se nalazi u presirenom
sadraju. Od wenika se aekuje da opisuje oplasje i volumen nacrtanog ge-
ometrijskog tijela, oplsje povezuje s mrezom geometrijskog tijela, uaava
i opisuje elemente tijela i veze nau njima (ukljwcujici visinu i izvodnice),
objasnjava volumen kao mjeru prostora koje zauzima tijelo, primjenjuje racu-
nanje oplaja i volumena geometrijskih tijela u problemskim situacijama, is-
trazuje i otkriva odnose volumena prizme i piramide. Da bi wcenicima jasnije
predcili geometrijska tijela preporwca se izrada modela i korstenje progra-
mima dinamtne geometrije te ostalim dostupnim interaktivnim racunalnim
programima i alatima. U vrijeme pisanja diplomskog rada nema izdanih
udzbenika za osmi razred koji prate novi kurikulum.
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4.7 Prvi razred gimnazije

U prvom razredu srednjeskole painju se pojavljivati dokazi, pa aktivnosti
otkrivanja vse nisu u prvom planu. U kurikulumu je navedeno da se u
presirenom sadraju obraduju formule za povsinu trokuta s polumjerom
upisane i opisane krwznice. Nakonsto su upoznati sacetiri karakteristcne
take trokuta, dane su formule za povsinu i njihovi dokazi. U elektrontkom
izdanju udzbenika [28], u lekciji 7.6 dan je pogresan dokaz sljedeceg teorema.
Navedimo ispravan dokaz.

Teorem 4.1. Ako je u trokutu ABC polumjer opisane krwzniceR, a duljine

stranica sua;bi c, tada je povsina trokuta P = j—tF’f.

Dokaz. Neka jejBCj = a i A°tacka na opisanoj krwnici dijametralno su-
protna vrhu B, tj. takva da dwina BAP° prolazi kroz sredste S opisane
kriznice. Kutovi BAC i BA®C su obodni kutovi nad tetivom BC pa vrijedi
\ BAC =\ BAC = . Trokut ABC je pravokutan jer je\ BCA°kut nad
promjerom krwnice, pa vrijedi sin = s=. U trokutu vrijedi vc = b sin .
Uvsstavanjem tih jednakosti u formulu za povsinu trokuta dobivamo:

cvc_cbsin_cb%_ﬂc_
2 2 2 &R

Idwca dva teorema preuzeta su iz digitalnog izdanja udzbenika [28].

Teorem 4.2. Ako je u trokutu ABC polumjer upisane krwnicer, a poluopseg
trokuta je s, tada je povsina trokuta P = rs.

Dokaz. Trokutu ABC upsimo krwnicu. Sredste upisane krwnice je U.
Povucimo polujerer na stranice trokuta.

Uaimo trokute ABU, BCU i CAU. Svaki od tih trokuta ima visinu r
pa vrijedi
cr ar br _r

—+ = -(atbtc)=rs:

P(ABC) = P(ABU)+P(BCU)+P(CAU) = —+ =+ = 5

]

Jas jedna formula za povsinu trokuta koju wcenici susrecu dobila je ime
po gckom matematcaru Heronu. Ltenici u zadatcima primjenjuju Heronovu
formulu. U udzbeniku [28] dokazana je pomau Pitagorina polcka.

Teorem 4.3. Neka su a,b i ¢ duljine stranica trokuta, a s njegov poluopseg.
TadajeP = s(s a)(s b(s o).
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Slika 11: Dokaz formule za povsinu trokutaP = i—?f.

Dokaz. Neka je tacka N naste visine iz vrha C. Formulucemo dokazati
za tupokutan trokut, a za ostale trokute dokazuje se slcno. Uaimo dva
pravokutna trokuta ANC i BNC. U svakome od njih izrazimov,:

V=B x% vi=a? (c+x)%
Izjednacavanjem dobivamo:
2 B &
2c '

Uvrstimo |i x u prvu jednakost zav. i primjenimo formulu za razliku kva-
drata, dobivamo:

¥ x?=a? (c+ x)%t. x=

s _ azb2022_ a? P a® P @
o = B 2c = b 2c b+ 2c
2bc a®+ PP+ 2bc+ta? P &
2C 2C
(b+0?* &)@ (b c¢)?)
B 4c?
(b+c a)(b+c+a)(a b+c(a+b o)
1 :
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Slika 12: Dokaz formule za povsinu trokutaP = rs (preuzeto iz [28]).

Budwi da je a+ b+ c = 2s, sljedib+ ¢ a=2(s a); a+c b=
2(s b;a+b c=2(s c). Uvstavanjem slijedi

\Y/

,_1l6s(s a)(s b(s o,
c - 4c? :

Korjenovanjem i mnaenjem s nazivnikom nakon skrecivanja dobivamo

Y
% = s(s a(s b(s o:
Budwi da je P = ¢, dokazali smo formulu. O

Pri obradi slcnosti trokuta wenik odre duje, obrazlaze i primjenjuje od-
nose povsina, opsega i drugih velcina u slcnim torkutima. Povsine slcnih
trokuta odnose se kao kvadrati duljina odgovarajwcih stranicaP?: P = k2.

4.8 Drugi razred gimnazije

U drugom razredu gimnazije obrduju se krwznica i krug. Wenik pomau
proporcionalnosti izvodi formule za duljinu kriznog luka i povisinu kriznog
isjecka. Puni kut ima 360, pa kutu od 1 odgovara duljina luka koja je
360 puta manja od duljine cijele krwnice, tj. od opsega kruga. Dakle,
(1) = % ti. 1(1) = 5. Ako sredsnji kut ima  stupnjeva, tada je
duljina luka  puta veca od duljine luka koji odgovara luku od 1 te je
I( )= 15~ . Naslcan n&in izvodi se i formula za povsinu kriznog isjecka.
Naime, povsina kriznog isjecka sa sredsnjim kutom 1 je 360 puta manja od
povsine cijelog kruga, tj. P(1 ) = 3. No, tada je povsina kriznog isjecka

sa sredsnjim kutom stupnjeva, putaveaodP(1),t. P( )= ggo
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k)j___________ J

X A B

Slika 13: Dokaz Heronove formule (preuzeto iz [28]).

U presirenom sadezaju wenik recuna povsinu krienog odsjecka. Ako su
A i B krajnje tacke luka s kutom manjim od 180, onda pravacAB dijeli
isjecak na dva dijela, trokut V AB i krizni odsjecak odreden lukom i tetivom
AB. Povsina kriznog odsjecka racuna se tako da se od povsine krwznog
isjecka oduzme povsina trokuta V AB.

Nakon obrade trigonometrije trokuta, primjenom trigonometrijskih funk-
cija kutova u trokutu i formulom P = %=, dolazimo do novih formula za
povisinu trokuta. Povsina trokuta jednaka je polovici umnaska dviju stra-
nica i sinusu kuta izmelu njih: P = labsin = lbcsin = lacsin .

U drugom razredu gimnazije wcenici prasiruju znanje o poliedrima koje su
stekli u osmom razredu osnovneskole. Od wenika se aekuje da racuna vo-
lumen i oplesje geometrijskih tijela, prepoznaje i opisuje uspravnu prizmu
Cetverostrana, pravilna sesterostrana), piramidu getverostrana, pravilna
sesterostrana), valjak, staeac i kuglu i racuna elemente (duljine bridova, vo-
lumene, oplasje, polumjer baze...) prizme, valjka, piramide, stasca, kugle te
rotacijskih tijela. Uskolama s vse sati matematike wenik racuna elemente
krnjih tijela, prepoznaje i opisuje Platonova i Arhimedova tijela. Platonova
tijela su poliedri kojima su sve strane sukladni pravilni mnogokuti i kojima iz
svakog vrha izlazi jednak broj bridova. Strane Arhimedovih tijela su pravilni
mnogokuti, ali nisu sukladni. Kod otkrivanja formula za volumen preporica
se prelijevanje vode (presipanje rke ili pijeska) iz suplje piramide/stasca u
suplju prizmu/valjak sukladnih baza i visina. Pri racunanju volumena likova
geometrijskih tijela cesto se primjenjuje Cavalierijev princip. Cavalierijev
princip glasi: Neka su dana dva geometrijska tijela i ravnina. Ako su svi
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njihovi presjeci s ravninama usporednim s tom ravninom jednakih povsina,
onda ta dva tijela imaju jednake volumene.

Prizma je geometrijsko tijelo omdeno dvama sukladnimn-terokutima
koji se nalaze u usporednim ravninama i 8 paralelograma. Nazivamo je
jes 1 n-terostranom prizmom. Prizmu maemo opisati na je jedan n&in.
Maemo zamisliti dwinu MN s paetnom tackom u jednom vrhu baze i
zatim translatirati bazu tako da taj vrh putuje dwinom. Skup svih tako
dobivenih tacaka je prizma. Zato je presjek prizme ravninom paralelnom s
njegovom bazom mnogokut sukladan bazi.

M

Slika 14: Prizma (preuzeto iz [7]).

Do formule za volumen prizme u udzbenicima se dolazi na sljedeci necin.
Po Cavalierijevu principu sve prizme koje imaju jednake povsine baze i
jednake visine imaju jednak volumen. Kocka i kvadar su prizme. Znamo da
je volumen kockeV = a3, a volumen kvadraV = abc Uzmimo da je osnovka
pravokutnik sa stranicamaa i b. Duljina visine mu je ¢, pa volumen ma@emo
zapsati u oblikuV = Bv. Baza kocke je kvadratcija je povsineB = a2, a
duljina visine je a, pa je V = Bv. Dakle, volumen prizme ovisi 0 povsini
baze i visini prizme pa formulaV = Bv vrijedi za svaku prizmu.

Pomau Cavalierijeva principa dokazujemo formulu za volumen piramide.
Dokaze se da dvije piramide koje imaju baze jednakih povsina i jednake vi-
sine imaju jednak volumen. Dakle, formula za volumen piramide ne ovisi 0
vrsti mnogokuta baze vec samo o povsini baze. Zato ma@emo uzeti neku jed-
nostavnu piramidu i izracunati njezin volumen. Nacrtajmo trostranu prizmu
s osnovkamaABC i A;B;C;. RavninamaA;BC i A;BC; presjeicemo je
na tri trostrane piramide ABCA ;, BCC;A;i A;B;C;B. Piramide ABCA i
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Slika 15: Dokaz formule za volumen piramide (preuzeto iz [7]).

A;B1C;B imaju jednake obujme jer imaju sukladne osnovk&BC i A;B,C;

i jednake visine. Usporedimo sad piramidBCC;A; i A;B;C;B. Zamislimo
da je tacka A; vrh obiju piramida. Njihove su bazeBCC; i BB,C; jednakih
povsina jer su obje polovice paralelogram&8CC;B;. Visine se podudaraju
jer je visina udaljenost od vrhaA; do ravnine paralelogramaBCC;B;. Zato

i te dvije piramide imaju jednake volumene. Pokazali smo da je volumen
svih triju piramida jednak i iznosi trecinu volumena prizme,V = B?V.

Valjak je tijelo slcno prizmi i mae se opisati na istovjetan nin. Je-
dina bitna razlika je u osnovkama: osnovka prizme je mnogokut, a osnovka
valjka je krug. Zamislimo uz valjak prizmu iste visinev, s bazom povsine
B = r2 . Presjeci valjka i prizme imaju jednake povsine pa su im po Ca-
valierijevu principu jednaki i volumeni. Dakle, valjak i prizma s bazama
jednakih povsina i jednakim visinama imaju jednake volumene. Volumen
uspravnog ili kosog valjak polumjera baze i visinevijeV = r?v.

Formula za volumen stesca u udzbenicima je dobivena primjenom Ca-
valierijeva principa. Neka su dani stawac polumjerar, visine v i piramida
iste visine, acija osnovka ima jednaku povsinu kao i krug koji je osnovka
stesca. Budwi da su povisine osnovaka jednake, slijedi da su i povsine pre-
sjecnih likova jednake, pa su, prema Cavalierijevu principu volumeni stcsca i
piramide jednaki. Stoga je i volumen stcsca jednak trecini umnacska povisine
osnovke i duljine visineV = %rz v . Volumen kugle izracunava se primjenom
Cavalierijeva principa na dva tijela: polukuglu polumjeraR i valjak iz kojeg
je uklonjen sta@ac. Polumjer osnovke i visina valjka jeR.

Presjecemo li ta dva tijela ravninom udetjjenomx od ravnine osnovki,
kod polukugle dobivamo krug radijusar = = R2 x2. Kod drugog tijela
dobivamo krwni vijenac veceg polumjeraR i manjeg polumjerax (vrijedi
zbog slcnosti trokuta). Povsina presjecnog lika kod polukugle je R?  x2?)
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Slika 17: Volumen kugle (preuzeto iz [29].)

kao i povsina kriznog vijenca kod drugog tijela. Dakle, povsine su jednake
i to vrijedi za svaki x, pa je obujam polukugle jednak obujmu valjka iz kojeg
je uklonjen stazac, tj. V = 2R3 . Volumen kugle jeV = 3R® .

Volumeni krnje piramide i krnjeg stesca obraluje se uskolama s vse sati
matematike. Ako piramidu presijecemo ravninom paralelno njezinoj osnovci,
onace se raspasti na dva dijela od kojih je jedan manja piramida koju zovemo
dopunjak. Drugi je dio krnja piramida. Oznacimo sv visinu krnje piramide
(udaljenost ravnina u kojima leze bazeB i b). Neka je h visina manje,
odrezane piramide. To znai da je visina paetne piramide + h.

Baze B i b slcni su Iikovips kor? cijentom slcnosti % Zato vrijedi

B:b=(v+ h)2:h? odnosno B : b= (v+ h):h. Odavde slijedi:




/ /]

_

Slika 18: Krnja piramida (preuzeto iz [7]).

Volumen krnje piramide V razlika je volumena dviju piramida s bazama
B odnosnobi visinamav + h odnosnoh. Zato je

_B(v+h) bh_Bv h .
-3 33 38 W

Kada uvrstimo izracunatu vrijednost za h:

\Y,

V= \é(B+ P Bb+ by:

Presijecanjem stasca ravninom paralelnom s ravninom baze dobivamo manji
stwac slcan paetnom i dio koji nazivamo krnji stzac. Promatramo us-
pravni krnji stezac. Rezanjem po jednoj izvodnici plast krnjeg stasca mae
se prostrijeti u ravninu.

Taj je plest isjecak kriznog vijenca. Duljina veceg luka je 2R , a duljina
manjeg luka 2 . Zato je povsina plasta P razlika povsina P, i P, kriznih
isjcaka. Oznacimo privriemeno ss® duljinu nepostojeceg dijela polumijera
kriznog isjecka. 1z slcnosti trokuta imamo

:r=(s%+ s):R:
Odavdecemo izracunati potrebne veltine: s°= - i s%+ s= 2R Zato je

P=P, P,=R (s°+5s) rs®% s(R r):
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2rm

2Rn

Slika 19: Krnji stazac (preuzeto iz [29].

4.9 Trei icetvrti razred gimnazije

U trecem razredu srednje skole ne obrduju se povsine i volumeni. U
cetvrtom razredu srednjeskole cenici izracunavaju povsinu ispod grafa je-
dnostavnih funkcija rabeci Newton-Leibnizovu formulu i tablicu neodréenih
integrala. Uskolama s vse sati matematike pomacu integrala racunaju vo-
lumene rotacijskih tijela. U vrijeme pisanja diplomskog rada nema izdanih
udzbenika zacetvrti razred gimnazija koji prate novi kurikukum.

5 Geoplza

Geoplca je plastcna ili drvena placa scavicima rasporedenim u kvadratnu
mrezu oko kojih je mogLce rastezati gumene vrpce. Osmislio ju je egipatski
matematcar Caleb Gattegno 1952. godine.

Osim klastne kvadatne geoplae dostupna je i krizna geoplaa. Ge-
oplace su dostupne i na internetskim aplikacijama [8] i [9]. Umjesto geoplae
maemo koristit tackasti papir. U zadatcima u kojima je potrebno prikazati
vee likova na geoplai, ma@emo zajedno koristit i geoplau i tackasti papir,
tako da Lcenici rjesenja precrtavaju na tackasti papir.

Geoplaa je pogodna za korstenje u osnovnojskoli kod wcenja opsega,
povsina, pojma razlomka i svojstava geometrijskih likova. Wenicima omo-
gwcava vizualizaciju i kreativnost te ih potce na istrazivanje i analiziranje.
Mnogi wcenici u vsim razredima osnovne skole znaju formule za povsinu
kvadrata i pravokutnika, ali sam pojam povisina ne shvacaju. Cesto Lcenici
mijesaju pojam opsega i povsine i vjeruju da se povecanjem povsine lika
nwno povecava i opseg. U [5] naveden je problem nerazumijevanja mjer-
nih jedinica za povsinu. Naime, kada pitamo wenike da opsu centimetar
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Slika 20: Geoplae (preuzeto iz [10]).

kvadratni vecinace napisati oznaku bez stvarnog shvacanjasto to znaci. Ko-
risteci geoplacu wenicice racunati povsinu lika brojeci jedincne kvadratce
koji prekrivaju lik, pace im biti jasnije znacenje jedincnog kvadrata, a time
I znaenje centimetra kvadratnog.

Geoplca je pogodna za wenje povsine likova pa ju maemo koristiti u
petom razredu za povsinu kvadrata i pravokutnika i usestom razredu za
povisinu paralelograma i trokuta. Primjeri zadataka za povsine pravokut-
nika i kvadrata:

1. Pomau geoplae prikazi barem tri likaciji je opseg 12 cm. lzracunaj
povsine tih likova.

Slika 21: Rjesenje zadatka 1.
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2. Pomau geoplae prikazi barem tri likacija je povisina 8 cm 2. Izracunaj
opsegq tih likova.

Slika 22: Rjesenje zadatka 2.

3. Nageoplai prikazi dva para kvadrata i pravokutnika s istom povisinom.

Slika 23: Rjesenje zadatka 3.

4. Na geoplci prikazisto vse kvadrata razicitih dimenzija i izrecunaj im
povsine.

5. Na geoplai prikazi pravokutnik kojem je a=2i b= 4. lzra&aunaj mu
opseg i povsinu.
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6.

Pomau geoplae odredi duljinu nepoznate stranice pravokutnika ako

je poznatoa=4 cmi P =20 cm?.

Posljednja dva primjera su klascni zadatci koji se pojavljuju kod obrade
povsine pravokutnika i kvadrata, dok ostali zadatci potcu wenike na razmi-
sljanje i kreativnost.

Primjeri zadataka za povsinu trokuta:

7.

10.

11.

12.

Pomau geoplae maemo otkriti formulu za povsinu trokuta nadopu-
njavanjem do pravokutnika.

Na geoplai 4 4 prikazi dva jednakokracna pravokutna trokuta razicitih
povisina.

Na geoplai 4 4 prikazi dva medusobno nesukladna trokuta povsine
2 cn?.

Na geoplai 4 4 prikai sve pravokutne trokute povsine vece od 4
cm?. Nacrtaj odgovarajice slike na tackasti papir.

Na geoplai 4 4 prikazisto vse me dusobno nesukladnih trokuta Kkoji
dodiruju 4 cavica. Prikazi ih na tackastom papiru i izracunaj im
povsine.

Na geoplai 3 3 sve meusobno nesukladne trokute koji u unutrasnjosti
imaju tacno jednacavic. Prikazi ih na tackastom papiru i izraunaj
im povsine.

Slika 24: Rjesenje zadatka 12.
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13. Na geoplai 4 4 prikazi par medusobno slcnih pravokutnih trokuta
koji nisu jednakokrecni.

Povisina i sukladnost trokuta se obraduju usestom razredu. Slcnost trokuta
se obraluje u osmom razredu, pa je trinaesti zadatak primjeren za taj razred.
Primjeri zadataka za povsinu paralelograma:

14. Pomau geoplace maemo otkriti formulu za povsinu paralelograma.

15. Na geoplai 4 4 prikazi tri nesukladna paralelograma duljine osnovice
1 koji imaju jednaku povsinu.

Slika 25: Rjesenje zadatka 15.

16. Na geoplai 4 4 prikazi tri paralelograma s osnovicom duljine 2 i
razlcite povsine.

17. Na geoplai 4 4 prikazi nepravokutni paralelogram najvece mogice
povsine. Kolika je ta povsina?

18. Na geoplai 4 4 prikazi sto vse me dusobno nesukladnih paralelo-
grama. Nacrtaj ih na tackastom papiru i izracunaj im povsinu.

38



Literatura

[1] A. Boras Mandt i dr., Nina i Tino 3, udzbenik matematike za treci
razred osnovneskolgPro I, Zagreb, 2020.

[2] F. M. Bruckler, Povijest matematike 1-izmijenjeno i dopunjeno izdanje
Odjel za matematiku Svetcilsta J.J. Strossmayera u Osijeku, Osijek,
2014,

[3] F. M. Bruckler, Povijest matematike 2 Odjel za matematiku
Sveucilsta J.J. Strossmayera u Osijeku, Osijek, 20009.

[4] V. Cat, Petnaesto predavanje iz Teorije skupova, dostupno na:
https://web.math.pmf.unizg.hr/ ~veky/B/TS.m15p.06-02-04.pdf
(@ujak, 2021.)

[5] A. Czmesija, T. Soucie, R. Svedrec,Primjena geoplae u nastavi mate-
matike, Powcak: casopis za metodiku i nastavu matematike,50 (2012.),
25.-39.

[6] B. Dakt, N. Elezovc, Matematika 1, udzbenik za prvi razred gimnazija
I strukovnihskola, Element, Zagreb, 2019.

[7] B. Dakec, N. Elezove, Matematika 2, udzbenik za drugi razred gimna-
zija i strukovnihskola, Element, Zagreb, 2019.

[8] Geoplaca, dostupno na:  https://www.mathplayground.com/
geoboard.html (azujak 2021.).

[9] Geoplaca, dostupno na: https://apps.mathlearningcenter.org/
geoboard/ (@xujak 2021.).

[10] Geoplace u boji, dostupno na: http://www.idadidacta.hr/
geoploce-u-boji-6-kom-6312  (@ujak, 2021.).

[11] G. Gojmerac Dekanc i dr.,Matematika 5, udzbenik za peti razred os-
novneskole Element, Zagreb 2019.

[12] G. Gojmerac Dekanc i dr., Matematika 6, udzbenik za sesti razred
osnovneskole Element, Zagreb 2019.

[13] G. Gojmerac Dekanc i dr., Matematika 7, udzbenik za sedmi razred
osnovneskole Element, Zagreb 2019.

[14] Hilbert's third problem, dostupno na: https://en.wikipedia.org/
wiki/Hilbert%27s_third_problem (ujak 2021.).

39



[15] D. Juke, Mijera i integral, Odjel za matematiku Svetcilsta
J.J.Strossmayera u Osijeku, Osijek, 2012.

[16] Kurikulum nastavnog predmeta Matematika za osnovne skole i
gimnazije Narodne novine 7/2019., dostupno na: https://
narodne-novine.nn.hr/clanci/sluzbeni/2019 01 7 146.html

[17] D. Paunc, History of measure theory Handbook of measure theory,
str. 1{26, North-Holland, Amsterdam, 2002.

[18] B. Pavkovt, D. Veljan, Elementarna matematika 1, Tehntka knjiga
Zagreb, 1992.

[19] B. Pavkovc, D. Veljan, Elementarna matematika 2,Skolska knjiga
Zagreb, 1995.

[20] T. Soucie,Geoplaa - Aha, to je matematikal Alfa, Zagreb, 2018.

[21] E. M. Stein, R. Shakarchi,Real analysis Princeton university, New
Jersey, 2005.

[22] R. Svedrec, Trokuti na geoplai, Matka: casopis za mlade mate-
matcare, 20, br.77 (2011.), 25.-27.

[23] H. Sikc, Mijera i integral, biljeske s predavanja (natipkao i ure-
dio 1.Krijan),2012., dostupno na: https://web.math.pmf.unizg.hr/
~ikrijan/pdfs/nastava/mjera.pdf (ujak 2021.).

[24] Z. Sikc i dr., Matematika 5, udzbenik za peti razred osnovne skqle
Pro |, Zagreb, 2020.

[25] Z. SikT i dr., Matematika 6, udzbenik za sesti razred osnovne skole
Pro |, Zagreb, 2020.

[26] Z. Sikc i dr., Matematika 7, udzbenik za sedmi razred osnovne skole
Pro |, Zagreb, 2020.

[27] S.Stimac, Geometrija i topologija, dostupno na:https://web.math.
pmf.unizg.hr/ ~sonja/Geometrija%20i%?20topologija.pdf (@ujak
2021.).

[28] S. Varsanec,Matematika 1, udzbenik za prvi razred gimnazija i stru-
kovnihskola, Element, Zagreb, 2020.

[29] S. Varsanec,Matematika 2, udzbenik za prvi razred gimnazija i stru-
kovnihskola, Element, Zagreb, 2020.

40



[30] Wallace-Bolyai-Gerwien-ov  teorem, dostupno na: https:
llen.wikipedia.org/wiki/Wallace%E2%80%93Bolyai%E2%80%
93Gerwien_theorem(azujak 2021.).

41



Saetak

Na paetku diplomskog rada dan je povijesni pregled razvoja povsine i vo-
lumena. Zatim su de nirani kljicni pojmovi iz teorije mjere kaosto su -
algebra i mjera na -algebri. De nirana je Lebesgueova mjera koja n&?
predstavlja moderni pojam povsine, a naR?® predstavlja moderni pojam
volumena. Zatim je dana analiza obrade pojmova povsine i volumena od
treceg razreda osnovne skole docetvrtog razreda gimnazije. Na kraju rada
metodcki je razradena obrada opsega i povsine S pomau hastavnog poma-
gala geoplae.
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Summary

At the beginning of the thesis the historical development of area and vo-
lume is given. Then, key terms from measure theory such as-algebra and
measure on -algebra are de ned. The Lebesgue measure is de ned, 83
representing the modern notion of area and oR® representing the modern
notion of volume. Next, the treatment of the concept of area and volume
from third grade of elementary school to the fourth grade of high school is
analysed. At the end, treatment of perimeter and area with the help of the
teaching aid Geoboard is methodically elaborated.

43



Zivotopis

Rodena sam 24. lipnja 1995. godine u Zadru. Svoje obrazovanje sam zapaela
2002. godine u Osnovnojskoli Smiljevac u Zadru. Osmi razred sam zavsila
2010. godine, te upisala Gimnaziju Vladimira Nazora u Zadru. Po zavisetku
oce gimnazije 2014. godine upisujem preddiplomski svetcilsni studij Ma-
tematika na Prirodoslovno-matematckom fakultetu u Zagrebu. Smjer mije-
njam 2015. godine upisujwi studij Matematika; smjer: nastavncki. Zavise-
tkom studija 2018. godine stjecem akademski naziv svelcilsnog prvostup-
nika edukacije matematike. Te godine upisujem diplomski svelcilsni studij
Matematika; nastavncki smjer na Prirodoslovno-matematckom fakultetu u
Zagrebu koji ove godine zavisavam.

44



