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Uvod

Razvoj tehnologije potakao je potrebu za obradom velike koli¢ine podataka. Tako je simu-
lacija kompleksnih sustava postala zahtjevnija s obzirom na broj potrebnih podataka kao i
veli¢ina tih sustava. Cesto takvi sustavi nisu eksplicitno dani ve¢ su odredeni mjerenjem
1 prikupljanjem podataka kao Sto su npr. rasprSni parametri (scattering parameters). Prili-
kom rekonstrukcije sustava na temelju mjerenja javljaju se problemi poput: kako efikasno
provesti rekonstrukciju sustava, koja je dimenzija sustava itd. U ovom diplomskom radu
bit ée opisan postupak interpolacije podataka kako bismo dobili temeljni sustav te reduk-
cije sustava na minimalnu dimenziju. Redukcija modela nam mogucuje da se dimenzija
sustava znatno umanji te omoguci brZe procesuiranje.

U prvom poglavlju bit ¢e dan pregled osnovnih definicija i rezultata vezanih za tzv. LTI
sustave. Obradit ¢e se pojmovi poput upravljivosti, osmotrivosti, funkcija transfera te mi-
nimalna realizacija sustava. Drugo poglavlje se bavi problemom racionalne interpolacije.
Dati ¢emo definiciju i osnovna svojstva Loewnerove matrice te njenu svrhu u povezivanju
podataka s temeljnih sustavom. Zadnji dio rada bavi se opéenitim slucajem kada su dani
podaci vektori. Prezentirat cemo neke numericke rezultate te primjenu metode na velikim
podacima.






Poglavlje 1

LTI sustavi

1.1 Upravljivost i osmotrivost

Sljedece dvije jednadzbe opisuju vrstu dinamickih sustava koju ¢emo promatrati:

X(1) = Ax(?) + Bu(y), x(0) = xo,

(1.1)
y(t) = Cx(t) + Du(?),

pri cemu su x(¢), u(?), y(¢) vektorske funkcije takve da

u(r) e R", x(r) e R",y(r) e R”,t > 0.

iA e R” BeR™ CeRP D e RP" matrice. Funkcija u predstavlja ulaz sustava, y
predstavlja izlaz sustava te x predstavlja stanje sustava. Sustave poput (1.1) oznacavamo
kao uredena Cetvorka G = (A, B, C, D). Sustav koji ima jedan ulazijedanizlaz (im = p = 1)
nazivamo SISO (Single Input Single Output) sustav, a sustav koji ima viSe ulaza i viSe
izlaza (m > 1, p > 1) nazivamo MIMO (Multiple Input Multiple Output) sustav. U svrhe
kasnijih dokaza navodimo eksplicitno rjeSenje prve jednadzbe sustava (1.1).

Propozicija 1.1.1. RjesSenje jednadzbe sustava
x(1) = Ax(t) + Bu(z), x(0) = xo
je dana s t
x(t) = eV xg + fo A Bu(tydr, t>0.
Kazemo da je sustav linearno vremensko-invarijantni (LTI) ukoliko vrijedi

e Linearnost. Neka su «a, a; skalari te u;, u, ulazi koji daju izlaze redom yy, y,. Tada
ulaz oblika u = aju; + a,u; daje izlaz oblika y = a1y, + ayy».

3



4 POGLAVLIJE 1. LTI SUSTAVI

e Vremenska invarijantnost. Neka ulaz u daje izlaz y. Tada ulaz @i = u(- — 7) daje
izlazy = y(- — 7).

Sustav (1.1) je upravo LTI sustav. Bitan pojam vezan za LTI sustave jest upravljivost.
Kako bismo definirali tocno $to je upravljivost najprije definiramo S$to znaci da je neko
stanje dohvatljivo.

Definicija 1.1.2. Za fiksan t > 0, neka je X, := {¢£ € R" : postoji ulaz u td. je x(t) = ¢}. X,
zovemo skup svih dohvatljivih stanja u trenutku t.

Sada moZemo definirati pojam upravljivosti.
Definicija 1.1.3. Za sustav (1.1) definiramo matricu upravljivosti sa
C(A.B):=|B AB A’B --- A"'B|. (1.2)

KaZemo da je par (A, B) upravljiv (eng. controllable) ako je prostor upravijivosti Cy p :=
Im C(A, B) = R", odnosno ako je rang matrice C(A, B) jednak n. Nadalje, za t > 0 defini-
ramo (konacni) Gramijan upravljivosti

!
W, := f e "BB " dr. (1.3)

0

Sljedeci teorem nam daje jaku tvrdnju da zapravo skup X, ne ovisi o odabiru vremena
t > 0, odnosno, ukoliko je neko stanje dohvatljivo u trentku #, ono je dohvaljivo u svakom
trenutku.

Teorem 1.1.4. Za svaki t > 0 vrijedi X, = ImW, = ImC, p.

Obratno, moZemo promatrati koja su sva moguca pocetna stanja sustava ukoliko nam
je poznat izlaz sustava u nekom trenutku. Svojstvo sustava koji to postiZe je osmotrivost.

Definicija 1.1.5. KaZemo da je par (C,A) osmotriv (eng. observable) na [0,T] ako, za
dani y(t), T € [0, T], postoji jedinstveni x, takav da je y(t) = Ce’"xy. Matricu

C
0(C,A) =
ca
zovemo matrica osmotrivosti te Nc 4 := Ker O(A, C) zovemo neosmotrivi prostor.

Sli¢no kao i kod upravljivosti, par (C, A) je osmotriv ako je matrica osmotrivosti punog
ranga. Pojam osmotrivosti je dualan pojmu upravljivosti Sto se vidi iz sljedece propozicije.



1.2. TRANSFORMACIJE SUSTAVA 5

Propozicija 1.1.6. (C, A) je osmotriv ako i samo ako je (A*, C*) upravljiv.

Konacno, bitno je istaknuti jedan teorem koji nam omoguduje jednostavniju provjeru
upravljivosti odnosno osmotrivosti nekog sustava.

Teorem 1.1.7. (Popov-Belevich-Hutus test) Par (A, B) je upravljiv ako i samo ako vrijedi
(YA€ C) rank(|A-AI B|)=n.

Bitno je naglasiti da je skup upravljivih (osmotrivih) sustava gust. Odnosno, za svaki
(A, B) € R™" x R™™ i svaki € > 0 postoje matrice AA, AB takve da je ||(AA, AB)|| < €1 par
(A + AA, B + AB) je upravljiv.

1.2 Transformacije sustava

Ponekad je poZeljno vrsiti transformaciju matrica sustava kako bismo dobili oblik iz kojega
moZzemo vidjeti neka njegova svojstva. Na primjer, kako bismo jednostavnije primijenili
test upravljivosti (1.1.7). Neka je T € R™" regularna matrica. Definiramo X = Tx te
uvrStavanjem dobivamo

— B
k() = Tx(¢) = T(AX(t) + Bu(®)) = (TAT H%(t) + (T B) u(t) = AX(t) + Bu(r),
/—/C; D

§(1) = Cx(¢) + Du(t) = (CT™H%(t) + D u() = Cx + Du(r).

Dakle, sustav (A, B, C, D) ima i realizaciju (4, B, C, D). Svojstva sustava ostaju ista prili-
kom transformacije.

Propozicija 1.2.1. (A, B) je upravljiv ako i samo ako je (A, B) upravljiv.
Dokaz. Uo€imo da za n € N vrijedi
(TAT™"Y' = TAT'TAT™' ... TAT ' = TA"T™".

Sada imamo

C(TAT‘I,TB):[TB (TAT")TB (TAT™')?* --. (TAT“)”TB]
:[TB TAB TA’B --- TA"—‘B]
= TC(A, B).
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Ekvivalentna tvrdnja vrijedi 1 za osmotrivost. Postavlja se pitanje, postoji li transfor-
macija koordinata tako da se iz dobivene realizacije (A, B, C, D) moZe uociti upravljivost
odnosno osmotrivost.

Teorem 1.2.2. Neka je (A, B) takav da je dim C, g = r. Tada postoji transformacija koor-
dinata T takva da je

1.
A=TAT' = [A(;l A”], B=TB= [Bl], A eR™ B e R™™,

CA’B = TCA’B =Im [g] .

3. Par (Ay1, B)) je upravljiv.

Dokaz. Najprije pokaZimo da je C4 p A—invarijantan. Iz Hamilton-Cayley teorema slijedi
da je
n—1
A" = Z LAk, za neke A, € C".
k=0

Iz toga slijedi da je

A-ImC(A,B)=A-Im [B AB A’B ---A"—IB]
=Im [AB A’B A’B ---A"B|
CIm|[B AB A’B ---A™'B]
= Cyz.

Sada, neka je U baza za C4 3 te ju nadopunimo sa U do baze za R”. Definiramo novu
matricu 7' = [U U ] koja je regularna n X n matrica. Sada je

Kako je C4 p A—invarijantan, vrijedi da je AU = UA,, za neku matricu A;. Nadalje, kako

T &ini bazu za R” vrijedi AU = Tﬁz gdje je A, = [221] za neke matrice A,;,A». Sada
2
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imamo

Nadalje, uo¢imo kako je ImB € C, g dakle B = U B, za neku matricu B, pa slijedi

S . ILl|5 [B
B:TIB:TIUBlz[O]BI:[OI].

Dakle, traZena transformacija je 7 := 7. Nadalje, 2) slijedi direktno iz prethodno poka-
zanog:

Cip=TCry=T"Cay=T"ImU = T‘llm(f [g]) —Im [f)]

Za 3) najprije uocimo da vrijedi

~ ~ 12 ~ ~ ~ 1k ~
An Axn| _ A ol An Axn| _ A% *
0 Ap 0 A3 0 Axp 0 ALl
Koristeci tu ¢injenicu dobivamo
= - . = = ~ 1275 = - -l
i |[B1] A Ax||Bi| |An Ax| |Bi A Ay B,
CA,B) = o o o
0 0 Axn||o0 0 Axn| |0 0 Ap 0
_|[Bi] [AnB: Ar'B,
{0 0 0 '
Kako je rank(C(A, B)) = rank(C(A,B) = r slijedi da je rank(C(A,;, B))) = r to jest

Ci,.z = R paje (A1, B)) upravljiv. -

Dokaz je kontruktivan pa se lako vidi kako bi se trazena transformacija izracunala i
primijenila na sustav. Kazemo da je par (A, B) iz prethodnog teorema u formi upravljivosti.

1.3 Minimalna realizacija

Prethodno smo definirali transformacije koje ne mijenjaju sustav. Sada formalno defini-
ramo Sto znaci da su dva sustava jednaka, to jest ekvivalentna.

Definicija 1.3.1. KaZemo da su sustavi G, = (A, B1,Cy,D,) i G, = (A;, B>, Cy, D) ekvi-
valentni ukoliko za sve ulaze wi sve t > 0 vrijedi y,(t) = y(?).
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Sljedeca lema je alat koji cemo koristiti kao provjeru ekvivalentnosti dva sustava.

Lema 1.3.2. Realizacije G = (A,B,C,D) i G, = (A, B;,Cy, Dy) su ekvivalentne ako i
samo ako je D = D, i CA*B = CIAII‘B] za sve k > 0.

Dokaz. 1z (1.1.1) znamo da su eksplicitna rjeSenja dana s

v = [ CeAVBu(r)dr + Du(r) } -

yi() = [ Cie"“DBu()dr + Diu(r)

Ce''B = kz(;k'CAkB ZCA B, = C,e"'B,, Vt>0.

Dakle, y(¢) = yi(5).

Pretpostavimo da je y(¢) = y;(¢), ¥t > 0, Yu(r) € R". Posebno, za r = 0 slijedi

¥(0) = y1(0) = Du(0) = D;u(0), Yu(0) € R”
= (D-D)u(0) =0, Yu(0) e R"
= D =D,.

Sada tvrdimo da je Ce?*™B = C,e*"" 9B, za sve t — v. U protivhom, postoji y > 0 u
kojemu nisu jednaki. Definiramo u(z) := (Ce®*'=0 B — C 10 1=0 B )* te vrijedi u(1) # 0.
Oduzimanjem jednakosti iz () za t = #; + 1 te uvrStavanjem definiranog ulaza dobivamo

u(r)”

to+1
0= f (Ce* DB — Cie OB u(t)dt
0

fo+1
= f u(T)u(r)dr.
0

To je kontradikcija s pretpostavkom egzistencije #, jer u*(l)u(l) # 0. Kako je u(r) ne-
prekidna u 7 funkcija unutar intergrala ne moZe biti nul matrica. Dakle, CeA""™B =
C 4D B,. Kona¢no, imamo

dk
—Ce'B

dk
d[k = —C1€AIIBI

e = CA'B=CA{B;, Vk>0.
1=0*

t=0*

Sada navodimo glavni teorem egzistencije minimalne realizacije.
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Teorem 1.3.3. Neka je G = (A, B, C, D) realizacija takva da (A, B) nije upravljiv ili (C,A)
nije osmotriv. Tada postoji ekvivalentna realizacija niZeg reda. U protivhom, G je mini-
malna realizacija.

Dokaz. Pretpostavimo da (A, B) nije upravljiv. Gledamo formu upravljivosti

- Ay, A -~ |B
_ -1 _ |An A _|b1
A =TAT _[O Azz]’ B [0]

Definiramo C = CT~! = [C‘l éz] i D = D. Tvrdimo da je G = (4,,, B,,C,, D) ekviva-
lentna realizacija niZeg reda.

CA*B = (CTYT'ATT'B

I
@)
=
¢

= C‘IAHB], k > O

Prema prethodnoj lemi, tvrdnja vrijedi. Analogno se pokaze ukoliko (C, A) nije osmotriv.

Neka je (A, B) upravljiv i (C, A) osmotriv te pretpostavimo da je G; = (A, By, Cy, D;)
ekvivalentna realizacija reda n, < n. Prema prethodnoj lemi tada vrijedi da je CA*B =
C1AYBy, Yk > 0. Sada imamo

C
C:A [B AB --- A"‘lB] = [CA”J‘B]U
CA™!
- [ClATjBl]ij
C
= CI:AI B AB - AI'BY.
CiA"!

Uocimo da je rang lijeve strane jednak n dok je rang desne strane manji ili jednak n
odnosno strogo manji od 7 $to je u kontradikciji. Dakle, G je minimalna realizacija. O

Bitno je naglasiti kako, prije dokaza, nije ocito da se neupravljiva (i neosmotriva stanja)
mogu zanemariti u izlazu. Dakle, kao $to je pokazano, za racunanje minimalne realizacije
potrebno je transformacijama odstraniti neupravljiva odnosno neosmotriva stanja.
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1.4 Funkcija transfera

Alternativna metoda za promatranje sustava jest da vr§imo transformaciju nad relevantnim
signalima. Posebno, Laplaceova transformacija funkcije vremena f(¢) je definirana s

f(s) = fo f(ne™dt,

gdje se s nalazu u podrucju od C za koje intergral konvergira. Time je definirana linearna
transformacija izmedu funkcija koje ovise od ¢ 1 koje ovise o s. NeCemo ulaziti u detalje o
funkcijskim prostorima za koje je ova transformacija izvediva, ve¢ ¢emo samo pretposta-
viti da funkcije ne rastu brze od eksponencijalne funkcije. Preciznije, za danu funkciju f
pretpostavimo da postoje konstante « i 8 takve da

If(O)l < Be”, t=0.

U tom slucaju, transformacija je dobro definirana kada je Re(s) > a.
Osnovno svojstvo jest da, ukoliko vremenska derivacija f(¢) ima dobro definiranu La-
placeovu transformaciju, ona je dana s

sf(s) = f(O).

Ovo svojstvo se moze iskoristiti kako bi se izracunala Laplaceova transformacija polaznog
sustava:

sX(s) — x(0) = AX(s) + Bu(s),
y(s) = CX(s) + Du(s).
Posebno, za x(0) = 0, dobivamo direktan odnos izlaza i ulaza
(s) = G(s)d(s) (1.4)

pri ¢emu se
G(s)=C(sI-A)'B+D
naziva transfer funkcija sustava. Ova funkcija je dobro definirana za s takve da matrica
(s — A) ima inverz i, posebno, identitet (1.4) vrijedi u poluravnini Re(s) > a gdje su na-
vedene funkcije dobro definirane. Prethodno su funkcije ovisile o vremenu pa to nazivamo
vremenska domena dok smo Laplaceovom transformacijom presli u frekvencijsku domenu.
Preko transfer funkcija se takoder moZze odrediti da li su dva sustava ekvivalentna.

Lema 1.4.1. Dvije realizacije G| = (A, B1,Cy, D)) i G, = (A3, By, Ca, D,) su ekvivalentne
ako i samo ako im se transfer funkcije podudaraju, to jest

Gi(s) = Ci(sI —A)'By + Dy = Co(sI — A)) ' By + Dy = Go()

za sve s za koje su inverzi dobro definirani.
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Kako bismo promatrali strukturu transfer funkcija, najprije je potrebno analizirati raci-
onalne funkcije. Racionalna funkcija je kvocijent dva realna polinoma, generalno oblika

b,s" +---+bis+ by
", s+t ag]

8(s) = (1.5)
gdje su a; 1 b, skalari te m i n prirodni brojevi. Funkcija je realna racionalna funkcija
ukoliko su ay; i by realni brojevi. Ova funkcija je dobro definirana na cijeloj kompleks-
noj ravnini osim u nultockama nazivnika. Nulto¢ke nazivnika nazivamo polovi racionalne
funkcije. Kazemo da je racionalna funkcija prava ako je n > m 1 strogo prava ako je n > m.
Nama su od interesi uglavnom prave realne racionalne funkcije. Nadalje definiramo red ra-
cionalne funkcije.

Definicija 1.4.2. Red (kompleksnost) skalarne racionalne funkcije g(s), definirane s (1.5)

je
deg(g) := max{deg n, deg d},

gdje je n(s) brojnik, a d(s) nazivnik racionalne funkcije 2.

Ponekad se stupanj naziva McMillanov stupanj od g(s). ProSirujemo pojmove skalarne
funkcije na matricni slucaj na sljedeéi nacin: pretpostavimo

811(s) -+ Zim(s)
Go)=| : .
gpl(s) e g)pm(s)

gdje je svaka g;;(s) skalarna funkcija. Kazemo da je G(s) prava realna racionalna matri¢na
funkcija ukoliko je svaka g;;(s) prava realna racionalna funkcija. Vracajuci se na transfer
funkciju, bitno je uociti da je ona upravo racionalna funkcija. Naime, izraz (sI — A)™! se
moZe zapisati kao .
-1 .
(sI-A)" = detol = A) adj(sI — A),

gdje je adj(-) adjunkta matrice i formira se preko kofaktora matrice. Dakle, adj(sI — A) je
matrica Ciji elementi su polinomi reda manjeg od n. Determinanta det(s/ — A) je takoder
polinom (karakteristi¢ni polinom od A) te je stupnja n. Dakle, (sI — A)~! je strogo prava
realna racionalna matri¢na funkcija te slijedi da je C(sI—A)~' B+ D prava realna racionalna
matri¢na funkcija.






Poglavlje 2

Problem racionalne interpolacije

Neka su dane tocke P = (x;,y;), i = 1,..., N, pri Cemu obje koordinate svake tocke pripa-
daju nekom skalarnom polju (R ili C). Osnovni problem jest pronaci parametrizaciju svih
racionalnih funkcija koje interpoliraju dane tocke te kasnije pronaci one minimalnog stup-
nja, to jest, pronaci racionalnu funkciju najmanjeg stupnja koja poprima dane vrijednosti u
danim toCkama. RjesSenje ovog problema je bitno za interpolaciju funkcije transfera sustava
za kojeg su toCke dane. U praksi standardna interpolacija nije moguca zbog kompleksnosti
racuna i velike koli¢ine danih podataka.

2.1 Lagrangeova racionalna interpolacija

Ideja pristupa racionalnim funkcijama jest da koristimo formulu koja se koristi za interpola-
ciju s Lagrangeovim polinomima. Najprije, particionirajmo skup tocaka P u dva disjunktna
skupa:

P.={(A,w):i=1,...,k}, Pr:{(ﬂj,vj)ij: L...q}

gdje smo tocke redefinirali kao

/11': is i = Yis .:1’---’]{’
{ SOOI -

ﬂj:xk+j’ Vj:yk+j7 _]: 1,-",q’

Pripadne skupove ¢emo nazivati lijevi i desni podaci. Definiramo Lagrangeovu bazu za
polinome stupnjanajviSe k —1: za A, €R, i=1,...,q: 4; # A;,i # |

k
a@) = |- i=1. ..k
i=1

i’ #i

13
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Za konstante a;,i = 1,...,k, promotrimo funkciju ¢(s) implicitno definiranu sljede¢om
jednakosti:
k
Zaim =0, a #0. @.1)
S — /1,'

i=1

RjeSavanjem za ¢ dobivamo

k  ajw;

k
#(s) = i=1 5= Duieg @iwigi(s)
Tk P k ’
-1 S(_;/lz et @iqi(s)
Ovo je racionalna Lagrangeova interpolacijska formula. Referenca na Lagrangeovu in-

terpolaciju polinomima jest da ukoliko uzmemo «@; = ﬁ 1 buduéi da le (;1_"((;_)) =1,
dobivamo

a; # 0. (2.2)

k

q;(s)
B(S) = Prag(s) = ) wi——;
fee ; qi(4;)

drugim rijeCima, racionalna funkcija ¢(s) postaje upravo Lagrangeov polinom ¢,,(s) koji
interpolira tocke P..

U slucaju racionalne funkcije, slobodni parametri a; mogu se odrediti tako da se postave
dodatni uvjeti interpolacije na skup P,:

(b(ﬂj):vj’ jzl,...,q.

2.2 Loewnerova matrica

Kljucan alat u analizi racionalne interpolacije jest Loewnerova matrica. Matrica se kons-
truira iz lijevih i desnih podataka

M= 1= Ak

L= : . (2.3)
Vg=W1 Vg—Wg
Hg=A1 Hq=Ay

Glavno svojstvo Loewnerovih matrica koje ih povezuje uz racionalne funkcije jest sljedece:

Lema 2.2.1 (Glavno svojstvo). Neka je ¢ racionalna funkcija i neka je P skup tocaka takav
da za sve indekse i vrijedi y; = ¢(x;) te x; nije pol od ¢. Neka je L gxk Loewnerova matrica
za neku particiju P., P, od P. Tada vrijedi,

q.k > degdp = ranklL = deg ¢.

Slijedi da je tada svaka kvadratna Loewnerova podmatrica reda deg ¢ regularna.
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Ovo je klju€an rezultat u daljnjem promatranju. Dokaz ove leme se zasniva na sljedec¢em
rezultatu.

Propozicija 2.2.2. Neka je (A, B) upravljiv i neka su A;, i = 1,...,r, razli¢iti skalari koji
nisu svojstvene vrijednosti n X n od matrice A. Ako je r > n tada vrijedi

rank| (11 = A)'B,..., (4,1 - A)'B| =n.
Sli¢na propozicija vrijedi 1 za osmotrivost.

Dokaz Leme 2.2.1. Neka je (As, Bs, Cs) minimalna realizacija sustava ¢ija je funkcija tran-
sfera ¢ reda n. Tada je

¢(s) = Cs(sI — As)™' Bs.
To implicira da je

Vi=W;j -1 -1 . .
(L)l’7j: 1 :—C5(/1iI—A(5) (/le—Afg) B(g, l:1,...,q,]:1,...,k.

i J

Posljedi¢no tome, Loewnerovu matricu mozemo faktorizirati kao

L=-6,%.
pri emu
Cluil - AY
= |(-A'B (LI-AY'B - (WI-AY'B], O, = Clel . AT
Cluyd - A)!

Matrica %, odnosno 0, se zove generalizirana matrica upravljivosti, odnosno genera-
lizirana matrica osmotrivosti koje su pridruZene interpolacijskom problemu. Kako su te
matrice punog ranga (n), ujedno je i Loewnerova matrica L ranga n. Kako je svaka Loewne-
rova podmatrica zapravo Loewnerova matrica nekog podskupa stupaca i redaka, slijedi da
ima svojstvo punog ranga. O

2.3 Konstrukcija i realizacija interpolanada

Sada moZemo promatrati konstrukciju racionalne funkcije iz danih podataka. U svrhu toga
slijedi definicija.
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Definicija 2.3.1. Rang skupa P definiramo kao

rank P = I’Ilflx {rankL} = n,

pri cemu se maksimum uzima po svim Loewnerovim matricama koje mogu biti formirane
iz podataka P.

Uoc¢imo da je rang skupa P a priori nepoznat. Posljedica Leme 2.2.1 jest da je rang
svih Loewnerovih matrica koje imaju barem » redaka i n stupaca jednak n. Pretpostavimo
daje2n < Nidaje g =n,tadaje k = N—n > n paje jezgra matrice L netrivijalna i postoji
vektor ¢ za koji vrijedi

Le=0, ceR'Y k=N-n. (2.4)

U tom slucaju, matrici L. moZemo pridruZiti racionalnu funkciju

ny.(s)
PL(s) = 4. 5) (2.5)
koriste¢i formulu za Lagrangeov polinom (2.2), gdje je a; = ¢;, to jest,
L oaw; o
n(s) =y siﬂ’j, di(s) = > S_fﬁj, (2.6)

J=1 J
Racionalna funkcija ¢, ima sljedeéa svojstva:

Lema 2.3.2. (a) deg ¢ <n < N.

(b) Postoji jedinstvena racionalna funkcija ¢y, pridruzena svim vektorima c i Loewnero-
vim matricama L za koje vrijedi Le = 0 i rankL = n.

(c) Brojnik i nazivnik, ny,dy, imaju n — deg ¢, zajednickih faktora oblika s — A;.

(d) ¢r interpolira tocno N —n + deg ¢y, tocaka iz P.

Potpuni dokaz je vrlo tehnicki te za potpuni dokaz Citatelja upu¢ujemo na [2]. U nas-
tavku ¢emo pokazato samo neke jednostavnije slucajeve tvrdnji (a) i (d).

Dokaz.  (a) Tvrdimo da za matricu L ranga jednakom ¢ moZemo odabrati vektor ¢ oblika
¢ =(c1,62,...,C4,C4+1,0,...,0)pricemu je c; # 0 zasve i = 1,...,q + 1. Najprije
particioniramo L = [L1 *] gdje je L; € C@*D Rang matrice L, iznosi ¢, pa mora
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imati netrivijalnu jezgru. Neka je ¢; = (cy,¢2,...,¢441) ne-nul vektor iz KerL;.
Sada imamo da je funkcija ¢;, pridruZena vektoru ¢ = (¢y,0,...,0) reda najvise g.
Ukoliko se promatra ¢ koji ima viSe od g + 1 ne-nul elemenata, onda dokaz postane
netrivijalan.

PokaZimo sada da tako dobivena funkcija ¢ interpolira u svim tockama Ay, ..., ;.
Zbog Le = Oslijedidazasvei=1,...,q vrijedi

Vl'—Wj
D ej—=0. 2.7)

Funkcija ¢, je onda konstruirana ovako:

g+l Wi
=1 5-4;
$Lls) = ——. (2.8)
2 s=4;
Analogno dokazu Leme 2.3.2(d) se vidi da vrijedi ¢ (1;) = v;,zasvei=1,...,q, te
o) =w;,zasvei = 1,...,g + 1. Sada ¢emo pokazati da ovaj isti ¢, interpolira
sve tocke, tj. da vrijedii ¢p(4;) = w;, zasvei=q+2,...,k.

Uzmimo neki od tih preostalih 4, bez smanjenja opcenitosti, 4;. Napravimo novu
Loewnerovu matricu L. dimenzija (¢ + 1) X (¢ + 1) tako da ispod L; dodamo jo§
jedan redak sa (ug41,vg+1) = (g, wi). Po pretpostavci, rang ove matrice je ponovno
n, to jest g, pa je zadnji redak linearna kombinacija prvih ¢ redaka, odnosno, postoje
&1, ..., €&, koji nisu svi nula takvida za sve j = 1,..., g vrijedi

q
Vq+1—Wj _Wk—Wj —Z .V,'—Wj
i

o —A; A= d; S A

2

odnosno

Wi Wi Vi —W;

= - fl .
/lk—/lj /lk—/lj ; /li—/lj
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Uvrstimo sada s = 4; u (2.8):

q+1 Cjw;
=1 T
() = Zqﬂ—cl

j=1 A=A
_ Xfieiaty - Ihiéir)
23“}
we ST 1~ S G it
zﬁbﬁh

g+1 G
WkZJ 1 -2

ZqH <
J=1 4=a;

Sto je i trebalo pokazati. Ovdje smo za predzadnju jednakost iskoristili (2.7).

Pretpostavimo da je deg ¢, = g = n. Dakle, potrebno je dokazati da ¢, interpolira
sve toCke skupa P. Po pretpostavci postoji vektor ¢ = (cy,...,cx), pri cemu je ¢; # 0

zasvei=1,...,k, koji je pridruzen toj racionalnoj funkciji koja je dana s formulom
ZIJC . Cﬂfl/
¢u(s) = 40— - (2.9)
Zj 1 —1;
Zbog Le = Oslijedidazasvei=1,...,q vrijedi
k
Vi—=W;j
> e—=0. (2.10)

Po konstrukciji, funkcija ¢, zadovoljava jednakost (2.1) pa zbog (2.10), vidimo da
¢L(u;)) =v;,zasvei=1,...,q. Formulu (2.9) moZzemo zapisati kao

S ew Tles(s = A1)
];:1 CjIlj(s — )

Sada lako vidimo da za sve i = 1, ...,k dobivamo da je ¢ (41;) = w; Sto je i trebalo
pokazati.

¢r(s) =

O

Kao posljedicu Leme (2.3.2) i Leme (2.2.1), dobivamo sljedeci rezultat.
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Korolar 2.3.3. Racionalna funkcija ¢y, interpolira sve dane tocke ako i samo ako deg ¢y, =
n, odnosno, ako i samo ako su sve Loewnerove matrice reda n X n koje se mogu formirati
iz podataka P regularne.

Sada smo spremni navesti, bez dokaza, glavni rezultat vezan za konstrukciju.

Teorem 2.3.4. Neka je P skup tocaka veli¢ine N, te neka je rank P = n.

(a) Ako je 2n < N i sve kvadratne Loewnerove matrice velicine n koje mogu biti for-
mirane iz skupa P su regularne, tada postoji jedinstvena interpolacijska funkcija
minimalnog stupnja ¢™" takva da je deg ™" = n.

(b) Inace, """ (s) nije jedinstven i deg ¢ = N — n.

Korolar 2.3.5. Uz pretpostavke Teorema 2.3.4 (a), dopustivi stupnjevi racionalne funkcije
¢ su n i svi prirodni brojevi jednaki ili ve¢i od N — n. U suprotom, ako vrijede pretpostavke
(b) dijela Teorema 2.3.4, to jest 2n > N, dopustivi stupnjevi su svi prirodni brojevi veci ili
jednaki N — n.

Napomena 2.3.6. (a) Ukoliko je 2n = N onda je jedino rjesenje ¢ = 0 pa funkcija ¢y, iz
(2.5) ne postoji te vrijedi (b) dio teorema.

(b) Kako bismo razlikovali slucaj (a) i (b) Teorema 2.3.4 potrebno je samo provjeriti
regularnost 2n + 1 Loewnerovih matrica. Za dokaz pogledati [1].

(c) Neka je dan skup P i dopustivi stupanj r € N racionalne funkcije. Za konstrukciju
funkcije potrebno je formirati bilo koju Loewnerovu matricu s r + 1 stupaca,

L, € RV-r=DxG+D)

i odrediti parametrizaciju svih vektora ¢, takvih da vrijedi L,c, = 0. Parametrizacija
svih racionalnih funkcija je onda dana s ¢y, (s) = Zi'gg Ako je r > N — n onda se
moramo pobrinuti da brojnik i nazivnik nemaju zajedniékih faktora; ovo je slucaj za
gotovo sve ¢,. Preciznije, 2r + 1 — N parametara koji parametriziraju sve ¢, ne smiju

se nalaziti na hiperravninama definirane s

dL,(/li): 1, I = 1,...,}"+1.

Buduci da uvijek moZemo osigurati da ¢, linearno ovisi o tim parametrima, uistinu
se radi o hiperravninama.
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U prethodnoj Lemi, bilo je potrebno eksplicitno racunati vektor ¢ kako bismo dobili
a. PokaZimo sada kako moZemo dobiti realizaciju sustava preko vektora ¢ kao rjeSenje
sustava Le = 0. Pretpostavimo sada da je k = g + 1 i podsjetimo se da je racionalna
funkcija ¢(s) dana s (2.2):

B(s) = —5{111 F(s) . Bi=aw.
2iep @iqi(s)
Definiramo
E—x1 x—-§&
Jiag(§:9) = ¢ _ . 0 X3' _ ¢ N € R9X(@+D)
& - X1 0 xp1—¢

gdje, radi jednostavnosti, pretpostavljamo da je x; # x; zai # j, 1

a= [(11,02, A ’aq+1]7 b= [ﬁl,ﬂz, o ’IBqH] e Rlx(q+l)
Tada imamo sljedeéi rezultat.

Lema 2.3.7. Sljedeca trojka ¢ini predstavlja jednu realizaciju od ¢:
C=b, &(s) = [J”‘g(a“ Q)], B= e,

to jest, ¢(s) = CO(s)"'B, pri cemu je x; = A;,i = 1,...,q+ 1. Dimenzija realizacije je g+ 1
te je sustav upravljiv i osmotriv, to jest, matrice [®(s), B] i [®(s)T, C"] su punog ranga za
sve s, ukoliko brojnik i nazivnik od ¢ nemaju zajednickih faktora.

Dokaz. S obzirom da je B = ey, bitno je samo gledati posljednji stupac od @' koji je
odreden s
qi(s)
r(s):=| : [d7!(s)
qq+l

gdje je d(s) := Zf:ll a;q;(s) nazivnik racionalne funkcije. Prema tome slijedi

g+l o
C®O(s)"'B = Cr(s) = #

P 051“11‘(8).
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PokaZimo sada da je dani sustav upravljiv. Pretpostavimo suprotno, to jest, pretpostavimo
da postoji ne-nul v takav da za sve s vrijedi da je

V[(I)—/U B]:O. zaneki A € C.

Uocimo da tada iz 0 = vB = ve,,; dobivamo da je v,,; = 0. Zbog toga posljedn;ji redak od
® u jednadzbi v(® — AI) = 0 moZemo ignorirati. Nakon mnoZenja dobivamo sljede¢i niz
jednakosti:

Vi1 (x; — 8) — vid,;, i=2,...q+1.
Sada, redom zai = g + 1,q,...,2 dobivamo da je v, = v,-y = --- = v; = 0 Sto je
kontradikcija s time da je v ne-nul vektor, dakle, sustav je upravljiv. Na sli¢an nacin se
pokaze da je sustav osmotriv. O

Pokazimo sada izvod realizacije bez raCunanja vektora ¢. Neka su dani lijevi podaci
(i, vi),i = 1,...,q,1idesnipodaci (4;,w;), j = 1,...,q+1 inekaje L € C?*D pripadajuca
Loewnerova matrica. Pretpostavimo da je svaka g X g Loewnerova matrica regularna,
time postoji jedinstvena racionalna funkcija stupnja g koja interpolira podatke. Najprije
particionirajmo matricu Loewnerovu matricu

L= [ﬂ: l], L eCra) f ecrd, [ec9. 2.11)

Takoder, definiramo Loewnerovu matricu s jednostranim pomakom

/11#1—/11 /lk/ll—/lk
LA = .
Vg—W1 V=W
A2 R P Aids
1/lq_/ll k/lq_/lk

Kasnije ¢emo definirati generaliziranu pomaknutu Loewnerovu matricu koja igra vaznu
ulogu u tangencijalnoj interpolaciji.

I
Lema 2.3.8. Za k = g + 1 definiramo matricu J = 1] € CY*Y 4 gdje je 1 jedini¢na

matrica dimenzije q i 1 vektor-redak jedinica duljine q. Particioniramo L kao i u (2.11).
SaW =[wi,wy, ..., wgliV=1[v,v,..., vq]T pridruZena realizacija je dana s

H(s) = Wit = (s = Ao )(WDI(L — Lp)JT ' (2.12)
Ukoliko je interpolirajuca racionalna funkcija prava, tada se moZe zapisati kao

H(s) = (WD[(sL — Ly)J]'V. (2.13)
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Prije dokaza leme potrebno je iskazati Sherman-Morrison-Woodbury formulu:

(A - uvT)_l =A'4 AlwTA™! / u

1 —vlA-1y

N A'wTA 'y
:>(A—L£V) u=A u+m

Nl AT — AZa AT+ AZ AT
:>(A—uv ) u=

1 —vIA-1y

T -1 _ 1 -1

- (A—MV ) u= mA u

Dokaz. Podsjetimo se da, za dane L i ¢ takve da L¢ = 0, je pripadna interpolacijska funk-
cijadanas

#(s) = ny(s) Z?:ll C:i_v;’l
S di(s) Z?:ll v

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je a,.; = 1. Tada sustav Le = 0

A T T N
mozZemo zapisati kao [L l][al, ces Qs 1] = 0, to jest, [ozl, ... ,ozq] = —L"!/. Tako su
brojnik i1 nazivnik dani sljede¢im izrazima

(s = Age)nL(s) = wgsr — (s — /lq+1)[w1, R wq](diag[s Ay, ..., 85— /lq])_llﬁ_]l,

(5 = Agr)d(s) = 1= (s = Ag)[ ... 1|(diag[s = Ay, ..o s = 2, ]) £

Posljedi¢no je onda njihov kvocijent dan s

[w1 = Wytlsenes Wy — wq+1](diag[s — Ay, 5 — /lq])_l}ﬁ,‘ll o
. k

¢( ) = +1 — ~
R L= (s = Age0)| L., 1](diag[s = Ar,...os = 4,]) B

Nadalje, prema prethodno iskazanoj Sherman-Morrison-Woodbury formuli za A = diag[s—

T A
Aisos= Ay =(s=.0)[1,.... 1| tew=L"7imamo da je

(diag[s — A1, = 2,]) L

L= (s = dge)[ L., 1](diag[s = 41,5 = 4,]) L1
= (diag[s = Arv- .y s = 4] = (5= AL 1, 1]) 2
= [(sL -L)I] 'L

Zajedno s izrazom (*), upravo dobivamo izraz (2.12). Sli¢nim postupkom dobivamo i drugi
rezultat leme. O
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2.4 Greska aproksimacije

Sada ¢emo odrediti gresku prilikom aproksimacije interpolacijske funkcije dobivenu iz
formula (2.4), (2.5)1(2.6). Neka je
Lec=c¢e,

pri ¢emu e nije nuzno nul vektor. Koristeéi izvedene formule, promotrimo racionalnu
funkciju H dobivenu uvrsStavanjem «; = ¢;:

H(S) = X ! a/,/l’
sl o
Nadalje, slijedi
A €;
Vi — H(ﬂl) 1 «a
SO

Stoga, ukoliko je ¢ desni singularni vektor koji pripada najmanjoj singularnoj vrijednosti
od L, 0441, to jest Le = 0,.1X, gdje je x je pripadajuci lijevi singularni vektor, iz izraza
dobivamo

A~ X; ~ Og+1
Vil = oo = - Bl s o
J=1 u=4; J=1 =4,

Neka je H(s) egzaktna funkcija transfera, tada je greSka dana formulom u [6]:

dH(s) D R S
——||: 9 = o) = )L,

IH(s) - H(s)ll < A(S)mf‘XH 1605 s = Ai

i=1

zad; €R,s € [A1,4441],41 £ Ay £ -+ < Agyq 1 x; definiran prethodno. Derivacija od H(s)

je dana s
dH(s)

-2
T C(sI - A)“B.

Ocjena na gresSku je dobra za interpolaciju jer je A faktor u izrazu jednak nuli za

s = A;. Medutim, openito gornja granica moze biti slaba, iako i dalje dobro prikazuje

oblik greske.







Poglavlje 3

Vektorska redukcija modela

3.1 Tangencijalna interpolacija

U ovom poglavlju prezentirat ¢emo opcenitiji problem fangencijalne interpolacije. Sada se
pretpostavlja da su izmjereni podaci yy, . . ., yy vektoriiz C?, p > 1 zarazliku od prethodnih
poglavlja gdje smo pretpostavili da je p = 1. Nadalje, sustave koje ¢emo promatrati ¢e biti
oblika

EX(t) = AX(t) + Bu(?), x(0) = xo, 3.1
y(1) = Cx(1) + Du(?), '
gdje, ukoliko je matrica E regularna, mnoZenjem slijeva s E~! dobivamo sustav (1.1).
Ovakvi sustavi se nazivaju DAE (Differential-algebraic-equation) ukoliko je matrica E
singularna i omogucuju promatranje Sire grupe sustava. Nadalje, bitno svojstvo DAE sus-
tava jest da se matrica D moze integrirati unutar sustava, to jest, pretvoriti u sustav gdje je
D = 0. To moZemo uciniti na sljede¢i nacin. Napravimo QR faktorizaciju matrice D

D = D,D,, gdje je D, € C”*, D, € C/™"

1 p = rank D. Sada slijedi da je

ol ofae faetfecen

realizacija istog sustava bez Clana D, ali je ona i viSeg reda. Razlog uklanjanja D je zato
Sto Loewnerov algoritam upravo konstruira sustav bez tog ¢lana.

Prethodno smo za inicijalne podatke imali samo (skalarne) vrijednosti A;, u;j, w; i v;.
Dodatno, sada imamo i tzv. tangencijalne smjerove.

25
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Neka su dani redom desni 1 lijevi tangencijalni podaci:
(/l,-;l‘,-,W,-),iZI,...,k, (l'l],lj’vj 17"'9q’

pri cemu je r;,v; € C"1l;,w; € C? za sve indekse i i j. Dodatno, pretpostavljamo da
vrijedi:

l;H(le) = Vj-, H()r; = w;,
za transfer funkciju H. Uolimo daza p = 1tel; = 1,r; = 1 dobivamo upravo ska-
larni slucaj, pa teoriju koju dalje proucavamo u vektorskom slucaju, mozemo usporediti 1
primijeniti i u skalarnom. Desne podatke organiziramo kao

A = diag[/ll, ey /1](] S Cka

C =[r,r,...,r;]eCm™k (3.2)

W = [Wl,Wz,...,Wk] € Cpxk

te lijeve podatke organiziramo kao
M = diagfy,...,u,] € C?
L* =[,L...,1,] eCr , (3.3)
Ve o=[v,vp..., v, eC™

Primijetimo da su v:r; 1 1w; skalari. Konstruiramo sada Loewnerovu i pomaknutu Loewne-
rovu matricu. Najprije, Loewnerovu matricu za tangencijalne podatke definiramo ovako:

viri-liw, o Vil wi
p1—A p1—Ag
L=| - . (3.4)
v;rl—lfjwl o V(*Irk—l;wk
Hg=dy Hq=Ak

Lako se mozZe provjeriti da L zadovoljava Sylvestrovu jednadzbu

ML —-LA = VR-LW. (3.5)
Pomaknuta (shifted) Loewnerova matrica je dana s
,ulv’;rl—l’l‘wl/ll . ﬂ]VTl‘k—lkaﬂk
H1—=A1 1=k
L, = : : (3.6)
pqv;rl—l;wl/ll ,u,,v;rk—l;wk/lk
He—A1 Hg—Ak

1 ona sli¢no zadovoljava Sylvestrovu jednadzbu
ML, - L,A = MVR - LWA. (3.7)

Prva posljedica ovih jednakosti jest sljedeca propozicija.
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Propozicija 3.1.1. Vrijede sljedece jednakosti
Ly, —LA =VR, Ly —ML = LW.
Dokaz. Mnozeéi jednadZzbu (3.5) s desna s A i oduzimajuci od jednadZzbe (3.7) dobivamo
Ly =LA -VRA -M(L; -LA -VR) =0.

Kako A i M nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti, rjeSenje ove Sylvestrove jed-
nadZzbe je nul-matrica. Prema tome dobivamo prvu traZzenu jednakost. Za drugu jednakost,
na sli¢an nac¢in pomnoZzimo jednadzbu (3.5) s lijeva s M te oduzmemo ju od jednadZbe
(3.6) te uz isti zakljucak dobivamo drugu traZzenu jednakost. O

Loewnerovu matricu i njenu pripadnu pomaknutu Loewnerovu matricu zajedno nazi-
vamo Loewnerov par. Neka su podaci (3.2) 1 (3.3) dobiveni iz transfer funkcije H(s) =
C;s(sEs — As)™'Bs dimenzije p X m uz A, E € R™". Definiramo sljedeée matrice:

L Cs(u Es — Ayt
O, = : e Crn
l;Cfs(,UqE(s - Ay~
Ky = [(/hEa - Ay 'Bor; oo (4Es - Aé)_1B6rk] e C™k

(3.8)

Sli¢no kao i u skalarnom slucaju, te matrice nazivamo generalizirana tangencijalna ma-
trica osmotrivosti 1 generalizirana tangencijalna matrica upravljivosti. Loewnerov par
konstruiran iz tangencijalnih podataka moze se prikazati preko prethodno definiranih ma-
trica. Naime, za dane lijeve Vj = le(,u ;) 1desne w; = H(4;)r; podatke imamo

L), = viri—Lw; _ EH(u)r; - FH()r;
’ Hj— A uj— A

= —1I;Cs(u,;Es — As)'Es(AEs — As) ' By,

(L ) ,Lle;rl‘ - /l,lfwl /lejH(/.l])rl - /l,le(/l,)r,
TR wj = A
= —LCs(u;Es — As) ' As(AEs — As) ' Bgr.

Odnosno, koristeci definiciju u (3.8) dobivamo
L= —ﬁqE(;%k, Ls = —ﬁqA(g%k.

Kako bismo dalje nastavili s teorijom Loewnerovog para, potrebno je definirati pojam re-
gularnosti matri¢nog para.
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Definicija 3.1.2. Neka su A, B € C™" kvadratne matrice. Matri¢ni par (A, B) je singularan
ako je det(A — AB) = 0 za svaki A € C, odnosno ako je det(dA — BB) = 0 za sve a,8 € C.
U suprotnom, kaZemo da je matricni par (A, B) regularan.

Sada mozemo predstaviti glavni rezultat vezan za interpolaciju koriste¢i Loewnerov
par.

Teorem 3.1.3. Pretpostavimo da je k = q i neka je (Ly, L) regularni Loewnerov par takav
da nema y; i Aj kao svojstvene vrijednosti.

(a) Cetvorka
Es=-L, As=-L;,Bs=V,Cs =W 3.9)

¢ini minimalnu realizaciju funkcije koja interpolira podatke, odnosno,
H(s) = W(L, - sL)™'V (3.10)
Jje racionalna interpolacija podataka.

(b) Ukoliko rjesenje nije jedistveno, tada sva rjesenje jednakog (McMillan) stupnja su
dana parametrizacijom

E=-LLA=—-(L;+LKR),B=V-LK, C=W-KR, D =K, (3.11)
pri cemu je parametar K € CP*",

Dokaz.  (a) PomnoZimo li jednadzbu (3.5) sa s 1 oduzmemo od (3.7) dobivamo
ML, — sL) — (ILy; — sLY)A = (M = sI)VR — LW(A — sI).

Mnozeci tu jednadzbu s kanonskim vektorom e; s desna i postavljajuci s = A; dobi-
vamo

(M - /LI[)(ILA - /liL)e,- = (M - /li]I)Vl'i -
(L, — A4L)e; = Vr;, = We; = W(L, — L) ' Vr,.

Dakle, w; = H(4;)r;. Ovime je pokazana tangencijalna interpolacija s desna. Kako bi
se pokazalo da vrijedi interpolacija slijeva, polaznu jednadZbu pomnoZimo slijeva s
e]T 1 postavimo s = p;. Na sli¢an nacin dobivamo v; = I'H(u;) Kako bismo dokazali
minimalnost realizacije, dovoljno je (prema Teoremu 1.3.3) dokazati da je sustav
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upravljiv i osmotriv. Najprije pokaZzimo da je sustav upravljiv. Pretpostavimo da
postoji vektor v takav da je

\A [LS—/UL V] =0, zaneki A € C.

Po pretpostavci, jasno je da je v svojstveni vektor Loewnerovog para, te v:L; = Av'L
zaneki A € C. Iz v*V = 01 Propoziciji 3.1.1 dobivamo da je

VL, =v'LA = VLUUI-A)=0.

Slijedi da je A u spektru od A ili v'L; = v*AL = 0. Oba slucaja su kontradikcija s
uvjetom da je par (Ly, L) regularan. Konacno, kako bismo dokazali da je realizacija
upravljiva, potrebno je da je matrica [E B] = [—L V] punog ranga. Kada to ne bi

vrijedilo, onda bi postajao vektor v takav da je v* [—L V] = (. Prema Propoziciji
3.1.3 vidimo da je to kontradikcija s regularno$¢u Loewnerovog para. Dakle, dana
realizacija je upravljiva. Osmotrivost se pokazuje na slican nacin te je time dokazano
da je realizacija minimalna.

(b) Za K € R” jednadzbe (3.5) i (3.7) mogu biti zapisane kao
ML - LA = (V-LK)R - L(W - KR),
M(L; + LKR) — (L; + LKR)A = M(V — LK)R - L(W - KR)A.

Ponavljanjem postupka kao u (a) za nove vrijednosti
L,=L,+LKR, V=V -LK, W=W-KR

dobivamo trazeni rezultat.

3.2 Slucaj suvisnih podataka

Razmotrimo slucaj kada je dano viSe podataka nego Sto je potrebno, Sto je i o¢ekivano u
stvarnosti. To znaci da ne vrijedi pretpostavka regularnosti Loewnerovog para (L, L). To
jest, kada bismo izvrsili direktnu interpolaciju, sustav ne bi bio minimalnog stupnja vec
znatno veceg. Kao Sto je pokazano u [4], u ovom slu€aju, problem ima rjeSenje ukoliko
vrijedi

rank [¢L - L,| = rank [ L] = rank [HH =r (3.12)
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zanekir € Nizasveé € {Ay,..., A M, ..., s} Promotrimo, sada, dekompoziciju na
singularne vrijednosti (SVD)

L

[L LS] =YX, [LS

] =Yz, X7, (3.13)

pri emu su X;, X, € R, Y € R X € RP,

Teorem 3.2.1. Neka su matrice Es, A5 € R™",B; € R™™, CV, dane s

Es; = -Y'LX, A; = -Y'L,X, Bs = Y'V, Cs = WX. (3.14)

Tada cetvorka (Es, As, Bs, Cs) Cini jednu realizaciju stupnja v = rankL koja interpolira
dane podatke. Matrice Es, As, Bs, Cs nazivamo projicirane matrice.

Nadalje, u slucaju egzaktnih podataka, sljedeca propozicija opisuje jedno svojstvo Lo-
ewnerovih matrica.

Propozicija 3.2.2. Iz gornje konstrukcije dobivamo

YY'L=L, YY'L,=L,, YY/V=V, (3.15)
LXX' =L, LXX" =L,, WXX” = W. (3.16)

Propozicija 3.2.3. Originalni par (L,,L) i projicirani par (As, Es) imaju iste netrivijalne
svojstvene vrijednosti.

Dokaz. Neka je (z, 1) svojstveni par od (L;,L). TadalL,z = ALz —

LXX"z=aLXX"z = Y'LXX"z=2Y"LXX"z.
\ A , \__\E/z;_/
TS

Prema tome je (X”z, A) svojstveni par od (Ag, Es).
Analogno se vidi da ako je (z, 1) svojstveni par od (As, Es), tada je (Xz, 1) svojstveni
par od (L, L). O

Sljedeci rezultat pokazuje da projekcije ne moraju biti nuZzno odabrane kao Sto su X 1
Y definirane u (3.13).

Propozicija 3.2.4. Neka su ® i ¥ takvi da su XT® i Y'Y kvadratne i regularne matrice.
Tada,
Y'LX, Y'LX, Y'V,WX) i (®'LY, ®'L,¥,®'V, WYP)

su ekvivalentne realizacije istog sustava.
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Dokaz. Neka je @ € RV* (3.15) implicira da je ®"YY'L = ®”L. Sli¢no, neka je ¥ €
RV (3.16) implicira da je LXX" ¥ = LY. Kombinirajuéi te dvije relacije dobivamo
O'YY'LXX'¥Y =®'LY = T,Y'LXT, = ®'LY.
Y Y
1 2

Sli¢no, imamo
T,Y'LXT, = ®'L,¥, T,Y'V = ®'V, WXT, = WYV.
Stoga, regularnost matrica T 1 T, implicira da su pripadne Cetvorke ekvivalentne. O

U konstrukciji realizacije Loewnerovim algoritmom, ¢lan D je ugraden u ostale ma-
trice realizacije. Ekstrakcija clana D zahtjeva svojstvenu dekompoziciju Loewnerovog para
(Ls, L) (vidi Primjer 3.4.1).

Realne Loewnerove matrice

Uz pretpostavku da je nepoznati sustav realan, kako bismo dobili rjeSenje koje nema
kompleksne vrijednosti, potrebno je da je dani skup podataka zatvoren na konjugiranje.
Takoder je bitno da su podaci poredani tako ¢lanovi konjugiranih parova dolaze jedan za
drugim . Tada A,M, W,V sadrZze kompleksno konjugirane podatke. U tu svrhu, potrebno

1
V|1
realne podatke, blok se sastoji samo od 1 x 1 matrice s vrijednosti 1. Cilj je dobiti LR, LR
s realnim vrijednostima. Najprije formiramo L€, LS s kompleksnim vrijednostima koje
zatim mnozimo s J, J*:

je koristiti blok dijagonalnu matricu J koja sadrZi blokove _ll] na dijagonali. Za

LR = JJLCJ, LR = JLOJ.

3.3 Poloviinule

Pretpostavimo da su neke od vrijednosti (w;, v;) u (3.3) 1 (3.2) beskonacnost ili nule. To
znaci da pripadna tocka interpolacije predstavlja pol ili nultocku interpolacijskog polinoma
kojeg Zelimo konstruirati. Taj uvjet se lako mozZe integrirati u Loewnerov okriv s priklad-
nim definicijama r;, w; ili 1;, v;. U prvom sluCaju r; = 0 ili 1; = 0 povlaci da je 4; ili u; pol,
dok slucaj w; = 0 ili v; = 0 povlaci da je 4; ili u; nultoCka interpolacijske funkcije.

Pretpostavimo, na primjer, da za dane podatke vrijedir; = 0, zai = 1,..., k, odnosno
R = 0. Tada, iz (3.4) i (3.6) dobivamo L; = LA. Iz toga slijedi da su 4;, i = 1,...,k,
svojstvene vrijednosti para (L, L) te su, uz pretpostavku da je L regularna, polovi interpo-
lacijske funkcije

res;
S — /1,'

k
H(s) = W(L, — sL)"'V = WL (sI - A)"'V = Z

i=1
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gdje res; = (WL™"),v! je rezidual koji odgovara polu A;.

3.4 Algoritam

Sada moZemo predstaviti algoritam koji, za dane podatke, daje aproksimaciju reducirane
dimenzije

Algoritam 1: (Loewnerov algoritam)

e Ulaz: (ﬂi,li,Vi),i: 1,...,Qi(/lj,l'j,Wj),j: 1,...,k.

1. Izgradi Loewnerov par (L, L) prema (3.6) i (3.4). Neka su te matrice dimenzija
qXk.

2. IzraCunaj dimenziju minimalne realizacije i pripadni (McMillan) stupanj:

(a) Ako vrijede uvjeti iz (3.12), r je dimenzija pripadajuce realizacije.

(b) U tom slucaju r = rank L je (McMillanov) stupanj pripadajuce realizacije.
3. Prema (3.13), odredi matrice X, Y te Cetvorku Es, A, Bs, Cs koristeci (3.14).
4. Ako r = rank L, dobivena transfer funkcija je strogo prava.

5. Ako je r > rank L, potrebno je odrediti postoji li D ili polinomni ¢lan. Odredi
generalizirane svojstvene vrijednosti para (A, Es).

(a) Ukoliko je svojstvena vrijednost u beskonacnost mnogostruka i pripadni
svojstveni potprostor iste dimenzije, D postoji.

(b) Ukoliko postoji Jordanovih blokova u beskonacnosti, tada postoji polinomni
Clan.

Primjer 3.4.1. Rekonstruirajmo funkciju

1
Cs(s+2)

s 0

H(s) 1 s+2

N 1 2
00
danu sljedecim mjerenjima:

A=diagli —i 3i -3i], M=[2 -2i 4 -4i|.
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r 7 i
_ 575 2
Wi=wa=1, 4 }’
575 !
15 _ 3i
_ |u-n 2
W3=Wa=1 | o i]’
1373 73
5_ i
e
Vi=ve=1, i]’
8T8 T2
FoLL
_ w5 2
Vi=Va=1 i z]
720 4 4
r |1 100 . C ..
ZaR=L"= 00 1 1t dobivamo sljedece tangencijalne podatke
k =4,

{A4,r,w} ={(i,e;,H(i)e,), (—i,e;, H(-i)e,), (3i, e;, H(3i)e,), (=3i, e, H(=3i)e;)}
q=4,
w1, v} = {(2i, el , e] H(2i)), (-2, e , el H(=2i)), (4i, ], e; H(40)), (—4i, €], &] H(—4i))}.

Iz tih podataka dobivamo kompleksne matrice L€, L¢, W€, V€. Kako bismo dobili realne

l <
1 ] te raCunamo

LR — J*LCJ, L? — J*LSJ, WR — WCJ, VR — J*VC

matrice, koristimo matricu J = blkdiag(J, J)", gdje je J = \/% [1

kako bismo dobili

4 % 00 2 -t
LR:f_igg, L?=_i_jgg’

25 750 %5 25
%5 1w O 5 3 » 00
i
WR:L[%_%“O] A
G|t |+ o
6 2

'"MATLAB funkcija koja konstruira blok dijagonalnu matricu



34 POGLAVLIJE 3. VEKTORSKA REDUKCIJA MODELA

R
Odmabh slijedi da je rank LR = 2, rank LR = 2, dok je rang od [LR L?] i [ER] jednak 3.

Dakle, dimenzija minimalne realizacije (ukljucujuéi ¢lan D) je jednaka tri, dok je McMil-
lanov stupanj jednak 2. Dakle, moramo projicirati realizaciju (koja je trenutno reda 4) na
realizaciju reda 3. Odaberemo projekcije

01 1 0 (2) _01 _01
Y'=10 -2 0 -1|, X=
1 0 -2 1 0 0 1
1 -2 -1
Prema (3.14) dobivamo
8 _4 2 _l6 8 4
25 25 25 25 25 25
_ 71 1 173 _ 32 16 8
Es=|-15% —5 ~50| As=|35 =3 |
i 2 3 _u 12 21
30 15 60 5 5 5
2
s 0 28 _14 22
B,— |2 i Cé_L[S 5 S
- 20 21 - 2 26 22
V2 o9 V2[-8% # E
4 2

Kako bismo izlucili ¢lan D, nastavljamo na sljedeci nacin. Par (A4, Es) ima dvije konacne
svojstvene vrijednosti —2, 0 te beskonacnost. Matrice desnih i lijevih generaliziranih svoj-
stvenih vektora matri¢nog para (A, B) su dane s

-13 1 -7 1 00
T, =|-14 2 -11|, T,=(2 1 O0f.
6 0 6 3 4 4
Sada je
_% 0
) T2A5T1: O 0 O .
0 0[-72
1 [ -2 018 1 50
C5T1——[ 5 5o ] T:B; = —| -3 -3
: 8 16
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Invertiranjem postupka s pocetka poglavlja kojim smo originalno uklonili ¢lan D, dobi-
vamo minimalnu realizaciju reda 2 koja je dana s

3
361 72 1 [-3 0
E=-d _’_’A:d _’09 = —= ’
g g A= o e )
2
115 O 1[18] 1 1 2
B_$[_th _%]’D_E[O]ﬁ[g 16]_[0 o]'

3.5 Numericki primjeri

UkljeStena Sipka

Promotrimo model ukljeStene Sipke dobiven prostornom diskretizacijom pripadne par-
cijalne diferencijalne jednadzbe (vidi [8]). Ulaz u sustav predstavlja sila naneSena na
slobodni kraj Sipke, a izlaz predstavlja rezultiraju¢i pomak. Originalni SISO sustav je
reda n = 348. Najprije odaberemo 60 logaritamski razmaknutih interpolacijskih tocaka
(s;); na intervalu [0.01, 1]i. Nadalje, uzmemo vrijednosti funkcije transfera danog sustava
H(s) = C(sI — A)™'B € C u tim totkama. Uz pretpostavku da su polazni podaci dani na
prethodno opisani nacin, htjeli bismo rekonstruirati model nizeg reda koji aproksimira tran-
sfer funckiju originalnog sustava. Slika 3.1 predstavlja singularne vrijednosti Loewnerove
matrice L € C*»3° koju konstruiramo iz danih podataka. Uo¢imo da, ukoliko uzmemo
redukciju reda 12, dobivamo aproksimaciju matrice s greskom 1078,

10% —5—
1005 E
1 004 E
109 F b
1002 & b 4
1001 B & 3
1000 E
10—01 E
1002 & Pon
1091 \ E
100 | 3

-05 [ ™ «J
et
107 &
108 O8-6-06o o ¢ S
10 b e = T 3
1010 & """FL\\ 4
101 | R
1 0712 L L 1 L D

Slika 3.1: Singularne vrijednosti Loewnerove matrice

Sljedece usporedimo frekvencijske odzive originalnog sustava reda 348 i aproksimacij-
skog sustava. Na slici 3.2 vidimo da je sustav dobro aproksimiran unutar raspona polaznih
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podataka.

—— Aproksimacija

—— Egzaktno
\ +  Podaci

3 L
10 P

102,

100

10-1 L L L J
107 107 10° 10’ 102

Slika 3.2: Frekvencijski odzivi

Na Slici 3.3 je prikazana greska frekvencijskih odziva. Primijetimo da relativna greska
aproksimacije stagnira oko 107'° za niZe frekvencije, a zatim se postupno povecéava kako
izlazimo iz podrucja polaznih podataka.

10%
1001 L
1000 L
10—01 L
10—02 L
10—03 L
10—04 L
1O—U5 L
10—06 L
10—07 L.
10-U8 L
10—09 |
10710 £
10—11 L

1072
102 107 10° 10’ 102

Slika 3.3: Greska aproksimacije u frekvencijskoj domeni

Model CD-player

Promotrimo model CD-playera iz [8]. Mehanizam se sastoji od kraka na kojemu je le¢a
postavljena pomocu dvije vodoravne lisnate opruge. Rotacija koju vrsi krak u horizontalnoj
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razvnini omogucuje oCitavanje spiralnih diskova i ovjeSena leca se koristi za fokusiranje
tocke na disku (vidi Sliku 9 u [8]). Originalni sustav je reda n = 120 te ima m = 2
ulaza i p = 2 izlaza. Najprije odaberemo 100 logaritamski razmaknutih to¢aka unutar
intervala [10', 10°]i. Slika 3.4 predstavlja singularne vrijednosti matrice [L LS]. Uocimo

da, ukoliko uzmemo redukciju reda 25, dobivamo aproksimaciju matrice s greSkom 107!!,

1 OUG

D iaditdssilsitlomnassnloil il ol sl

=
e A By Rl B Rl R i s s i S R R R R T B R B
e

P
[0
o)

10'16

o
=)
n
o
w
S
IS
o
o
S

Slika 3.4: Singularne vrijednosti Loewnerovog para

Sljedece, usporedimo frekvencijski odziv originalnog sustava reda 120 s aproksima-
cijom koja je reda 25. Na Slici 3.5 prikazan je odnos frekvencijskih odziva originalnog
sustava i aproksimacije koji pripada drugom ulazu i prvom izlazu na intervalu (10°, 10°)i.

102 -
Pl —— Aproksimacija
10' - Fy \\ —— Egzaktno

/" £ Podaci

10° / X,
. e‘,y“"

Slika 3.5: Frekvencijski odziv (2, 1)
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Za sve parove ulaza/izlaza, primijetimo kako je odziv dobro aproksimiran u podrucju
iz kojega su uzeti polazni podaci (Slika 3.6).

a1

Aproksmacija.

1)

Slika 3.6: Frekvencijski odzivi za sve parove ulaz/izlaz

Posebno, na Slici 3.7 moZemo vidjeti apsolutnu razliku frekvencijskih odziva koji pri-

pada paru ulaz/izlaz (2, 1).

10®
10°

10’

102

10°

10*

10°

10°

Slika 3.7: GreSka aproksimacije u frekvencijskoj domeni za (2, 1)
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Sazetak

Ovaj rad se bavi redukcijom modela vodenom podacima koja koristi Loewnerovu matricu
i njena svojstva.

U prvom poglavlju su definirani osnovni pojmovi vezani uz teoriju sustava te su nave-
deni neki glavni rezultati te teorije.

U drugom poglavlju definira se problem racionalne interpolacije. U nastavku su opi-
sana glavna svojstva i rezultati vezani za Loewnerovu matricu . Na kraju poglavlja proucena
je veza Loewnerove matrice i iz nje izvedene racionalne funkcije te je izvedena greska
aproksimacije interpolacijske funkcije.

U posljednjem poglavlju je obraden opcenitiji slu€aj tangencijalne interpolacije 1 defi-
ran je pojam Loewnerov par. Naveden je opceniti algoritam za redukciju modela pomocu
Loewnerovog para. Takoder su pokazani rezultati primjene algoritma na sustave vecih
dimenzija ¢iji su podaci javno dostupni u [8].






Summary

This thesis deals with the processing of model reduction using the Loewner matrix and its
properties.

The first chapter defines the basic concepts related to system theory and presents some
main results of that theory.

The second chapter defines the problem of rational interpolation. The main properties
and results related to the Loewner matrix are described. At the end of the chapter, the
connection between the Loewner matrix and the rational function is studied, and the error
of approximation of the interpolation function is derived.

In the last chapter, a more general case of tangential interpolation is treated and the
Loewner pair is defined.A generalized algorithm for model reduction using the Loewner
pair is presented. Finally, numerical results demonstrate the effectiveness of the algorithm
by applying it to publicaly available [8] systems of larger dimension.
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