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Uvod

U ovome radu cilj nam je prouditi i opisati osnovna svojstva bezuvjetnih baza.

Na pocetku ¢emo uvesti rezultate iz drugih podrucja koji su nam potrebni za opis problema,
koje neCemo dokazivati.

Zatim ¢emo opisati nacin promatranja baza na Banachovim prostorima i njihova svojstva,
pocevsi od Hamelovih baza (koje, u kona¢nodimenzionalnim slu¢ajevima nazivamo samo
bazama), uz posebno pridodanu paznju Schauderovim bazama i svojstvu ekvivalencije
baza.

Nakon toga pozabaviti ¢emo se svojstvima baza: definicijom, svojstvima minimalnosti i
biortogonalnosti, te karakterizacijom Schauderovih baza.

Na kraju ¢emo opisati bezuvjetne baze. Prouciti éemo njihova osnovna svojstva i karakte-
rizaciju, te uvjete primjene na Schauderov sustav.






Poglavlje 1

Uvodni pojmovi

U ovom poglavlju navesti ¢emo rezultate koji ¢e nam biti potrebni za naknadna promatranja
1 dokaze.

Teorem 1.0.1. (Weierstrassov teorem o aproksimaciji)
Ako je f neprekidna realna funkcija na [a,b] i € > 0 proizvoljan, tada postoji polinom p
na |a, b] takav da vrijedi:

lf(x) —px)| <e Vxe€la,b].

Drugim rije¢ima, bilo koja neprekidna funkcija na zatvorenom i ogranicenom intervalu
moZe se proizvoljno dobro aproksimirati polinomima na tom intervalu.

Primjer 1.0.2. Promatramo Banachov prostor Cla, b] uz uniformnu normu. Po Weierstra-
ssovom teoremu o aproksimaciji vrijedi da, ako je f € Cla,b] i € > 0, tada postoji polinom
p(x) = Yi_ocxt takav da vrijedi ||f — plle < & Ekvivalentno je reci da je niz monoma
{xk Yeeo fundamentalan u Cla, b] (sto pak povlaci da je C|a, b] separabilan). No, ne moZemo
svaku funkciju f € Cla, b] zapisati kao f(x) = Y2, axx*, uz konvergenciju reda u unifor-
mnoj normi. Ovako definiran red nazivamo redom potencija i, ako on konvergira za neki x,
tada konvergira apsolutno za svaku tocku t, uz |t| < r, gdje je r = |x|. Dodatno, tako defini-
rana funkcija f je beskonacno diferencijabilna na (—r, r). Na primjer, funkciju f(x) = |x—c|
gdje je a < ¢ < b, ne moZemo zapisati kao red potencija iako pripada zatvorenoj linearnoj
ljusci od {x*} .. Izrazimo li ovaj rezultat u terminima koje éemo kasnije koristiti moZemo
reci da, iako je {xk},‘:"zo Jfundamentalan u C|a, b], on ne ¢ini bazu za Cla, b).

Dodatna cinjenica koju treba navesti, a dokazana je u [1], je da je za f € Cla, b] moguce
eksplicitno konstruirati polinome p,, takve da je ||f — ppll — 0 zan — oo.

Primjer 1.0.3. (Standardna baza za c)
Vn € N, neka je 6, niz 6,, = (Oni)keny = (0, ...,0, 1,0, ...), gdje je 1 n-ti ¢lan. Linearna ljuska
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4 POGLAVLIJE 1. UVODNI POJMOVI

od {0,} je span{6,} = coo. Za x = (x,) € co, stavimo sy = ZnN:1 X,0,. Tada, posto je
lim x,, = 0, imamo:

n—oo

lim ||x — syl = lim sup|x,| = limsup|x,| = 0.
N—oo N—

n>N n—oo
Zato je:
X=X, (1.1)
n=1
red konvergira s obziom na || - ||i~, i co € [*. Nadalje, skalari x, u jednadzbi (1.1) su

jedinstveni. Dakle, svaki x je limes elemenata iz span{d,}, pa je {0,} fundamentalan u c.
No, vrijedi i vise. Koristeci opet notaciju kojom cemo se sluZiti kasnije, ¢injenica da svaki
X € c¢q ima jedinstvenu reprezentaciju danu u (1.1) povlaci da {5,} tvori bazu za cy. Ne
samo da znamo da su konacne linearne kombinacije vektora J, guste u cy, ve¢ moZemo
i zapisati svaki element iz ¢y kao jedinstvenu “beskonacnu linearnu kombinaciju” od 9,,.
Stoga vrijedi:

co = span{d,} = {2, x0n : ¢, € Filim, o c, = 0}.
Dodatno, {6,} nazivamo standardnom bazom za cy.

Lema 1.0.4. Neka su M i N zatvoreni ortogonalni podprostori od Hilbertovog prostora H.
a) M @ N je zatvoren podprostor od H.
b)Me M+ =H.

Teorem 1.0.5. Ako je {x,} ortonormiran niz u Hilbertovom prostoru H, tada vrijede sljedece
tvrdnje:

a) Besselova nejednakost: Y |{x, x,)|* < ||x||> za svaki x € H.

b) Ako x = ) c,x, konvergira, tada je c, = {x, x,).

c) Y cpx, konvergira & Y |c,|* < oo.

d) x € span{x,} © x = D .AX, X,)X,.

e) Ako je x € H, tada je p = Y {x, x,)x, ortogonalna projekcija od x na span{x,}.

Napomena 1.0.6. (Trigonometrijski sustav)

Neka je H = L*(T) prostor funkcija koje su I-periodicke na R i integrabilne u smislu
Lebesgueovog integrala na intervalu [0, 1]. Norma i skalarni produkt su definirani integri-
ranjem po intervalu [0, 1], tj.

1, — .
(fog) = [ fogde i N5 = [ If 0Pt
Za svaki n € Z, definiramo funkciju e, kao

e, (1) =¥ teR.



{e,}nez nazivamo trigonometrijski sustav. Za cijele brojeve m # n,

e—2m'(m—n)

ol — . _ ' _2xim-n — =
(em,en) = fo en(t)e,(D)dt = fo ey = —2xim—n)

Dakle, {e,}nez je ortogonalan niz u L*(T), i moZe se pokazati da je ortonormiran. Dodatno,
{e}nez je ortonormirana baza za L*(T).

Ako je f € LX(T), tada f = 3.,c2{f> ende, nazivamo Fourierov red od f, a ({f, e,))nez je niz
Fourierovih koeficijenata od f. Fourierove koeficijente oznacavamo s

A

foy =<f.e) = [ fe > mdt, neZ.

Elementi prostora L*(T) su I-periodicke realne funkcije. Nekad je prakticnije raditi sa
prostorom L*[0, 1] koji se sastoji od kompleksnih kvadratno integrabilnih funkcija Cija je
domena interval [0, 1]. Sve navedene tvrdnje se jednako odnose na L*[0, 1], tj. {e,}nez je
ortonormirana baza za L*[0,1]. Stovise, radi periodicnosti, {e,},cz je baza za bilo koji
L[], gdje je I bilo koji interval u R duljine 1.

Napomena 1.0.7. (Bilinearna forma)

Koristiti cemo X* kao oznaku dualnog prostora od normiranog prostora X, te x* kao oznaku
za element prostora X*. Napomenimo da je x* samo funkcional na X, te nije dobiven iz
specificnog elementa x € X. Dakle, x* je preslikavanje iz X u F, a vrijednost od x* u
proizvoljnoj tocki x € X je x*(x).

Ako je dan linearni funkcional x*, oznaciti cemo djelovanje na element x iz domene kao

(x, x") = x"(x). (1.2)
Primjetimo da ovime ne oznacavamo skalarni produkt, vec¢ vrijednost funkcionala x* u
tocki x.
Uz ovakve oznake, linearnost od x* zapisujemo kao:
Vx,ye X, Va,beF, <{ax+by, x*)=alx,x")+b{(x,y"),
Kao posljedicu neprekidnosti od x* imamo:
Xp DX = (X, X)) = (X, x).

Kako je norma za skalarno polje F zapravo apsolutna vrijednost, operatorska norma line-
arnog funkcionala x* dana je s

x|l = sup |¢x, x)I.
=1



6 POGLAVLIJE 1. UVODNI POJMOVI

Ponekad pisemo ||x*||x- kako bismo naglasili normu od x* kao elementa od X*.
Oznaku (-, -) iz jednadZbe (1.2) nazivamo oznakom bilinearne forme, jer je ne samo line-
arna kao funkcija od x, vec je linearna i kao funkcija x*. Dakle, za fiksni x € X imamo:

Vx*',y € X* Va,veF, (x,ax"+by")=a{x,x")+ b{x,y").

Teorem 1.0.8. (Dualni prostor za I?)
Nekajei+%1: 1.
Fiksirajmo 1 < p < oo. Za svaki y € 1%, neka je

Hy(X) = (X, py) = Doy XY, X E P

Tada je preslikavanje T : 19 — (1) dano s T(y) = u, linearna izometrija s 1 u (I7)*, a ako
vrijedi i p < oo, ono je izometricki izomorfizam.

Teorem 1.0.9. (Rieszov teorem o reprezentaciji)
Neka je H Hilbertov prostor, te za svaki'y € H definiramo u, : H — F kao:

(1) = (x.y), xeH.

Naglasimo da se tu zaista radi o skalarnom produktu. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
a) uy € H* i ||uy|l = |lyll za svaki'y € H.
b) Preslikavanje y — u, je antilinearna bijektivna izometrija sa H u H*.

Teorem 1.0.10. (Hahn-Banach)
Neka je X normirani prostor i neka je M pravi potprostor od X. Ako je A € M*, tada postoji
A € X" takav da vrijedi

Ay =24 i |IAllx = lAlwe

Korolar 1.0.11. (Hahn-Banach)

Neka je X normirani prostor. Ako vrijedi:

a) M je zatvoreni potprostor od X.

b) X0 € X\ M.

Uz oznaku d = d(xy, M) = inflllxo —m|| : m € M} > 0, tada postoji A € X* takav da
vrijedi:

(xo, Ay =1, Aly =0, illAllx-=1.

Korolar 1.0.12. Neka je X Banachov prostor. Tada je {x,} C X fundamentalan ako i samo
ako vrijedi:

xeX il{x,,xY=0zasvakin = x"=0.



Definicija 1.0.13. (Prirodno ulaganje od X u X**)
Neka je X normirani prostor.
a) Preslikavanje m : X — X** definirano na sljedeci nacin:

ZaxeX, nx):X*->F &' akx)=(xx"), x"eX,

zovemo prirodno ulaganje ili kanonsko ulaganje s X u X**.
b) Ako je prirodno ulaganje od X u X** surjektivno, kaZemo da je X refleksivan.

Vrijedi i: m(x) je ograniCeni linearni funkcional na X*, uz operatorsku normu:

(Ol = llxllx.
Takoder, Preslikavanje

n: X - X"
x — 7(x),

je linearna izometrija s X u X™*.

Teorem 1.0.14. (Banach-Steinhaus)

Neka su X i Y Banachovi prostori, a B(X,Y) skup svih ogranicenih linearnih operatora s
XuY. AkojeA, € B(X,Y)zan € NiAx = lim,_. A,x postoji za svaki x € X, tada je
A eB(X,Y)i|All < sup,|lAll < oo.

Definicija 1.0.15. Neka su X i Y normirani prostori.

a) Linearni operator T : X — Y zovemo topoloski izomorfizam ako je T bijekcija i ako su
T i T~ neprekidni.

b) KaZemo da su X i Y topoloski izomorfni ako postoji topoloski izomorfizam T : X — Y.

Napomena 1.0.16. Neka je X Banachov prostor. Za T € B(X), definiramo T° = I.
Ako vrijedi ||T|| < 1, tada je I — T topoloSki izomorfizam sa X na samog sebe i vrijedi
(I-T)" =32, T" gdje red konvergira u operatorskoj normi.

Definicija 1.0.17. (Bezuvjetna konvergencija)
Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X. KaZemo da red Y ;.| x; konvergira bezuvjetno
u X ako red Y ;. Xy konvergira (obicno) u X za svaku permutaciju o skupa N.

Teorem 1.0.18. [2] Oznacimo sa I skup svih konacnih podskupova od N: I = {F C N : F
Jje konacan}.

Za niz {x,} u Banachovom prostoru X, sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) >, x, konvergira bezuvjetno.

b) img ),cp X, postoji.

c) Za svaki € > 0, postoji N > 0 takav da vrijedi:
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Y konacan F CN, min(F)>N=| ) x|l <e.
ner
d) 3. x,; konvergira za svaki rastuci niz 0 < ny < ny....
e) Y. &,x, konvergira za svaki izbor predznaka, tj za €, = 1.
f) 2. Aux,, konvergira za svaki ogranicen niz skalara (A,).
g) 2. Kxu, X*)| konvergira uniformno s obzirom na:

Jlim sup{ 3, [€x, x7)] 2 x" € X7, [Ix7 < 1} = 0.
—00 n:N



Poglavlje 2

Baze u Banachovim prostorima

Kako je svaki Banachov prostor ujedno i vektorski prostor, to znaci da ima algebarsku ili
Hamelovu bazu. No, time smo se ograni¢ili samo na konacne linearne kombinacije vek-
tora, dok u bilo kojem normiranom prostoru ima smisla promatrati beskonacne redove.
Restrikcija na konacne linearne kombinacije, dok radimo na beskona¢nodimenzionalnom
prostoru, nije nam dovoljno dobra.

2.1 Hamelove baze

Pocinjemo sa Hamelovim bazama, s kojima smo se upoznali u linearnoj algebri.

Definicija 2.1.1. (Hamelova baza)

Neka je V vektorski prostor. Niz vektora {x;}ic; je Hamelova baza za V ako vrijedi:
a) Linearna ljuska od {x;}ic; je V, odnosno span{x;}ic; =V, i

b) {xi}ics je linearno nezavisan.

Uocimo da od indeksnog skupa / iz prethodne definicije ne ocekujemo da bude prebro-
jiv. Takoder, ekvivalentne formulacije prethodnoj definiciji su sljedece:
{x:};c; je Hamelova baza za V ako i samo ako svaki nenul vektor x € V moZemo zapisati
kao x = Y\, cix;, za jedinstveni izbor indeksa iy, ...,iy € I i jedinstvene nenul skalare
c1, ..., cy 1li, drugacije formulirano, da svaki x € V moZemo na jedinstven nacin zapisati
kao x = ) a;(x)x; za jedinstven odabir skalara a;(x) od kojih je najvise konacno mnogo
nenul elelllellenata.
U linearnoj algebri, pojam baza se odnosi na Hamelovu bazu. No, mi ¢emo termin baza
koristiti za definiciju baze na Banachovim prostorima, iz kasnije definicije (2.2.2).
NaZzalost, Hamelova baza za beskona¢nodimenzionalan Banachov prostor mora biti nepre-
brojiva, a s takvim bazama je Cesto nespretno za raditi, stoga ¢emo u sljede¢em poglavlju

9



10 POGLAVLIE 2. BAZE U BANACHOVIM PROSTORIMA

uvesti pojam baze za Banachov prostor koja nam omogucava upotrebu “beskonacnih line-
arnih kombinacija”, umjesto samo konacnih, na koje su Hamelove baze ogranicene.

Primjer 2.1.2. Neka je X beskonacnodimenzionalan Banachov prostor, i neka je {x;}c; Ha-
melova baza za X. Podijelimo li svaki vektor s njegovom normom, moZemo pretpostaviti da
je llxill = 1, za svaki i € 1. Neka je Jy = {]1, ja, ...} neki prebrojivi podniz od 1. Definiramo
Sfunkciju sa skalarnim vrijednostima u na {x;}ic; tako da stavimo u(x;) = nzan € N i
u(x;)) =0zaiel\Jy Tada prosirimo u linearno na cijeli X: svaki nenul vektor x € X ima

Jjedinstvenu reprezentaciju x = Zﬁ:’:l crXi, za neke iy, ..., iy € I i nenul skalare cy, ..., cy, pa
moZemo definirati u(x) = Y| cou(x;). Stavimo jos u(0) = 0. Tada je u linearni funkcional
na X, ali kako je ||x; || = 1, a |u(x;,)| = n, funkcional u je neogranicen.

Primjer 2.1.3. Neka je X beskonacnodimenzionalni Banachov prostor. Tada je svaka Ha-
melova baza za X neprebrojiva.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da X ima prebrojivu bazu. Oznacimo sa X, line-
arnu ljusku vektora {xi, ..., x,,}. Tada vrijedi:

X =U e Xa

Svaki X, je konacnodimenzionalan potprostor od X, pa je zatvoren.

Svaki X, je pravi potprostor od X, pa je IntX, = 0, Vn.

Dakle, vrijedi IntX, = IntX, = 0. To zna&i da je X, nigdje gust skup, a X je prebrojiva
unija nigdje gustih podskupova.

No, to je u kontradikciji sa Baire-ovim teoremom, koji tvrdi da neprazan potpun metricki
prostor sa nepraznom unutras$njosti nije prebrojiva unija nigdje gustih skupova.

Dakle, X nema prebrojivu Hamelovu bazu. O

2.2 Baze

Svaki vektorski prostor ima Hamelovu bazu koja je linearno nezavisna i ¢ija linearna lju-
ska jest cijeli prostor. No, kada radimo sa normiranim prostorima, moZemo promatrati
beskonacne redove. Prisjetimo se definicije konvergencije:

Definicija 2.2.1. Neka je {x,}, niz u normiranom prostoru X. Red Y., x; konvergira k
vektoru x € X ako je x = lim s, gdje je {s,}, niz parcijalnih suma; s, = Y;_; X

Red Y x; u normiranom prostoru konvergira apsolutno ako konvergira red nenegativnih
. 0
brojeva 52, |1xl.

Bazu u Banachovom prostoru definiramo na sljede¢i naCin:
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Definicija 2.2.2. (Baza)
Niz {x,}, n € N u Banachovom prostoru X naziva se baza od X ako vrijedi:

Vx € X, 3 jedinstveni skalari a,(x) takvi da vrijedi x = Z a,(x)x, (2.1)

n

Red u jednadZbi (2.1) nazivamo prikazom vektora x u bazi {x,}.

Napomena 2.2.3. a) Ako je {x,} baza, tada, zbog jedinstvenosti reprezentacije svakog x €

X kao x = Y, a,(x)x,, mora vrijediti x, # 0, za svaki n. Zato je niz {7} baza za X koja se

sastoji od jedinicnih vektora. Takvu bazu nazivamo normaliziranoml.lxn”

b) Po definiciji baze, {x,} je niz. Ponekad moZemo imati neprebrojiv sustav sa svoj-
stvima poput baze, ali njih ne¢emo tako nazivati kako bi se izbjegle zabune.

¢) Po definiciji baze, x = )] a,(x)x, konvergira u normi.

d) Ako je {x,} baza za X, tada je {x,} prebrojiv fundamentalan niz u X. To znaci da
skup svih konacnih linearnih kombinacija % cuX, sa racionalnim koeficjentima c, tvori

n=1

prebrojiv gust podskup od X, sto znaci da je X separabilan. MoZe se pokazati da postoji
separabilan, refleksivan Banachov prostor koji ne posjeduje niti jednu bazu, odnosno ne
vrijedi tvrdnja da svi separabilni Banachovi prostori imaju bazu.

U sljedecoj definiciji promatramo odredene tipove baza koje imaju dodatna zanimljiva
svojstva:

Definicija 2.2.4. Neka je {x,} baza za Banachov prostor X.

a) {x,} je bezuvjetna baza ako red u jednadZbi (2.1) konvergira bezuvjetno za svaki x. Bazu
koja nije bezuvjetna nazivamo uvjetna baza.

b) {x,} je apsolutno konvergentna baza ako red u jednadZbi (2.1) konvergira apsolutno, za
svaki x.

c) {x,} je ogranicena baza ako je {x,} ogranicen u normi odozgo i odozdo, odnosno ako je
0 < infllx.l < supllx,|| < oo

d) {x,} je normalizirana baza ako je ||x,|| = 1, za svakin € N

Rad sa bezuvjetnim bazama ima veliku prednost: poredak indeksnog skupa je nebitan.
Zato bilo koji prebrojiv skup moZemo koristiti kao indeksni skup za bezuvjetne baze, dok
u radu s uvjetnim bazama kojima je indeksni skup bilo koji osim N, moramo precizirati
poredak indeksnog skupa.

Ponekad ¢emo raditi s nizovima koji su baze za neki zatvoreni potprostor od X, a ne za
cijeli X. Zato uvodimo sljedecu definiciju:

Definicija 2.2.5. (Bazni niz)
Neka je X Banachov prostor. Niz {x,} u X je bazni niz u X ako cini bazu za span{x,}.
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Vecina terminologije koju upotrebljavamo za baze vrijedi i za bazne nizove. Na primjer,
{x,} je bezuvjetan bazni niz ako je takoder i bezuvjetna baza za span{x,}, itd.

Napomena 2.2.6. Za svaki n € N, definiramo y, = (1,...,1,0,0,...), gdje se I ponavlja n
puta. Tada je {y,} normalizirana uvjetna baza za c.

2.3 Schauderove baze

Pretpostavimo da je {x,} baza za Banachov prostor X. Tada jedinstvenost u jednadzbi (2.1)
jamci da su koeficjenti a,(x) linearne funkcije s varijablom x, te da je niz {a,} jedinstveno
odreden pomocu {x,}.

Definicija 2.3.1. (Koeficijentni funkcionali)

Neka je {x,} baza za Banachov prostor X. Niz linearnih funkcionala {a,}, definiran jed-
nadzbom (2.1) naziva se pripadni niz koeficijentnih funkcionala ili jednostavnije, koefici-
Jjentni funkcionali, za {x,}.

Intuitivno, od linearnih funkcionala o¢ekujemo da su ’najjednostavnije” moguce funk-
cije na vektorskom prostoru, te intuitivno izgleda da nesto toliko jednostavno poput linear-
nih funkcionala mora biti neprekidno. Medutim, postoje neograniceni linearni funkcionali
na svakom beskona¢nodimenzionalnom normiranom prostoru, pa je prvo pitanje koje se
trebamo zapitati o bazi: jesu li pripadni koeficijentni funkcionali neprekidni?

Definicija 2.3.2. (Schauderova baza)

Neka je {x,} baza za Banachov prostor X, te neka je {a,} pripadni niz koeficijentnih funk-
cionala. Tada za {x,} kaZemo da je Schauderova baza za X ako je svaki koeficijentni funk-
cional a, neprekidan.

Dakle, baza je Schauderova ako je a, € X*, za svaki n. U teoremu (2.3.7), dokazati
¢emo netrivijalnu ¢injenicu da je svaka baza u Banachovom prostoru ujedno i Schauderova
baza.

Slijedi nekoliko primjera baza za koje ve¢ imamo eksplicitne izraze za koeficijentne
funkcionale. U svakom slu¢aju moZemo vidjeti da su koeficijentni funkcionali neprekidni.

Primjer 2.3.3. a) Neka je {e,} ortonormirana baza za separabilan Hilbertov prostor H.
Reprezentacija vektora x € H u bazi je x = )(x, e,)e,, stoga su koeficijentni funkcionali:
a,(x) = (x, e,), a oni su neprekidni u H. Uocimo da, u smislu identifikacije H* sa H dane
u Rieszovom teoremu o reprezentaciji (1.0.9) , imamo a, = e, € H = H*, za svaki n.

b) Neka je {6,} standardna baza iz (1.0.3). Tada je {0,} baza za I?, za svaki p takav da
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je 1 < p < oo, koju nazivamo standardna baza za IP. Reprezentacija vektorima iz baze
od x = (x,) € I? je x = ) x,0,, stoga su koeficijentni funkcionali dani s a,(x) = x,. Ovi
funkcionali su neprekidni na IP, pa vrijedi a, € (I’)". Po teoremu (1.0.8), (I’)" se moZe
poistovjetiti sa l9, u smislu da se svaki neprekidan linearan funkcional u iz I’ moZe zapisati
kao pu(x) = {x,y) = X X,yn, za neki y € 4. Za funkcional a,, imamo a,(x) = x, = {x,0,),
te obicno a, poistovjetimo sa d,, te piSemo a, = 6,. Stoga je niz koeficijentnih funkcionala
za bazu {6,} opet {3,}. Primjetimo da u ovom primjeru 6, pripada i prostoru [P i prostoru
Py = 1.

Za p = oo, niz {0,} je baza za c( (vidi 1.0.3), i niz koeficijentnih funkcionala je ponovo {9,},
koji je sadrZan u c; = I'. Bazu {6,} nazivamo standardna baza za c.

c) U primjeru (2.2.6), ako uzmemo y, = (1,...,1,0,0,...), tada je {y,} uvjetna baza za c.
Koeficijentni funkcionali dani su s a,(x) = x, — X411 = (X, 0,) — (X, 0ps1) 2a X = (X,) € Co.
Prema tome, koeficijentni funkcionali su neprekidni. Dodatno, u smislu poistovjecivanja,
imamo: a, = 6, — 0,y € I' = cy.

Kad pokazemo da su koeficijentni funkcionali za bazu nuZno neprekidni, usvojiti éemo
notaciju bilinearne forme (1.0.7) 1 pisati (x, a,) umjesto a,(x). No, prije dokaza neprekid-
nosti koeficijentnih funkcionala, moramo promotriti nekoliko ¢injenica. Prvo Sto trebamo
promotriti je da, ako je {x,} baza, i fiksiramo m € N, tada x,, moZemo napisati na dva
nacina:

Xy = a,(X,) %, i Xy = OmnXn. (2.2)
5 5

Stoga, zbog jedinstvenosti reprezentacije u bazi, moramo imati a,(x,,) = O,,, Za svaki m 1
za svaki n.

Definicija 2.3.4. (Biortogonalni nizovi)

Za Banachov prostor X, te nizove {x,} C X i {a,} C X", kaZemo da je {a,} biortogolan u
odnosu na {x,}, ako je {x,;,a,) = Oy, za svaki m,n € N. {a,} nazivamo biortogonalan ili
dualan niz od {x,}.

Jo$ nismo pokazali da je {a,} sadrZzan u X* - to ¢emo dokazati u teoremu (2.3.7). Tada
moZzemo koristiti terminologiju iz prethodne definicije i re¢i da su baza {x,} i njezin pri-
padni niz koeficijentnih funkcionala {a,} biortogonalni nizovi.

Sljedeca definicija ¢e nam biti od velike vaznosti za analizu:

Definicija 2.3.5. (Operatori parcijalnih suma)

Neka je {x,} baza za Banachov prostor X, sa koeficijentnim funkcionalima {a,}. Operator
parcijalnih suma, odnosno prirodne projekcije u odnosu na {x,}, su preslikavanja Sy :
X — X definirana sa:
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N
Syx =2 a,(x)x,, xeX.

n=1

Operator parcijalne sume S y je linearan jer su funkcionali a, linearni.
Tvrdimo: a, je neprekidan za svaki n ako i samo ako je S y neprekidan za svaki N.
Ako je a, neprekidan, svakako je i Sy neprekidan. Za dokaz obrnute tvrdnje, uz N > 2,
imamo:

N N-1
an(x)xy = Z an(X)Xy = Z an(X)Xy = S NX = S n-1X (2.3)
n=1 n=1

Stoga, ako je svaki S y neprekidan, neprekidan je i svaki a,,.
Primjetimo da, ako je {x,} baza, tada vrijedi:

x =2 a,(x)x, = lim S yx.
n=1 N—eo

Kako su svi konvergentni nizovi ograniceni, imamo supyl||S yx|| < oo, za svaki x €
X. Kada bismo znali da su Sy ogranic¢eni, mogli bismo primijeniti princip uniformne
ogranicenosti kako bismo zakljucili da je C = supy||Sn|| < oo. To ¢emo kasnije 1 moci
uciniti, a broj C ¢emo nazivati baznom konstantom za {x,}, no zasada ne smijemo impli-
citno pretpostaviti neprekidnost koeficijentnih funkcionala niti operatora parcijalnih suma.
Sljedeci teorem biti ¢e kljucan za naSu analizu. Tvrdi da, ako je {x,} baza, moZzemo pro-
matrati prostor Y, koji sadrzi sve nizove (c,) takvima da }] ¢,x, konvergira u normi tako
da postane Banachov prostor topoloski izomorfan sa X. Opcenito je teSko ili nemoguce
opisati eksplicitno takav prostor Y, ali zasad nam je dovoljno znati da je takav prostor Y
izomorfan sa X. Primjer jedne situacije gdje mozemo lako opisati takav Y je sljedeci:
Ako je {x,} ortonormirana baza za Hilbertov prostor H, tada } c,x, konvergira ako i samo
ako je (¢,) € 2.
Prisjetimo se: topoloski izomorfizam izmedu normiranih prostora X i Y je linearna bijek-
cijaT : X — Y takva da su T i T~! neprekidne. Po teoremu o inverznom preslikavanju,
ako je T neprekidna linearna bijekcija sa Banachovog prostora X u Banachov prostor Y,
tada je 7! neprekidna, pa je T topologki izomorfizam.

Teorem 2.3.6. Neka je {x,} niz u Banachovom prostoru X, te pretpostavimo da je x,, # 0,
za svaki n. Neka je:

Y = {(c,,) D CX, konvergira u X},

te stavimo:

N
2 CnXy
n=1

l(c)lly = supy
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Tada vrijede sljedece tvrdnje:
a) Y je Banachov prostor
b) Ako je {x,} baza za X, tada je Y topoloski izomorfan sa X uz preslikavanje T : (c,) —

2. CnXn.

N
Dokaz. a) Jasno je da je Y vektorski prostor. Ako je ¢, € Y, tada > c,x, = lim ) c¢,x,

—00 n=1
konvergira. Kako su konvergentni nizovi i ograni¢eni, imamo ||(c,)|ly < oo, za svaki (c,) €
Y. Zato je || - ||y dobro definirana. Lako je provjeriti da vrijedi:

I(cn) + @lly < llelly +ICdlly i lleCelly = Ielll(elly

paje ||-|ly barem polunorma na Y (dakle, u odnosu na normu, nedostaje joj uvjet p(x) = 0 =
x = 0). Pretpostavimo da je ||(c,)|ly = 0. Tada je || Z;V:] cnXnll = 0, za svaki N. Posebno je i
llc1x1]] = 0, a kako je x; # 0, mora vrijediti i ¢; = 0. No, tada je ||cox2|| = || Zi:l x|l =0,
Sto znaci da je ¢, = 0 itd. ZakljuCujemo da je || - ||y normana Y.

Sljedece je potrebno dokazati da je Y potpun s obzirom na ovu normu. Pretpostavimo da
je Ay = (exy(n))pen € Y idaje {Ay}yen Cauchyev niz u Y. Tada za svaki fiksan n > 2, te
M,N € N vrijedi:

len(n) — ex(Mllxall = I (n) — en(m)x,ll

<|| Z](cMac) = en (o) + | :Z;:(cM(k) —extons]

< 2||[Ay — Anlly

Takoder, za n = 1 imamo |cy(n) — ey(n)|||x,l| < [|Ay — Anlly. Kako je {Ay} Cauchyev,
te je x, # 0, mozemo zakljuciti da je (cy(n))yen Cauchyev niz skalara, stoga mora konver-
girati k nekom skalaru c(n) za N — oo. Nas cilj je pokazati Ay — A = (¢(n)),en U normi
odYzaN — oo,

Uzmimo proizvoljan € > 0. Tada, posto je {Ay} Cauchyev u Y, postoji cijeli broj Ny > 0
takav da je:

VM,N > N(), ||AM _AN”Y = sup,, < €.

3 (en(m = ex(m)x,

Fiksiramo L > 0, te definiramo:

L L
yun = 2 (cu(n) —cey(n))x, i yn= Z:l(c(n) —cn(n))x,

n=1

Uoc¢imo da je |[yynll < €, za svaki M, N > Ny. Takoder, zahvaljuju¢i fiksiranom L, imamo:
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L L
yan = yull = |l ;1(6(11) —en(m)x,|| < 21 le() = cu@lllxall = 0, za M — co.

Dakle, vrijedi yyny — yu za M — co. Kao posljedicu, za svaki N > Ny, imamo:

llyvll = lim [[yynll <€
M—oo

UvrStavanjem yy u prethodnu jednadZbu, te uzimanjem supremuma po L, dobivamo:

L
VN > N, - al| < 2.5
> Ny sng;(cm) exm)| < e (2.5)

Sada vidimo da je (cy,(n)),en € Y, pared ), cy,(n)x, konvergira po definiciji od Y. Dakle,
postoji M, > 0 takav da vrijedi:

VYN > M > M,, <e.

N
Z CN() (n)-xn
n=M+1

Stoga, ako je N > M > M,, N, tada je:

N N M N
| D7 comm|| = || Do = ey = Do - ey + Y eny(m,
n=M+1 n=1 n=1 n=M+1
N M N
<[| > et = enpm| + || o = e |+ || D enym,
n=1 n=1 n=M+1

<e+e+e=3e
(2.6)

Dakle, )’ c(n)x, konvergira u X, te vrijedi A = (c¢(n)) € Y. Konacno, iz jednadzbe (2.5),
imamo da A, — A unormi od Y, pa je Y potpun.

b) Pretpostavimo sad da je {x,} baza za X. Tada T'(c,) = 2, c,x, preslikava Y u X, po defi-
niciji od Y. Nadalje, T je ocito linearan, ali i bijektivan jer je {x,} baza. Ako je (c,) € Y,
tada vrijedi:

= lim

N—>oo

N
2 CnXy
n=1

I = | X e

= [Iteally,

N
-
n=1

Sto znaci da je T ograniCen. Iz teorema o inverznom preslikavanju slijedi da je 7" topoloski
izomorfizam iz Y u X. O
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Sada ¢emo pozazati da su operatori parcijalnih suma neprekidni, Sto takoder povlaci da
su koeficijentni funkcionali neprekidni. Ova ¢injenica bi zapravo trebala biti korolar vezan
na prethodni teorem, no radi njegove vaznosti ¢emo ga oznaciti kao teorem:

Teorem 2.3.7. Neka je {x,} baza za Banachov prostor X, sa koeficijentnim funkcionalima
{a,}. Neka je Y kao u prethodnom teoremu, dakle takav da je T(c,) = ), c,x, topoloski
izomorfizam sa Y u X. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

a) Operatori parcijalnih suma S y su ograniceni, te vrijedi ||S y|| < |IT7'||, za svaki N € N.
b) C = supy IS vl < 0.

c) |llxlll = supy IS yxl| nam daje normu na X koja je ekvivalentna inicijalnoj normi || - ||, te
imamo || - || < [ - [II < C| - [I.

d) Koeficijentni funkcionali a, su neprekidni linearni funkcionali na X koji zadovoljavaju:

1 < lanllllx|l < 2C, neN

e) {x,} je Schauderova baza za X, a {a,} je jedinstveni niz u X* koji je biortogonalan nizu

{xa}.

Dokaz. a) Fiksirajmo bilo koji x € X. Po definiciji imamo x = ) a,(x)x,. Skalari a, su
jedinstveni, paje 77! dan's T~'x = (a,(x)). Slijedi:

supy IS yx|| = supy

N
2 an(X)x,
n=1

‘ = [IC@,()lly = 1T~ xlly < IT~"ll1x]

ZakljuCujemo da je S, ogranicen, te njegova operatorska norma zadovoljava ||S y|| < |77}l
b) 1z a) dijela, imamo C = supy, ISyl < [IT7!]] < 0.
c¢) Lako vidimo da ||| - ||| ima barem svojstvo polunorme. Uz x € X imamo:

lllxlll = supy IS vl < supy IS ¥lllxll = Clixl|.

Dodatno, kako vrijedi S yx — x u normi od X, imamo:

llxll = limy— e IS yxI| < supy (IS yx|| = [[[x]ll.
Iz navedene dvije ocjene slijedi da je ||| - ||| norma koja je ekvivalentna normi ||x||.
d) Kao u jednadzbi (2.3), za n > 2 imamo a,(x)x, = S,x — S ,_1x.
Stoga je:
lan QONllXall = llan(xX)Xall < S uxll + [1S -1 xl| < 2C][x]].
Kako vrijedi x, # 0, za svaki n, moZzemo zakljuciti da je ||a,| < % < oo. Kako je
a(x)x; = Sx, ista procjena vrijedi i za n = 1. Kao posljedicu imamo da je svaki a,

ogranicen, te da je ||a,||||x,|| < 2C, za svaki n. Kao i u raspravi nakon (2.2), zbog jedins-
tvenosti imamo a,,(x,) = O, pa su {a,} i {x,} biortogonalni, §to pak znaci 1 = a,(x,) <
llaa|lllxl-
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e) Kako su koeficijentni funkcionali neprekidni, {x,} je Schauderova baza, a ve¢ smo vi-
djeli da je {a,} biortogonalan niz u X*. Ovaj biortogonalni niz je jedinstven jer je {x,}
fundamentalan. i

Zahvaljujuci prethodnom teoremu, Cesto se poistovjecuje pojmove baze i Schauderove
baze. Nadalje, pripadni niz koeficijentnih funkcionala {a,} C X* moZemo nazivati i biorto-
gonalnim nizom ili dualnim nizom od {x,}.

Broj C iz prethodnog teorema nam je vazan, nazivamo ga bazna konstanta, te ga definiramo
na sljedeci nacin:

Definicija 2.3.8. (Bazna konstanta)

Ako je {x,} baza za Banachov prostor X, tada je njegova bazna konstanta konacan broj
C = supy |ISyll. Bazna konstanta nalazi se u rasponu 1 < C < oo. Ako je bazna konstanta
C =1, tada za bazu kazemo da je monotona.

Bazna konstanta ovisi o izboru norme. Ako nije drugacije naglaseno, baznu konstantu
uzimamo s obzirom na originalnu normu na X. PrelaZzenjem na ekvivalentnu normu za X
necemo promijeniti ¢injenicu da je {x,} baza, ali moZemo promijeniti baznu konstantu za
{x,}. Preciznije, u nastavku ¢emo pokazati da bazna konstanta s obzirom na ekvivalentnu
normu ||| - ||| uvijek iznosi 1.

Teorem 2.3.9. Svaka baza {x,} je monotona u odnosu na ekvivalentnu normu |||x||| =
supy IS nx|l.

Dokaz. Primjetimo da kompozicija operatora parcijalnih suma S, 1 S 5 zadovoljava:

SMSN = Smin{M,N}-

Stoga vrijedi:
1S wxlll = supy IS 4S wxll = sup{lIS 1xl, ..., IS pxll}
i
supy (IS v xlll = supy (IS vxIl = [llxlll-
Iz ovoga slijedi da je supy |[IS vl = 1. |

Napomena 2.3.10. Umjesto izmjene normi na X, uzmimo u obzir sve moguce baze za X u
odnosu na fiksiranu normu || - ||. MoZe se pokazati da niti jedna od ovih baza ne mora biti
monotona. Stovie, pokazano je da postoji Banachov prostor (X, || - |)), takav da je inf{Cg :
B je baza za X} > 1, gdje nam Cg oznacava baznu konstantu baze B za X u odnosu na
fiksiranu normu || - || za X.
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Posto sada znamo da su koeficijentni funkcionali a, za bazu elementi od X*, moZemo
koristiti dvije notacije: notaciju (1.0.7) i notaciju a,(x) = {x,a,). Zapravo ¢e nam odsad
nadalje notacija po izboru biti (x, a,), iako je nekad zgodnije pisati a,(x).

Napomena 2.3.11. Neki od navedenih slucajeva biti ¢e nam posebno zanimljivi:

a) Ako je {x,} baza za Hilbertov prostor H, tada se pripadni koeficijentni funkcionali nalaze
u H*, koji je izometricki izomorfan sa H, po Rieszovom teoremu o reprezentaciji (1.0.9).
Stoga svaki koeficijentni funkcional a, moZemo odrediti pomocu jedinstveno odredenog
vektora iz H: u tom smislu ovdje je dualni niz takoder niz u polaznom prostoru H, tj. svaki
x € H moZemo na jedinstven nacin zapisati kao x = Y {x, a,)x,.

b) Na slican nacin, u drugim slucajevima gdje imamo eksplicitnu identifikaciju dualnog
prostora X*, drZimo se uobicajenih oznaka. Na primjer, ako je {x,} baza za IP, gdje je
1 < p < oo, tada je svaki koeficijentni funkcional a, odreden pomocu elementa iz I, i
odredujemo funkcional a, pomocu ovog vektora u 4.

Niz koeficijentnih funkcionala {a,} je sadrzan u dualnom prostoru X*, koji je Banachov
prostor, ali opéenito mu nije baza. Na primjer, standardna baza {J,} je baza za X = [',
njegov niz koeficijentnih funkcionala je opet {6,}, koji je sadrzan u X* = [* ali nije baza
za . Umjesto toga, s obzirom na normu [, {§,} je baza za prostor c,. Pokazati ¢e se
da je ovaj primjer tipi¢an: ako je {x,} baza za Banachov prostor X, tada je njegov niz
koeficijentnih funkcionala {a,} baza za span{a,} koji, openito, moze biti pravi potprostor
od X*. No, pokazati ¢emo da vrijedi: ako je X refleksivan prostor, tada je {a,} baza za X,
po korolaru (3.5.4).

2.4 Ekvivalentne baze

U ovom poglavlju pokazati ¢emo nekoliko rezultata vezanih za invarijantnost baza u od-
nosu na topoloSke izomorfizme. Pocinjemo sa jednostavnom c¢injenicom da topoloski izo-
morfizmi ¢uvaju svojstvo baze.

Lema 2.4.1. Neka su X i Y Banachovi prostori. Ako je {x,} bazaza X i akojeT : X — Y
topoloski izomorfizam, tada je {T x,,} baza za Y.

Dokaz. Zay element iz Y vrijedi T~'y € X, pa postoje jedinstveni skalari (c,) takvi da je
T7'y = ¥ c¢,x,. Neprekidnost od T povlaci dajey = T(T"'y) = 3 ¢,Tx,. Pretpostavimo
da je y = X b,T x, neka druga reprezentacija od y. Tada, kako je 7~ neprekidna, imamo
T7'y = Y b,x,, paje b, = c, za svaki n, posto je {x,} baza za X. Dakle, {Tx,} je baza za
Y. O

Prethodni rezultat vodi do sljedeée definicije:
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Definicija 2.4.2. (Ekvivalencija baza)

Neka su X i Y Banachovi prostori. KaZemo da je baza {x,} od X ekvivalentna bazi {y,} od
Y ako postoji topoloski izomorfizam T : X — Y takav da je Tx, = y,, za svaki n. Ako je
X =Y, tada pisemo {x,} ~ {y,}, ¢ime oznacavamo da su {x,} i {y,} ekvivalentne baze za X.

Uoc¢imo da je ~ relacija ekvivalencije na skupu svih baza za Banachov prostor X.
MoZemo opisati ekvivalentne baze i u obliku konvergencije reda:

Teorem 2.4.3. Neka su X i Y Banachovi prostori. Ako je {x,} baza za X i {y,} baza za Y,
tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a) {x,} je ekvivalentan sa {y,}.

b) )’ cux, konvergira u X ako i samo ako ), c,y, konvergirau'Y.

Dokaz. a) = b). Pretpostavimo da su {x,} i1 {y,} ekvivalentne baze. To znaci da postoji
topoloski izomorfizam T : X — Y takav da je Tx, = y,. T je linearni operator, pa imamo:

T(X,21 GnXn) = X0y QnYn-

a,x, tada, zbog neprekidnosti od 7', konvergira i a,y,, 1 to

(o)

Ako a,x, konvergirau x = ),

uy =T(x) = X0 @nyn-

Obrnuti smjer moZzemo dokazati koriste¢i T~!, posto je T neprekidna bijekcija.

b) = a). Pretpostavimo da vrijedi b). Neka je {a,} € X* niz koeficijentnih funkcionala za
bazu {x,}, te neka je {b,} C Y niz koeficijentnih funkcionala za bazu {y,}. Pretpostavimo
da je dan x € X. Tada x = }(x,a,)x, konvergira u X, pa onda Tx = ) (x.a,)y, konvergira
u Y. Prikaz x = }(x,a,)x, je jedinstven, pa je T dobro definiran, a lako se pokaze da je i
linearan.

Ako je Tx = 0, tada vrijedi:

20y, =0 =Tx = 3(x, an)yn,

pa je (x,a,) = 0, za svaki n, posto je {y,} baza. Stoga je x = Y{x,a,)x, = 0, paje T
injekcija.

U sljedecem koraku biramo bilo koji element y € Y. Tadared y = }(y, b,,)y, konvergira u
Y,pax =y, b,)x, konvergira u X. Kako je x = > (x, a,)x, 1 {x,} je baza, to povlaci da je
O, b,) = {x,ay,), za svaki n. Dakle, vrijedi Tx =y, pa je T surjekcija.

Preostaje pokazati neprekidnost od 7. Za svaki N, definiramo 7y : X — Y kao Tyx =
SN {x,a,)y,. Kako je svaki funkcional a, neprekidan, to povlai da je svaki operator Ty
neprekidan. Kako vrijedi Tyx — Tx, po Banach-Steinhausovom teoremu (1.0.14) slijedi
da je T ograniCen. O

Primjer 2.4.4. Ako su {e,} i {f,} dvije ortonormirane baze za Hilbertov prostor H, tada,
po teoremu (1.0.5) vrijedi:
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3 cpen konvergira © Y |c,|? < o0 © Y ¢, f, konvergira.
n n n

Dakle, po teoremu (2.4.3) vrijedi {e,} ~ {f,}. Zakljucujemo da su sve ortonormirane baze
na H ekvivalentne.

MozZe se pokazati i da su sve ogranicene bezuvjetne baze u Hilbertovom prostoru ekvi-
valentne. Posebno, kako je svaka ortonormirana baza zapravo ograni¢ena bezuvjetna baza,
to povlaci da je svaka ograniCena bezuvjetna baza u Hilbertovom prostoru ekvivalentna
ortonormiranoj bazi.

2.5 Schauderove baze za C[0, 1]

U ovome poglavlju promatramo konstrukciju Schauderove baze za prostor C[O0, 1], od-
nosno prostor neprekidnih funkcija na intervalu [0, 1].

Definicija 2.5.1. (Schauderov sustav)
Schauderov sustav na C|0, 1] je:

gdje je X = Xjoa), [(t) = t, a s, je neprekidna funkcija dana s:

_ k12

1 = om0
_ g ko k+1/27 - k+1/2 kel
sni(1) = {linearna  na |5, == ina [=5=, 5

0 inace;
llustracija je na slici (2.1).
Ekvivalentno, ako je
W(t) = soo(t) = max{l — |2t — 1,0}
“kapa-funkcija” na [0, 1], tada je s, dilatirana 1 translatirana takva funkcija

Sni(t) = W(2"t - k),

suportirana na intervalu [25,,, k; ].

Fiksirajmo bilo koji f € C[0, 1]. Tada moZemo odabrati skalare a 1 b takve da funkcija
g = f —aX — bl zadovoljava g(0) = g(1) = 0. Prvi cilj nam je pokazati da postoje skalari
takvi da je
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)8}
[ i8]

N —
3=}

-] & _I_

Slika 2.1: Elementi Schauderovog sustava: na vrhu su redom /, 5o, @ na dnu su s, g, 1

co 2M—

1
8= Z Z Cn,ksn,ka
n=0 k=0

uz uniformnu konvergenciju reda. Odaberimo

ho = g(%)so,o-

Tada je hy neprekidna funkcija sa po dijelovima linearnim grafom koji se podudara s g u
tockama 0,1,1. Neka je go = g — ho. Primjetimo da g i§Cezava u totkama 0,3,1. Sada
definiramo

hi = go(3)s10 + 80(3)s1.1-
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Tada je h; neprekidna funkcija sa po dijelovima linearnim grafom koji se podudara sa g
u tockama 0,1,1,3,1. Kao posljedicu toga imamo da je ho + h; neprekidna sa po dijelo-
vima linearnim grafom koji se podudara sa g u to¢kama 0,1,1,3 1. Na isti na¢in moZemo

b 4 9 b 4 b
konstruirati funkcije

2"—1

hn = Z Cn,ksn,k
k=0

takve da je k, = h, + ...+ h, linearna aproksimacija funkcije g na pripadnim podintervalima
oblika [2,,+1 , 2n+1] Kako je g uniformno neprekidna, slijedi da k, konvergira uniformno
prema g. Stoga je g = lim k, = > ., h,, pa vrijedi:

n=1

oo 2—1
f—aX+bl+g—aX+bl+Z CokSns 2.7)

n=0 k=0

gdje red konvergira uniformno u odabranoj normi. Nadalje, ovakva reprezentacija je je-
dinstvena, iz ¢ega slijedi da je Schauderov sustav baza za C[0, 1].

Naknadno ¢emo pokazati da je Schauderov sustav uvjetna baza za C[0, 1]. Dapace, moze
se pokazati 1 da C[0, 1] ne sadrzi niti jednu bezuvjetnu bazu. Jo§ jedan prostor koji ne
sadrzi bezuvjetne baze je L'[0, 1].

Franklinov sustav je ortonormirana baza za L*[0, 1] dobivena primjenom Gramm-Schmidtove
ortogonalizacije na Schauderov sustav. Franklinov sustav je bezuvjetna baza za L”[0, 1],
zasvaki 1 < p < oco.

2.6 Trigonometrijski sustav

U ovome poglavlju promatramo trigonometrijski sustav {€*"™},.;. Navedimo za pocetak
neke ¢injenice o trigonometrijskom sustavu.
Pocinjemo s tehni¢kim detaljima:

Napomena 2.6.1. Zbog I-periodicnosti funkcija e*™™ na R, Cesto postavljamo restrik-

ciju domene na (0, 1] (ili neki drugi interval duljine 1), te ih promatramo kao elemente
iz LP[0, 1]. Ipak, u nekim slucajevima, pogotovo kada imamo neprekidnost, jednostavnije
je raditi sa prostorima I-periodickih funkcija u R nego funkcija na [0,1]. Na primjer,
za p = oo, uniformni limesi I-periodickih funkcija su 1-periodicki, pa je spani{e* ")
sadrZana u

nez

C(T)={f € C(R) : f je I-periodicnay.

Restrikcijom funkcija na domenu [0, 1], poZemo poistovjetiti C(T) sa
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Cper[0, 1] = {f € C[0, 1] : f(0) = f(D)}.

Kako je Cp,[0, 1] pravi zatvoreni potprostor od C|0, 1], trigonometrijski sustav ne moZe
biti fundamentalan u C[0, 1]. Umjesto toga vidimo da je trigonometrijski sustav fundamen-
talan u C(T) i u Cp,[0, 1], stoga su nam to prikladni prostori neprekidnih funkcija kada
radimo sa {€*™"}
Za konacan p definiramo

nez-

L/T) = {f : R — C: f je I-periodicnai [ |f(t)Pdt < o),

a kako su funkcije u L? definirane gotovo svugdje, razlika izmedu LP[0, 1] i LP(T) je obi¢no
zanemariva. Stoga Cesto koristimo naizmjence ta dva simbola, iako su oni ekvivalentni
samo u smislu identifikacije. Za p = oo, prostor L*(T) sastoji se od I-periodi¢nih esenci-
Jjalno omedenih funkcija, koje poistovjecujemo s L0, 1].

Sada kad smo definirali odgovarajuce funkcijske prostore, promatramo svojstva trigo-
nometrijskog sustava u njima. Za pocetak primjetimo da je trigonometrijski sustav orto-
normirani niz u L*(T). Takoder, iz (1.0.6), znamo da je {¢*""},c; fundamentalan u L*(T),
stoga je i ortonormirana baza za taj prostor. Svojstva baze ne¢emo dokazivati, ve¢ ¢emo ih
samo navesti u sljede€oj definiciji i teoremu:

Definicija 2.6.2. (Fourierovi koeficijenti)
Za f € LY(T), definiramo pripadne Fourierove koeficijente kao:

1
f(n) =(f, eZm'nt> — ff(t)e—zmntdt, ne7z
0

uz oznaku:

[ = (fm)nez.
Niz f nazivamo Fourierovom transformacijom od f.

Teorem 2.6.3. (Trigonometrijski sustav u LP(T) i C(T))
a) {e" >}, ., je ortonormirana baza za L*(T), stoga svaki f € L*(T) moZemo na jedinstven
nacin zapisati kao:

f(0) =3 fne 2,

nez

gdje red konvergira bezuvjetno u L*-normi, i imamo:

AL = 2 |fm)P.
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b) (e}, 7 je uvjetna baza za LP(T), za svaki 1 < p <2i2 < p < oo u odnosu na
Z={0,-1,1,-2,2,...} = {k, ks, ...}.

Preciznije, za takve p, svaki f € LP(T) moZemo na jedinstven nacin zapisati kao:
f@©) = 3 flkne
n=

gdje red konvergira u LP-normi, ali je uvjetno konvergentan za neke f € LP(T).

c) {e~ 2"}, o, je fundamentalan, ali nije baza niti za L'(T) niti C(T). Usprkos tome, svaka
funkcija f € L\(T) je jedinstveno odredena pomocu svoje Fourierove transformacije f,
npr. Ako je f € L'(T), tada je

f(n)y=0zasvakineZ o f=0.
Dokaz. Necemo dokazivati. O

Napomena 2.6.4. a) C(T) je Banachov prostor s obzirom na uniformnu normu.

b) C,.,[0, 1] je pravi zatvoreni podprostor od C[0, 11, i on je izometricki izomorfan sa C(T).
c) LP(T) je izometricki izomorfan sa LP[0, 1] za svaki 1 < p < oco.

d)Ako je 1 < p < q < o, tada je LY(T) € L(T).

Dokaz. Necemo dokazivati. O






Poglavlje 3

Biortogonalnost, minimalnost i viSe o
bazama

U ovome poglavlju baviti éemo se nezavisnosti u radu s beskona¢nodimenzionalnim Ba-
nachovim prostorima, te ¢emo primijeniti rezultate na Schauderove baze.

3.1 Veza minimalnosti i biortogonalnosti

Ako je {x,} Schauderova baza s pripadnim koeficijentnim funkcionalima {a,}, tada imamo
uvjet biortogonalnosti {x,,,a,) = 0,,,. Nazalost, kao Sto ¢emo pokazati u sljedecem pri-
mjeru, postojanje biortogonalnog niza samo po sebi nije dovoljno da bismo imali Schaude-
rovu bazu, ¢ak ni uz fundamentalnost.

Primjer 3.1.1. Fundamentalnost i biortogonalnost niza = baza

Prisjetimo se da je prostor C(T), koji se sastoji od kompleksnih, neprekidnih, 1-periodickih
funkcija na R, u stvari Banachov prostor s obzirom na uniformnu normu || - || (2.6.4).
Definiramo e, (t) = e*™, zan € Z. Ove funkcije su elementi iz C(T), i definiraju neprekidne
linearne funkcionale na C(T) formulom

1

Frew) = f FOedn, e ), 3.1)

0

jer je
1
Kfren) < [1f@ldE < | flleo-
0

27
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Stoga e, moZemo razmatrati kao element iz C(T)* u smislu da poistovjetimo funkciju e, s

funkcionalom na C(T) koji odreduje. Nadalje, {e,},cz je sam sebi biortogonalni niz jer je

(em,en) = Omn. Weierstrassov teorem o aproksimaciji trigonometrijskim polinomima kaZe
N

da, ako je f € C(T), tada postoji cijeli broj N i skalari c, takvi da vrijedi ||f — 3, cpenlleo <

€. Ekvivalentno je reci da je spanie,},cz gust u C(T), stoga je {e,},cz funcrzl’anlqventalan u
C(T).

Dakle, {e,},cz je fundamentalan u C(T) i postoji njemu biortogonalni niz u C(T)*. Ipak ce
se pokazati da on nije baza za C(T). Kako ovaj niz indeksiramo cijelim, a ne prirodnim
brojevima, za raspravu o konvergenciji prvo moramo odrediti redoslijed indeksa. Odabrali
smo “prirodan” redoslijed {0,—-1,1,-2,2, ...}, $to znaci da promatramo nizove parcijalnih
suma Yo, Y0, S S 2 itd. Pretpostavimo da je {e,}nez baza za C(T) s

obzirom na ovakav poredak od Z. Tada, za f € C(T) imamo

N
f=lim > (feden (3.2)

n=—N

pri cemu ovaj niz konvergira u normi || - ||l. Kada limes u prethodnoj jednadzbi pos-
toji, uobicajeno je pisati f = ).,c7{f,enen. Takav prikaz zovemo Fourierovim redom f.
Medutim, postoje neprekidne funkcije za koje (3.2) ne vrijedi, i zato niz {e,},cz nije baza za
C(T) u odnosu na poredak koji smo definirali.

Definicija 3.1.2. (Minimalni nizovi)
KaZemo da je niz {x,} u Banachovom prostoru X minimalan ako ne postoji vektor x,, koji
leZi u zatvorenoj ljusci ostalih vektora x,, odnosno ako vrijedi:

VmeN, x, ¢ span{x,},zm
Niz koji je minimalan i fundamentalan nazivamo egzaktan.
Pokazati ¢emo da je minimalnost ekvivalentna postojanju biortogonalnog niza:
Lema 3.1.3. Neka je {x,} niz u Banachovom prostoru X.
a) a,} € X* biortogonalan nizu {x,} & {x,} je minimalan.

b) A jedinstven {a,} C X* biortogonalan nizu {x,} & {x,} je egzaktan.

Dokaz. a) =. Pretpostavimo da je {a,} € X* biortogonalan nizu {x,}. Fiksiramo bilo koji

m € N, te odaberemo z € span{x,},+n,, na primjer z = Z;V:l Cn;Xn;- Tada je

N
<Z9 am) = Z Cl’lj<xnj9 am) = 09
J=1
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posto vrijedi x,, # x,,, za svaki j. Zato je a,, = 0 na span{x,},+», a kako je a,, neprekidna,
imamo (z,a,) = 0 za svaki z € span{x,},zn. No, kako je {(x,,a,) = 1, moramo imati
X & Span{x,},+m. Dakle, {x,} je minimalan.

&. Pretpostavimo da je {x,} minimalan. Fiksiramo m, i definiramo E = span{x,},+n. Ovo
je zatvoren podprostor od X koji ne sadrzi x,,. Po Hahn-Banachovom teoremu (1.0.11),
postoji funkcional a,, € X* takav da je

pmeay=1 1 {(x,a,)=0 za x€E.

Ponavljanjem postupka za svaki m € N dobivamo niz {a,} koji je biortogonalan nizu {x,,}.
b) Necemo dokazivati. O

Primjer 3.1.4. Po Weierstrassovom teoremu u aproksimaciji (1.0.1), niz monoma {x*}i=o
je fundamentalan u C[0, 1]. No, njegov pravz podniz {x* s je takoder fundamentalan u
C[0,1]. Stoga je x € span{x*}is0, pa {x*}is0 nije minimalan, $to znaci da ne posjeduje
biortogonalan niz.

Sljedeci rezltat nam daje karakterizaciju nizova monoma koji su fundamentalni u C[0, 1],
ili C[a, b]. U sljede¢em zapisu implicitno izbacujemo sve izraze oblika (l).

Teorem 3.1.5. (Muntz-Szasz)

Neka je 0 < ny < ny < ... rastuci niz prirodnih brojeva.

a) {x"*}ren je fundamentalan u C[0, 1] ako i samo ako je ny =0 i Z

b) Ako je 0 < a < b < oo tada je {x"}en fundamentalan u C [a b] ako i samo ako je

1 _
Ly =0

Dokaz. Necemo dokazivati. m|

3.2 Nezavisnost

U konac¢nim dimenzijama, niz {xi, ..., X,,} je minimalan ako 1 samo ako je linearno nezavi-
san. Ova jednostavna ¢injenica ne vrijedi za beskonacne nizove 1 beskona¢nodimenzionalne
prostore. U ovom poglavlju ¢emo razmatrati “’sive zone” u smislu nezavisnosti u be-
skonacnim dimenzijama. Prisjetimo se pojmova koje ¢emo koristiti:

Definicija 3.2.1. Niz {x,} u Banachovom prostoru X je:

a) Linearno nezavisan ako ZnN:1 X, =0=>cp=...=cy =0.

b) w-nezavisan ako vrijedi Y., | c,X, konvergira i jednaka je 0 = c, = 0 za svaki n,
¢) Minimalan ako vrijedi x,, ¢ span{x,},+m, za svaki m,

d) Bazni niz ako je Schauderova baza za spani{x,}.
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Konkretnije, Schauderova baza za X je bazni niz koji je fundamentalan. U nastavku
¢emo se usredotoCiti na bazne nizove umjesto na baze.
Sljedeée implikacije slijede iz prethodne definicije:

Teorem 3.2.2. Neka je {x,} niz u Banachovom prostoru X. Tada vrijedi:
a) {x,} je bazni niz = {x,} je minimalan.

b) {x,} je minimalan = {x,} je w-nezavisan.

c) {x,} je w-nezavisan = {x,} je konacno nezavisan.

Dokaz. Pretpostavimo da je {x,} bazni niz u X. Tada je {x,} baza za M = span{x,}, pa
postoji niz {a,} € M"* biortogonalan nizu {x,}.

Fiksiramo m € N 1 definiramo E,, = span{X,},+n. Tada, kako su {x,} i {a,} biortogonalni,
imamo (x, a,,) = 0, za svaki x € E,,. Kako je a,, neprekidna na M, vrijedi (x, a,,) = 0, za
svaki x € E,, = span{x,},+n. No, kako znamo da je {x,, a,,) = 1, zakljuCujemo da vrijedi
X ¢ E,,. Dakle, {x,} je minimalan.

b) Pretpostavimo da je {x,} minimalan i da }’ ¢,x, konvergira i iznosi 0. Pretpostavimo da
postoji neki m takav da je ¢, # 0. Tada vrijedi

X == X CaXy € SPAn{Xpluems
n#m
Sto je kontradikcija sa definicijom minimalnosti. Dakle, niz {x,} je w-nezavisan.
¢) Slijedi direktno. O

U sljedecim primjerima ¢emo promatrati svojstva fundamentalnosti, minimalnosti 1
baze u Hilbertovim prostorima.

Primjer 3.2.3. Minimalnost i fundamentalnost = baza

a) U primjeru (3.1.1) smo pokazali da je niz {€*™™},cz minimalan i fundamentalan u C(T),
ali nije baza za C(T).

b) Dati ¢emo primjer niza u Hilbertovm prostoru koji je minimalan i fundamentalan, ali
nije baza. Neka je {e,} ortonormirana baza za separabilan Hilbertov prostor H, te neka je
X, = e, + ey zan > 2. Promotrimo niz {x,},>>. Uzmemo li m,n > 2, imamo

(Xms €n) = (€, e,) +{e1,,) = Oy + 0.
Zakljucujemo da je niz {e,},>> biortogonalan nizu {x,},>>, pa je {x,},>> minimalan.

Ako x € H zadovoljava {x, x,) = 0 za svaki n > 2, tada je {x, e,) = —(x, e1) za svaki n > 2.
Stoga, po Parsevalovoj jednakosti [2], vrijedi

[ee] [ee]
Y Kx el = 2 Kx, e = [Ixll* < oo,
n=1 n=1
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pa mora vrijediti {x,e;) = 0. No, tada je {x,e,) = 0 za svaki n, pa je x = 01 {x,},>2 je
fundamentalan. Vec¢ smo prije pokazali da je niz {x,},>, minimalan, pa zakljucujemo da je
i egzaktan.

PokaZimo da {x,},s> nije baza za H. Kako se niz (%)neN nalazi u %, niz x = ¥, = konver-
gira u H. Pretpostavimo da moZemo pisati x = ),,°, C,X,, Uz konvergenciju reda u normi
od H. Tada za svaki m > 2 imamo

(o8] (o]
1
=X em) = (2 CuXns ) = X Culen + €1, 8p) = Cp.
n=2 n=2

No, tada je
2 CnXy = 2 o Xn = X (e + ),
n=2 n=2 n=2

Sto je kontradikcija s cinjenicom da ovaj red ne konvergira (uzevsi u obzir norme parcijal-
nih suma). Stoga vektor x ne moZemo zapisati u formi Y, , C,X,, I zato {x,},>, nije baza.
Kod ovog primjera je zanimljivo da, iako je {x,},>> egzaktan (minimalan i fundamentalan),
njegov biortogonalni niz {e,},>> nije fundamentalan. Za usporedbu, u kasnijem korolaru
(3.5.4) ¢emo pokazati da biogortonalan niz u odnosu na Schauderovu bazu u Hilbertovom
prostoru(ili refleksivnom Banachovom prostoru) mora biti fundamentalan.

c) Sljedeci primjer je niz u Hilbertovom prostoru koji je egzaktan ali nije baza. Proma-
tramo trigonometrijski sustav {e,},cz, gdje je e,(t) = e*™™, koji ¢ini ortonormiranu bazu za
LX(T).

Definiramo funkcije f, € L*(T) kao:

fu(0) = te,(t) = te*™ |, n #0.

Preciznije, definiramo f,(t) = te,(t) zat € [0, 1), te prosirimo f, 1-periodicki do R. Takoder
definiramo:

gn(t) — en(tt)_l — en(t);eO(t) ,n i O.

Direktnim racunom pokaZe se da je

1 22
sin-u
lgall?> = f Igu(ndt = 4nn f —du < o, (3.3)
0 0

u

paje g, € LX(T). Nadalje, za cijele brojeve m,n # 0 imamo

1
(s 8n) = [ ten() 20 qt = (e, ,) — (e, €0) = O — 0.
0
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Dakle, {g,}.+0 je biortogonalan nizu {f,},+0, iz Cega slijedi da su oba niza minimalni u
LX(T).

Pretpostavimo sada da je f € L*(T) takav da je {f, f,) = 0 za svaki n # 0. Funkcija
g(t) = tf(@) je iz L(T), i za svaki n # 0 imamo

1 1
(g.en) = [1tfe>™dt = [ f(1)f,(Ddt = (f, f) = 0
0

0

Kako je {e,},ez ortonormirana baza za L*(T), to znaci da je

g =) (g.enen = (g, e0)eq. (3.4)

nez

Kako je ey konstantna funkcija jednaka 1, imamo

(l) (g.eo)eo® _ ¢
f( = —— = < gotovo svuda,

gdje je c konstanta (g, eo). Za c # 0 je f(1) = < ¢ LX(T), sto je kontradikcija.

Dakle, ¢ = 0, pa je f = 0 gotovo svuda. Zakljucujemo da je { f,}nz0 fundamentalan u L*(T).
Sada imamo minimalnost i fundamentalnost za {f,},z0, $to znaci da je i egzaktan u L*(T).
Pretpostavimo sada da je baza za L*(T). Tada ée imati i konacnu baznu konstantu C. Kako
je {gu}nzo biortogonalan niz, po teoremu (2.3.7 d) ) vrijedi

I < |lfallizrllgnllizary £ 2C,  n #0.

Kako sve funkcije f, imaju identicnu normu, imamo sup||g,||;2 < oo. No, kako je

hmfs’" “du =12

’
n—oo 2

po jednadzbi (3.3) imamo da je lim,_,, ||g,|l;2 = o0. To je kontradikcija, pa { f,,},+0 ne moZe
biti baza za L*(T), bez obzira na odabir poretka Z \ {0).

Pokazati ¢emo da je ovaj biortogolan niz {g,}n0 fundamentalan u L*(T). Pretpostavimo
da za h € LX(T) vrijedi {h,g,) = 0 zan # 0. Ako definiramo g.(t) = R = 0, tada je

(h, gx) = 0 za svaki n € Z. Stavimo g(t) = h(t)—— -1 e LX(T). Tada za svakl m € Z imamo

—2mi(m—1)t _ 1+1 e*27|'zmr

(8. em) = f g(tye 2 mid = f h(t)*

dt = (h, gm-1) = <(h,gm) = 0

Dakle, g = 0 g.s., sto povlaci da je h = 0 g.s., pa moZemo zakljuciti da je {g,},+0 funda-
mentalan.
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Primjer 3.2.4. w-nezavisnost i fundamentalnost = minimalnost

a) Neka je X Banachov prostor koji sadrZi egzaktan niz koji nije baza za X (pokazali smo u
primjeru (3.2.3) da takav postoji). Tada, po teoremu (3.3.1), koji cemo ubrzo navesti, pos-
toji y € X takav da red Y, (v, a,)x, ne konvergira, a niz {a,} je biortogonalan nizu {x,}.
Promotrimo sada niz {y} U {x,}. Taj niz je fundamentalan, ali posto je y € X = span{x,},
ne moZe biti minimalan. No, pokazati ¢emo da je {y} U {x,} w-nezavisan.

Pretpostavimo da je )., c,x, = 0, tj. red konvergira i suma mu je 0. Ako je cy # O,
tada vrijedi y = —% o1 CnXy = 0. U ovom slucaju, biortogonalnost od {x,} i {a,} povlaci
da je (y,a,) = —Z—O Ali tada Y7 (v, a,)x, konvergira, $to je kontradikcija. Stoga mora
vrijeditico = 0, pai Y, cnx, = 0. Ipak, posto je {x,} minimalan, pa onda i w-nezavisan,
znaci da je svaki c, jednak nuli. Dakle, {y} U {x,} je w-nezavisan i fundamentalan, ali nije
minimalan.

b) Promotrimo jos jedan primjer fundamentalnog w-nezavisnog niza koji nije minimalan.
Po Weierstrassovom teoremu o aproksimaciji (1.0.1), skup monoma {x*};=¢ je fundamenta-
lan u prostoru C[0, 1] neprekidnih funkcija na [0, 1]. No, niz {x**}1s je takoder fundamen-
talan na C[0, 1], te zato niz {x*}=0 ne moZe biti minimalan. Ova Cinjenica na drugi nacin
slijedi iz Muntz-Szaszovog teorema (3.1.5). Ipak, pokazati éemo da je {x*}i>o w-nezavisan.
Pretpostavimo da je -, cix* = 0, gdje red konvergira uniformno na [0, 1]. Tada je funk-
cija f(x) = Yoo axt dobro definirana i beskonacno diferencijabilna na (—1,1), te po
pretpostavci imamo f = 0 na [0, 1). Gledamo li limes zdesna, vidimo da je f™ = 0, za
svaki n > 0. Uzmemo li n = 0, vidimo da je ¢y = f(0) = 0. Posto se red potencija moZe
derivirati &lan po ¢lan, imamo f'(x) = Yo, kax*™!, te je zato ¢, = f'(0) = 0. Nastavimo
li na ovaj nacin, dobiti éemo c; = 0, za svaki k. Dakle, {x*};¢ je w-nezavisan.

Zanimljivo je da niz {x*}iso ne sadrZi niti jedan minimalan podniz. Zaista, po Muntz-
Szaszovom teoremu (3.1.5), ako je {x"*}ien fundamentalan u C[0, 1], tada moZemo izbaciti
bilo koji monom x" (osim konstante x° = 1), te éemo i dalje imati fundamentalan niz.

Primjer 3.2.5. Konacna nezavisnost i fundamentalnost = w-nezavisnost

a) Neka su a, B € C fiksni skalari razliciti od O takvi da je |%| > 1. Neka je {0,},en sStan-
dardna baza za I%, te definiramo xo = 8, i X, = a0, + B,.1, za svaki n € N. Vrijedi da je
{Xn)ns0 fundamentalan i konacno nezavisan u I, ali nije w-nezavisan.

b) Pogledajmo sljedeci slucaj fundamentalnog, konacno nezavisnog niza koji nije w-nezavisan.
Neka je X Banachov prostor koji ima bazu, i neka je {x,} baza za X. Neka je {a,} C X*
njemu biortogonalan niz, te neka je x € X bilo koji element takav da je {x, a,) # 0 za svaki

n, kao na primjer

— Xn
X=X g

Primjetimo da za x ne moZemo uzeti niti jedan x, jer je {x,,a,) = 0 kada je m # n.
Promotrimo novi niz {x} U {x,},en. On je ocito fundamentalan, a zbog —x + Y(x, a,)x, =
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0 nije w-nezavisan. No, tvrdimo da je konacno nezavisan. Pretpostavimo da je cox +
Zflvzl cuXx, = 0. Stavimo li x = Y {x, a,)x,, slijedi da je

N 0
Z (C()(X, an) + Cn)xn + Z C0<x, an)-xn =0.
n=1 n=N+1

No, {x,} je baza, a to je moguce jedino ako je co{x,a,)+c, =0zan=1,..,Nico{x,a,) =0
zan > N. Kako niti jedan {x, a,) nije jednak 0, vrijedi c) = 0. No, tada je cy = ... = cy =0,
pa je {x} U {x,} konacno nezavisan.

3.3 Karakterizacija Schauderovih baza

Ako je {x,} minimalan niz u Banachovom prostoru X, tada postoji njemu biortogonalni niz
{a,} € X*. Stoga, 1ako ne znamo je li {x,} baza, moZzemo definirati operatore parcijalnih
suma kao

N
Syx = Z(x, adx,, xe€X. 3.5
n=1

Svaki Sy je ograni¢eni operator na X posto je, po pretpostavci, svaki a, neprekidan. Niz
{x,} je baza ako i samo ako je Syx — x, za svaki x € X. U sljedeCem teoremu vidjet
¢emo da je Schauderova baza upravo egzaktni niz ¢ija je bazna konstanta C = supy||S v/l
konacna.

Teorem 3.3.1. Za niz {x,} u Banachovom prostoru X, sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) {x,} je baza za X
b) Postoji biortogonalan niz {a,} C X* takav da vrijedi:

VxeX, x= Al,im Syx = Y Ax, a,)x,.
—0 n=1
c) {x,} je fundamentalan i postoji njemu biortogonalan niz {a,} C X* takav da red ) (x, a,)x,
konvergira za svaki x € X.
d) {x,} je egzaktan i vrijedi supy IS yx|| < oo, za svaki x € X.
e) {x,} je egzaktan i vrijedi supy||S y|| < oo.

Dokaz. e) = b). Pretpostavimo da e) vrijedi, i odaberemo bilo koji x € span{x,}, recimo
X = 224:1 cnXx,. Tada, posto je Sy linearan, a {x,} i {a,} su biortogonalni, za svaki N > M
imamo:

M M M
SNx: SN(Z mem) = Z CmSNxm = Z CnXm = X.

m=1 m=1 m=1
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Dakle, imamo x = limy_. Syx = > {(x,a,)x, za x koji se nalazi u gustom potprostoru
span{x,}.

Neka je C = supyl|S nl|, te neka je x bilo koji element od X. Kako je span{x,} gustu X, za
€ > 0 mozemo pronadi y € span{x,} takav da je |[|x — y|| < ﬁ Oznacimo takav element
y= Z,’Z’:l CmX,. Tada za N > M imamo:

llx = Snxll < llx =yl + lly = Swyll + IS vy = S nxll
< [l =yl + 0+ [IS wllllx = yi

(3.6)
< (1 +O)lx -yl
<e.
Stoga je x = limy_,e S yx = D (X, a,)X,.
Ostale implikacije neCemo dokazivati. O

Nazalost, kad imamo egzaktan niz {x,}, moZe biti vrlo teSko odrediti vrijedi li ikoja od
hipoteza iz prethodnog teorema.

Primjer 3.3.2. Fiksirajmo 0 < a < %, te stavimo ¢(t) = |t — %I“ zat € [0, 1]. Primjetimo
da se ¢ i njemu reciprocni @(t) = $ =|t- %l“’ nalaze u L*(T). Stavimo e,(t) = e*™, i
prisjetimo se da je {e,}nez ortonormirana baza za L*(T). Promotrimo sada niz

{enplnez = (™ (D)} ez,

koji ¢cemo nazivati nizom teZinskih eksponencijalnih funkcija. Za m,n € Z imamo

1 - 1 _
<em‘10’ en‘)b) = fem(t)‘p(t)en(t)‘:o(t)dt = fem(t)en(t)dt = <€m, en> = 5mn
0 0

Dakle, {,@} ez je biortogonalan na {e,¢}nez, te su oba niza minimalna u L*(T). Po (3.3.5)
su ti nizovi takoder fundamentalni, sto povlaci egzaktnost. Takoder, {e,p}.cz je uvjetna
baza za L*(T), no tu tvrdnju ne¢emo dokazivati.

U prethodnom primjeru smo vidjeli da red

= 2{fsen@leny

nez
konvergira za svaku funkciju f € L*(T). Konvergencija je uvjetna s obzirom na “pri-
rodni” poredak Z = {0, -1, 1, -2, 2, ...}. Dodatno, vrijedi i da funkciju ¢ iz proslog primjera

moZemo zamijeniti bilo kojom funkcijom ¢ takvom da || pripada familiji A, teZina na
T, koju definiramo na sljedeci nacin:
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Definicija 3.3.3. (A, teZina)
Nenegativna funkcija w € L'(T) je A, teZina ako vrijedi

sup,(ﬁ flw(t)dt)(ﬁ fl ﬁdt) < o0,

gdje supremum uzimamo po svim intervalima I C R (prisjetimo se da su funkcije u L*(T)
1-periodicke na R). Familiju A, teZina na T oznacavamo s A,(T).

Dakle, nuZan uvjet da bi w bila A, teZina je da je % integrabilna.

Teorem 3.3.4. Za ¢ € L*(T), sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) {e¥™ (1)} ez je Schauderova baza za L*(T), s obzirom na poredak Z. = {0,-1,1,-2,2,...}.
b) lpl* € A(T).

Napomena 3.3.5. Fiksirajmo 0 < a < %, i neka je p(t) = |t — %l“ kao u (3.3.2). Tada

vrijedi:

a) Niz {e¥™ (1)},ez je egzaktan u L*(T), i njemu biortogonalan niz {e*™™ §(1)},ez je takoder

egzaktan.

b) lel* € A(T)

Ako stavimo ¢(t) = |t — %I“, uz0<a< % tada je |¢|* primjer A, teZine (3.3.5). Nak-
nadno éemo pokazati da je {e*" ¢(f)},ez bezuvjetna baza ako i samo ako postoje konstante
A,B>0takve daje A < |p(t)* < B g.s.

3.4 Karakterizacija minimalnih nizova i Schauderovih
baza

Po teoremu (3.3.1) znamo da minimalan niz {x,} ne mora nuzno biti baza. Ipak, Cesto je
korisno razmatrati odgovarajuce operatore parcijalnih suma S y definirane u (3.5). Pretpos-
tavimo da je {x,} baza sa pripadnom baznom konstantom C. Tada za bilo koji N > M i
skalare ¢y, ¢y, ..., cy, IMamo:

M N N N
1> e = s e < 1Sl D ensa| < €| D e
n=1 n=1 n=1 n=1

Sljedece ¢emo pokazati karakterizaciju minimalnih nizova sa slicnom procjenom. No, za
razliku od (3.7), karakterizacija minimalnih nizova omogucuje nam da konstante C,, ovise
oM.

. (3.7
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Teorem 3.4.1. Neka je {x,} niz u Banachovom prostoru X kojemu su svi vektori x, razliciti
od 0. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a) {x,} je minimalan.

b)VYM,ACy > 1 takav da je

YN >M, Vc,,..,cn,

<Cy

M N
2, CnXy 2 CnXn
n=1 n=1

Dokaz. a)=b). Pretpostavimo da je {x,} minimalan. Po lemi (3.1.3), postoji niz {a,} € X*
biortogonalan nizu {x,}. Zato, uz N > M i skalare cy, ..., cy, imamo:

<Js.

M M M
Z CnXnl|| = HSM(Z Cnxn) Z CnXn
n=1 n=1 n=1

Dakle, tvrdnja b) vrijedi uz Cy; = ||S pll.
b) = a). Pretpostavimo da b) vrijedi, te neka je E = span{x,}. Stavimo Cy = 0. Tada, uz
X = ZnNzlcnxn €eFEil <M < N,imamo:

M-1
+[| 2
n=1
N N
Y Dol o) e
n=1 n=1

M
lenllbeull = llewxull < || 3 ca
n=1

= (Cy + Cy-p)llll.
(3.8)
Kako je xj; # 0, imamo
Cy+Cy-
el < —F——"xll, 1< M<N. (3.9)
llxall
Posebno, za x = 0je c; = ... = ¢y = 0, pa je {x,} konacno linearno nezavisan. Kako je

E konacna linearna ljuska od {x,}, onda je {x,} Hamelova baza za E. Dakle, svaki element
x € E ima jedinstvenu reprezentaciju oblika x = 7, a,(x)x,, gdje je samo kona¢no
mnogo nenul skalara a,(x). Po jednadzbi (3.9) vrijedi

Cp+C,—

1
a,(0)] < Ly, xeE,

pa je a, neprekidna u potprostoru E. Po Hahn-Banachovom teoremu (1.0.10), postoji
neprekidno proSirenje od a, na cijeli X, koje cemo takoder oznacCavati sa a,,. Kao posljedicu
mozemo zakljuciti da je {x,} minimalan, posto je {a,} € X* biortogonalan nizu {x,} C
X. O

Promatramo li egzaktan niz {x,}, sljedeci rezultat kaze da su konstante Cy iz teorema
(3.4.1) uniformno ogranic¢ene u M ako i samo ako je {x,} baza za X.
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Teorem 3.4.2. Ako je {x,} niz u Banachovom prostoru X, tada su sljedece tvrdnje ekviva-
lentne:

a) {x,} je baza za X.

b) {x,} je fundamentalan, x, # 0 za svaki n, i postoji C > 1 takav da vrijedi:

N
<3 e
n=1

Nadalje, ako gornje tvrdnje vrijede, najbolji odabir konstante u jednadZbi (3.10) je bazna
konstanta C = C = supy |IS yl|-

. (3.10)

N
VN > M, Vcl,...,cN, HZC,,)C”
n=1

Dokaz. a)= b). Slijedi iz jednadzbe (3.7).
b)= a). Pretpostavimo da vrijedi b). Po teoremu (3.4.1) znamo da je {x,} minimalan, stoga
postoji njemu biortogonalan niz {a,} € X*. Kako je {x,} fundamentalan, po teoremu (3.3.1)
je dovoljno pokazati da je supy||S v|| < oco.
Pretpostavimo da je x = 224:1 cnXxn € spanix,}. Tada je:

N<M = |Syxll=

<C = Cllxll,

N
2 CnXy
n=1

M
2. CnXp
n=1

N>M =[Syl =

M
Z CnXn|| = ||X||,
n=1

Stoga, radi > 1 imamo:
Vx € span{x,}, VYN €N, |[|Syxll < Cllx].

No, kako je svaki S y je neprekidan i span{x,} je gust u X, imamo ||S yx|| < C||x|| za svaki
x € X1 N € N. Dakle, vrijedi supy |[Sy|| £ C < oo, Sto nam takoder pokazuje da je
najmanja moguca vrijednost za C upravo C = C = supy [IS v/l O

3.5 Dualnost baza

Neka je 7 kanonsko umetanje Banachovog prostora X u svoj dvostruki dual X** odnosno,
ako je x € X, tada je m(x) € X neprekidan linearni funkcional na X* definiran sa
(x*,m(x)) = (x,x*) za x* € X* (definicija (1.0.13)).

Pretpostavimo da je {x,} minimalan niz u X. Tada, po lemi (3.1.3), postoji njemu biortogo-
nalan niz {a,} € X*. Promotrimo niz {n(x,)} € X*™. Za m,n € N imamo:

<am’ ﬂ'(xn)> = <xn, am> = Omn-

Stoga je {m(x,)} niz u X** biortogonalan nizu {a,} u X*. Dakle, {a,} je minimalan niz u X*.
Time smo dokazali sljedeci rezultat:



3.5. DUALNOST BAZA 39

Lema 3.5.1. Ako je {x,} minimalni niz u Banachovom prostoru X, te ako je niz {a,} € X"
biortogonalan nizu {x,}, tada je {a,} minimalan u X* i {n(x,)} je biortogonalan niz u X**.

Napomenimo da u prethodnoj lemi ne moZemo zamijeniti minimalnost sa egzaktnoscu.
Kad je X* neseparabilan, prebrojiv niz {a,} ne moze biti fundamentalan u X*. Na primjer,
standardna baza {5,,} je baza za X = [' (pa je i egzaktna na ['), ali njezin biortogonalni niz,
koji je takoder {9,}, nije fundamentalan u X* = [*. Manje je trivijalna Cinjenica da, ¢ak 1
ako je X* separabilan, ne vrijedi da dual egzaktnog niza mora biti egzaktan.

Primjer 3.5.2. Ako imamo ortonormiranu bazu {e,},cn za separabilan Hilbertov prostor
H, u primjeru (3.2.3 b) ) smo konstruirali niz {x,},>> koji je egzaktan, ali ¢iji biortogonalni
niz je {e,}n>2, koji nije fundamentalan.

Pretpostavimo sada da je {x,} baza za X. Prisjetimo se, ako X" nije separabilan, tada
njemu biortogonalan niz ne moZe biti baza za X*. S druge strane, {a,} je minimalan, pa je
1 egzaktan kao podskup njemu zatvorene linearne ljuske. Zanima nas hoce li tada {a,} biti
baza za spani{a,}? U sljede¢em teoremu ¢emo pokazati da je odgovor potvrdan.

Teorem 3.5.3. Neka je X Banachov prostor. Ako je {x,} baza za X, tada je njemu biorto-
gonalni niz {a,} baza za span{a,} u X*.

Dokaz. Polemi (3.5.1), {a,} je egzaktan u span{a,}, i {n(x,)} mu je biortogonalan niz u X**.
Stoga je, po teoremu (3.3.1), potrebno pokazati da je operator parcijalnih suma 7y (vezan
uz niz {a,}) uniformno ogranien u operatorskoj normi. Navedeni operatori parcijalnih
suma su oblika:

To(x) = 3 (7o) = 3, (s ¥ )atns 28 X € SPaila).
n=1

n=1

Neka su S y operatori parcijalnih suma koji se odnose na bazu {x,}. Kako je S 5 neprekidno
linearno preslikavanje od X u samog sebe, znaci da postoji njemu adjungirani operator
Sy X" —> X" Akoje x € Xix" € X", tada imamo:

(X, S y(x7)) = (S nx, x7)
N
= < Z(x, Ap)Xn, x*>
1

Z 3.11
= Z(x, An )X, X*) G-AD
n=1

N
(x, Z(xn, X"y ) = {6, T(x)

n=1
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Stoga je Ty = Sy, iz Cega slijedi [Tyl = [IS3Il = [ISwyll. Zakljuujemo da vrijedi
supy [ITwll = supy IS vl < co. m|

U primjeru (3.5.2) vidjeli smo da dual egzaktnog sustava ne mora biti egzaktan. U
nastavku ¢emo pokazati da je dual baze za refleksivan Banachov prostor X baza za X*.

Korolar 3.5.4. Ako je {x,} baza za refleksivan Banachov prostor X, tada je njemu biorto-
gonalan niz {a,} baza za X".

Dokaz. U teoremu (3.5.3) smo pokazali da je {a,} baza za span{a,} u X*, pa je potrebno po-
kazati joS da je {a,} fundamentalan u X*. Pretpostavimo da x** € X zadovoljava (a,, x*) =
0, za svaki n. Kako je X refleksivan, X** = n(X), Sto znaci da je x™ = n(x) za neki x € X.
No, tada je {(x,a,) = (a,, n(x)) = {a,, x*) = 0 za svaki n. Stoga je x = Y (x,a,)x, = 0, §to
povlaci da je x™ = m(x) = 0. Po korolaru (1.0.12), {a,} je fundamentalan u X*. O

Ako je {x,} baza za Banachov prostor X, a njemu biortogonalan niz {a,} je baza za X",
tada kazemo da je {x,} padajuca baza za X. Preciznije, svaka baza za refleksivan Banachov
prostor je padajuca.

Iskoristiti cemo korolar (3.5.4) kako bismo pokazali da su dualni nizovi ekvivalentnih baza
u Hilbertovim prostorima i sami ekvivalentni.

Korolar 3.5.5. Neka je H Hilbertov prostor. Neka je {x,} baza za H kojoj je {a,} biortogo-
nalan niz, te neka je {y,} baza za H kojoj je {b,} biortogonalan niz. Ako je {x,} ~ {y,}, tada

je {an} ~ {bn}

Dokaz. Kako su Hilbertovi prostori sami sebi duali, iz korolara (3.5.4) mozemo zakljuciti
da je {a,} baza za H uz pripadni biortogonalni niz {x,}, a {b,} baza za H uz pripadni bior-
togonalni niz {y,}. Ako vrijedi {x,} ~ {y,}, tada postoji topoloski izomorfizam T : H - H
takav da je T x,, = y, za svaki n. Adjungirano preslikavanje 7™ je takoder topoloski izomor-
fizam 1z H u samog sebe, te za svaki m,n € N imamo:

Xy T*Dn) = T Xy b} = Yms Dn) = O = (X, Q).
Kako je {x,} fundamentalan, vrijedi 7°b,, = a, za svaki n, te stoga vrijedi i {a,} ~ {b,}. O

Primjer 3.5.6. Ako je {x,} minimalan niz u Banachovom prostoru X, te postoji njemu
biortogonalan niz {a,} koji je baza za X", tada je {x,} baza za X.

Dokaz. Uzmimo y € X takav da vrijedi y ¢ span{x,}, y # 0. Tada je a,(y) = 0, Vn, a kako
je {a,} baza za X*, to znaci da je y = 0, Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je y # 0.
Dakle, ne postoji y € X takav da vrijedi y ¢ span{x,}, pa je {x,} baza za X. O



Poglavlje 4

Bezuvjetne baze u Banachovim
prostorima

Schauderova baza daje nam jedinstvenu reprezentaciju svakog vektora u Banachovom
prostoru, x = > {x, a,)x,. No, uvjetno konvergentni redovi su osjetljivi u mnogo pogleda.
Na primjer, ako x = > (x, a,)x, uvjetno konvergira i (4,) je ogranicen niz skalara, tada red
> A.{x, a,)x, ne mora biti konvergentan. Bezuvjetnost je vazno svojstvo, i u ¢esto ¢e nam
biti lakSe raditi sa bazama koje su bezuvjetne nego uvjetne. Zato ¢emo u ovome poglavlju
detaljnije prouditi bezuvjetne baze.

4.1 Osnovna svojstva i bezuvjetna bazna konstanta

MozZemo preformulirati bezuvjetnost baze na sljedeéi nacin:

Lema 4.1.1. Za niz {x,} u Banachovom prostoru X, sljedece dvije tvrdnje su ekvivalentne:
a) {x,} je bezuvjetna baza za X

b) {xsm)} je baza za X za svaku permutaciju o skupa N.

U ovom slucaju vrijedi: ako je {a,} niz koeficijentnih funkcionala za {x,}, tada je {a,} niz
koeficijentnih funkcionala za {xy}.

Po lemi (2.4.1), topoloski izomorfizam Cuva svojstvo baze. Ista tvrdnja vrijedi i za
bezuvjetne baze.

Lema 4.1.2. a) Topoloski izomorfizam cuva svojstvo baze. Preciznije, ako je {x,} bezu-
vjetna baza za Banachov prostor X, a T : X — Y topoloski izomorfizam, tada je {T x,}
bezuvjetna baza za Y.

b) Topoloski izomorfizam na isti nacin ¢uva svojstvo ogranicenosti bezuvjetne baze.

41
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Prisjetimo se, iz definicije (2.4.2), da su baze {x,} 1 {y,} ekvivalentne ako postoji to-
poloski izomorfizam T takav da je Tx, = y, za svaki n. MozZe se pokazati da su sve
ogranicene bezuvjetne baze na Hilbertovim prostorima ekvivalentne, StoviSe ekvivalentne
su i ortonormiranim bazama.

Napomena 4.1.3. Promatrati ¢emo tri tipa operatora parcijalnih suma za bezuvjetnu bazu
{x,} za Banachov prostor X. Neka je {a,} niz biortogonalan nizu {x,}.

Za pocetak, svakom konacnom skupu F C N pridruZujemo operator parcijalne sume S :
X — X definiran s:

Sr(x) = Y (x,a,)x,, x€X.

neF

Nadalje, za svaki konacan skup F C N i svaki niz skalara € = {€,},cr za koje vrijedi €, = +1
za svaki n, definiramo operator S g, : X — X kao

Sre(x) = 2 efx,an)x,, x€X.

neF

Konacno, svakom konacnom skupu F C N i svakom skupu skalara A = {A,},cr koji zado-
voljava |A,| < 1 za svaki n, pridruzujemo operator S pa(x) : X — X definiran sa

SEA(X) = X X, an)x,, x€X.

nekF

Primjetimo da, iako za S r vrijedi S 12[, = SF, za operatore Sg. i S g ta tvrdnja ne mora
vrijediti.

Primjenom teorema (1.0.18), dobivamo sljedeca svojstva bezuvjetnih baza, gdje smo
supremume uzeli po F, g, te A iz prethodne napomene.

Teorem 4.1.4. Ako je {x,} bezuvjetna baza za Banachov prostor X, tada vrijede sljedece
tvrdnje:
a) Sljedece tri vrijednosti su konacne za svaki x € X:

lIlxlll = supg IS F(2)Il,
lllxllle = supg, IS £,
lllxllla = supga IS £aGOIl.

b) Sljedece tri vrijednosti su konacne:

K =supplISkll, Ke=supp lISrell, Ka =supglISEall-
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) I-ME< M- < 2000 Wl @ vrijedi K < K < 2K.

d) Ako je F =R, tada vrijedi ||| - |lls = |l - llla i K = K.
e) Ako je F = C, tada vrijedi ||| - |lls < |l - llla < 2/ - llle 1 Ke < Ka < 2K..
DN e 2 - Na su norme na X, i svaka od njih je ekvivalentna pocetnoj normi || - ||,

tako da vrijedi:

-1 < AIF- 1< K- 1,
-1 <l e < Kl - I,
- 1< I Mlla < KAl -1

Napomena 4.1.5. Za bezuvjetnu bazu {x,} u Banachovom prostoru X, koristiti cemo oz-
nake kao u prethodnom teoremu za konstante K, K., Kx i norme ||| - ||, Il - llle, 11l - la-

Definicija 4.1.6. (Bezuvjetna bazna konstanta)
Ako je {x,} bezuvjetna baza za Banachov prostor X, tada broj K, zovemo bezuvjetna bazna
konstanta za {x,}.

Usporedimo li broj K sa baznom konstantom C iz definicije (2.3.8), vidimo da je C <
K. Zapravo, ako je C, bazna konstanta za permutiranu bazu {x,,}, tada je K = supC,,
pri ¢emu uzimamo supremum po svim permutacijama o od N.
Bezuvjetna bazna konstanta K, implicitno ovisi o normi od X, a promjena norme u ekvi-
valentnu moZe promijeniti vrijednost bazne konstante.

4.2 Karakterizacija bezuvjetnih baza

Navedimo najprije teorem koji ¢emo koristiti kasnije:

Teorem 4.2.1. (Caratheodory)
Za realne brojeve Ay, ..., Ay takve da vrijedi |1,| < 1, postoje realni brojevi c;, > 0i g} = +1
zak=1,..N+1in=1,..,N takvi da vrijedi:

N+1 N+1

xoa=1 1 X &ca=4,zan=1,.,N.

k=1 k=1

U sljede¢em teoremu dati ¢emo nekoliko ekvivalentnih formulacija bezuvjetnih baza:

Teorem 4.2.2. Neka je {x,} fundamentalan niz u Banachovom prostoru X takav da je x, # 0
za svaki n. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
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a) {x,} je bezuvjetna baza za X.
b)ac, =1, Vci,...,c,, Ye,..,exy = %1,

N
H § €4CnXy
n=1

C) HCQ > 1, Vbl,...,bn, VCl,...,CN,

) 4.1)

N
< Cl"chxn
n=1

N N
|b1| < |CI|’ ceey |bN| < |CN| = Z bnxn < C2 2 CnXn||-
n=1 n=1
d)A0 < C5<1 <Cy <00,Ycy,...,Cn,
N N N
G| 2 lealna| ||  enn| < Ca|  tenb|
n=1 n=1 n=1

e) {x,} je baza, te za svaki ograniceni niz skalara A = (A,) postoji neprekidan linearni
operator Ty : X — X, takav da vrijedi TA(x,) = A,x, za svaki n € N.

Nadalje, ako navedene tvrdnje vrijede, najbolji izbor konstante C, u jednadzbi (4.1) je
bezuvjetna bazna konstanta Cy = K, = supy,. [IS rll-

Dokaz. a)=b). Pretpostavimo da je {x,} bezuvjetna baza za X, uz pripadne koeficijentne
funkcionale {a,}. Odaberemo neke skalare ci,...,cy 1 neke €,...,ey = =1, te stavimo
X = ZnN:1 cuXx,. Tada je (x,a,) = c, ako jen < N, dok je (x,a,) = 0zan > N, te vrijedi

N
Z € CnXy = Z En(-x’ an>xn = SF,e(x)’
n=1 neF

gdjeje F ={1,..,N}ie = {e,..., ey}. Podefiniciji od ||| - ||| 1 teoremu (4.1.4 f) ) imamo

= IS peOIl < lllxllle < Kellxll = Ke

N
2. CnXp
n=1

N
2, €CnXy

n=1

Dakle, tvrdnja b) vrijedi za C; = K.

b)=a). Pretpostavimo da vrijedi b), te neka je o neka permutacija od N. Potrebno je
pokazati da je {x,,} baza za X. Po pretpostavci, {x,,} je fundamentalan, sa svim nenul
elementima. Po teoremu (3.4.2), dovoljno je pokazati da postoji konstanta C, takva da
vrijedi

M N
VYN > M, vco-(l)a cees Ca(N)» H Z Co(n)Xo(n) < CO'H Z Co(n)Xo(n)
n=1 n=1

Da bismo to u€inili, fiksiramo bilo koji N > M i odaberemo proizvoljne skalare ¢y, ..., Con)-
Definiramo ¢, = 0 zan ¢ {o(1),...,0(N)}. Neka je L = max{o(1),...0(N)}, te definiramo
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, {1 zan € {o(l), ..., (M)},
=1 1 vy, =

—1 inace.
Tada je
N S €t Y
H Zc(r(n)x(r(n) = H Z( 7 )Cn¥n
n=1 1 n:lL 1 .
< EH Z €nCnXn|| + 5” Z;Vncnxn

4.2)
Sto smo Zeljeli pokazati, uz C,, = C;.
a)= c). Pretpostavimo da je {x,} bezuvjetna baza za X, uz pripadne koeficijentne funkci-
onale {a,}. Odaberemo bilo koje skalare cy,...,cy 1 by, ..., by za koje vrijedi |b,| < |c,| za
svaki n. Definiramo x = ZnN:1 CnXn, 1 primjetimo da je ¢, = (x, a,). Neka je 4, takva da je
b, = A,c,. Kako vrijedi |b,| < |c,|, moZzemo uzeti |1,| < 1 za svaki n. Stoga, ako definiramo
F=A{l,..,N}iA ={Ay,..., Ay}, tada vrijedi

N
Z bnxn = Z /lnCan = Z /ln<x’ an>xn = SF,A(x)~
n=1

neF neF

Zato je

= IS paIl = lllxllla < Kallxll = K

N N
Z bnx,, Z CnXn
n=1 n=1

Za C, = K, tvrdnja c) vrijedi.

b)=c). Pretpostavimo da vrijedi b). Odaberemo proizvoljan N > 0, i proizvoljne skalare
b,,c, takve da je |b,| < |c,| za svakin = 1,...,N. Neka je |1, < 1 takav da vrijedi
b, = A,c,. Neka je a, = Re(1,), a 8, = Im(4,). Kako su @, realni i zadovoljavaju |a,| < 1,
Caratheodoryev teorem (4.2.1) povlaci da mozemo naci skalare 7, > 01 €, = %1, za
m=1,.,N+1in=1,..,N, takve da vrijedi

N+1 N+1
Xtw=1 1 Y ety=a, zan=1,..,N.
m=1

m=1
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Stoga vrijedi
N N N+1
_ n
HZancnxn —HZ E emtmcnxn'
n=1 n=1 m=1
N+l N

Il
%

el
3 M

SRS

()

3

p*

3

N+1 N
Sl
m=1 n=1
N+1 N
Shcf S
m=1 n=1
N
3
n=1
4.3)
Na slican nac¢in moZemo gledati imaginarne dijelove 5, (koji iznose 0 za F = R):
N N N N N
Zl bnxn = Zl /lncnxn < Zl A CpXpl| + Zl lgncnxn < 2C1 Zl CnXnl||-
n= n= n= n= n=

Dakle, tvrdnja c¢) vrijedi, uz C, = 2C;.
c)=a). Pretpostavimo da vrijedi c), te neka je o bilo koja permutacija od N. Treba pokazati
daje {x,} baza za X. Po pretpostavci, {X,(,} je fundamentalan u X, 1 nijedan element x,)
nije 0. Stoga je, po teoremu (3.4.2), dovoljno pokazati da postoji konstanta C, takva da
vrijedi

M N
VYN > M, Vcoay, s Coms H 2 ComXom|| < Crr” 2 ComXon)
n=1 n=1

Da bismo to ucinili, fiksiramo bilo koji N > M i odaberemo bilo koje skalare c,(1), ..., co)-
Definiramo ¢, = 0 zan ¢ {o(1), ...,0(N)}. Neka je L = max{o (1), ...,0(N)}, te definirajmo

1 1, zane€{o(l),..,o(M)},
" 0, 1inace.

Tada je

M L L N
Z ComyXom)|| = Z /lncnxn < C2 Z CnXp|| = CZ Z ComyXom)||-
n=1 n=1 n=1 n=1

time smo dokazali tvrdnju, uz C, = Cj.
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c)=d). Pretpostavimo da vrijedi c), te izaberemo neke skalare cy, ..., cy. Neka je b, =
|lca|. Tada vrijedi i |b,| < |c,| 1 |c,| < |b,| pa, prema c), imamo:
N N _ N N
2 bnxn < C2 Z CnXn 1 Z CnXn < C2 Z bnxn .
n=1 n=1 n=1 n=1
Takle, tvrdnja d) vrijedi, uz C5 = ciz 1C4 = Cs.
d)=c). Pretpostavimo da vrijedi d). Odaberemo neke skalare ¢y, ...,cy 1 €, ..., ey = £1.
Tada, po d), imamo:
N N N cll &
Z] €CnXy|| < C4 Z] |6ncn|xn = C4 Zl |Cn|~xn < C_i Zl CnXnl|-
n= n= n= =

Dakle, tvrdnja c) vrijedi, uz C, = g—;‘

a)=e¢). Neka je {x,} bezuvjetna baza za X, sa pripadnim koeficijentnim funkcionalima
{a,}. Neka je (4,) neki ograniceni niz skalara, te neka je M = sup|4,|. Fiksiramo neki
x € X. Tadared x = }(x, a,)x, konvergira bezuvjetno. Stoga, po teoremu (1.0.18 f) ), red
Txh(x) = 3, 4,{x, a,)x, konvergira. Ovako definiran 7 : X — X je oCito linearan, i imamo

22X, @)Xy PRER TS

ITA()I = M < MK\

= MKallxll.

Dakle, Ts je neprekidna. Konacno, biortogonalnost od {x,} i {a,} povlaci da je Tx(x,) =
A, x, za svaki n.

e)=a). Pretpostavimo da vrijedi e). Kako je {x,} baza, postoji njemu biortogonalan niz
{a,} € X* takav da red x = }(x,a,)x, konvergira i da je to jedinstveni raspis od x u
terminima vektora x,,. Moramo pokazati da ovaj red bezuvjetno konvergira. Neka je A =
(4,) neki niz skalara takav da vrijedi |4,| < 1, za svaki n. Tada, po pretpostavci, postoji
neprekidno preslikavanje Tx(x,) = 4,x, za svaki n. Neprekidnost od 7'y povlaci da vrijedi

Ta(x) = TAQX, an)xn) = 24X, an) TA(Xn) = 2 (X, ) X

Dakle, najdesniji izraz iz prethodne jednadzbe konvergira za bilo koji izbor ogranicenih
skalara, pa iz teorema (1.0.18 f) ) znamo da red x = }(x, a,)x, konvergira bezuvjetno. O

4.3 Uyvjetnost Schauderovog sustava u C[0, 1]

Ranije smo pokazali da je Schauderov sustav baza za C[0, 1]. Sljedece cemo pokazati da
je ta baza uvjetna. To ¢emo napraviti indirektno: neCemo eksplicitno konstruirati element
iz C[0, 1] ¢ija reprezentacija u bazi konvergira uvjetno, ve¢ ¢emo koristiti teorem (4.2.2)
kako bismo pokazali da bezuvjetna bazna konstanta za Schauderov sustav mora biti be-
skonacna.
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ZN

0 L & 3 1
4 2 4
0 1 L
4 2
1 A
0
L 3 2
4 2 4
l /\
0

0 d 1 3 1
4 2 4

3

Slika 4.1: Odozgo: funkcije 1y, 15, t3, 14

Koriste¢i notaciju otprije, elementi Schauderovog sustava su funkcije X = Xjo 1, funk-
cija [(f) = t, te proSirene i translatirane kapa-funkcije s,x(t) = W(2"t — k), gdje je W
kapa-funkcija visine 1 definirana na [0, 1]. Odaberemo podniz Schauderovog sustava defi-
niranjem:

t1 = soo (kapa-funkcijana I, = [0, 1]),

n=s10 (kapa-funkcijana I, = [0, 3]),

3= sy (kapa-funkcijana Iy = [§, 1]),
ty = s3, (kapa-funkcijana Iy = [§, 3]),
ts = s45 (kapa-funkcijanaIs = [Z, 3]),

te = 5510 (kapa-funkcija na Iy = [1%, ;—;]),

itd., gdje mijenjamo lijeve, odnosno desne strane intervala /y_; kao intervala /Iy na kojem
je kapa-funkcija ¢y definirana (slika 4.1).
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4 4(
3 3
2 2

1r 1+ /\
0 . 0 .

1 1
- 1 -
2 2 1

Slika 4.2: Funkcije g5 (lijevo) 1 hs (desno)

Promotrimo sada funkciju gy = ZnN: | t,. Cilj nam nije pokazati da gy konvergira uni-

formno (u stvari niti ne konvergira uniformno), ve¢ da mu izraCunamo normu i usporedimo
N
rezultat sa normom od 4, = Y (=1)"*(t,) (vidi ilustraciju 4.2).

n=1
Funkcije gy_; 1 gn se poklapaju svugdje osim na intervalu /. Neka je u, srediSte inter-
vala Iy. Funkcija gy_; je linearna n a intervalu Iy, a gy dostiZe svoj globalni maksimum na
sredistu u,. Po napravljenoj konstrukciji, za N > 3, jedan rub intervala Iy je uy_,, a drugi
je un—-1. Odredimo li ay = gn(uy) kao globalni maksimum od gy, imamo

ay = 1+ Dot
Vrijedi: ay se povecava beskonano za N — oo.

S druge strane, za hy = Zﬁ,v:l(—l)"“t,, vrijedi da uvijek imamo |k, (7)] < 2, pa je by =
llhnlle < 2. Kao posljedicu vidimo da ne moZe postojati kona¢na konstanta C takva da
vrijedi:

N

2t

n=1

:aNSCbN:C

N
ngl(—l)”“tn”m, N eN.

[ee)

Uzmemo li u obzir dio c) iz teorema (4.2.2), zakljucujemo da Schauderov sustav ne moze
biti bezuvjetan.






Bibliografija

[1]. C.Heil, A Basis Theory Primer Expanded Edition, Birkhduser, Springer Science+Business
Media, LLC 2011.

[2]. D.Baki¢, Normirani prostori, Zagreb 2016.

[3]. D.Baki¢, Linearna Algebra, Zagreb 2008.

51






Sazetak

U ovome radu cilj nam je bio prouciti i opisati osnovna svojstva bezuvjetnih baza.

U prvome poglavlju smo uveli rezultate iz raznih podrucja koji su nam bili potrebni za opis
problema.

U drugom poglavlju smo opisali baze na Banachovim prostorima i njihova svojstva, pocevsi
od Hamelovih baza, s kojima smo se prije susreli u kona¢nodimenzionalnim prostorima.
Definirali smo i opisali neke vrste baza (bezuvjetne, apsolutno konvergentne, ogranic¢ene
i normalizirane baze), detaljnije smo proucili Schauderove baze, te smo opisali i proucili
svojstvo ekvivalencije baza u beskonaénodimenzionalnim Banachovim prostorima. Takoder,
proudili smo i trigonometrijski sustav, {€27"},;.

U tre¢em poglavlju pozabavili smo se svojstvima baza: definicijom, svojstvima mini-
malnosti 1 biortogonalnosti, te karakterizacijom Schauderovih baza i minimalnih nizova.
Takoder smo se pozabavili pitanjem nezavisnosti u beskona¢nodimenzionalnim prosto-
rima.

U zadnjem poglavlju smo opisali bezuvjetne baze. Proucili smo njihova osnovna svojstva i
karakterizaciju, uveli pojam bezuvjetne bazne konstante i naucili kako ju najbolje odrediti,
te smo uvidjeli da Schauderov sustav ne moze biti bezuvjetan.






Summary

In this paper, our goal was to analyze and describe the properties of unconditional bases.
In the first chapter, we’ve introduced the results we needed to describe the problem.

In the second chapter, we have defined the bases on Banach spaces and described their
properties, starting with Hamel bases, which we referred to as bases in finite dimensional
spaces. We have defined and described several types of bases (such as the unconditional
bases, absolutely convergent bases, bounded bases, and normalized bases), we studied Sc-
hauder bases in detail, and have described equivalence of bases in infinite dimensional
Banach spaces. Also, we’ve described the trigonometric system, {€*"'},cz

In the third chapter, we had a closer look at basis properties: definition, minimality, biortho-
gonality, and independence when in infinite dimensional Banach spaces. We’ve characte-
rized Schauder bases and minimal sequences and found out how minimality and Schauder
bases are related..

In the last chapter, we’ve described the unconditional bases. We characterized them, des-
cribed their basic properties, introduced the definition of unconditional basis constant (its
properties, and how to find it). At last, we’ve shown that the Schauder system cannot be
unconditional.






Zivotopis

Moje ime je Matko Ban, roden sam 26.5.1991. u Zagrebu, gdje 2009. godine zavrSavam
XV. gimnaziju, a 2015. zavrSavam preddiplomski smjer na PMF-u, te upisujem diplomski
studij Primijenjena matematika.

Tijekom studija prikupio sam prakti¢na znanja kao Sto su koriStenje operativnih sus-
tava Windows i Linux, koriStenje MS Office-a, rad s bazama podataka, programiranje u
C-u, C++-u i Matlab-u, te rad na projektima koji ukljuuju data mining i numeri¢ku ma-
tematiku, te rad u Latex-u. Osim toga, upoznat sam sa data warehousingom 1 poslovhom
inteligencijom, Oracle alatima, te PowerBI editorom.

Dodatno, suradujem u izradi znanstvenog rada na temu antropometrije u Zagrebu. Od
stranih jezika dobro govorim engleski i njemacki.
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