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Uvod

U normiranim prostorima su kugle i sfere vazan alat za opisivanje brojnih svojstava. Po-
nekad je teSko zamisliti kuglu u nekom apstraktnom prostoru, ali sama rije¢ “kugla” nas
navodi na razmiSljanje o okruglom, glatkom objektu. U dvodimenzionalnom Euklidskom
prostoru, kugle zaista i jesu takve - okrugle, bez oStrih rubova i imaju brojna lijepa svoj-
stva. Zeljeli bismo ta svojstva poopéiti na proizvoljan normiran prostor i izvesti rezultate
vezane uz njih. U ovome radu ¢emo uvesti strogo konveksne, te glatke normirane prostore
¢ije ¢e kugle imati sli¢na svojstva.

Prvo ¢emo obraditi strogo konveksne prostore u poglavlju 2, te vidjeti njihovu vezu
s fundamentalnim teoremima funkcionalne analize kao Sto je Hahn - Banachov teorem.
Pokazat ¢emo da je normiran prostor strogo konveksan ako i samo ako njegova jedini¢na
sfera ne sadrZi netrivijalne segmente, te ako i samo ako je svaka tocka jedinicne sfere eks-
tremna tocka zatvorene jedini¢ne kugle. Takoder, dat ¢emo karakterizaciju strogo konvek-
snih prostora preko potpornih funkcionala. Nadalje, vidjet ¢emo da na strogo konveksnim
prostorima vrijedi analogna tvrdnja za pojavu jednakosti u nejednakosti trokuta kao 1 za
unitarne prostore. VaZzan primjer strogo konveksnih prostora su unitarni prostori, te pro-
stori LP(X)1{P za 1l < p < oco. Pokazat ¢emo da strogo konveksni prostori nisu nuzno
refleksivni, te ¢emo uvesti uniformno konveksne prostore. Ovdje ¢e nam biti bitan Milman
- Pettisov teorem koji garantira refleksivnost uniformno konveksnih Banachovih prostora.

U poglavlju 3 ¢emo obraditi glatke prostore 1 pokazati da je normiran prostor gladak
ako 1 samo ako za svaku toCku jedinicne sfere postoji jedinstveni potporni funkcional za
zatvorenu jedini¢nu kuglu. Nadalje, uvest ¢emo pojam Gateauxove derivacije norme, te
pokazati da je prostor gladak ako i samo ako mu je norma Gateaux derivabilna. VaZan
primjer glatkih prostora su prostori L”(X) i ¢ za 1 < p < co. Pokazat éemo da je nor-
miran prostor gladak ako mu je dualni prostor strogo konveksan, te je strogo konveksan
ako mu je dualni prostor gladak. Takoder, vidjet ¢emo da 1 glatki prostori nisu nuzno re-
fleksivni 1 uvesti uniformno glatke prostore koji ¢e biti refleksivni. Kod uniformno glatkih
prostora vazna ¢e nam biti uniformna Fréchetova derivacija norme. Za kraj ¢emo pokazati
Smulianov teorem koji kaZe da je normiran prostor uniformno gladak ako i samo ako mu
je dualni prostor uniformno konveksan, te je uniformno konveksan ako i samo ako mu je
dualni prostor gladak.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Navedimo za pocetak neke osnovne pojmove teorije normiranih prostora koje ¢emo koris-
titi u nastavku rada. Proucavat ¢emo iskljucivo realne ili kompleksne vektorske prostore
pa uvodimo zajedni¢ku oznaku za polje - F.

1.1 Normirani prostori

Definicija 1.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje ||-|| : X — R
sa sljedecim svojstvima:

1. |Ix[| >0, VxeX,
2. |Ixll =0 x=0,
3. |lax|| = |alllxll, YaeF VxelX,
4 llx+yll < lIxll +1Ivll, - Vx,y € X.
Uredeni par (X, || - ||) se naziva normirani prostor.

Definicija 1.2. Norme x — |||x]|| i x — ||x]| na X su ekvivalentne ako postoje M,m > 0
takvi da je
m - || x| < Jlxdl < M- ]|l VxeX.

Oznaka: ||| - ||| ~ || - [I.

Primjer 1.3. a) (F,|-|) (ovdje je | - | apsolutna vrijednost)
b) (F% Ik, e, .o x)lla = /2L, 1l

o) (FLI-1), NG, x)lle = X Il
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d) FL 0 lle)s e, - x)lleo = max{lxg] : i = 1,..., 0}

Primjer 1.4. Sa C(K) oznacavamo skup svih neprekidnih realnih ili kompleksnih funkcija
na K. Uz ||flle = sup{|f(x)| : x € K} je (C(K),|| - |lo) nROrmirani prostor

Definicija 1.5. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
(:,) : X X X — F sa sljedecim svojstvima:

~

Axx) >0, VxeX,

2. {x,x) =0 x=0,

3. (ax,y) = alx,y), VaeFVx,yelX

4. (1 +x,y) =Ly + (0, y), YxLx,yeX,
5 (xy)=(nx), VYxyeX.

Uredeni par (X, (-, -)) naziva se unitaran prostor.

Uz ||x]] = “({x,x) svaki unitaran prostor postaje normirani prostor i vrijedi relacija
paralelograma
[l + Y7+ llx = Yl = 20l + 21yl xy € X. (1.1)

U normiranom prostoru X skup K(xg,r) = {x € X : ||x — x¢|| < r} je otvorena kugla radijusa
r sa srediStem u toCki xg, a skup S(xo,7) = {x € X : ||x — xo|| = r} je sfera radijusa r
sa srediStem u tocki xo. Skup S € X je otvoren ako je unija neke familije otvorenih ku-
gala. Nadalje, FF C X je zatvoren ako je X \ F otvoren. Zatvorenu kuglu oznacavamo s
K(xo,r) ={xe X :|lx=xll < r}.

Za A C X definiramo interior skupa A, Int A, kao uniju svih otvorenih skupova U C X
koji su sadrzani u A. Iz definicije slijedi da je IntA otvoren skup. Zatvarac skupa A,
A, definiramo kao presjek svih zatvorenih skupova Z C X koji sadrze A. Takoder, A je
zatvoren skup.

Definicija 1.6. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X. KazZemo da niz (x,), konvergira
prema x € X i piSemo x = lim,,_,, X, ako

Me>0)dnyeN) n=nyg=||x,—x|]| <e.
Kazemo da je niz (x,), Cauchyjev ako

Me>0)dng e N) n,m>ny = ||x, — x,ll < €.
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Definicija 1.7. Neka je X normiran prostori S C X. Skup S je kompaktan ako svaki niz u
S ima konvergentan podniz Ciji je limes u S .

Propozicija 1.8. Neka je X normiran prostor i A C X. Skup A je zatvoren ako i samo ako
sadrZi limese svih konvergentnih nizova svojih ¢lanova.

1.2 Potpuni prostori

Definicija 1.9. KaZemo da je normirani prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun normirani prostor naziva se Banachov prostor. Potpun unitaran prostor
naziva se Hilbertov prostor.

Primjer 1.10. a) €7 = {(x,), € B : |lxll, = (I, [xl”)? < oo}
Posebno, za p = 2, £* je Hilbertov prostor uz skalarni produkt {x,y) = Y2 X,y
x = (X)ny = G € .

b) £ = {(6)n € F' - [allee = supllx, : n € N} < oo}
¢) ¢o = {(x,), € FY 1 lim,e X, = 0} < £

Primjer 1.11. Neka je (X, M, u) prostor mjere. Za 0 < p < oo definiramo

LX) = {f : X - F: fizmjeriva, ||f]l, := (f |f|p)p < oo}_
X

Za p = oo definiramo
LX) ={f: X - F: fizmjeriva, ||flle < oo},
gdje je || fllo :=inf{a 2 0 : u({x € X : |[f(x)] > a}) = O}.

(L”, Il - ||p) je Banachov prostor za p € [1,00]. Posebno, za p = 2, L? je Hilbertov
prostor uz skalarni produkt (f, g) = fx fgdu, f,g € L*(X).

1.3 Ograniceni linearni operatori

Definicija 1.12. Neka su X i Y normirani prostori. KaZemo da je linearan operator A :
X — Y ogranicen ako postoji M > 0 takav da vrijedi ||Ax|| < M|x||,Yx € X. Skup svih
ogranicenih operatora oznacavamo s B(X,Y). Ako je X =Y, pisemo B(X).

Definicija 1.13. Neka je X normiran prostor. Skup svih ogranicenih linearnih funkcionala
na X, B(X, F), zove se dualni prostor prostora X i oznacava se s X'.
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Definicija 1.14. Na B(X, Y) definiramo normu ||A|| operatora A kao najmanji M > 0 za
koji je ||Ax]| < M|l

Propozicija 1.15. Neka je A € B(X,Y). Tada je

A
llAll = sup [|Ax|| = sup [|Ax|| = su lAx|

lIxll=1 Ixl<1 w0 |1l

Propozicija 1.16. Neka je X normiran prostor i neka je x € X. Tada je

lIxdl = sup {10l : f € Kx(0, 1)}, (1.2)

Prostor X" = (X’)" zovemo bidual prostora X. Za x € X definiramo preslikavanje
X € X” formulom x(f) = f(x). Sada definiramo linearnu izometriju ¢ : X — X” formulom

@(x) = X.
Definicija 1.17. KaZemo da je normirani prostor X refleksivan ako je Im ¢ = X".

Teorem 1.18 (Pettis). Ako je X Banachov prostor, tada je X refleksivan ako i samo ako je
X' refleksivan.

Na X, uz topologiju norme, moZemo uvesti i slabu topologiju koja je inducirana svim
ogranicenim funkcionalima na X. Konvergencija u smislu slabe topologije dana je sljede¢om
definicijom.

Definicija 1.19. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X. KaZemo da niz (x,), kon-
vergira slabo prema x € X i piSemo x = w — lim,_,. X, ako za svaki f € X' vrijedi

limy, o0 f(Xn) = f(2).

Nizove moZemo promatrati kao preslikavanja N 3 n — X. Ako indeksni skup nije NN,
imamo sljedecu definiciju tzv. hipernizova.

Definicija 1.20. Usmjeren skup je ureden par (I, <) koji se sastoji od nepraznog skupa I i
binarne relacije < za koju vrijedi:

@ a<a VYacel,

b) a<B, =y = axy,

(c) Va,Bel, Ayeltakavdajea <yiB <.
Hiperniz je svako preslikavanje x : I — X.

Propozicija 1.21. U Banachovom prostoru svaki Cauchyjev hiperniz konvergira.
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Kazemo da je funkcija f : X — R slabo poluneprekidna odozdo ako za svaki hiperniz
(xq) koji slabo konvergira prema x € X vrijedi f(x) < liminf, f(x,). VaZan primjer takvih
funkcija su norme.

Kao i na X, slabu topologiju moZemo uvesti i na X’ i nju zovemo slaba* topologija.
Nadalje, norma na X’ je slabo* poluneprekidna odozdo funkcija.

Definicija 1.22. Neka je X normiran prostor i (f,), niz funkcionala iz X'. KaZemo da (f,),
konvergira slabo* prema f € X' i piSemo f = w* — lim,_,, f, ako za svaki x € X vrijedi

lim,, e fu(X) = f(X).

Teorem 1.23 (Banach - Alaoglu). Neka je X normiran prostor. Kugla Kyx(0, 1) je slabo*
kompaktan skup u X’.

Korolar 1.24. U refleksivnom prostoru svaki ograniceni niz ima slabo konvergentan pod-
niz.

Teorem 1.25 (Goldstine). Neka je X normiran prostor, te neka je preslikavanje ¢ : X — X"
kao u Definiciji|l.17| Tada je ¢ (K O, 1)) slabo* gust podskup u Kx(0, 1).

Teorem koji sada navodimo jedan je od fundamentalnih teorema funkcionalne analize
1 u nastavku rada ¢emo ga Cesto koristiti. Prvo dajemo opcenitiju verziju za vektorske
prostore. Dokazi se mogu pronaci u []].

Teorem 1.26 (Hahn-Banach za vektorske prostore). Neka je p sublinearan funkcional na
realnom vektorskom prostoru X, te fy linearan funkcional na Y < X takav da je fy(x) <
p(x), x € Y. Tada postoji linearan funkcional f na X takav da je f|, = foi f(x) <
p(x), x € X.

Napomena 1.27. Funkcional f je pozitivno homogen ako je f(tx) =tf(x)zat>0ix € X,
te je subaditivan ako je f(x +y) < f(x) + f(y), x,y € X. Ako f ima oba svojstva, kaZemo
da je sublinearan.

Teorem 1.28 (Hahn-Banach za normirane prostore). Neka je X normiran prostor, Y < X i
f €Y. Postoji F € X’ takav da je Fly = f i ||F|| = ||f].

Hahn-Banachov teorem ima mnogo vaZnih posljedica, nama ¢e od najvece koristi biti
sljedeci rezultat.

Korolar 1.29. Neka je X normiran prostor i xy € X, xo # 0. Tada postoji f € X’ takav da
Jellfll =11 f(x) = llx]l.

Dokaz. Neka je M := [{xo}] < Xinekaje fy : M — F dan s fy(axy) = a|lxl, @ € F.
Tada je |fo(axo)| = |all|lxoll = llaxoll, tj. fo je ogranicen funkcional na Y i vrijedi ||fyl| = 1.
Nadalje, za a = 1, fy(xo) = l|xoll. Primjenom Teorema [I.28]slijedi tvrdnja. O
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1.3.1 Realni dio funkcionala

Neka je X normiran prostor, te neka je f : X — C ograniCen. Tada je
f(x) =Re f(x)+ilm f(x), xeX,

gdje su Re f i1 Im f realni funkcionali koji oznacavaju realni, odnosno kompleksni dio
funkcionala f. Ovdje pod realnim funkcionalom podrazumijevamo funkcionale koji su
homogeni za @ € R. Iako djeluje da imamo dvije odvojene informacije o funkcionalu f,
on je zapravo u potpunosti odreden samo svojim realnim dijelom. Zaista,

Re f(ix) + iIm f(ix) = f(ix) = if(x) = —Im f(x) + i Re f(x),

iz Cega slijedi Re f(ix) = —Im f(x), tj. f(x) = Re f(x) —iRe f(ix), x € X. Takoder, da
bismo odredili normu od f, dovoljno je odrediti samo normu realnog dijela. Kako je f
ogranicen na X, iz |Re f(x)| < [f(x)| < |If]l llx||, x € X, dobivamo ogranicenost operatora
Re f. Takoder, || Re f|| < ||fl. PokaZimo da vrijedi i obratna nejednakost. Neka je x € X i
neka su ¢ € (—m,n], r > 0, takvi da je f(x) = re’. Tadaje,uz @ = e, |a| = 1,

lf(0l = r = Re(af(x)) = Re f(ax) < ||Re fl| [lax|| = [[Re f]| laf llx]| = [[Re f]| ||x]],

pa vrijedi 1 obratna nejednakost, tj. || Re f|| = || f]|.



Poglavlje 2

Strogo konveksni normirani prostori

Neka je X vektorski prostor nad poljem F. Za x,y € X skup
[x,y]={tx+ (1 -0y :t€[0,1]}

nazivamo segment s krajevima x i y. Koristit ¢emo i oznaku (x,y) za otvoreni interval s
krajevima x 1y, tj.
oy =f{x+ A -0y : 10, D}

Skup K C X je konveksan ako vrijedi
(Vx,yeX) [xyl<cK.

DokaZzimo za pocetak jednu jednostavnu tehnicku lemu koju ¢emo Cesto koristiti u nas-
tavku poglavlja.

Lema 2.1. Neka je X normiran prostor i C C X konveksan. Ako je x € C iy € IntC tada
je{x,y) € IntC.

Dokaz. Dovoljno je primijetiti da je skup ¢C + (1 — ¢) Int C otvoren i sadrzan u C. O

U normiranom prostoru X svaka kugla je konveksan skup. Nama su od posebnog in-
teresa jedinicne sfere normiranih prostora. Sfera na Slici 1 (a) ima svojstvo da sadrzi ne
samo tocke e; = (0,1) 1 e; = (1,0) nego i cijeli segment [ey, e;], dok za sferu na Slici 1 (b)
to nije slucaj. Opcenito, za jedini¢nu sferu u normiranom prostoru X kazemo da je strogo
konveksna sfera ako za x,y € X, x # y, ||x|| = |[yl| = 1 vrijedi ||tx+(1-0)y|]| < 1, Vt e 0, 1).

Motivirani gornjom diskusijom, definirat éemo strogo konveksne normirane prostore.

Definicija 2.2. Normirani prostor X je strogo konveksan ako mu je jedinicna sfera strogo
konveksna.
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1 1 1

SN Y
N |

(@p=1 bp=2 (c)p=o0

Slika 1: Jedini¢ne sfere u (R?, || - I,)., p=1,2,00.

Ako normirani prostor X zadovoljava uvjete definicije joS kaZzemo da je norma strogo
konveksna ili da je jedini¢na zatvorena kugla strogo konveksna. U literaturi na engleskom
jeziku strogo konveksni prostori se zovu strictly convex ili rotund. Naziv rotund u prije-
vodu znad&i okrugao $to slikovito opisuje situaciju na Slici 1 - jedini¢na sfera u (R2, || -],) je
“okrugla” pa segment koji spaja dvije njezine razliCite tocke sijeCe sferu samo u krajnjim
toCkama.

Definicija [2.2] zapravo kaZe da je normirani prostor strogo konveksan ako njegova je-
dini¢na sfera ne sadrZi netrivijalne segmente. Formalno, neka je X normiran prostor. Ako
je X strogo konveksan i x,y € S(0,1), x # y, tada iz definicije slijedi da je interval (x,y)
sadrzan u K(0,1) pa S(0,1) ne sadrZi netrivijalne segmente. Obratno, neka S (0, 1) ne
sadrZi netrivijalne segmente i neka su x,y € S(0,1),x # y. Tada se neke tocke intervala
(x,y) nalaze u K(0, 1) pa po Lemi sve tocke tog intervala leze u K(0,1). Dakle, X
je strogo konveksan. Koristeci slicne argumente dobivamo sljedecu karakterizaciju strogo
konveksnih normiranih prostora.

Propozicija 2.3. Normiran prostor X je strogo konveksan ako i samo ako za x,y € S(0, 1),
X #y, vrijedi ||%(x + y)” < 1.

Prije samih primjera, navedimo jednu korisnu posljedicu stroge konveksnosti. Ako je
X Banachov prostor takav da je X’ strogo konveksan i M < X, tada svaki f € M’ ima
jedinstveno Hahn-Banachovo prosirenje, tj. proSirenje koje ima istu normu kao f. Zaista,
neka su F' 1 G dva Hahn-Banachova proSirenja od f € M’. Tada je

ann“ Hf_H” ”_u;n “IIfIIH Hf_H” ||]1f||
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Takoder,

F (x) G(x)

Mﬂlnﬂﬂ b AT AT 7 SUp 1P + G

Al xeM

1
mig{g lf () + f(0)] = m2||f||

Kako je X’ strogo konveksan, po Propoziciji [2.3(je nuzno — . F=G.

||f i~ ||f I’
Navedimo sada neke primjere.

Primjer 2.4. Skalarno polje F, gledano kao normirani prostor nad F je ocigledno strogo
konveksan prostor. Zapravo je svaki jednodimenzionalni normirani prostor strogo konvek-
san.

Primjer 2.5. Neka su e; i e, vektori kanonske baze prostora cy. Oznacimo x = e + e; i
y =e| — ey Sada je

1
|wmﬂmu:bu+w -1,

o

pa cy nije strogo konveksan prostor. Takoder, {* nije strogo konveksan. Nadalje, za t €
[0, 1] vrijedi |[tey + (1 — t)es|l, = 1 pa je cijeli segment [ey, e;] sadrian u jedinicnoj sferi
prostora t'. Dakle, t' takoder nije strogo konveksan.

Primjer 2.6. KaZemo da je topoloski prostor X Hausdorffov ako za bilo koje dvije tocke
X1, Xy € X postoje disjunktni otvoreni skupovi U, U, C X takvi da je x; € U, i x, € U,.
Uzmimo sada kompaktan Hausdorffov skup K i neka su k,k, € K, ky # k,. Po Urysohnovoj
lemi (vidi [/]) postoji neprekidno preslikavanje f, : K — [0, 1] takvo da je fi(k;) = 01
filkz) = 1. Neka je f, neprekidno preslikavanje za koje vrijedi f>(k) = 1,Vk € K. Sada je

=1,

1
uﬁm:umu=ﬂgﬁ+ﬁ)

pa C(K) nije strogo konveksan prostor.

Primjer 2.7. Svaki unitaran prostor je strogo konveksan. Zaista, neka je X unitaran pros-
torix,y € X,|xl| =1yl =1, x # y. Po relaciji paralelograma imamo

2 2

x+y _

xX=Y
+
2

2

sto povlaci ||%|| <1 pa Propozicijadaje tvrdnju.
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Primjer 2.8. Neka je 1 < p < coineka su x,y € P jedini¢ni vektori. Nadalje, neka vrijedi
llx + yll, = 2. Tada je
2=llx+yll, < lxll, +Ivll, = 2,

pa vrijedi jednakost u nejednakosti trokuta. Slijedi da postoje konstante a3 > 0 ne obje
Jjednake 0 takve da je ax = By (vidi [3|]). Uzimanjem norme dobivamo

a = allxll, = Blvll, =B,

pa je ax = ay. Stoga mora biti a > 0 i dijeljenjem dobivamo x = y. Dakle, za 1 < p < oo,
{7 je strogo konveksan prostor.

Propozicija 2.9. Svaki normirani prostor koji je izometricki izomorfan strogo konveksnom
normiranom prostoru je i sam strogo konveksan.

U nastavku ¢emo dati nekoliko karakterizacija strogo konveksnih prostora. Navedimo
prvo potrebne definicije.

Definicija 2.10. Neka je X normiran prostor i C C X neprazan, zatvoren i konveksan
podskup. Podskup D C C je ekstremalan u C ako je D i sam neprazan, zatvoren i konveksan
te ima sljedece svojstvo: ako su x,y € Citx+(1-t)y € D zanekit € {0, 1), tada su x,y € D.

Definicija 2.11. Neka je X normiran prostor i C C X neprazan, zatvoren i konveksan
podskup. KaZemo da je x € C ekstremna tocka skupa C ako je {x} ekstremalan skup u C.

Neposredno iz Leme slijedi da ako za xy, € S(0, 1) postoje tocke x,y € E(O, i
t € (0,1) tako da vrijedi xy = tx + (1 — t)y, tada su nuzno x,y € §(0,1). Tada, ako je
xo € §(0, 1) unutrasnja tocka segmenta [x,y] € K(0,1) i x # y, oba kraja segmenta leZe u
S(0,1). Ponovo, po Lemi zakljuCujemo da je cijeli segment [x, y] sadrzan u S (0, 1).
Dakle, svaka tocka sfere S (0, 1) je ekstremna tocka kugle K(0,1) ako i samo ako S (0, 1)
ne sadrZi netrivijalne segmente Sto je zadovoljeno ako i samo ako je X strogo konveksan.
Time smo dokazali propoziciju:

Propozicija 2.12. Normirani prostor X je strogo konveksan ako i samo ako je svaki element
Jjedinicne sfere S (0, 1) ekstremna tocka zatvorene jedinicne kugle K(0, 1).

Iduca korisna karakterizacija strogo konveksnih prostora bazirana je na pojavi jedna-
kosti u nejednakosti trokuta. U unitarnim prostorima vrijedi jednakost u nejednakosti tro-
kuta ||x + y|| < ||x|] + ||yl ako i samo ako postoji A > 0 takav da vrijedi x = Ay. Pokazuje se
da to svojstvo karakterizira strogo konveksne norme, odnosno strogo konveksne prostore.

Propozicija 2.13. Neka je X normiran prostor. Ekvivalentno je:

(a) Prostor X je strogo konveksan.
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(b) Ako za x,y € X vrijedi ||x + y|| = ||x|| + ||yll, tada postoji A > O takav da je x = Ay.

Dokaz. Neka je X strogo konveksan normiran prostor i neka su x,y € X takvi da vrijedi
llx + yll = |lx|l + |[y]l. Bez smanjenja openitosti mozemo pretpostaviti da x i y nisu nul-
vektori. Takoder, moZemo pretpostaviti da vrijedi 1 = |[x]| < |[y||. Neka je z = Hi—” Tada
je:

22 |lx+zl =

1 1
x+y—(1- m)yH > [|x + Il - (1 - ”y—”)nyn

= [lxlf + Iyl = [yl + T =2

iz Cega slijedi ||%(x + z)” = 1. Kako su x,z € §(0,1) i X je strogo konveksan nuzno je

X=z= ”i—” Sto dokazuje (b).

Neka vrijedi (b) i neka su x,y € §(0,1). Ako je x # y, ne postoji 4 > 0 takav da je
x = Ay pa vrijedi |[|x + y|| < ||x]| + ||yl = 2 $to povlaci ||%(x +y)|| < 1. Dakle, X je strogo
konveksan. O

Neka je X proizvoljan normiran prostor. Ako za x,y € X postoji 4 > 0 takav da vrijedi
x = Ay, tada je ||x + y|| = ||x]| + [|yll. Dakle, vrijedi sljedeca jaca tvrdnja za nejednakost
trokuta u strogo konveksnim prostorima:

Propozicija 2.14. Neka je X strogo konveksan normiran prostor i x,y € X. Tada je ||x+y|| <
||x]| + ||yl i jednakost vrijedi ako i samo ako postoji A > 0 takav da je x = Ay.

Primjer 2.15. Neka je (X,|| - ||) normiran, (Y,|| - |ly) strogo konveksan prostor i neka je
T € B(X,Y) injektivan operator. PokaZimo da je tada s

llxlll = lixdll + 1T xlly,  xeX (2.1)

definirana strogo konveksna norma na X ekvivalentna normi || - ||. Lako vidimo da norma
definirana s ([2.1)) zaista norma. Nadalje, ekvivalencija normi slijedi iz

llxll < [lIxlll < (A + Tl xeX

gdje smo u posljednjoj nejednakosti koristili ogranicenost operatora T. Preostalo je po-

kazati strogu konveksnost. Neka su xy,x, € X takvi da vrijedi |||x; + x|l = |[lx1]Il + [[lx2]l]-
Tada je
T x1 + Txolly = llxr + xalll = [lx1 + x|
= [Moealll + el = Hlxy + x|

2 [l Il + Nzl = Tl T = llx2l
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= lxi [l + 1T x1lly + lx2ll + 1T x20ly = ]l = [l
= [T x:lly + [IT x2|ly.

Obratna nejednakost uvijek vrijedi pa je ||T x; + T x;|ly = ||T x1|ly +||T x2|ly. Kako je Y strogo
konveksan, po Propoziciji 2.13] postoji A > 0 takav da je Tx, = ATx,. Iz injektivnosti
operatora T tada slijedi x| = Ax,. Dakle, X s normom ||| - ||| je strogo konveksan prostor.

Primjer 2.16. Neka je (X, M, 1) prostor mjere i 1 < p < co. Za x,y € L vrijedi nejedna-
kost Minkowskog (vidi [6]]): |lx + yll, < |Ixll, + |IYll,, te uz x,y # O, vrijedi jednakost ako
i samo ako postoji realni broj 1 > 0 takav da je x = Ay. Sada iz Propozicije slijedi
da je L strogo konveksan prostor. Da bi pokazali da isto ne vrijedi za L' i L, uzmimo
A1, A, C X neprazne, medusobno disjunktne i takve da je 0 < u(A;), u(A,) < oo. Nadalje,

neka su funkcije fi, f» € L'(X), g1, 8> € L*(X) definirane s

1

=—1
f= s

1
fi= mhz g1 =1, +1, g =14 — 14,
Sada je

=1,

(9]

1 1
Wfilly = 1Al = |'§(f1 + P = lgille = llg2lle = Hi(gl + &2)
1

pa L' i L™ nisu strogo konveksni prostori.

U dosadasnjim primjerima dalo se naslutiti da je refleksivnost usko vezana uz pojam
stroge konveksnosti. Medutim, koriste¢i Primjer [2.15] pokazat ¢emo da prostor moZe biti
strogo konveksan i nerefleksivan.

Primjer 2.17. Neka je I : {' — €* dan s I(x) = x. Tada je I trivijalno ogranicen i injektivan
operator. Kako je €* strogo konveksan prostor, po Primjeru je Hxll = lxllh + x|z
strogo konveksna norma ekvivalentna normi || - ||;. Iz ekvivalencije normi slijedi da je
(51, Il - |||) takoder Banachov prostor, te kako €' nije refleksivan (vidi [6]]), (é’], Il - |||) je
strogo konveksan i nerefleksivan Banachov prostor.

Iduéa karakterizacija ukljucuje potpornu hiperplohu pa po¢nimo s definicijom. Ovdje
koristimo notaciju Re x za realni dio kompleksnog broja x.

Definicija 2.18. Neka je X topoloski vektorski prostor i A C X. Za x* € X', x* # 0 kaZemo
da je potporni funkcional za A ako postoji xy € A takav da je

Re x"(xp) = sup{Re x"(x) : x € A}.
U tom slucaju kaZemo da je xy potporna tocka skupa A i skup

H = {x € X : Re x*(x) = Re x*(x0)}
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nazivamo potporna hiperploha skupa A. Za potporni funkcional i potpornu hiperplohu
kaZemo da podupiru A u xy.

Primijetimo da je H N A skup tocaka u kojima hiperploha H podupire skup A. Takoder,
zbog linearnosti funkcionala x* je H konveksan skup.

U terminima linearne algebre, hiperploha u vektorskom prostoru V je skup definiran s
{veV:f(v) =ay gdjeje f # 0 linearan funkcional na V i @, proizvoljan skalar. U
Definiciji [2.18] potporna hiperploha je definirana kao skup to¢aka u kojima realni funkci-
onal poprima konstantnu vrijednost. Kada je promatrano skalarno polje R definicija ima
smisla - potporna hiperploha je zaista hiperploha. Razlika je, dakle, kada je skalarno polje
C. Medutim, svaki kompleksni vektorski prostor moZemo promatrati kao realni vektorski
prostor ako je mnoZenje vektora skalarom restringirano na R X X pa i u tom slucaju defini-
cija ima smisla.

Vratimo se sada na karakterizaciju strogo konveksnih prostora. Za motivaciju ¢emo
navesti svojstva potporne hiperplohe u slu¢aju realnog vektorskog prostora R2. Kako je
svaki linearan funkcional na R? oblika (@, 8) = apa + BoS, o, Bo € R, hiperplohe u R? su
skupovi oblika

{(@,B) € R? : apa + Bof = Yol

gdje su @, Bo,70 € R te @y i By nisu istovremeno jednaki 0. Dakle, hiperplohe u R? su
pravci. Hiperplohe koje prolaze kroz ishodiste su hiperravnine u R? i to su zapravo jezgre
linearnih funkcionala na R?. Ako to nije slu¢aj, odnosno ako je H hiperploha u R? koja ne
sadrzi ishodiste, o¢igledno postoji linearan funkcional na R? takav da je

H={p) eR: f(a.p) =1},

iz Cega slijedi da je {(«,8) € R? : f(a,B) < 1} otvorena poluravnina ograniena s H koja
sadrzi ishodiste, dok je {(a,8) € R? : f(a,B) > 1} otvorena poluravnina s druge strane
hiperplohe H.

Neka je sada X realan normiran prostor s vektorima iz R%. Potporne hiperplohe zatvo-
rene kugle K(0, 1) su pravci u R? koji sijeku kuglu i ne prolaze kroz njenu unutra$njost,
dakle, rangente na K(0, 1). Ako je X strogo konveksan, tada potporna hiperploha ne moze
sjeéi K(0, 1) u vise od jedne tocke jer bi tada sfera S (0, 1) sadrzavala cijeli segment $to je
u suprotnosti sa strogom konveksnosti. Pretpostavimo sada da X nije strogo konveksan 1
neka su xj, x, razlicite tocke na sferi S (0, 1) takve da cijeli segment [x;, x,] leZi na sferi. Po
Lemi pravac koji sadrzi taj segment ne sijee Int K(0, 1) pa je to potporna hiperploha
kugle K(0, 1) koja ju sije¢e u vide od jedne to¢ke. Dakle, prostor X je strogo konveksan
ako i samo ako svaka potporna hiperploha za K(0, 1) sije¢e kuglu u to¢noj jednoj tocki.
Tvrdnja se moZe generalizirati za proizvoljan normiran prostor.
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Lema 2.19. Neka je X topoloski vektorski prostor, A C X i neka je H potporna hiperploha
od A. Tada je H N IntA = Q.

Dokaz. Neka je x* € X’ ne-nul funkcional i x, € A takav da je
Re x"(xp) = supfRex"(x) : x€ A} 1 H={xe€ X:Rex"(x) =Rex"(xp)}.

Pretpostavimo suprotno, neka je y € H N IntA. Neka je x; € X takav da je Re x*(x;) = 1.
Tada je y + 0x; € IntA za dovoljno mali 6 > 0. Sada je

Re x"(xp) = Re x"(y + dx;) = Re x"(x9) + 6 > Re x"(xg)
Sto je kontradikcija. O

Iduéi teorem ¢emo koristiti u dokazu Teorema 1 navodimo ga bez dokaza (vidi

[8D.

Teorem 2.20 (Eidelheitov teorem separacije). Neka je X topoloski vektorski prostor i neka
su Cy, Cy C X neprazni i konveksni podskupovi od X takvi da je Int C, # (. Ako je CiNC, =
0, tada postoje x* € X' i s € R takvi da vrijedi:

(a) Rex*(x)=s, VxeC(C,
(b) Rex*(x) <s, Vxe(,,
(c) Rex'(x) <s, VYxelnt(C,.

Teorem 2.21. Normirani prostor X je strogo konveksan ako i samo ako svaka potporna
hiperploha od K(0, 1) podupire K (0, 1) u to¢no jednoj tocki.

Dokaz. Neka je X strogo konveksan normiran prostor i neka je H potporna hiperploha od
K(0,1). Kako je H N Int K(0,1) = 0, mora biti H N K(0,1) € S(0, 1). Zbog konveksnosti
od HiK(0, 1) je skup H N K(0, 1) takoder konveksan pa ne moze sadrzavati dvije razli¢ite
tocke bez da sadrzi cijeli segment koji ih spaja. Medutim, zbog stroge konveksnosti, sfera
S (0, 1) ne sadrZi netrivijalne segmente pa skup HNK(0, 1) sadrZi to¢no jednu tocku u kojoj
H podupire K(0, 1).

Pretpostavimo sada da normiran prostor X nije strogo konveksan i neka su xj,x, €
S (0, 1) razlicite tocke takve da je segment [x;, x,] cijeli sadrzan u S (0, 1). Po Teoremu [2.20}
postoji x* € X’ takav daje Re x*(x) > 1 zasve x € [x;,x;] i Rex"(x) < 1 zasve x € K(0,1).
Nadalje, uo¢imo da je Re x*(x;) = Re x*(x;) = 1. Dakle, {x € X : Re x*(x) = 1} je potporna
hiperploha od K(0, 1) i ona podupire K(0, 1) u x; i x. O

Neka je x* € §x(0, 1) element jedini¢ne sfere u dualnom prostoru prostora X. Tada x*
podupire K(0, 1) u nekoj tocki x € S(0, 1) ako i samo ako je Re x*(x) = x*(x) = 1. Dakle,
imamo sljedeéi rezultat:
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Korolar 2.22. Neka je X normiran prostor. Ekvivalentno je:

(a) X je strogo konveksan.

(b) Svaki x* € Sx/(0, 1) podupire KO, 1) u najvise jednoj tocki.

(¢c) Za svaki x* € S x/(0, 1) postoji najvise jedna tocka x € S (0, 1) takva da je Re x*(x) = 1.
(d) Za svaki x* € S x/(0, 1) postoji najvise jedna tocka x € S(0, 1) takva da je x*(x) = 1.

Iduca karakterizacija strogo konveksnih prostora bitna je u teoriji aproksimacija. Defi-
niciju dajemo u opcenitijem obliku za metricke prostore. Uz

d(x,y) = llx =yl xyeX

svaki normiran prostor postaje metricki prostor. Navedimo joS da je sa
d(x,A) ;= inf{d(x,y) : y € A}

definirana udaljenost tocke x od skupa A C X.

Definicija 2.23. Neka je X metricki prostor i neka je A C X neprazan. Skup A zovemo:

(a) skup jedinstvenosti ako za svaki x € X postoji najvise jedan y € A takav da je d(x,y) =
d(x, A);

(b) skup egzistencije ako za svaki x € X postoji barem jedan y € A takav da je d(x,y) =
d(x, A);

(c) Cebisevljev skup ako za svaki x € X postoji tocno jedan y € A takav da je d(x,y) =
d(x, A).

Teorem 2.24. Neka je X normiran prostor. Ekvivalentno je:

(a) X je strogo konveksan.

(b) Svaki neprazan konveksan podskup od X je skup jedinstvenosti.

(c) Svaki neprazan, konveksan i zatvoren poskup od X je skup jedinstvenosti.

Dokaz. Pokazimo prvo (a) = (b). Neka je X strogo konveksan i C C X neprazan i konvek-
san i neka je xo € X. Zelimo pokazati da ne postoje dvije ili viSe to¢aka skupa C koje su
najblize tocki x,. Kako je y € C najbliza tocki x, ako i samo je tocka y — xy € —xy + C naj-
bliza 0, moZemo pretpostaviti da je xo = 0. Takoder, mozemo pretpostaviti da je d(0, C) > 0
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pa reskaliranjem moZemo postici da je d(0,C) = 1. Neka su c¢j, ¢, € C najblize tocki O.
Tada je ||c1]| = ||cz2|| = 1 pa imamo

[c1,c2] SCNK@O,1)C SO, 1).

Zbog stroge konveksnosti prostora X vrijedi ¢; = ¢; $to pokazuje (a).

Implikacija (b) = (c) je trivijalno zadovoljena pa je preostalo pokazati (c) = (a). Pret-
postavimo da X nije strogo konveksan. Tada postoje razli¢ite tocke x, x, € S(0, 1) takve da
je segment [x;, x,] cijeli sadrzan u S (0, 1). Segment je neprazan, konveksan 1 zatvoren pod-
skup u X 1 kako je cijeli sadrzan u (0, 1), beskona¢no mnogo njegovih tocaka je jednako
udaljeno od 0. Dakle, ne vrijedi (c) pa obratom po kontrapoziciji slijedi tvrdnja. O

Iz Teorema [2.24] slijedi da je svaki zatvoren konveksan podskup strogo konveksnog
prostora skup jedinstvenosti, $to znaci da ako postoji minimizator udaljenosti, onda je on
jedinstven. Postavlja se pitanje za koje neprazne, zatvorene i konveksne skupove skupove
imamo minimizator, a za koje nemamo. U Hilbertovim prostorima vrijedi Rieszov teorem
o projekciji kojega mozemo iskazati na sljedeci nacin: U Hilbertovim prostorima svaki
neprazan, zatvoren i konveksan podskup je Cebisevljev. Sada éemo pokazati da tvrdnja
vrijedi i u refleksivnim strogo konveksnim prostorima.

Korolar 2.25. Ako je normiran prostor strogo konveksan i refleksivan, tada je svaki nepra-
zan, zatvoren i konveksan podskup Cebisevljev skup.

Dokaz. Neka je X strogo konveksan refleksivan prostor, C C X neprazan, zatvoren i kon-
veksan skup,te neka je xo € X. Tada postoji niz (y,), u C takav da je lim,_ |[y, — Xol| =
d(xo, C). Kako je niz (y,), ogranicen i X je refleksivan prostor, po Korolaru [T.24] postoji
podniz (y,,); koji slabo konvergira prema y,. Tada je yo € C jer je C slabo zatvoren. Sada
imamo

d(xo,C) < lyo — xoll < limjinf lyn; = xoll = d(xo, C).

Dakle, C je skup egzistencije. Po Teoremu je C skup jedinstvenosti pa je Cebisevljev
skup. m|

Pogledajmo neke primjere Cebigevljevih skupova.
Primjer 2.26. a) U normiranom prostoru (Rz, l| - ||2) je K, 1) Cv‘ebisvevljev skup i vrijedi
d(x,K(0,1) = d(x, %), x € R\ {(0,0)}.

b) U normiranom prostoru (RZ, I| - IIOO) je C = {(0,y) : y € R} skup egzistencije, ali nije

Cebisevljev jer su zanpr. (1,0) sve tocke x = (0,y) € C, |yl < 1 minimizatori udaljenosti.
To lako vidimo ako na Slici 1(c) sferu translatiramo tako da joj je centralna tocka (1,0).
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Primjer 2.27. Neka je X strogo konveksan te neka f € X' \ {0} postiZe svoju normu u
xo € S(0,1), tj. f(x0) = |Ifll. Pokazimo da je Ker f Cebisevljev skup. Za pocetak uocimo
da je Ker f zatvoren skup jer je f ogranicen. Nadalje, iz linearnosti lako slijedi da je Ker f
konveksan skup. Po Teoremu je sada dovoljno pokazati da je Ker f skup egzistencije
kako bi zakljucili da je Cebievijev. Neka je x € Ker f. Tada je

|2 SO0 _ foo=x) AN o —
A A T

pa vrijedi 1 < d(xo,Ker f). S druge strane, kako je 0 € Ker f, imamo d(xy,Ker f) <
llxo — Ol = llxoll = 1. Dakle, d(xy,Ker f) = d(xy,0). Neka je sada y € X proizvoljan. Tada
jey— f(y)”xﬁ € Ker f i vrijedi

= [lxo — I,

Xo FO - Ilxoll _ LfG =21 _ A lly — xll
— —_ [ = = = - K .
Hy (y / (y)llfll) ‘ i s T wekerd
Dakle, d(y,Ker f) =d (y, y—f (y)li‘ﬁ) pa je Ker f skup egzistencije.

Posljednja karakterizacija koju ¢emo dati karakterizira strogo konveksne prostore preko
njihovih potprostora. Za pocetak navedimo jedan ocigledan rezultat.

Propozicija 2.28. Ako je normiran prostor strogo konveksan, tada su i svi njegovi potpros-
tori strogo konveksni.

Kako je svaki normiran prostor potprostor samoga sebe, mozemo reci da je normiran
prostor strogo konveksan ako i samo ako je svaki od njegovih potprostora strogo konvek-
san. Zapravo vrijedi i viSe.

Propozicija 2.29. Normiran prostor je strogo konveksan ako i samo ako je svaki od njego-
vih dvodimenzionalnih potprostora strogo konveksan.

Dokaz. Neka normiran prostor X nije strogo konveksan. Dovoljno je pronaci dvodimenzi-
onalan potprostor od X koji nije strogo konveksan. Neka su x;, x, € S(0, 1) razlicite tocke
takve da je %(xl +x) € S(0, 1). Zelimo pokazati da je [{x;, x,}] traZeni dvodimenzionalan
potprostor. Kako je 1 = %llxl + x>, [{x1, x2}] nije strogo konveksan pa je preostalo pokazati
da je dvodimenzionalan. Zaista, ako je @ € F takav da vrijedi x; = ax,, tada je

1 1 1
1= §||x1 + Xl = §|1 + all|x| = §|1 + al.

Medutim, kako su x; 1 x; razliite tocke, @ 1 1 su razliCiti skalari pa dobivamo kontradikciju
sa strogom konveksnosti polja F. O
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2.1 Uniformna konveksnost

Po Propoziciji[2.3]je normiran prostor strogo konveksan ako i samo ako poloviste segmenta
koji spaja dvije razliCite tocke jedini¢ne sfere pripada unutrasnjosti zatvorene jedini¢ne ku-
gle. Ako odaberemo tocke x,y € S(0, 1) takve da segment [x, y] ima “malu”, ali pozitivhu
duljinu, prirodno se pitati koliko “duboko” je potrebno i¢i u unutrasnjost kugle da bi se
zadrzalo spomenuto svojstvo. To nas navodi na promatranje tzv. uniformno konveksnih
normiranih prostora pa po¢nimo s definicijom.

Definicija 2.30. Neka je X normiran prostor te neka je funkcija 6x : [0,2] — [0, 1] dana s

1
Ox(e) = inf {1 - HE(X +y)" :x,ye SO, 1),llx—yll = E}.

Tada 6x zovemo modul konveksnosti od X. Prostor X je uniformno konveksan ako za 0 <
€ < 2 vrijedi 6x(€) > 0.

Izostavljaju¢i pojam modula konveksnosti, unifomno konveksne prostore mozZemo defi-
nirati na sljedeci nacin (vidi [4]]): za svaki € € (0, 2], postoji 6 > O takavdazax,y € S(0, 1),
llx = yll > € povlaci |3 (x + y)|| < 1 - 6.

Akoje 0 < e < e <2, tadaiz||x —y|| > & > ¢ slijedi

1 1
{1 s wves@ -z ez} c {1 - [z 0]s myeson-yi> el},

pa je ox(€) < dx(e), tj. Ox je nepadajuéa funkcija. Nadalje, ocigledno je dx(0) = 0.
Sljededi rezultat daje razne ekvivalentne nacine za definiciju modula konveksnosti i navo-
dimo ga bez dokaza (vidi [8]).

Teorem 2.31. Neka je X normiran prostor s modulom konveksnosti oy, te neka je dim X > 1
ako jeF =CidimX > 1 ako je F = R. Tada je

) 1 =

Sx(€) = inf {1 — 3G +n||: %y € KO, k=l = e}

1
= inf {1— §(x+y) : x,yES(O,l),”x—)’H:E}

1 _
= inf {1— §(x+y) : x,yEK(O,l),Hx—YHZE},

z7a0<e<?2 te

1
5x(e) = inf {1 _ Hi(x " y)“ L 6y €SO, 1), lx—ll > e}
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1 _
= inf {1 - HE(X +y>]| . 2y € KO, 1), x| > e},

a0 <e<?.

Primjer 2.32. Ako je X normiran prostor, tada je X strogo konveksan ako i samo ako je
0x(2) = 1. Zaista, neka je X strogo konveksan prostor i neka su x,y € S(0, 1) takve da
vrijedi ||x —yll = 2. Tada je 2 = ||x + (=y)ll < lIxl[ + | = yll = 2, . llx + (=)l = llxl[ + || = yll.
Po Propoziciji je sada x = —y iz cega slijedi 6x(2) = 1. Obratno, neka je 6x(2) = 11i
neka X nije strogo konveksan prostor. Tada postoje razlicite tocke x,y € S (0, 1) takve da je
llx +yl| = 2. Kako je ||x — (—y)|| = 2, slijedi ||%(x + (—y))” =0, ¢j. x =y Sto je kontradikcija.
Dakle, X je strogo konveksan.

Ako je X uniformno konveksan normiran prostor s modulom konveksnosti dy, tada
za razliCite x,y € S(0, 1) vrijedi ||%(x + y)” < 1-06x(lx—yl) < 1 Sto dokazuje sljedeci
rezultat.

Propozicija 2.33. Svaki uniformno konveksan normiran prostor je strogo konveksan.
Kao i za strogo konveksne prostore, vrijedi sljedeci oCigledan rezultat.

Propozicija 2.34. Svaki normiran prostor koji je izometricki izomorfan uniformno konvek-
snom prostoru je i sam uniformno konveksan.

Iako je definicija uniformno konveksnih prostora intuitivno jasna, sljedeca karakteriza-
cija je pogodnija za primjenu.

Propozicija 2.35. Neka je X normiran prostor. Ekvivalentno je:
(a) X je uniformno konveksan.

(b) Ako su () i (Va)n nizovi u S (0, 1) takvi da || (x, + y,)

— 1, tada ||x, — y,|| = 0.

(c) Ako su (x,), i (V). nizovi u K(0, 1) takvi da ||%(xn + V)

— 1, tada ||x, — y,|| — O.

+yn) - 1, tada ”xn_yn” - 0.

(d) Ako su (x,), i (y,), nizovi u X takvi da ||x,||, ||[y.ll, ;

Dokaz. Neka vrijedi (b) i neka su (x,), 1 (y,), nizovi u X takvi da ||x,|| — 1,|[y.l = 11
||%(xn + yu)|| = 1. Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da su x,,y, # 0. Tada

je
HEg
Z —
||xn|| [[ynll

+ =X, + “Yn — X0 — ZYn
2Hxall  2lyall - 2 2 2 2

"'lxn 1y, 1 1 1 1
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1 1 1 1
~={1- Xl == (1= — ]yl
2\ 7 20 il
Kako [l lyall = 1, vrijedi || (1 = 15) %,

~ Tl ' %(1 - nﬁ)yn
> + —1liiz slijedi || — 2= || — 0. Sada je
|3 (e + )] = 1z o shje 2 = g5 | - 0. Saca

1
= Hi(xn + yn)

— 0 pa dobivamo

lxall " llyall llxall  llyall

xn n 'xl’l n
0 < Ny = yall = ||ty =y o+ e 2 = T )
el 1l Tl Tyl
Xn Vn 1 1
< - +1 = — x|+ (1 - Yal| = O,
all i1yl ] Iyl

pa ||lx, — y.|l — 0 Sto dokazuje implikaciju (b) = (d).

Neka sada vrijedi (d) i neka su (x,), 1 (y,), nizovi u K(0, 1) takvi da ||%(xn + V)
Kako je [|50e, +y,)|| < 3 (lxall + Ilyal) < 1, ¥n € N, vrijedi bl = 1 lly,ll = 1 pa iz (d)
dobivamo ||x, — y,|| = 0, tj. vrijedi (c). Implikacija (c) = (b) je trivijalno zadovoljena pa
smo pokazali (b) & (c) & (d).

Neka je X uniformno konveksan normiran prostor s modulom konveksnosti dy, te neka
SU (%), i (V) nizovi u S (0, 1) takvi da ||(x, +y,)|| = 1, ali llx, — y.ll > 0. Tada postoji
podniz (x,;); niza (x,) takav da je |[x,; — y,|l > € za neki € > O isve j € N. Sada je
||%(xnj + y,,j)| < 1-96x(e) < 1, Vj € N, $§to je kontradikcija s ¢injenicom da podniz
konvergentnog niza ima isti limes kao niz, tj. ||%(xnj + Yn;)
pokazuje implikaciju (a) = (b).

Neka X nije uniformno konveksan prostor. Tada postoji € € (0, 2] takav da je dx(e) = O.
Dakle, postoje nizovi (x,) i (v,) uS (0, 1) takvidaje ||x,—y,|| > €, Vn € N, i |%(x,, + V)
1 pa ne vrijedi (b). Obratom po kontrapoziciji dobivamo posljednju implikaciju (b) =
(a). O

- 1.

| - 1. Dakle, [lx, — y,ll = 0to

—

Navedimo sada neke primjere.

Primjer 2.36. Neka je X unitaran prostor, € € {0, 2] proizvoljan, te neka su x,y € S(0, 1)
takvi da je ||x — yl| = €. Tada iz (I.1) slijedi

Il + )P = 2112 + 21yl =[x =P < 4 - €,
. llx +yll < V4 — €% Sada je

1 1
I—HE(X-F)?)”ZI—E V4—€2>0,

iz cega slijedi 6x(€) > 0. Dakle, X je uniformno konveksan prostor.
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Primjer 2.37. Po Propoziciji su uniformno konveksni prostori nuzno strogo konveksni,
pa prostori L', L, €', £, ¢y i C(K) nisu uniformno konveksni.

VaZan primjer uniformno konveksnih prostora su prostori L7(X), 1 < p < oco. Da
bismo to pokazali, potreban nam je sljedeci tehnicki rezultat kojeg navodimo bez dokaza
(vidi [8]]).

Lema 2.38. Neka je 1 < p < oo. Tada postoji funkcija y, : {0,2] — (0, 1] takva da je

a+p lod” + |BI”
)

2

p
<(- 7p(t))(

za0 <t <2ia,p €F takve da vrijedi |« — S| > t max{|al, |6]}.

Teorem 2.39 (Clarkson). Neka je (X, M, u) prostor mjere. Tada je, za 1 < p < oo, prostor
LP(X) uniformno konveksan.

Dokaz. Nekaje 1l < p < oo, te neka su fi, f, € S1»(0,1) takvi da je |[f; — fall = € > O.
Nadalje, neka je skup A dan s

P
A= {x eX: |fikx)- LI > % (AP + Ifz(x)lp)}.

Uocimo da je za x € A zadovoljeno |fi(x) — fo(x)| = 37 max{|fi(x),|f2(x)]}, pa po Lemi
postoji funkcija vy, takva da je

[i() + L] €\ (AP + LGP
B0 (1 (L), e

Takoder, za x € X vrijedi

'fl(x) + K0 < (|f1(x)|p + (0P
2 - 2 )
Sada je
1 b lfilP + 1417 A+ p)
1-|= = - d
e - (121 [e2).
AP+ 1617 A+ L)
flartar jeis),

€ |17 + | f2l”
27”(41/p)fA e
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Nadalje,

27 max{[lfiLallp, 121all,} > IAila = L1l = 11fi = £l — f |fi — £l du
X\A
p

€
2~ — (A +1/17) du
X\A

e’ e’
> e = — (Al + A1) = =

iz Cega slijedi max{||fiLall,, I 21all,} = 5577+ Za € < 2 je sada

1 P e \ ALl + 214l €\ €
1-[50n+ 5 =v(5) . >y (757) o
iz Cega slijedi ||%( fi+ fz)”p < 1, tj. prostor L? je uniformno konveksan. O

Tvrdnju prethodnog teorema mogli smo dobiti i iz Hannerovih nejednakosti (vidi [3])
koje za p > 2 glase:

(i) (i)
el + 1yID? + Tl =Myl = Ml + ylIP7 + llx = ylIP = 2[|x]1” + 2IylI7, x,y € LP(X). (2.2)

Za 1l < p < 2 vrijede obratne nejednakosti u (2.2). Pritom, u (i) vrijedi jednakost ako i
samo ako je x = 0ili y = 0, ili ako postoji @ > 0 takav da je

(x() — ay(1)) (x(t) + ay(?)) = 0, s.s. teX.

Nadalje, u (ii) vrijedi jednakost ako i samo ako je x(¢#)y(¢) = 0, s.s. t € X.
Ako je p = 2, tada u (2.2) vrijede jednakosti za svaki x,y € L*(X) i dobivamo relaciju
paralelograma (1.1]) za koju ve¢ znamo da vrijedi opéenito za unitarne prostore.

Korolar 2.40. Neka je 1 < p < oo. Tada je prostor {7 uniformno konveksan. Takoder,
prostori (F”, Il - ||p) =: €, n € N su uniformno konveksni.

U Primjeru[2.17|smo vidjeli da strogo konveksan Banachov prostor ne mora nuzno biti
refleksivan, no uniformno konveksni Banachovi prostori moraju. To je ujedno i primjer
strogo konveksnog prostora koji nije uniformno konveksan.

Teorem 2.41 (Milman - Pettis). Svaki uniformno konveksan Banachov prostor je refleksi-
van.
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Dokaz. Neka je X uniformno konveksan Banachov prostor, x™ € Sx~(0, 1), te neka je
¢ kao u Definiciji Po Teoremu , postoji hiperniz (x,).c; u K(0, 1) takav da je
w(xq) % x. Uz relaciju (@, B1) < (@2,62) © a; < @16 < B je (IXI, <) usmjeren skup 1
(¢ (30 +39)) 01, ¢ hiperniz. Tada (vidi [81) ¢ (3, + 1)) - " i Koristeci definiciju
preslikavanja ¢ te Cinjenicu da je norma dualnog prostora slabo* poluneprekidna odozdo
dobivamo ||%(xa + xﬁ)” — 1. Po Propoziciji [2.35| vrijedi ||x[Z - xﬂ” — 0. Dakle (x,), je
Cauchyjev hiperniz u X 1 po Propoziciji|l.21{on konvergira prema x, € X. Sada je ¢(x,) —
©(xp) 1 zbog jedinstvenosti w* limesa imamo x™ = ¢(xy). Dakle, X je refleksivan. O

Direktna posljedica prethodnog teorema je da je svaki neprazan, zatvoren i konveksan
podskup uniformno konveksnog Banachovog prostora CebiSevljev.

Jasno je da je prostor iz Primjera beskona¢nodimenzionalan, sljedeéi rezultat kaze
da je to nuzno svojstvo prostora koji su strogo konveksni i nisu uniformno konveksni.

Propozicija 2.42. Konacnodimenzionalan normiran prostor je uniformno konveksan ako i
samo ako je strogo konveksan.

Dokaz. Neka je X kona¢nodimenzionalan strogo konveksan normiran prostor, te neka
su (x,)n, (Yu)n nizovi u S(0, 1) takvi da |[x, — y,/| 7~ 0. Dovoljno je pokazati da tada
||%(x,l +y)ll 7 1. Iz ||x, — y.ll 7 O dobivamo da postoji € > 0 takav da ||x, — y,|| >
€, Yn € N. Kako je u kona¢nodimenzionalnim prostorima S (0, 1) kompaktan skup, pos-
toje podnizi (x,,); i (y,,); takvi da x,; = x € §(0,1)iy,, = y € §(0, 1). Takoder, vrijedi
llx — ¥l > € pa su x i y razlicite tocke na S (0, 1). Dakle, ||3(x,, + y»,) | — ||%(x + y)|| <liz
Cega slijedi tvrdnja. O

Ako je M potprostor normiranog prostora X, tada je za 0 < € < 2 ocito zadovoljeno
op(€) = Ox(e). Posebno, ako je ox(e) > 0, Ve € (0,2], tada je i oy (€) > 0, Ve € (0,2].
Time smo pokazali sljedeci rezultat.

Propozicija 2.43. Svaki potprostor uniformno konveksnog prostora je uniformno konvek-
san.

Navedimo za kraj joS jedno korisno svojstvo uniformno konveksnih prostora. Kazemo
da normiran prostor X ima Radon - Rieszovo svojstvo ako za svaki niz (x,), u X takav da

w . .. .
X, = x1||x,|| — [|x]| vrijedi x, — x.
Teorem 2.44. Svaki uniformno konveksan normiran prostor ima Radon - Rieszovo svojstvo.

Dokaz. Neka je X uniformno konveksan prostor, te neka je (x,), niz u X takav da vrijedi
Xy 5 oxi [[x,]] — [lx||. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti x # 0 kao 1
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x, # 0, n € N. Tada = 5 mq pa je dovoljno pokazati 7= — .. Sada moZemo dodatno

(A (1,1 [IxI] *
pretpostaviti x, x, € S(0,1), n € N. Iz %(x,, + Xx) N x, koristeci slabu poluneprekidnost
odozdo norme, dobivamo ||%(x,, + x)|| — 1 pa uniformna konveksnost povlaci ||x, — x|| = 0
Sto je trebalo 1 dokazati. O



Poglavlje 3

Glatki normirani prostori

Kao u prethodnom poglavlju, za uvodenje pojma glatkoce nas motiviraju kugle i1 sfere
normiranih prostora. Na Slici 2 (a) vidimo da kroz tocku (1,0) moZemo provuci vise
pravaca koji ne prolaze kroz unutrasnjost sfere, dok na Slici 2 (b) to nije slucaj jer sfera

R4

nema “ostrih” rubova - mozemo reci da je glatka u tom smislu.

/ an
NI,

@p=1 b)yp=2

Slika 2: Jedini¢ne sfere u (R2, ] - [I,), p=1,2.

Definicija 3.1. Neka je X normiran prostor i xo € S(0, 1). KaZemo da je x, tocka glatkoce
za K(0, 1) ako ne postoji vise od jedne hiperplohe koja podupire K(0, 1) u xo. Prostor X je
gladak ako je svaka tocka na S (0, 1) toc¢ka glatkoce za K(0, 1).

Jedna od posljedica Hahn - Banachovog teorema dana je u Korolaru[1.29 koji garantira
postojanje barem jednog potpornog funkcionala za K(0, 1) u to¢ki x, € S(0, 1). U Defini-
ciji mozZemo sada reci da je x, tocka glatkoce ako postoji jedinstvena hiperploha koja
podupire K(0, 1) u xo. Analogno, moZemo reéi da je x, € S (0, 1) totka glatkoée za K(0, 1)
ako postoji jedinstveni funkcional x* € Sx/(0, 1) takav da je x*(xp) = ||xoll = Re x*(xo).

26
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Ako x7 € Sx(0,1) 1 x5 € Sx(0,1) podupiru E(O, 1) u istoj tocki xy € S(0, 1), te ako
induciraju istu hiperplohu, tada je

H={xeX:Rexj(x) =1} ={xe X :Rexy(x) = 1}. (3.1)

Znamo da je xo € H, tj. Rexj(xo) = Rexj(xg) = 1. Neka je x € KerRex]. Tada je
Re xj(x + x9) = 1 pa iz (3.1)) dobivamo Re x3(x + xo) = 1, tj. Re x3(x) = 0. Uzmimo sada
x € X \ KerRe x}. Tada je

Re x] _r 1 = Re x, _x
X = = X
"\Re x!(x) *\Rexi(x))’

iz Cega slijedi Re xj(x) = Re x3(x). Dakle, pokazali smo da je Re xj(x) = Re x3(x), x € X.
Funkcionali x7 1 x; su jedinstveno odredeni svojim realnim dijelovima pa vrijedi

xj(x) = Re xj(x) — iRe x{(ix) = Re x3(x) — iRe x5(ix) = x5(x), xeX.
Koristeci gornju diskusiju, lako dobivamo sljedece rezultate.
Propozicija 3.2. Neka je X normiran prostor i xo € S (0, 1). Ekvivalentno je:
(a) xo je tocka glatkoce za K(, 1).
(b) Postoji tocno jedan x;; € S x(0, 1) koji podupire K0, 1) u xo.
(c) Postoji tocno jedan x;; € S x/(0, 1) takav da je Re xj(xp) = 1.
(d) Postoji tocno jedan x; € S x/(0, 1) takav da je xy(xo) = 1.
Korolar 3.3. Neka je X normiran prostor. Ekvivalentno je:
(a) X je gladak prostor.
(b) Za svaki x € S(0, 1) postoji jedinstveni x* € S x/(0, 1) koji podupire KO, 1) u x.
(¢c) Za svaki x € §(0, 1) postoji jedinstveni x* € S x/(0, 1) takav da je Re x*(x) = 1.
(d) Za svaki x € §(0, 1) postoji jedinstveni x* € S x/(0, 1) takav da je x*(x) = 1.
Kao za strogo konveksne prostore, vrijedi sljede¢i oCigledan rezultat.

Propozicija 3.4. Svaki normirani prostor koji je izometricki izomorfan glatkom prostoru
Jje i sam gladak.

Prije samih primjera, pogledajmo vezu strogo konveksnih 1 glatkih normiranih prostora.
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Propozicija 3.5. Normiran prostor X je gladak ako je njegov dualni prostor X' strogo
konveksan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka normiran prostor X nije gladak. Tada za x € S(0, 1)
postoje razliCiti funkcionali xj, x5 € Sx(0,1) takvi da je xj(x) = x3(x) = 1. Sada iz
Lo+ x3)(x0) = 1slijedi 1 < ||3(x; + x5) = 1. Dakle, po Propoziciji

<1paje i) +x3)
X’ nije strogo konveksan prostor. i

Propozicija 3.6. Normiran prostor X je strogo konveksan ako je njegov dualni prostor X’
gladak.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka normiran prostor X nije strogo konveksan i neka
je ¢ : X — X” definirana kao u Definiciji Tada postoje razli¢iti x;,x, € S(0,1) i
x* € Sx(0,1) takvi da je

1
l=x (E(xl + xz)) = x"(x1) = ¥ (x2) = e(x)(x") = @(x2)(x").

Dakle, X’ nije gladak. O

Korolar 3.7. Refleksivan normiran prostor je strogo konveksan ako i samo ako mu je dualni
prostor gladak, te je gladak ako i samo ako mu je dualni prostor strogo konveksan.

Navedimo sada neke primjere.

Primjer 3.8. Skalarno polje F, gledano kao normirani prostor nad F je ocigledno gladak
prostor. Zapravo je svaki jednodimenzionalni prostor gladak.

Primjer 3.9. Za 1 < p < 0 il < g < o takve da je % + clz = 1 su prostori (LP)" i L1
izometricki izomorfni (vidi [6l]). Kako su L1 strogo konveksni prostori, iz Propozicije |3.5)
slijedi glatkoca prostora L. Slicno dobivamo da su prostori ¥, 1 < p < oo, glatki.

Primjer 3.10. Ako je x* ogranicen linearan funkcional na L'(X), te y* ogranicen funkci-
onal na L*(X), tada postoje g € L™(X) i f € L'(X) takvi da je (vidi [8])

x*(x)=fgx, x e L'(X), y*(y)=ffy, y € L*(X)
X X

i vrijedi ||x*|| = llgllo> V'l = IIfli. Neka su sada funkcionali fi, f>, g i g, definirani kao
u Primjeru Funkcionale g, i g, moZemo promatrati kao razlicite ogranicene funkci-
onale na L'(X) na gore opisan nacin. Analogno, funkcionale f, i f> moZemo identificirati
s razlic¢itim funkcionalima na L*(X). Sada je

f;fl&zfxflgl :fxfzgz= 1,
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Sto je u suprotnosti s definicijom glatkih prostora jer smo pronasli dva razlicita potporna
funkcionala u istim tockama iz S ;1(0, 1), odnosno S ~(0,1). Dakle, L' i L™ nisu glatki
prostori.

Primjer 3.11. Neka su xj,x5 € S 06(0’ 1) identificirani s vektorima e, i e, kanonske baze
prostora t'. Uocimo da je to moguce napraviti jer su prostori cpit Vizometricki izomorfni
(vidi [6]). Nadalje, neka je x = (1,1,0,0,...) € S.(0,1). Sada je x;(x) = x5(x) = 1 pa
prostor ¢ nije gladak. Takoder, £ nije gladak.

Kao i u sluc¢aju strogo konveksnih prostora, glatki prostori nisu nuzno refleksivni.

Primjer 3.12. Neka je I : {* — ¢y zadan s I(x) = x. Nadalje, neka je I' : (cy) — (£?)
zadan formulom I'(x*) = x*(I). Kako je I ogranicen, lako vidimo da je i I" ogranicen.
Takoder, ako je I'(x*) = 0, tada je x*(I(x)) = x*(x) = 0, Vx € ¢y, paje x* =0, tj. I"
je injektivan operator. Kako je (€*) izometricki izomorfan strogo konveksnom prostoru €*
(vidi [\I']), i sam je strogo konveksan. Po Primjeru je = 11X Moy + I (X)le2y
strogo konveksna norma ekvivalentna normi prostora (cy). MoZe se pokazati (vidi [8]) da
je |l - Il dualna norma norme

[lxll” = sup{lx* ()] = x* € (co)’, lllX"lll < 1}.

Dakle, (co, || - ') je strogo konveksan prostor pa iz Propozicije slijedi da je (co,|| - ||')
gladak prostor. Kako su norme ||| - ||| i || - |l,y ekvivalentne, postoje s,t > O takvi da je
sl Ny < XNl < 2llx* |l oy x° € (co)'. Sada je

[lxl” = sup{lx*(x)] = x* € (co)', llIX"Ill < 1}

£ * /7 * 1
< sup{lx' ()] x* € (o), s lieyy < 1}@§||x||co.

S druge strane,

ke, & suplixc' ol = 2 € (o)l < 1)

k k ’ 1 k ’
< sup {Ix (O = " € (co)'s ZIXIN < 1} = 1|xI[".

Dakle, norme || - ||, i || - || su ekvivalentne. Kako je prostor ¢y Banachov i nije refleksivan
(vidi [8]), (co, || - |I') je gladak nerefleksivan Banachov prostor.

U nastavku ¢emo dati nekoliko karakterizacija glatkih prostora. Kao Sto je kod realnih
funkcija realne varijable pojam glatkoce povezan s diferencijabilnosti, tako je i glatkoca
jedini¢nih sfera u normiranom prostoru povezana s Gdteauxovom derivacijom norme. Prije
same definicije, dokazimo jednu tehnicku lemu.
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Lema 3.13. Neka je X normiran prostor i xy € S(0, 1). Tada je za svaki y € X funkcija

Xo + 1yl — [|x
R R e

R\{0}>¢

nepadajuca, pa limesi
. lxo + 2yl = [lxoll - lxo + oyl = llxoll
lim , lim

t—0~ 1 t—0"

postoje i vrijedi

llxo + 1l = [lxoll llxo + 2yl = [lxoll

lim < lim
t—0~ I t—0*
Nadalje,
. Xo + 0y|| — |[x
y o i L+ 001
—0t

je sublinearan funkcional na X.

Dokaz. Neka je y € X fiksan i oznacimo

£(t) = llxo + fytll - ||xo||’ FER\ O,

Za0 < t; <t, imamo

llxo + 21y1l = llxoll = |Ixoll

t t
—I(XO + lzy) + (1 - —1) X0
I3 th

IA

] ]
—lIxo + 22yl + {1 = — [ lIxoll = llxoll
t [5)

41
= (lxo + t2y1l = lIx0ll)
2

paje f(t;) < f(t;). Sli¢no, uzimajuci —y umjesto y u gornjem raspisu, dobivamo f(—#,) <
f(=11). Takoder, jer je [|xol| < % (lxo = fiyll + [lxo + f1yl)), imamo f(—#;) < f(#;). Dakle, f je
nepadajuca pa postoje limesi lim,_,o- f(¢) 1 lim,_o+ f(?), te vrijedi lim,o- f(#) < lim,_o+ f(2).
Neka je sada

llxo0 + 2yl = [lxoll

g(y) = lim . YEX
—0+ t
tenekasus > 01iyy,y, € X. Tada je
. Xo + 18 = {I1X =s . Xo+ A4 — |lx
aCov) = i BRI =l e+ Al =l
t—0* t A1-0* /l

pa je g pozitivnho homogen funkcional. Ako je ¢ > 0, tada je

llxo + 2(y1 + y2)Il = [1xoll < llxcg + 22911 = l[xoll N |lxo + 2ty2l| = |xol|
t - 2t 2t ’

pakadat — 0* dobivamo g(y;+y2) < g(y1)+g(12), tj. g je subaditivan pa je sublinearan. O
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Definicija 3.14. Neka je X normiran prostor i neka su xy € S(0, 1), yo € X. Neka je

. Xo + tvoll = ||x ) .
G-(%0,y0) = lim %o yotll | 0”, i Gi(xo,y0) = lim
—0~ t—0+

llx0 + 2yoll = IIxoll
” .

Tada G_(xy,y0) i G(x9,Y0) zovemo redom lijeva i desna Gdateauxova derivacija norme
tocke xo u smjeru yo. Norma je Gdteaux derivabilna u xo u smjeru yy ako je G_(xo,yo) =
G (x0,Y0) i u tom slucaju pisemo G_(xg,yo) = G(x9,y0) i G(x0,y0) zovemo Gdteauxova
derivacije norme u xo u smjeru yy. Ako je norma Gateaux derivabilna u xy u svim smjero-
vima y, kaZemo da je norma Gdateaux derivabilna u x,. Ako je norma Gdateaux derivabilna
u svakoj tocki xo € S (0, 1), kaZemo da je norma Gateaux derivabilna.

Uocimo da je norma Gateaux derivabilna u xy u smjeru y, ako i samo ako limes

. lxo + tyoll = Il
hm”O Yoll — [xol|

t—0

(3.2)

postoji i u tom slucaju je limes jednak G(xy, yo). Sada moZemo reéi da je norma Gateaux
derivabilna ako i samo ako limes (3.2)) postoji za svaki xy € S (0, 1) i svaki y, € X. Nadalje,
za xo € §(0, 1) vrijedi

o + txoll = lixoll — . 11+ flxoll = llxoll — . [1+1]-1
lim = lim =lim——,
t—0 t t—0 t t—0 t
i za dovoljno mali ¢ je w = 1. Dakle, norma je uvijek Gateaux derivabilna u x, u smjeru

Xo 1 vrijedi G(xg, xo) = 1.
Po Lemi [3.13|je G (xy, -) sublinearan funkcional na X. Takoder, iz

llxo + 2yll = [lxoll a=—

-l -
L Ho = Y= [lxoll _ LG.(t0.—y). yEX (33)

G-G:03) = I fim ==

koristeci pozitivnu homogenost funkcionala G, (xo, ), dobivamo da je G_(xy, -) pozitivno
homogen.

Lema 3.15. Neka je X normiran prostor i neka su xo € S(0,1), x; € Sx(0,1). Tada x;
podupire K(0, 1) u xy ako i samo ako je

G_(x0,y) < Rexp(y) < Gi(x0,y), yE€X
Dokaz. Neka x;; podupire KO, )uxyeS0,1). Za y € Xit>0imamo

tRe x5(y) = Re x(ty) = Re x;(xo + ty) — Re x;(x0) = Re x;(xo + 1y) — [|x0l|
< lIRe xpll [Ixo + tyll = lIxo0ll = [lx0 + 2yl = [l xoll.
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Ovdje smo u posljednjoj jednakosti koristili [| Re x|l = [|xgl| = 1. Sada je

Xo — y|| — |[x Xo + 1(— — || X
o y||t Ivoll _ o + 1 f)” 1l - pe st (oy) = Re i)

< llxo + tyll = llxoll
t
iz Cega, uz (3.3), slijedi G_(xo,y) < Re xj(y) < G4 (x0,Y).
Obratno, neka je G_(xp,y) < Rexy(y) < Gi(xo,y), y € X. Kako je G(xg,x) = 1,
vrijedi Re x{(xp) = 1 pa x;; podupire K(0, 1) u xo. O

Teorem 3.16 (Banach). Neka je X normiran prostor i neka je xo € S (0, 1). Tada je x, tocka
glatkoce za K(0, 1) ako i samo ako je norma prostora X Gateaux derivabilna u x,. Nadalje,
ako je xo tocka glatkoce za K(0, 1) te ako je x5 € Sx(0,1) pripadni jedinstveni potporni
funkcional, tada je Gdteauxova derivacija norme u xo dana s G(xo,y) = Re x;(y), y € X.

Dokaz. Neka norma prostora X nije Gateaux derivabilna u xo € S(0,1). Tada postoji
yo € X takav da je G_(x9,y0) < G.(x0,y0). Neka je sada s € R takav da je G_(xg,yp) <
s < Gi(xg,y0) fiksan te neka je fi(ryo) = rs, r € R. Ako je r > 0, tada iz pozitivne
homogenosti funkcionala G, (xo, y) slijedi fi(ryo) < G.(xo, ryo). Nadalje, za r < 0 je

rs < 1G_(x0,0) B —rG, (x0, ~y0) = G (x0, o),

pa, uz G.(x,0) = 0, vrijedi fi(ryg) < G.(xo,ryy), r € R. Funkcional f; je realan i
linearan na vektorskom prostoru V := [{yy}]. Sada po Hahn-Banachovom teoremu (Teorem
, postoji linearan funkcional x; na X takav da je Rexj|, = f; 1 vrijedi Rex{(y) <
G.(xp,y), y € X. Sada je

Re x{(y) = —Re x;(=y) > —=G.(xp,—y) = G_(x0,y), ye€X.

Takoder,

. llxo + Lyll — 1ol
Re x'(y) < G, (x0,y) < — 1 <l yeXx,

paje x; € X' 1 vrijedi [|x}]| < 1. Uz Re xj(x9) = G(xp,x0) = 1 je x; € Sx(0, 1) potporni
funkcional za K(0,1) u xo. Kako je s € [G_(x0, o), G+ (%0, yo)] bio proizvoljan, postoji
beskonacno mnogo potpornih funkcionala x € S (0,1) za K(0,1) u xo. Dakle, xo nije
tocka glatkoce za K(O, 1).

Obratno, neka je norma prostora X Gateaux derivabilna u xy € §(0, 1) te neka je x; €
S x(0, 1) pripadni potporni funkcional. Po Lemi je sada Re x;(y) = G(xo,y), y € X
iz Cega, uz Cinjenicu da je funkcional potpuno odreden svojim realnim dijelom, slijedi
jedinstvenost funkcionala xj. Iz Propozicije sada slijedi da je x, tocka glatkoce za

K(, 1). O
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Koristeci sve dokazano, dobivamo sljedecu karakterizaciju glatkih prostora.

Korolar 3.17. Normiran prostor je gladak ako i samo ako je njegova norma Gdteaux
derivabilna.

Kao u slucaju strogo konveksnih, glatke prostore mozemo karakterizirati preko njihovih
dvodimenzionalnih potprostora. Pokazimo prvo da se glatko¢a prenosi na potprostore.

Propozicija 3.18. Ako je X gladak normiran prostor, tada su glatki i svi njegovi potpros-
tori.

Dokaz. Neka je X gladak normiran prostor, M < X, x € §(0,1)1y € M. Tada su lijeva
Gateauxova derivacija norme prostora X i M tocke x, u smjeru y jednake i isto vrijedi
za desnu Gateauxovu derivaciju. Dakle, svaka tocka x € § (0, 1) je to¢ka glatkoCe za
K1(0,1) pa je M gladak. O

Propozicija 3.19. Normiran prostor je gladak ako i samo ako je svaki od njegovih dvodi-
menzionalnih potprostora gladak.

Dokaz. Neka normiran prostor X nije gladak. Dovoljno je pronaci dvodimenzionalan pot-
prostor od X koji nije gladak. Neka su x € S(0,1) 1 y € X takve da norma prostora X
nije Gateaux derivabilna u x u smjeru y. Kako je dimX > 1, postoji dvodimenzionalan
potprostor M koji sadrZzi tocke x 1 y. Tada M nije gladak jer su lijjeva i desna Giteauxova
derivacija norme prostora X i M u x u smjeru y jednake. O

Za kraj razmatranja glatkih prostora, definirat cemo preslikavanje koje povezuje tocke
x € §(0, 1) s pripadnim potpornim funkcionalima x* € S x(0, 1) koji podupiru K(0, 1) u x.

Definicija 3.20. Neka je X normiran prostor. Za x € S(0, 1) neka je skup v(x) dan s
v(x) ={x €Sy (0,1): x"(x) =1},

tj. v(x) je skup svih potpornih funkcionala koji podupiru K(0, 1) u tocki x i zovemo ga
preslikavanje sferne slike.

U terminima preslikavanja sferne slike sada moZemo iskazati ve¢ dokazane rezultate
za glatke, kao i za strogo konveksne normirane prostore. Ako je za x € S(0, 1) skup v(x)
jednoélan, tada je x tocka glatkoée za K(0, 1) pa moZemo reéi da je prostor X gladak ako
1 samo ako je za svaku to¢ku x € §(0, 1) skup v(x) jednoclan. Nadalje, ako su xi, x; €
S(0, 1) razlicite tocke, tada je v(x;) N v(x;) skup svih zajednickih potpornih funkcionala
za K(0, 1) to¢aka x; i x,. Po Korolaru sada dobivamo da je normiran prostor strogo
konveksan ako i samo ako su skupovi v(x;) i v(x;) disjunktni za razliCite tocke x, x, €
S0, 1). Sljededi rezultat sumira sve dokazano i daje karakterizaciju prostora koji su glatki
1 strogo konveksni.



POGLAVLIJE 3. GLATKI NORMIRANI PROSTORI 34

Korolar 3.21. Normiran prostor je strogo konveksan i gladak ako i samo ako je preslika-
vanje sferne slike injektivno, te je za svaku tocku jedinicne sfere skup v(x) jednoclan.

3.1 Uniformna glatkoca

Normiran prostor je gladak ako mu je dualni prostor strogo konveksan, te je strogo ko-
nveksan ako mu je dualni prostor gladak. U ovome poglavlju dajemo sli¢nu vezu za uni-
formno konveksne i uniformno glatke prostore. Pri tome ¢e nam glavni alat biti osnaZena
Gateauxova derivacija. Po¢nimo s jednim uvodnim rezultatom koji daje smjer u kojem
trebamo ici.

Propozicija 3.22. Neka je X normiran prostor. Ekvivalentno je:
(a) Prostor X je gladak.

, [l + 2yl = lIx| 3
(b) lim,_, — postoji za sve x € §(0, 1), te svey € X.

3 (Il + 1yl + e = yll) = 1
t

(c) lim,_o+ =0 zasvexe S0,1), tesvey € X.

Neka je sada X gladak prostor. Tada izraz u (b) konvergira prema svom limesu uniformno
za (x,y) € §(0,1) X S(0, 1) ako i samo ako izraz u (c) konvergira uniformno prema svom
limesu za (x,y) € §(0,1) x §(0, 1).

Dokaz. Ekvivalencija (a) & (b) slijedi iz Cinjenice da je X gladak ako i samo ako mu je
norma Gateaux derivabilna. Neka su x € $(0, 1),y € X. Tada je
Gty -G (rny L.l oyl =l [l = oy = [l
2 2 -0+ t —t
Ll + oyl + ke =yl = 1

t—0* t ’
iz Cega slijedi da limes u (c) postoji i jednak je O ako 1 samo ako je norma prostora X
Gateaux derivabilna u x u smjeru y. Time je dokazana ekvivalencija (b) & (c).
Neka je X gladak prostor i neka su x,y € S(0, 1). Tada je G_(x,y) = G.(x,y) = G(x,y).
llx + eyl — [lxll
Nadalje, u dokazu Leme |3.13|smo pokazali da je funkcija f(¢) = + nepadajuca

pa vrijedi f(—t) < G(x,y) < f(¥), t > 0. Sada je

[l + 2yl = llxl|

lx — tyl] = I
t SR Gy

Gy +
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[lx + 2yl — || [l — zy[| — [|x]]
= T - Gl y) + Gly) -

Lax+ ol +Ix =1yl = 1 Lax+ o+ lx =ty = 1
_22(|| Yl + |lx =yl _5 5 (lx + oyl + [lx — 2ylD o

B t t

)

iz Cega slijedi tvrdnja o uniformnoj konvergenciji. O

Koristeci prethodnu propoziciju, mozemo reci da je prostor uniformno gladak ako izraz
u (c) dijelu konvergira uniformno prema 0 za (x, y) € S(0, 1)xS (0, 1), tj. ako za svaki € > 0,
postoji 6 = 6(e) takav da 0 < ¢ < ¢ povlaci

3 (Ul + oyll + e = 1yl = 1
t

' <€, x,y €5(0,1). (3.4)
Kako je

1 1 1
5 Moyl + e =oyl) = 12 Slle+ iy +x=pll = 1 = Sz = 1 = 0, (3.5

u (3.4) moZemo izostaviti apsolutnu vrijednost. Mi ¢emo koristiti nesto drugaciju, ali ek-
vivalentnu, definiciju uniformno glatkih prostora.

Definicija 3.23. Neka je X normiran prostor te neka je funkcija px : (0, +co0) — [0, +00)
dana s

1
px(f) = sup {5 (lx+oyll +lx =oyll) = 1= x,y € S(O, 1)}-

Tada px zovemo modul glatkoce od X. Prostor X je uniformno gladak ako je lim,_o- px()/t =
0.

Dakle, normiran prostor je uniformno gladak ako za svaki e > 01 x,y € S(0, 1), postoji
5 = d(e) takav da 0 < 1 < 6 povladi p(t)/t < €. Odmah vidimo da je Definicija [3.23
ekvivalentna s (3.4). Nadalje, px takoder moZemo definirati s

1 —
px(t) = SUP{§ (x+yll+1x=ylh-1: x€ KO, 1),y € X, [lyll < t}, 1> 0.

Pokazimo sada neka svojstva modula glatkoce.

Propozicija 3.24. Neka je px modul glatkoce normiranog prostora X. Tada je funkcija
ox(t)/t nepadajuca i vrijedi max{0,t — 1} < px(t) <t, t > 0.
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Dokaz. Nekaje 0 < t; < 1 x,y € S(0,1). Koriste¢i argumente iz dokaza Leme [3.13
dobivamo

Sl + oyl + e —aylD =1 1
f )

1

=3

llx + t1y|| —llxll—llx = aoyll = Il
-1

( |x + tzyll —lxllllx = zoyll = IIXII)
(I

1
_ 3 (e + tzyll + IIX1 -0yl -1

b

iz Cega slijedi px(t1)/t; < px(t2)/t,. Neka je sada ¢ > O fiksan. 1z (3.5]) dobivamo px(#) > 0.
Nadalje, za x,y € (0, 1) vrijedi

1 1
5 (ol fle = oyl = 1< 5 (el + Alyll + Nl + AlylD = 1 =1,
pa vrijedi px () < t. Takoder, vrijedi
1 1 1
5 U+ oyll+ e =oyl) = 12 S (be+ 2y —x+oyll) = 1= S0yl - T =1 -1,

tj.pX(t)Zt—l. O

Iz prethodne propozicije slijedi da za svaki prostor X, ”XT(’) konvergira prema nekom
nenegativnom realnom broju kada r — 0*. Da bi prostor X bio uniformno gladak, taj realni
broj nuzno mora biti 0.

Vratimo se sada na vezu diferencijabilnosti 1 glatkoce. Sljedeca definicija daje tri nova
koncepta diferencijabilnosti norme, mi ¢emo Koristiti jedan od njih i za njega pokazati vezu
s uniformnom glatkoéom prostora.

Definicija 3.25. Neka je X normiran prostor. Norma prostora X je

: . . . llx + eyl = [lxll 3 ,
(a) uniformno Gateaux derivabilna ako lim, .o ————  — postoji za sve x € §(0,1) i

y € X, te je konvergencija uniformna za x € S(0, 1) kada je y € §(0, 1) fiksan;

(b) Fréchet derivabilna ako limes u (a) postoji za svaki x € S(0,1) iy € X, te je konver-
gencija uniformna za y € X kada je x € S(0, 1) fiksan;

(¢) uniformno Fréchet derivabilna ako limes u (a) postoji za sve x € S(0,1) iy € X, te je
konvergencija uniformna za (x,y) € §(0,1) x §(0, 1).

Definicija 3.26. Normiran prostor je uniformno Fréchet gladak ako mu je norma unifor-
mno Fréchet derivabilna.
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Ako je norma prostora X uniformno Fréchet derivabilna, tada iz ekvivalencije (b) &
i o 5 (Ul + oyl + e = 1yl — 1 , 3
(¢) u Propoziciji |3.22] slijedi lim,—,o+ " = 0, te je konvergencija
uniformna za (x,y) € §(0, 1)xS (0, 1). Sada iz ekvivalencije (3.4) s Definicijom[3.23]slijedi
da je X uniformno gladak prostor. Kako diskusiju mozemo ponoviti i unatrag, dobivamo
sljedecu karakterizaciju uniformno glatkih prostora.

Propozicija 3.27. Normiran prostor je uniformno gladak ako i samo ako je uniformno
Fréchet gladak.

Svaka uniformno Fréchet derivabilna norma je ocigledno i Gateaux derivabilna pa
imamo sljedeci ocekivani rezultat.

Propozicija 3.28. Svaki uniformno gladak normiran prostor je gladak.

Dakle, glatkoéa je nuzno svojstvo uniformno glatkih prostora pa prostori L, L!, £~ i
co nisu uniformno glatki.
Kao i za glatke prostore vrijedi sljedeci oCigledan rezultat.

Propozicija 3.29. Svaki normiran prostor koji je izometricki izomorfan uniformno glatkom
prostoru je i sam uniformno gladak.

Kao $to smo ve¢ spomenuli, Zelimo dati vezu uniformno konveksnih i uniformno gla-
tkih prostora. Sljedeci rezultat govori o vezi pripadnih modula glatko¢e, odnosno modula
konveksnosti i koristit ¢emo ga u dokazu Teorema

Lema 3.30 (Lindenstrauss). Neka su 6x i px moduli konveksnosti, odnosno glatkoce, no-
miranog prostora X, te neka su oy i py moduli prostora X'. Tada je, za t > 0,

t t
px (1) = sup{g —ox(e): 0<e< 2}, px(t) = sup{g —0xy(e): 0<e< 2}.

Dokaz. Neka jet > 0. Koristeci Propoziciju|l.15} Propoziciju(l.16|i ¢injenicu da je norma
funkcionala jednaka normi njegovog realnog dijela dobivamo
2px(®) = sup{llx” + oyl + [lx" = 0y"[| =22 x7,y" € Sx(0, D)}
=sup{Rex"x +rRey"x+Rex"y—rReyy—2: x",y" € Sx(0,1),x,y € S(0, 1)}
=sup{llx +yll +zllx =yl =2 x,y € S0, 1)}
=sup{llx+y|+te—2: x,ye SO, 1),|lx-y||>€0<e<2}

1
= sup{te—Zinf{l - HE(H”H :x,ye SO, 1), |lx—y|l > 6} :0<e< 2}

= sup {te — 20x(e) : 0 < e <2}.
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Dijeljenjem s 2 dobivamo prvu formulu. Ako zamijenimo uloge prostora X i X" dobivamo
1 drugu formulu. O

Teorem 3.31 (Smulian). Normiran prostor je uniformno konveksan ako i samo ako mu
Jje dualni prostor uniformno gladak, te je uniformno gladak ako i samo ako mu je dualni
prostor uniformno konveksan.

Dokaz. Neka je X normiran prostor, te neka je oy modul konveksnosti od X i px» modul
glatkoce prostora X’. Iz Leme |3.30|slijedi

px® _ {e 5x(e)

t 2 ¢

:0<e< 2}.
Neka je X uniformno konveksan, te neka je s > 0. Kako je px-(f)/f nepadajuca, da bismo
pokazali da je X’ uniformno gladak, dovoljno je pronaci ¢, > O takav da vrijedi py (,)/t; <
s. Neka je €, = min{2, 2s}, te neka je t, = dx(€;). Sada, za 0 < € < €, imamo

€@ _¢€_&_g

2 I 272
Nadalje, za €, < € < 2, iz Cinjenice da je 6x nepadajuca funkcija slijedi

1— 6X(€s)
2 s ts

Dakle, px:(t,)/t; < s, pa je X’ uniformno gladak prostor. Ako zamijenimo uloge prostora
X 1 X', dobivamo da je prostor X uniformno gladak ako je X" uniformno konveksan.

Neka je sada X’ uniformno gladak prostor, 0 < € < 2, te neka je 7. > 0 takav da je
px (t)/te < €/4. Sada je

€ ox(e) <

=1-1=0<s.

€_x(9 _pxltd) _ €
2 t, t, 4

iz Cega slijedi ox(€) > %‘ > (. Dakle, X je uniformno konveksan prostor. Ako zamijenimo

uloge prostora X i X’, dobivamo da je X" uniformno konveksan ako je X uniformno gladak.

O

Ako je X uniformno gladak Banachov prostor, tada je po prethodnom teoremu X’ uni-
formno konveksan. 1z Teorema sada slijedi da je X’ refleksivan pa je po Teoremu|l.18
1 X refleksivan. Time smo pokazali sljedeci rezultat.

Teorem 3.32 (Smulian). Svaki uniformno gladak normiran prostor je refleksivan.

U Primjeru [3.12] smo pokazali da refleksivnost nije nuzna za glatke prostore, dok za
uniformno glatke jest. To je ujedno i primjer glatkog prostora koji nije uniformno gladak.
Uocimo da je spomenuti primjer beskonacnodimenzionalan $to je, kao i u slucaju strogo
konveksnih prostora, nuzno svojstvo prostora koji su glatki i nisu uniformno glatki.
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Propozicija 3.33. Konacnodimenzionalan normiran prostor je uniformno gladak ako i
samo ako je gladak.

Dokaz. Neka je X kona¢nodimenzionalan gladak normiran prostor. Tada je X’ kona¢no-
dimenzionalan i1 strogo konveksan, pa je i uniformno konveksan iz Cega slijedi da je X
uniformno gladak. O

Ako je M potprostor normiranog prostora X, tada je py(f) < px(?), t > 0 i lako dobi-
vamo sljedeci rezultat.

Lema 3.34. Svaki potprostor uniformno glatkog normiranog prostora je uniformno gladak.
Sada smo napokon spremni dati primjer uniformno glatkih prostora.

Primjer 3.35. Neka je (X, M, u) prostor mjere i neka je 1 < p < oo. Tada je prostor LP(X)
uniformno gladak. Zaista, neka je q takav da je % + Ll] = 1. Tada je (LP(X))" izometricki
izomorfan uniformno konveksnom prostoru L1(X) pa je i sam uniformno konveksan. Sada
iz Teorema slijedi da je LP(X) uniformno gladak prostor.
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Sazetak

U ovome radu smo uveli strogo konveksne i glatke normirane prostore, te izveli brojne
karakterizacije i svojstva. Prvo smo promatrali strogo konveksne prostore i vidjeli njihovu
vezu s Hahn - Banachovim teoremom, kao i1 s potpornim funkcionalima te ekstremalnim
skupovima. Vidjeli smo da na refleksivnim strogo konveksnim prostorima vrijedi analo-
gon Rieszovog teorema o projekciji. Medutim, pokazali smo da refleksivnost nije nuzno
svojstvo strogo konveksnih prostora, te smo uveli uniformno konveksne prostore koji su
nuzno refleksivni. Potom smo promatrali glatke prostore i uveli pojam Gateauxove deriva-
cije norme. Pokazali smo da je normiran prostor strogo konveksan ako mu je dualni prostor
gladak, te je gladak ako mu je dualni prostor strogo konveksan. Nadalje, vidjeli smo da
refleksivnost nije nuzno svojstvo ni glatkih prostora, ali je uniformno glatkih. Takoder,
pokazali smo da je normiran prostor uniformno gladak ako i samo ako mu je dualni pros-
tor uniformno konveksan, te je uniformno konveksan ako i samo ako mu je dualni prostor
uniformno gladak.



Summary

In this thesis, we have introduced strictly convex and smooth normed spaces, and perfor-
med numerous characterizations and properties. We first observed strictly convex spaces
and saw their connection with the Hahn - Banach theorem, as well as with support fun-
ctionals and extreme sets. We have seen that an analogue of Riesz’s projection theorem
holds on reflexive strictly convex spaces. However, we have shown that reflexivity is not
necessarily a property of strictly convex spaces, and we have introduced uniformly convex
spaces that are necessarily reflexive. We then observed smooth spaces and introduced the
notion of Gateaux derivation of the norm. We have shown that a normed space is strictly
convex if its dual space is smooth, and it is smooth if its dual space is strictly convex.
Furthermore, we have seen that reflexivity is not necessarily a property of smooth spaces
either, but it holds for uniformly smooth spaces. Also, we have shown that a normed space
is uniformly smooth if and only if its dual space is uniformly convex, and it is uniformly
convex if and only if its dual space is uniformly smooth.
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