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Uvod

Proucavanje nultocaka polinoma ima jako bogatu povijest. Datira otprilike iz vremena
kada je otkrivena geometrijska interpretacija kompleksnih brojeva. J. Wallis ! je zasluZan
za prve pokusaje geometrijske interpretacije kompleksnih brojeva. C. Wessel ? je 1797.
godine prvi puta opisao kompleksnu ravninu, medutim, njegovi zapisi su postali poznati
tek 1895. godine. Za to su vrijeme, pocetkom 19. stoljeéa, J. C. F. Gauss ® i J.-R. Argand
* nezavisno jedan od drugoga, opisali kompleksnu ravninu. Upravo su tada kompleksni
brojevi postali Sire prihvaceni.

Gauss i A.-L. Cauchy > su medu prvima pridonijeli otkrivanju poloZaja nulto¢aka poli-
noma, ali Enestrom-Kakeyin teorem je bio polazna to¢ka mnogobrojnih radova na tu temu.
Radi se o rezultatu s pocetka 20. stoljeca i jedan je od osnovnih teorema koji opisuje polo-
Zaj nultocaka polinoma.

Algebarske 1 analiticke metode pronalaZenja nulto¢aka polinoma mogu biti dosta kom-
plicirane, stoga je poZeljno staviti neka ogranienja na koeficijente polinoma. Tako u
Enestrom-Kakeyinom teoremu promatramo polinome s realnim koeficijentima koji su ne-
negativni i ¢ine rastuci niz.

U radu je najprije predstavljen Enestrom-Kakeyin teorem, a potom 1 neke od njegovih
generalizacija. Prema tome, podjela rada je sljedeca.
U prvom je poglavlju navedena definicija polinoma i nultocaka polinoma, a potom teoremi
koje primjenjujemo u proucavanju teme ovoga rada. Podrazumijeva se da su osnovni poj-
movi, definicije i teoremi vezane za polinome poznati.
Drugo poglavlje se sastoji od dva potpoglavlja. Prvo, krace, sadrzi rezultate koji su pretho-
dili Enestrom-Kakeyinom teoremu, dok je u drugom naveden i dokazan sam teorem nakon

!John Wallis, (Ashford, 1616. - Oxford, 1703.), engleski matematicar.

2Caspar Wessel, (Vestby, 1745. - Copenhagen, 1818.), dansko-norveski matematicar.

3Johann Carl Friedrich Gauss, (Braunschweig, 1777. - Gottingen, 1855.), njemacki matematicar.
4Jean-Robert Argand, (Geneva, 1768. - Paris, 1822.), Svicarski matematicar.

5Augustin-Louis Cauchy, (Pariz, 1789. - Sceaux, 1857.), francuski matematicar.



UvOD

kojega slijedi kratki povijesni osvrt 0 njegovom nastanku te pojasnjenje o njegovom na-

zivu.

U tre¢em su poglavlju obradene neke od generalizacija Enestrom-Kakeyinog teorema. Pri

tome je napravljena podjela na polinome ¢iji koeficijenti ¢ine rastuci niz i na polinome ciji
koeficijenti ¢ine po dijelovima rastuéi niz.

Pod generalizacijama smatramo rezultate nastale prirodnim proSirivanjem pretpostavki Enestrom-
Kakeyinog teorema, rezultate koji se u odredenim sluc¢ajevima svode na Enestrom-Kakeyin
teorem te pojedina profinjenja Enestrom-Kakeyinog teorema. U sklopu svakog od teorema

je detaljno navedeno o kojoj vrsti rezultata se radi.



Poglavlje 1

Osnovne definicije i svojstva polinoma

Definicija 1.0.1. Funkcija p : C — C definirana s

P(x) = ap X" + ap X 4+ arx + ag,

pri cemu jen € Ny i ap,ay,...,a, € C, naziva se polinom.
Konstante ay, ay, . ..,a, € C, koje odreduju polinom, nazivaju se koeficijenti polinoma.

Polinomi su funkcije. Dakle, mozemo ih zbrajati, mnoziti i komponirati. Odnosno,
vrijedi:
(P + @) = p(x) + q(x),
(P 9)(x) = px) - q(x),
(p o @)(x) = p(g(x)).

Skup svih polinoma s operacijama zbrajanja i mnoZenja ¢ini komutativni prsten s jedi-
nicom kojega kratko nazivamo: prsten polinoma nad C i oznac¢avamo Cl[x].

Definicija 1.0.2. Nultockom polinoma p € Clx] nazivamo svaki kompleksan broj a za koji
vrijedi p(a) = 0.

Ako je a € R, onda se a zove realna nultocka, a ako je a € C, kompleksna nultocka.
Umjesto izraza nultocka polinoma koristi se i izraz korijen polinoma.

Navedimo neke osnovne, opée poznate teoreme o nultockama polinoma.

Teorem 1.0.3. (Bezoutov teorem)
Broj a € C je nultocka polinoma p € C[x] ako i samo ako je polinom p djeljiv polinomom
q(x) =x —a.



POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE I SVOJSTVA POLINOMA

Definicija 1.0.4. Ako je polinom p djeljiv polinomom q(x) = (x — @), k € N, a nije djeljiv
polinomom r(x) = (x — )", onda kaZemo da je x = a k-struka nultocka polinoma p,
odnosno da je kratnost (visestrukost) nultocke x = « jednaka k.

Teorem 1.0.5. (Osnovni teorem algebre)
Svaki polinom iz C[x] koji je barem prvog stupnja ima barem jednu nultocku u skupu
kompleksnih brojeva.

Neke od posljedica Osnovnog teorema algebre su sljedeci teoremi.

Teorem 1.0.6. Svaki polinom p € C[x] n-tog stupnja moZe se na jedinstven nacin prikazati
u obliku produkta n linearnih faktora.
Tocnije, ako je a, vodeci koeficijent polinoma p, a a, .. ., @, nultocke od p, onda vrijedi

p(x) = a,(x —a))(x—az) - (x — ).

Teorem 1.0.7. Svaki polinom p € C[x] n-tog stupnja, n > 1, ima to¢no n nultocaka ako
svaku od njih brojimo onoliko puta kolika je njena kratnost.

Teorem 1.0.8. Neka je p € C[x] polinom n-tog stupnja. Tada postoje ki, ..., k., € N i
jedinstveni razliciti ay, ..., a, € C takvi da je

p(x) = ay(x — ) (x — @) (x — @),
pri cemu jek; +ky + -+ k. =n.

Teorem 1.0.9. Ako je a nultocka polinoma p kratnosti k > 2, onda je a nultocka od p’, i
to kratnosti k — 1.

Polinomi su holomorfne funkcije. Prisjetimo se da su holomorfne funkcije one funkcije
koje su derivabilne i Cija je derivacija neprekidna na domeni. Stoga navedimo jos neke opée
teoreme o holomorfnim funkcijama koje ¢emo upotrebljavati u glavnom dijelu rada.

Teorem 1.0.10. (7Teorem o maksimumu modula) Neka je f nekonstantna i holomorfna na
ogranicenom podrucju D i neprekidna na dD. Tada |f| ne postiZe svoj maksimum u unu-
trasnjoj tocki od D, tj. maksimum se postiZe na rubu od D.

Lema 1.0.11. /3] Neka je p(z) = a,7" + a,, 2" + - -+ + a1z + ag, pri cemu je 0 <m <n -1,
polinom stupnja n s kompleksnim koeficijentima. Tada za svaki pozitivan realan broj r sve

m
« . v A
nultocke polinoma p leZe u krugu |z| < max {r, E l“%}
a,| =+
)
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Teorem 1.0.12. (Jensenov teorem) Ako je funkcija f holomorfna na podrucju D koje sadrZi
krug polumjera r okoOiay,--- ,a, su nultocke funkcije f u tom krugu D te f(0) # 0, onda
vrijedi

2m

log|f(0)] = ZIOg(@) * o f log |f(re”)| df.
k=1

0

Teorem 1.0.13. [10, str. 171] Neka je f holomorfna funkcija, f(0) # 01i|f(z)| < M unutar
|zl < R. Tada je broj nultocaka od f u krugu |z| < dR,0 < d < 1 manji ili jednak od
1 M

-log .
log 2 £ (Ol
Dokaz se temelji na prethodno navedenom Jensenovom teoremu.

Dokaz. Neka je funkcija f holomorfna, f(0) # 01 |f(z)] < M unutar |z| < 1. Dokazujemo
M

1
da je broj nultocaka od f u krugu |z] < dR,0 < d < 1 manji ili jednak od - - log .
log 5 /(0]

U krugu |z < R nultocke od f su zj,---,zy. Neka su u krugu |z7] < dR,0 < d <1
nultocke z;,--- ,z,, n < N.
Prema Jensenovom teoremu, teorem 1.0.12, vrijedi:

2r

N
—Zlogl%kl = %flog 'f(Reie)‘dG—loglf(O)l. (1.1)
k=1

0

Pogledajmo ¢emu je jednaka lijeva strana prethodne jednakosti:

N
|zl |z1] |2 |znl
- > log— = —|log— +log— +---+log—
; Og R Og R Og R Og R
_ 1] - lza| - ... - |zw]
= —log RN
RN
= log . (1.2)
z1| - lz2l = oo - |zl
Nadalje, vrijedi:
Rn RN
log < log . (1.3)
lzil - 22l - oo -zl z1] - lzal = - .. < |zl

5
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Naime, prethodna nejednakost je ekvivalentna tvrdnji

R
<logﬁ

Uocavamo da je suma prvih n ¢lanova na desnoj strani jednaka lijevoj strani pa dobivamo

R
logﬁ+ -+ log — -+ log — +log +---+log —
4|

|2l |Z,] |Zns1] lznl

R
0 <log + log —
|Zn+1| |ZN|
y . o . . .. R
Nultocke z,,41, - - - zy se nalaze u vijencu s polumjerima d R 1 R. Stoga vrijedi — > 1 pa su
Z

pribrojnici desne strane prethodne nejednakosti pozitivni, odnosno, posljednja nejednakost
je istinita tvrdnja. Ekvivalencijama smo dosli do istinite tvrdnje, dakle, dokazali smo da
tvrdnja (1.3) vrijedi.

Iz pretpostavke da su u krugu |z| < dR,0 < d < 1 nultocke z;,--- ,z,, n < N slijedi da

je— >-=zak=1,---,n. Odnosno,
lzel — d

R 1
log— >log—,zak=1,---,n
|zl d

pa je

1 1
>1 +---+log —,
og — og d

R
log — +-- +10g| l_ y

|21
tj. nakon $to primijenimo svojstva logaritama dobivamo:

“mze(y)
— 2> 10
B Y

Iz prethodne tvrdnje 1 tvrdnje (1.3) slijedi da je

log

og|l=| <log——.
=) =l
Uvrstimo i tu nejednakost i tvrdnju (1.2) u tvrdnju (1.1) dobivamo

2n

1]’[
1 - <1 1 1 R i0 do -1 0)l .
Og(d) P Z Of og|f (Re”)| d6 — log | £(0)
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Dakle,

2n

1og($)n %T f log ‘f(Re“’)'dH—loglf(O)l

0

IA

IA

2r
1
—flogMdG—log |£(0)|
2n

0

1

= — -2rlog M —log|f(0)|
2n

= log M —log|f(0)|,

pri ¢emu smo u drugom koraku iskoristili to da je | f(z)] < M unutar |z| < R.
Odnosno, iskoristimo li svojstva logaritma dobivamo:

1 l<1 i
S V) A TTO)TA

1
Nakon $to podijelimo posljednju nejednadzbu s log y dobivamo da je
1 M
n<

< -log ,
1 £ (0)l
log —
og y

a upravo to je tvrdnja koju smo 1 Zeljeli dokazati. O

Lema 1.0.14. (Schwarzova lema) Ako je f : K(0,1) — K(0, 1) holomorfna funkcija takva
daje f(0) =0, tada je

lf()| <zl zasve ze€K(0,1).

Oznaku K(z;, r) koristimo kao oznaku za otvoreni krug radijusa r i sredista z;.

U upotrebi je Cesto sljedeca generalizacija Schwarzove leme:

Lema 1.0.15. Neka su R, i R, pozitivni realni brojevi.
Ako je f : K(0,R) — K(0, R,) holomorfna funkcija takva da je f(0) = 0, tada je

R
If(Z)ISR—2|z| zasve z€K(O,R)).
1
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Dokaz. Definirajmo funkciju F' ovako
1
F(2) := = f(Ri2), z € K(0,1).
R,
Vrijedi:
F@I = o fRDI < o - Ro = 1
)= R, 12) = R, 2=

pa je F funkcija sa K(0,1) u K(0, 1) i ujedno je F(0) = 0.
Znaci, F zadovoljava pretpostavku Schwarzove leme, lema 1.0.14.

Stoga je |F(z)| < |z] za sve z € K(0, 1).

1
Umjesto z stavimo RZ pri ¢emu z € K(0, R). Tada je
1

1
FI=) <5 = =mn.
R, R/~ R
Vratimo se u funkciju f:
Z 1 z 1 1
F - = |— R - = |— = — .
‘ (Rl) sz( 1 Rl) | @ = 2 1fca

R
Iz (1.4) 1 (1.5) slijedi da je |f(2)| < R_2 |z| za sve z € K(0, Ry).
1

Jos jedna generalizacija Schwarzove leme:

(1.4)

(1.5)

Lema 1.0.16. Neka je p funkcija koja je holomorfna na jedinicnom krugu, neka je |p(z)| <

M (M >0)zalzl =1te p(0) = a. Tada za |z| < 1 vrijedi:

Miz| + lal

)< M———.
Y,

Lema 1.0.17. [16, str. 325] Neka je p holomorfna funkcija unutar |z| < R, neka je p(0) =

0,p'(0) =bte|p(z)l < M za|z| = R. Tada za |z| < R vrijedi

p(2)] < M|z] M|z| + R®|b|
P = T T el
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Teorem 1.0.18. (Bernsteinov teorem o maksimumu modula polinoma i njegove derivacije)
Za polinom p stupnja n i njegovu derivaciju p’ vrijedi

max |p’(z)| < n - max |p(2)].
lzl=1 lzI=1

Korolar 1.0.19. Neka je p polinom takav da su koeficijenti od p i njegove derivacije p’
nenegativni brojevi. Neka je a pozitivan broj. Ako postoji pozitivna konstanta c takva da je

max '@ <c- max Ip(2)l,
Z|=a

Zl=a

tada je

p'(a) < cp(a).

Dokaz. Nekaje p(z) = a,z" + - - - + ap. Prema uvjetu korolara vrijedi: a,,--- ,ay > 0. Tada
za z na kruznici |z] = a vrijedi

@, 2"+ + gl

lp(2)|

IA

lay| - |zI" + - - - + laol

n
a,-a' +---+ap

= p(a).

Buduci da to vrijedi za svaki z sa kruznice, slijedi da je
max |p(2)] < p(a),

a bududi da je tocka a jedna od toCaka skupa na kojemu traZzimo maksimum i da je p(a) =
|p(a)| slijedi da u prethodnoj nejednakosti vrijedi jednakost. Analogna tvrdnja vrijedi i za
polinom p’ te tvrdnja korolara slijedi iz tih jednakosti. O

Sljedeca je lema jedna od modifikacija Bernsteinovog teorema o maksimumu modula
polinoma i njegove derivacije.

Lema 1.0.20. /5] Neka je p polinom stupnja n > 1. Tada vrijedi

n
max |P'(z)] £ — max |P(2)].
lzZI=R R 1=k



Poglavlje 2

Enestrom-Kakeyin teorem

2.1 Rezultati koji su prethodili Enestrom-Kakeyinom
teoremu

Proucavanje nultocaka polinoma ima jako bogatu povijest. Datira iz vremena kada je otkri-
vena geometrijska interpretacija kompleksnih brojeva. Medu osobama koje su pridonijele
toj temi istiCu se Gauss i Cauchy.

Gauss je 1816. godine, prilikom otkrivanja druga dva ! dokaza Osnovnog teorema
algebre, dokazao sljedeée (pogledati [9]):

Teorem 2.1.1. Ako je p(z) = 7" + a,_1Z"' + -+ + a1z + ag polinom stupnja n s realnim
koeficijentima, onda se sve nultocke polinoma p nalaze unutar

1
|zl < R = max {(n\/zlakl)k }
0<k<n-1

Godine 1849. pokazao je da se, za proizvoljne realne ili kompleksne koeficijente, R
moze dobiti kao pozitivno rjeSenje jednadzbe

7 - xfz(mn_nz”-l +~-+|ao|) = 0.

Cauchy je unaprijedio Gaussov rezultat iz Teorema 2.1.1 (pogledati [4], [15]) i doka-
zao:

'Gauss se dokazivanjem osnovnog teorema algebre bavio pedeset godina te je ponudio Cetiri razli¢ita
dokaza.

10
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Teorem 2.1.2. Ako je p(z) = a,2" +a,_17" ' +- - -+a,z+ay polinom stupnja n s kompleksnim
koeficijentima, onda se (sve) nultocke polinoma p nalaze unutar

an

|zl <1+ max
0<j<n-1

Uocimo da ni Teorem 2.1.1 ni Teorem 2.1.2 ne sadrZe nikakve restrikcije na koefici-
jente polinoma p (osim restrikcije da su koeficijenti realni, odnosno, kompleksni brojevi).

Zanimljivo je vidjeti Sto se moZe reéi o poloZaju nultoCaka polinoma ukoliko se na
njegove koeficijente postave neke restrikcije. U ovom radu promatrat ¢emo situacije kad
su koeficijenti polinoma realni brojevi koji ¢ine rastuci niz ili ¢ine niz koji prvo do nekog
Clana raste, a zatim pada. Jedan od prvih rezultata tog tipa pojavio se prije vise od sto
godina i danas je poznat pod nazivom Enestrom-Kakeyin teorem.

2.2 Enestrom-Kakeyin teorem

Enestrom-Kakeyin teorem glasi:

Teorem 2.2.1. (Enestrom-Kakeyin teorem) Ako je p(z) = a,2" + ap_17""

polinom stupnja n s realnim koeficijentima za koje vrijedi

+ o+ a1z + ag

OSCI()SCl]S"'San, (21)
onda sve nultocke polinoma p pripadaju krugu |z| < 1.

Dokaz. [17] Promotrimo prvo sljedeci umnozak:

p)1 —2)

(ao Faiz+m? + o+ a2+ a,,z”) (1-2)
= apt+aiz+ @+ + a7 v ad —a - - — = a2 — ap !
= ag+ (a1 —ag)z + (a3 —a)z’ + -+ + (@1 = @22 + (g = ap )7 = a2
Potom definirajmo funkciju f, pomocu posljednje jednakosti, na sljedeéi nacin:
P -2) = f(2) - a2 (2.2)
Dakle, f(2) = ao + (a1 — ag)z + (ay — a)z* + - -+ + (ap-1 = Ap2)2""" + (@ — ap-1)2".

Primjenom nejednakosti trokuta i svojstva apsolutne vrijednosti na izraz |f(z)| dobi-
vamo:

|2

2 -1
lao + (a1 — ag)z + (@2 — @) + -+ + (@ye1 — 4u2)?" + (@4 — A1)

IA

-1
laol + la; — aollzl + - - + lay-1 — apal 12" + lan — an-il 2"

-1
ap+ (ay —ap)lzl + - + (a1 — ay2) 2" + (@ — an-1) I2]",

11



POGLAVLIE 2. ENESTROM-KAKEYIN TEOREM

pri ¢emu smo u posljednjoj jednakosti iskoristili pretpostavku teorema. Specijalno, ako je
|zl = 1, onda se izraz u posljednjem retku svodi na

ap + (ay —ap) + -+ + (ap-1 — A1) + (ay — ay-1),

odnosno

pazalzl = 1, vrijedi [f(2)| < a,.

1
Promotrimo sada funkciju 7" f (—) :
Z

1
[

<
Argumentacijom analognom kao i kod |f(z)| < a,, za |zl = 1 dobivamo:

an(l)l
<

Zag+(a; —ag)— + -+ (-1 —ay2) | = +(a, — ay-1) | =
Z Z Z

= ad" +(ar —ap))?" + o+ (@ — @y2)z F (@ = ).

-1
laoz" + (a1 = ag)?"™" + -+ + (@1 — u2)7 + (A = Gyer)|

-1
laol |zI" + lai = aol 2" + - - + lan-1 — an-l 2| + la, — @,

IA

-1
= aolzl" + (a1 —ag) lzI"" + -+ + (@p-1 — an2) 12| + (an — an-1)

= ap+(a;—ap) +-+ (a1 —ay2) + (@, — a,-1)

)

Prema Teoremu o maksimumu modula, teorem 1.0.10, vrijedi

= a,.

Odnosno, za |z] = 1, vrijedi < a,.

<a,izalz] < 1.

o

Stoga vrijedi

1 n
f(—)‘ <& zalz] < 1.
Z

Tl

. . 1 . .
Zamjenimo li z sa — u prethodnom izrazu dobivamo:
b4

<1

—_ b

a
(@)l < |1—"n za -
Z

iz ¢ega, nakon Sto primijenimo svojstva apsolutne vrijednosti, slijedi da je

lfl <a,lzl", zalz] > 1. (2.3)
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POGLAVLIE 2. ENESTROM-KAKEYIN TEOREM

Promotrimo sada apsolutnu vrijednost izraza (2.2) za |z| > 1:

P -2 = |f2)-a."
IF@I = anz|
@, - 1@

n+1

\%

W%

an|Z| —'an|ZW
alz|" (lz] = 1) .

U prvom smo koraku iskoristili svojstvo apsolutne vrijednosti.

U tre¢em koraku smo najprije iskoristili tvrdnju (2.3), tj. iskoristili smo da je |f(z)| —
anz”+1| < a,lz" = a, |2, Izludivanjem a, |z|" iz prethodnog izraza dobili smo umnozak
a, 1zl (1 = |z|) kojemu je drugi faktor, za |z| > 1, manji ili jednak 0. Odnosno, cijeli umnoZzak
je manji ili jednak 0. Stoga je ||f(2)| - |a.z"*!|| jednako |a,z"*!| - 1£(2)].

Iz tvrdnje (2.3) slijedi da je — | f(z)] = —a, |z|", nakon Cega smo, pribrajanjem a, |z]""" cijeloj
nejednakosti, dobili da je a, 21" — |f(z)| = a, |2™" — a,|z". Upravo to smo iskoristili u
pretposljednjem koraku.

n+1

Dakle,
Ip@)( =2 2 a,lzl" (|2 = 1), zalz] > 1. (2.4)

Promotrimo Sto se dogada s izrazom (2.4) ukoliko je |z| strogo veci od 1.
Za |z| > 1 desna strana nejednakosti u (2.4) je strogo veca od 0 buduci da su svi faktori
u umnosku strogo veci od 0. Odnosno, p(z)(1 — z) # 0 pa specijalno vrijedi i p(z) # O.
Zakljucujemo da z za koji vrijedi |z] > 1 ne mogu biti nultocke polinoma, odnosno, za
nultocke polinoma p mora vrijediti |z] < 1.

Dokazali smo da ako je p(z) = ap + a1z + -+ + a,.12"! + a,z" polinom stupnja n s
realnim koeficijentima za koje vrijedi 0 < ag < a; < --- < a,, onda za nultocke polinoma
p mora vrijediti |z] < 1. Time je dokaz Teorema 2.2.1 gotov. O

Cini se da je Gustaf Hjalmar Enestrom > prvi dobio rezultate ove vrste i to kada je
proucavao matematicke probleme vezane uz mirovinske fondove. Svoje rezultate je obja-
vio 1893. godine u §vedskom znanstvenom Casopisu Ofversigt af Vetenskaps-Akademiens
Forhandlingar (pogledati [11]), a zatim ponovno spomenuo u izdanjima 1893.-1894. 1
1895. godine.

Soichi Kakeya 2 je 1912. godine u japanskom znanstvenom ¢asopisu Tohoku Mathemati-
cal Journal objavio rad (pogledati [18]) na engleskom jeziku koji je sadrzavao opcenitiju
tvrdnju:

2Gustaf Hjalmar Enestrom, (Nora, 1852. - Stockholm, 1923.), $vedski matematicar.
3Soichi Kakeya, (Fukayasu, 1886. - 1947.), japanski matematicar.
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POGLAVLIE 2. ENESTROM-KAKEYIN TEOREM

Teorem 2.2.2. Ako je p(z) = a,2" + a,.12" + -+ + a7 + ay polinom stupnja n s realnim,
pozitivnim koeficijentima, onda se sve nultocke polinoma p nalaze u kruznom vijencu R, <
. a .

a
.y . . j .

lz| < Ry, pri Cemu je Ry = min iR, = max .

0<j<n-1 aj+1 0<j<n-1 aj+1

U posljednjim redcima svoga rada, Kakeya je spomenuo da iz pretpostavke monoto-
nosti koeficijenata u teoremu 2.2.1 slijedi da sve nultocke polinoma p leZe unutar |z| < 1.
Rad nije sadrZavao literaturu i ¢ini se da Kakeya nije bio upoznat s Enestromovim rezul-
tatima. Barem joS tri rada, koji su objavljeni tijekom 1912. i 1913. godine u T6hoku
Mathematical Journal, u kojima se spominje Kakeyin rad, svjedoce o tome koliko je on bio
zamijecen. Jedan rad je napisan na njemackom jeziku, a dva, ¢iji je autor Tsuruichi Haya-
shi 4 na engleskom (pogledati [19], [20]). Hayashi je zasigurno saznao za Enestrémovo
ranije otkrice te ga je potaknuo da isto i objavi u ranije spomenutom japanskom znanstve-
nom casopisu. Stoga, 1920. godine, u Téhoku Mathematical Journal, Enestrom objavljuje
doslovni prijevod svoga rada iz 1893. godine na francuskom jeziku (pogledati [12]).

Dakle, Enestrom je prvi objavio dokaz Teorema 2.2.1 1 to godine 1893. Medutim, 1 Ka-
keya je samostalno, ne znajuci za Enestromov dokaz, dokazao teorem te ga 1912. godine
objavio. Upravo iz tog razloga se navedeni teorem naziva Enestrom-Kakeyin teorem.

4Tsuruichi Hayashi, (Tokushima, 1873. — 1935.), japanski matematicar.
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Poglavlje 3

Generalizacije Enestrom-Kakeyinog
teorema

3.1 Polinomi ¢iji koeficijenti ¢ine rastudi niz

A.Joyal !, G. Labelle 2 i Q.I. Rahman ? sljedec¢im su rezultatom prosirili Enestrom-Kakeyin

teorem na polinome ¢iji koeficijenti Cine rastuéi niz, ali nisu nuZno nenegatvni.

Teorem 3.1.1. Ako za koeficijente polinoma p(2) = a,7" + @y_12"' + -+ + a1z + ay vrijedi
a, 2 ay_1 =2 -+ 2 day = Ay,

onda se nultocke polinoma p nalaze u krugu

Dokaz. [7] Oznacimo sa D polumjer kruga, tj.
n— dp +
p = %~ do+ldol
[

Dokazimo da je D > 1 ako je a, > ao.
Razlikujemo tri slu€aja: (1) a, < 0,a9 < 0; (2) a, > 0,a9 > 0; (3) a, > 0,a¢ < 0.

(1) Akoje a, < 01iay <0, onda je |ay| = —ay, la,| = —a, 1 vrijedi:

D= an —do —do _ a,,—2a0'
—dy —dy

! André Joyal, (Drummondville, 1943.), kanadski matematic¢ar. Trenutno radi na: Université du Québec
a Montréal, Kanada.

2Gilbert Labelle, (Longueuil, 1944.), kanadski matematicar.

3Qazi Ibadur Rahman, (Deoria, 1934. -Montréal, 2013.), kanadski matematicar.

15



POGLAVLIE 3. GENERALIZACIJE ENESTROM-KAKEYINOG TEOREMA

Buduci da je a, > ay, slijedi da je

Zan > 2a0
—2ay > -2a,
a, —2ay > a,—2a,
a, —2ay > -—ay
=2 o
—a,
tj. D> 1.
n +
(2) Akojea, > 0iay >0, ondaje D= 0790 _
ay
n__ %0 — n— 24 . . . .
(3) Ako je a, > 0,a9 <0, onda je D = B~ % _2 l i imamo niz nejedna-
ap ay,
kosti
a < O
261() < 0
—2610 > 0
a,—2ay > a,
a, — 2ay
> 1,

ay

Sto zna¢idaje D > 1.
U sva tri slucaja smo pokazali da je D > 1.

Promotrimo sada umnozak:

1

(anz” +a,.17" + - taz+ ao) (1-2)

1

p@)(1 -z)

= a,"+a, 7"+ +ajiz+ay—-a, 2 —a, 17— — a1zt — agz

(@y = )7+ (A — A 2)Z "+ + (@) — ag)z + ag — a2

n
1 k
—a,7""" + Z(ak —ar-1)7" + ao.
=1

Potom definirajmo funkciju ¢, pomocu posljednje jednakosti, na sljedeéi naCin:

P =2) = —a,2"" + ¢(2). (3.1)
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POGLAVLIE 3. GENERALIZACIJE ENESTROM-KAKEYINOG TEOREMA

Dakle,
B(2) = (@ = @n)Z" + (g = @ 2)Z + -+ + (@) — ap)z + ay.

Primjenom nejednakosti trokuta i svojstva apsolutne vrijednosti na izraz |¢(z)| dobi-
vamo:

-1
B = |(@n — an-1)Z" + (@ne1 — an)?" 4+ (a1 — ag)z + ag)

< lan = @il 2" + lanoy = anal 12"+ + lay = aol Izl + laol
Specijalno, ako je |z| = 1, onda se izraz u posljednjem retku svodi na
lan = an-1| + lan-1 — an-al + -+ - + lar — aol + laol ,
Sto je, nakon Sto iskoristimo pretpostavku teorema, jednako
Ap = Gny + Apoy = App + -+ + Ay = do + lal ,
odnosno
an — ao + laol .
Dakle, za |z| = 1, vrijedi |¢(z)| = a, — ao + |ao| -
ge
"o —-
Z

1
Da bismo to dokazali, najprije ¢emo promotriti funkciju Z'¢ | — |:
<

1 1\ 1\ 1
Z"¢(—) = Z'|(an — an—])(_) + (a1 — an_z)(—) +o 4 (ar - ao)(—) +ag
Z Z Z Z

= Ay — Gy + (A — A 2)7+ -+ (a) —ag)?"" + ap?".

Takoder, za |z| = 1, vrijedi <a, —ag+ |agl.

Ay = Qpy + (Aot — Au )7+ + (a1 — ap)?™" + ap?"

-1
< lan = apil +lany — apallzl + - +lar — aol 21" + laol I2I" -
Specijalno, ako je |z| = 1, onda se izraz u posljednjem retku svodi na

|an - an—ll + |an—l - an—2| +---+ |al - aOl + |a0| .

17



POGLAVLIE 3. GENERALIZACIJE ENESTROM-KAKEYINOG TEOREMA

Ako potom iskoristimo pretpostavku teorema, onda je posljednji izraz jednak
Ay = Ap-1 + Ayt — Ana + -+ + a1 — ap + laol,
odnosno,

a, — ap + lag| .

o . 1 oy .
Budud¢i da je funkcija "¢ (—) analiti¢ka unutar |z| < 1, prema Teoremu o maksimumu
Z

)
)

modula, Teorem 1.0.10, vrijedi <a,—ay+laglizalz < 1.

Odnosno, za |z| < 1 vrijedi

a, — ap + |a|
|z '

|n
o 1 . .
Zamjenimo li z sa — u prethodnom izrazu dobivamo:
<

¢ (2] < (an — ao + lao) |z, zalz] > 1. (3.2)

Zelimo dokazati da su sve nultoke polinoma p u krugu polumjera D.
Promotrimo §to znamo o to¢kama izvan tog kruga.

Neka je z € C takva da je |z| > D. Bududi da je D > 1, slijedi da je |z| > 1.
Pomnozimo li D < |z sa |z|* # 01 |a,| dobivamo:
n+1

lan| D lzI" < lanllzI"",

odnosno
(@, — ag + lao)) [2I" < lan| 12" .
Bududi da prema (3.2) vrijedi (a, — ao + laol) [z|" = |¢(z)| dobivamo da je
@) < lanl 12", (3.3)
tj.
laal I = [$(2)] > 0.

18



POGLAVLIE 3. GENERALIZACIJE ENESTROM-KAKEYINOG TEOREMA

Primijenimo li najprije svojstvo apsolutne vrijednosti |a — b| > |la| — |b||, a potom i
tvrdnju (3.3) na izraz (3.1) dobivamo:

P12 = |-a, 2" + ¢@)| > la,l 12" = 1¢(2)] > O.

Dakle, za |z| > D vrijedi p(z)(1 —z) # 0, a kako je i |z] > 1 slijedi da je i p(z) # O,
tj. polinom p nema nultocaka u podrucju |z| > D. To znaci da sve nultocke mora imati u
krugu |z] < D.

Time je dokaz teorema 3.1.1 gotov. O

Uocimo da se za ay > 0 ovaj rezultat svodi na Enestrom-Kakeyin teorem.

K. K. Dewan * i N. K. Govil > su dokazali da krug iz prethodnog teorema moZe biti
zamijenjen kruZnim vijencem s manjim vanjskim polumjerom. Stoga sljedeci rezultat u
nekim slucajevima moZe dati preciznije rezultate, a u to ¢emo se 1 uvjeriti nakon dokaza
samog teorema.

Teorem 3.1.2. Neka je p(z) = a,2" + a,_12"~' + -+ + a,z + ay polinom stupnja n > 1 takav
da vrijedi

a, 2 Qy_1 = -2 d; = 4.

Tada se sve nultocke polinoma p nalaze u kruZnom vijencu (moZda degeneriranom)

R, <[zl <Ry, (3.4)
s polumjerima
11 21 1V M
r=| ——W—( SN
2 |an| Ml 4 |an| Ml |an|
R = — [-Rﬂb(M2 —la| ) + \/R14b2(M2 - |a0|)2 +4|a0|R12M23],
2M,?

pri cemu je

M, = a,—ag+laol,

M, = Ry"(la,| R, +a, —ao),
¢ = 4y — ap-1,
b = a;—ay.

4Kum Kum Dewan, (New Delhi, 1950.), indijska matematicarka. Trenutno radi na: Jamia Millia Islamia,
India.

SNarendra Kumar Govil, (Aligarh, 1940.), indijski matematicar. Trenutno radi na: Auburn University,
SAD.
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POGLAVLIJE 3. GENERALIZACIJE ENESTROM-KAKEYINOG TEOREMA
Stovise, vrijedi
3.5)

Dokaz. [14] Najprije ¢emo dokazati tvrdnju (3.5), a buduci da ¢emo pri tom dokazu koris-
titi nekoliko pomo¢nih tvrdnji, iste cemo odmah i dokazati.
Najprije, vrijedi

M > la,|. (3.6)

Naime, M| = a, — ay + |ayl, stoga dokazujemo a, — ay + |ag| > |a,|. Razlikujemo tri slucaja
ovisno o predznaku koeficijenata a, i ag : (1) a, > 0,a9 > 0; (2) a, <0,a9 < 0; (3) a, > 0,
ap < 0. Slucaj a, < 0, ap > 0 nije moguc buduci da po pretpostavci vrijedi a, > ay.

(1) Ako je a, > 01ay > O, tada je |a,| = a, 1 |ag]| = ag. Stoga iz istinite tvrdnje
a, —ay > a, — aop slijedi a,, — ap > |a,| — |ap| Sto je i trebalo dokazati.

(2) Akoje a, < 01iay < 0tadaje |a,| = —a, 1 |ag| = —ay. Prema pretpostavci teorema
je a, > ao, pa je 2a, > 2ay. To napiSemo ovako: a, — ay > —a, + ap i upotrijebimo da je
la,| = —a, 1|ag] = —ag te dobivamo a,, — ag > |a,| — |ao|.

(3) Ako je a, > 01iay < 0, tada je |ag| = —ap. Buduéi da je —ay > ay, slijedi da je
a, —ap > a, + aop, 4. a, — ag > |a,| — lag|.

Dakle, u sva tri slu¢aja smo dokazali da vrijedi tvrdnja (3.6).

Takoder, vrijedi:
(M — ) (M —lay|) = 0. (3.7)

Iz tvrdnje (3.6) slijedi da je M; — |a,| > 0. Dakle, potrebno je jo§ dokazati da je
prvi faktor umnoska iz prethodne nejednakosti nenegativan. Prema pretpostavci je M; =
a, —ay +laglic = a, —a,_ stogaje My —c = a,_| — ap + |ap|. UoCavamo da je razlika
prva dva pribrojnika nenegativna bududi da je po pretpostavci a,-; > ay. OCito je i treci
pribrojnik nenegativan pa je i cijeli zbroj nenegativan. Dakle, dokazali smo tvrdnju (3.7).

Krenimo s dokazom tvrdnje (3.5), dokazimo da vrijedi

Ry =1, (3.8)
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odnosno

c( 1 1 ) \/Cz( 1 1 )2 M,
h — — |+ 4= -+ &>
2 |an| Ml 4 |an| Ml Ianl

Ta je tvrdnja ekvivalentna sljedecoj

21 1 2 M, C( 1 1 )
- -— + >1—=(—-—]. (3.9)
\/4 (lanl Ml) Ianl 2 |an| Ml

Uocavamo da je lijeva strana nejednakosti nenegativna, a sada éemo dokazati da je ta-
koder i desna. Naime, svedemo li pribojnike desne strane prethodne nejednadZzbe na zajed-
2 |an| Ml - CMI +c |an|

2 |an| M 1
da je, prema (3.6), M, > 0 pa je i cijeli umnoZzak 2 |a,| M, pozitivan.

Promotrimo sada brojnik razlomka. Uocavamo da vrijedi 2 |a,| M| — cM; + cla,| >
2la, | - clay| + cla,| $to je jednako 2|a,|*, odnosno pozitivno je. Dakle, i brojnik je pozitivan

2a,| My — cM; + c|a, . . .
pa zakljuCujemo da je .| £| TMI clal > (. Time smo dokazali da je desna strana
ay 1
nejednakosti u (3.9) nenegativna.

nicki nazivnik dobivamo . Nazivnik razlomka je pozitivan bududi

Sada, kvadriramo li nejednakost iz (3.9) dobivamo ekvivalentnu tvrdnju
A1 1V M, c{1 1\ (1 1V
—|— - + >1-2= -— |+ -],
4 \la,|  My)  la 2\la,|  My)  4\lal M,

M, S la,| M, — cM; + cla,]
|an| B |an|M1

odnosno

Pomnozimo li nejednakost sa |a,|M; > 0 dobivamo M,> > M, (|la,| — ¢) + cla,l, tj. M;* —
M, (la,| — ¢) — cla,| = 0 §to je istinita tvrdnja.

Naime, iskoristimo li da je M; > |a,| dobivamo M? = M (la,| - ¢) = cla,] = la.)* -
la,| (la,| — ¢) — cla,| Sto je jednako O.

Dakle, ekvivalencijama smo dosli do istinite tvrdnje, odnosno dokazali smo da vrijedi tvrd-
nja (3.8).

Nadalje, vrijedi

a, — ao + |aol (3.10)
|a,| ’
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odnosno

c(l 1) \/c2(1 1)2 M, a,—a+|a|
- —— |+ = -— ]+t —<
2 |an| Ml 4 |an| Ml |an| |an|

Prethodna nejedankost je ekvivalentna sljedecoj

cMi —la) My |’ + da M’ M,
2la, M, 2la, M, " laal’

Pomnozimo li cijelu nejednakost sa 2|a,|M; > 0 dobivamo:

¢ (My —laul) + XM, — la,l)? +Ha, M < 2M .2,

odnosno

\/CZ(M1 —lan)? + 4a, My < 2M,* = ¢ (M) = |a,]) . (3.11)
Uocavamo da je lijeva strana nejednakosti nenegativna, a sada ¢emo dokazati da je ta-

koder i desna. Naime, vrijedi QM2 =M +cla,| > 2la,) = cla,| + cla,| Sto je jednako 2la,),
odnosno, pozitivno je. Dakle, desna strana nejednakosti u (3.11) je nenegativna.

Sada, kvadriramo li nejednakost iz (3.11) dobivamo ekvivalentnu tvrdnju
(M = lal)? + 4a,|My* < 4M,* =AM *c (M) = |a,) + (M) = la,])?,

odnosno

laalMy* < My* = My*c (M = |a,)) .
Podijelimo li nejednakost s M,% > 0 dobivamo

My < My? = c(M) = |a,))

Sto je jednako

My (M, — lan]) — ¢ (M —lay)) = 0,
odnosno

(M —¢) (M —la,|) = 0.
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Dobili smo tvrdnju (3.7) koju smo prethodno dokazali.
Ekvivalencijama smo dosli do istinite tvrdnje, dakle, vrijedi tvrdnja (3.10).

U dokazu tvrdnje (3.5) je preostalo jos dokazati da vrijedi 0 < R, < 1 §to ¢emo napra-

viti naknadno, nakon dokaza tvrdnje (3.4).

Dokazimo sada tvrdnju (3.4).
Promotrimo najprije polinom g definiran kao umnoZzak polinoma 1 — z1i p:

g = (I1-2)p@)
= (1-2 (ao taz+ @ o+ a7+ anz")
= aptaz+m+ -+ a7 Y@ —a— i - = — a7 — a2t
= ap+(a) —ap)z+ (a; — 611)22 + ot (A — an—z)Zn_1 + (ay, — an-1)7" = CannH
n
= —a,"' + ) (- @) +ap (3.12)
k=1

Potom definirajmo polinom r, pomocu posljednje jednakosti, na sljedeci nacin:
8(2) = —a, 2" + r(2). (3.13)

Dakle,

n
k
r(z) = Z (ak — ar-1) 2 + ay.
=)

1
Nadalje, neka je g(z) = z”r(—) .
<
Najprije,

1 1 1 1
”(—) =(a1—ap)z +(@—a))Z +-+ (1 —ap2) 7 + (@ — ap-1) + a0
Z < < < Z
pa je

1 1 1
q(z) =" ((Cll - ao)g + (a2 - al)z_z oot (e - Cln—z)zn—_1 + (an — an—l)z_n tao).
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Odnosno,

q(z) = apz" + Z(ak —a-)Z ™
k=1

Dokazimo sada da vrijedi
lg@@)l <M, za [z =1 (3.14)

Primjenom nejednakosti trokuta i svojstva apsolutne vrijednosti na izraz |g(z)| dobi-
vamo:

la(2)|

n
ap?" + Z(ak —a)7"*
=1

-1 -2
laollzl" + lar — aollzl™™ +laz — aillzl"™ + -+ - + |ap-1 — anallzl + lan, — an—il.

IA

Specijalno, ako je |z| = 1, onda se izraz u posljednjem retku svodi na
laol + lay — aol + laz — ail + - - - + lap-1 — an-2| + lay — ap-1l,
Sto je, nakon Sto iskoristimo pretpostavku teorema, jednako
laol + a1 —ap +ax —ay + -+ + ap-1 — App + Ay — An-y,
odnosno
a, — ap + laol,
a to je upravo jednako M;.

Dakle, dokazali smo da vrijedi tvrdnja (3.14). Uz to je M; > O te ¢(0) = a, — a,-1 = c,
dakle, zadovoljene su pretpostavke leme 1.0.16. Stoga vrijedi

Mlz| + ¢
<M —— <1.
q(z) Y |2
. Mlz| + ¢ o
Za |zl = 1 imamo ¢(z) < M, = MlL, pazasve z, |z] < 1 vrijedi
C|Z| +M1
Mzl + ¢
<M————.
q(2) 1CIZI M,
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Dakle, vrijedi
M] |Z| +C

clz| + M,

1
Zamjenom z sa — dobivamo da za |z| > 1 vrijedi:
Z

1
Ml — +cC
1 l2]
o @l < My —,
c— + M,
|2l
odnosno vrijedi
M +clz
@l < Ml L s
c+ M7
Dokazimo sada da za |z = R > 1 vrijedi
lg(2)] >0

ako R > R;.

Prema (3.13) vrijedi: a,z""" = r(2) — g(2).

Kada na to djelujemo s apsolutnom vrijednosti dobivamo:

lallzl™! < Ir@)] + lg(2)l,

1
an(;)' =gl < Mj————— za |7 <1.

tj.
lg(2)| = la,llzl™" = ().
Uvrstimo li u to |z] = R > 1 i iskoristimo tvrdnju (3.15) dobivamo:
M, + R(a, — a,_
18 = la, R -y R 0 R = @),
MIR + (an - an—l)
odnosno

M, + cR
M1R+C.

8@ = la,|R™" = M\R"
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Svedemo li najprije desnu stranu nejednakosti na zajednicki nazivnik, a potom izlu¢imo
n

dobivamo:

zajednicki faktor
K+ c

n

MR+ c

22l = (Mila,R® = cR (M = |a,|) — My?).

Sada ¢emo dokazati da je desna strana prethodne nejednakosti vea od 0 za R > Ry,
odnosno da vrijedi tvrdnja (3.16).

n

R
MR+ c

Promatramo (M1|an|R2 —c(M, —la,))R - Mlz).

Prvi faktor je pozitivan buduci da je R > 1, zatim po pretpostavci vrijedi ¢ > 0 te prema
tvrdnji (3.6) vrijedi M; > 0.

Dakle, potrebno je jo§ dokazati da je M;|a,|R*> — ¢ (M, — |a,|) R — M;>>0zaR > R,.
Promotrimo pripadnu kvadratnu jednadzbu M,|a,|R> —c (M, — |a,|) R — M 2 =0. Njen graf
je parabola okrenuta prema gore, a rjeSenja su:

oMy —lay) £ AWM, - la)? + 4M,’la,l
2M1|an| ’

Funkcija je pozitivna ako je R > Ry, pri cemu je Ry ono rjeSenje u kojem je znak ispred
korijena +.

Kvadratna nejednadzba je pozitivna i za R < Ry.. Medutim buduéi da je korijen iz
pripadne diskriminante veci od izraza c (M, — |a,|) od kojega se oduzima, onda je i cijeli

razlomak, odnosno R} je negativan, dok je R > 1. Dakle, takvih R — ova nema.

Sada ¢emo dokazati da je Ry = R;. Naime,

c(My = lan)) + VA (M, — |a,))? + 4M|a,|

Ry = oM
1lay|
c(Mi =) | \/cZ(Ml — lau)? + 4M |
2M,|a,| 4Mla,|
- [ _L)+\/C_2(1 _L)2+Ml
2\l M, 4 \lad ~ M) il

R;.
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Dakle, za |z] = R > Ry, vrijedi |g(z)] > 0. Odnosno, nultocke polinoma g se ne nalaze
unutar |z| > R, nalaze se unutar |z| < R;.

Polinomi g i p su povezani formulom g(z) = (1 — z)p(z) pa su nultocke polinoma g
sve nultocke polinoma p i1 dodatno joS$ jedna z = 1. Dakle, nultocke polinoma p se nalaze
unutar kruga polumjera R;.

Dokazimo da polinom p nema nulto¢aka unutar |z| < R», tj. da za nultocke polinoma p
vrijedi |z| > R;.
Definirajmo polinom f, pomocu tvrdnje (3.12), na sljedeci nacin:

8(2) = f(2) + ao. (3.17)
Dakle,
f@ ==a,2"" + Y (@ - a2 (3.18)
k=1
Dokazimo sada da vrijedi
lf@I <M, za |z <R (3.19)

Primjenom nejednakosti trokuta 1 svojstva apsolutne vrijednosti na izraz |f(z)| dobi-
vamo:

If @I

n
—a,7"" + Z (ar — ar1) 2"
k=1

1 2
" ar — aollzl + laz — anllzl” + -+ lan — apallz]”

IA

laanllz]
Sto je, nakon Sto iskoristimo pretpostavku teorema, jednako

1 2
"t (ar - ag)lzl + (ax — a2l + -+ (an — a2l

| llz]
Specijalno, ako je |z| < Ry, onda je izraz u posljednjem retku manji ili jednak od
la,|R™" + (a1 — ag)Ry + (a — aR\* + -+ + (a, — an-DR,"

Sto je pak manje ili jednako od

|an|Rln+1 +R"(ay—ap+ar—a; +---+a,—a,).
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Izraz u prethodnom retku jednak je
lanlRy"™ + Ry (an — ay), (3.20)
odnosno, nakon §to izlu¢imo zajednicki faktor R;"
R\" (|a,|R; + a, — ay),

a to je upravo jednako M,.

Dakle, dokazali smo da za |z] < R; vrijedi |f(z)] < M,, odnosno da vrijedi tvrdnja
(3.19). Nadalje, vrijedi f(0) = 01 f’(0) = a; — ap = b, stoga buduéi da su zadovoljene
pretpostavke leme 1.0.17, vrijedi

M,z Myz) + Ri*b

e v (3.21)

DokaZimo sada da za |z| < R; vrijedi

lg(2)| >0 (3.22)

ako |z| < R,.

Prema tvrdnji (3.17) vrijedi ay = g(z) — f(z). Kada na to djelujemo s apsolutnom vri-
jednosti dobivamo:

laol < 1g(2)| + |f(2)]
paje

lg(@)| = laol = |f ().
Iskoristimo li nejednakost (3.21) dobivamo da za |z| < R, vrijedi:

M|zl M)z + R, *b
R M, +DlZ

8(2)] = laol —

[zlu€imo li na desnoj strani nejednakosti dobivamo:

R\* (M, + |z|b)

(M2 + R2B(M; — |ag))lz] — laolR* M) .
R\ (M, + |z|b) ( )

lg(2)l =
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Sada ¢emo dokazat da je desna strana prethodne nejednakosti veéa od 0 za |z] < R»,
odnosno da vrijedi tvrdnja (3.22).

Prvi faktor je negativan buduéi da je nazivnik promatranog razlomka pozitivan. Clan
M, je pozitivan po definiciji: M, = R;" (la,|R; + a, — ap) - prema tvrdnji (3.8) vrijedi
Ry > 0 te prema pretpostavci vrijedi a, — ag > 0.

Dakle, potrebno je jo§ dokazati da je M,2|z]> + R\*b (M, — lag)) lz| = Ri\>*Malag| < O.
Promotrimo pripadnu kvadratnu jednadzbu M,2[z* + R\%b (M — |ao)) |z| — R\2Mslag| = 0.
Njen graf je parabola okrenuta prema dolje, a rjeSenja su:

—R.2b (M, — |ag]) + VR *b2(M, — |ag|)* + 4M>>R,2|ay|
2M,? ’

Ta kvadratna jednadZba je negativna za |z| iz intervala (|z|;,|z],) pri ¢emu je |z, ono
rjeSenje u kojem je znak ispred korijena +.

|Z|1,2 =

Broj |z]; je negativan. Naime, korijen iz pripadne diskriminante je veci od izraza
—R*b (M, — |ay|) od kojega se oduzima, stoga je i cijeli razlomak, odnosno |z|; negati-
van.

Dakle, uzimamo |z] iz intervala {|z|1, |z]2) 1 |z| je nenegativan. To znaci da je |z] iz inter-
vala (0, |z|,), odnosno da je |z] < |z|.

Dokazimo sada da je |z|, = R,. Naime,

—R2b (M5 — |ag]) + VR *b2(M,, — |ag|)* + 4M>>R,2|ay|
2M,?

|zl

1 2
= M_zz[—Rlzb(Mz—|ao|)+ \/R1452(M2—|a0|) +4|ao|R12M23]
= R,.

Dakle, za |z| < R,, vrijedi |g(z)| > 0, odnosno nulto¢ke polinoma g se ne nalaze unutar
kruga |z] < R,. Prema ve¢ opisanom isto vrijedi i za nultocke polinoma p. Dakle, za nul-
tocke polinoma p vrijedi [z| > R,.

Time je dokaz tvrdnje (3.4) gotov.
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Vratimo se sada na dokaz tvrdnje (3.5) u kome nam je preostalo dokazati da vrijedi:
0<R, <1
Za to ¢e nam biti potrebna pomo¢na tvrdnja:
M, > lag| (3.23)

koju ¢emo odmah dokazati.
Za z = 1 je apsolutna vrijednost izraza (3.18) jednaka

lf(Dl = l-a,+ a1 —ao+ay —ar + - -+ + ay1 — Ay + Gy = Ayl
odnosno
lF (DI = [=aol = lal. (3.24)
Dokazali smo tvrdnju (3.8), tj. dokazali smo da je 1 < R; pa vrijedi
|zl <Ry za z=1.
Stoga, prema tvrdnji (3.19) za z = 1 vrijedi:
lf(DI < M,
odnosno, iskoristimo li tvrdnju (3.24) dobivamo da je
laol < M,

Sto smo 1 Zeljeli dokazati.

Dokazimo sada da je
R, >0, (3.25)

odnosno

2
TR [—Rlzb(Mz — laol ) + \/Rl“bZ(Mz —laol) +4 |¢10|R12M23] > 0.

PomnoZimo li cijelu nejednadzbu s 2M,> > 0 dobivamo:

2
_R12b<M2 - |a0|) + \/R14b2(M2 _ |a0|) + 4|a0|R12M23 > 0,
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tj.

2
\/R14b2(M2 —laol )" + 4lagl R\*Mo* = R*b(M, — lag ). (3.26)

Lijeva strana nejednakosti je oCito nenegativna, a sada ¢emo dokazati da je takoder
i desna. Dokazali smo tvrdnju (3.8), odnosno da je R, > 1, stoga je R,> pozitivan, a

b = a; — ay nenegativan faktor u umnosku Rlzb(Mz — |ag| ) Posljednji faktor, M, — ay, je
nenegativan prema prethodno dokazanoj tvrdnji (3.23). Dakle, desna strana nejednakosti u
(3.26) je nenegativna.

Sada, kvadriramo li posljednju nejednakost dobivamo ekvivalentnu tvrdnju
2 2
R0 (M ~laol |+ 4laol R*My” = Ry*6* (M2 ~ laol ),

odnosno

4lag| R\2My* = 0

Sto je istinita tvrdnja. Ekvivalencijama smo dosli do istinite tvrdnje, dakle, vrijedi tvrdnja
(3.25).

Preostalo je dokazati da je

R, <1, (3.27)
tj.
2 4 2 2
TR [—Rl (M — laol ) + \/R] My — laol ) +4laol Ry Mf] <1
Pomnozimo li cijelu nejednadzbu s 2M,> > 0 dobivamo:
R *b(M: — lao] ) + \/R14b2(M2 —Jaol ) +4laol R2M:® < 2M22,
odnosno

2
\/R14b2(M2 - |610|) +4 |a0|R12M23 < 2M22 + Rlzb(Mz - |Ll()| )
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Lijeva strana nejednadZbe je oCito nenegativna, a isto vrijedi i za desnu stranu prema
ve¢ dokazanim tvrdnjama. Stoga kvadriranjem posljednje nejednakost dobivamo ekviva-
lentnu tvrdnju

2 2
RV (Mo~ laol ) + 4laol R*My" < 4Mo* + 4MR*b(M: ~ laol) + Ry *b(Ma ~ laol )
tj.
Myt + My*R*b(M, — laol) — lagl Ri* M, > 0.

Podijelimo 1i posljednju nejednakost sa M,> > 0, grupiramo prvi i posljednji ¢lan te izlu-
¢imo zajednicki faktor M, dobivamo:

My (M~ laglR,) + Ry*b(M; — lagl) 2 0. (3.28)

Drugi ¢lan prethodne nejednakosti je nenegativan. Prvi Clan se sastoji od faktora M, za
kojeg smo dokazali da je pozitivan i faktora M, — |ao|R;? za kojeg éemo sada dokazati da
je takoder nenegativan.

Pretpostavimo da vrijedi
M, —laolR,* > 0, (3.29)
tj.
Ry" (layIRy + a, — ao) > laolR,*.
Podijelimo li posljednju nejednakost s R;*> > 0 dobivamo ekvivalentnu tvrdnju
R" (|aulRy + a, — ag) > lag. (3.30)
Sada razlikujemo dva slucaja: (1) ay # 0 te (2) ap = 0.
(1) Ako je ap # 0, onda nejednakost (3.30) moZemo podijeliti s |ay| pa dobivamo:

2
R\" (la,R, + a, — ap)

|aol

>0 (3.31)
Sto je istinita tvrdnja. Nazivnik je oCito pozitivan stoga promotrimo brojnik. Prvi faktor
je pozitivan buduéi da vrijedi tvrdnja (3.8). Drugi faktor je |a,|R, + a, — ay te je njegov

prvi Clan pozitivan, a zbroj sljedeca dva nenegativan jer prema pretpostavci vrijedi a, > ay.
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Dakle, 1 brojnik je nenegativan, odnosno, tvrdnja (3.31), a time i njoj ekvivalentna tvrdnja
(3.30) su istinite.

(2) Ako je ap = 0 tvrdnja (3.30) je istinita buduéi da je lijeva strana te nejednakosti
brojnik lijeve strane nejednakosti u (3.31) za koji smo pokazali da je nenegativan. Dakle, 1
u ovom smo slucaju dosli do istinite tvrdnje, tj. dokazali smo da vrijedi (3.30).

U oba slucaja smo dosli do istinite tvrdnje. Time smo dokazali tvrdnje, redom, (3.29),
(3.28) 1 (3.27), odnosno dokazali smo da je R, < 1.
Ovime je dokaz teorema 3.1.2 gotov. O

Sljede¢im primjerima ¢emo ilustrirati razliku u preciznosti rezultata teorema 3.1.1 i
3.1.2.

Primjer 3.1.3. Promotrimo polinom p(z) = 6z* + 47> + 322 + 2z — 100.

Prema teoremu 3.1.1 nultocke polinoma p se nalaze u krugu |z| < 34.3334, dok je
prema teoremu koji smo upravo dokazali polumjer tog kruga manji - preciznije, nultocke
se nalaze u krugu |z] < 6.0236.

1 1 2 3 1
Primjer 3.1.4. Promotrimo polinom p(z) = Ezs + §Z4 + §z3 + Ezz tg- 1000.

U ovom je primjeru jos izraZenija razlika u preciznosti izmedu navedenih teorema. Na-
ime, nultocke polinoma p se, prema teoremu 3.1.1 nalaze u krugu [z < 4001, a prema
teoremu 3.1.2 u krugu |z] < 63.2535.

Ako je ay > 0, onda je polumjer vanjskog kruga jednak 1, tj. rezultat se svodi na
Enestrom-Kakeyin teorem te dodatno vrijedi |z| > R,, odnosno dobivamo dodatnu infor-
maciju da se nultocke ne nalaze u krugu polumjera R,.

Sljedeci teorem je prosirenje teorema 3.1.1, a za njega, kao i naknadna dva, su zasluZni
A. Aziz®iB. A. Zargar ’.

Teorem 3.1.5. Ako je p(z) = a,z" + a,_17""

neki K > 1 vrijedi

+ -+ a,z + ag polinom stupnja n takav da za

Ka,>a, 1 >-->a >a > ay,

onda se sve nultocke polinoma p nalaze u krugu

Ka, —ap+ |a
lz+ (K -1) < M
la|
6Abdul Aziz, (1951.), indijski matematicar. Trenutno radi na: University of Kashmir, Indija.
"Bashir Ahmad Zargar, indijski matematic¢ar. Trenutno radi na: University of Kashmir, Indija.
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Dokaz. [1] Promotrimo najprije polinom f definiran kao umnozZak polinoma 1 — z 1 p:

f@ (1 -2)p(2)

= (1-2) (ao +aiz+ -+ ad T + anz")

= a+az+ -+ a1 v ad —az—a - — a2 — and"!
1 -1
= —a,@" + (@ — @)+ (o1 = Ap2)T" + o+ (a1 = @g)z + do.
Dodamo li i oduzmemo Ka,z" prethodnom retku, on postaje:
-1 2
—a,2"(z+ K- 1)+ (Ka, — a,-1)2" + (a1 — ap2)2"" + -+ + (a2 —a))z” + (a1 — ap)z + ao.

Dakle,

f@) = —a,"z+K-1)+Ka, — a1 + (@p_1 — ap)Z" " +---
+ (@ —a)z + (a1 — ap)z + a,
odnosno,
1
f@ = -a,d'@z+K-1)+ z"{(Kan —ap_1) + (a,_; — an_z)E +oene

1 1 do
+ (az—al)zn—_2+(a1—ao)zn—_l+z—n .

Primjenom svojstava apsolutne vrijednosti na izraz f(z) dobivamo:

lf (I

1
—anZn(Z +K - 1) + Zn{(Kan - an—l) + (an—l - an—Z)_ +--
Z

1 1 a
+ (w-a)5(a —a)— + —2}
Z Z <
1
> lanllzllz + K = 1] = 2" |(Kay — ap-1) + (@p-1 — an—z)g +o

ap
+_
n

1
+ (a2 — Cll)zn—_2 + (a1 — ao)

Zn—l
Primijenimo li svojstvo nejednakosti trokuta na izraz

1 1 1 ag
(Kay — an-1) + (ay-1 = p2)= + -+ (@2 —a))— + (a1 —ap) = + —
Z Z Z Z

posljednji redak prethodne nejednakosti postaje veci ili jednak od

1
|Z|"[|a,,||z +K—-1|- {|Kan — ap_| + |ap—1 — an_2|E + .-

1 1
Hlay — a1l = +la) — apl—— + % }] (3.32)
|22 [z~ 27
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ato je, za |z| > 1, strogo vece od Izln[lanllz +K-1|- {Kan —ap+ Iaol}].

Naime, iskoristimo li pretpostavku teorema Ka, > a,_ > -+ > a, > a; > ay dobi-
vamo: |Ka, — a,_1| = Ka, —a,_ te lay — ay_1| = ap —ar-; zasvakik = 1,--- ;n—1paje
tvrdnja (3.32) ekvivalentna s

1
|Z|n[|anllz + K - 1| - {Ka,, —a,-1 + (an_l — an_Z)E + ...

+(a, - Cll)L + (a; — ap) ! + |a0|}].

|z"~2] Iz 27

Nadalje, za |z| > 1 je — > —1 pa je prethodni redak veci od

-1
|zl

Izl"[lanllz +K-1]- {(Kan —ay-1) + (Ap-1 —ap2) + -+ (ay —ay) + (a —ap) + Iaol}],
odnosno

Izl”[lanllz +K-1|- {Kan —ap + |610|}]-

Dakle, za |z] > 1 je |f(2)] > |z|"[|anllz +K-1]- {Kan —ap+ |ao|}].

Ocito je desna strana prethodne nejednakosti veca od 0 ako je
la,|lz + K = 1| - {Ka,1 —ap+ |a0|} > 0,

odnosno

LK1 > Ka, — ag + |l
||

Ka, —ag +
Dakle, ako je |z > 1, ondaje |[f(z)| >0 za|z+ K — 1| > a l“O| |ao
a,

Stoga sve nultocke polinoma f Cija je apsolutna vrijednost veca od 1 leze u krugu

Ka, —ay +
IZ+K—IIS%||%|. (3.33)
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Medutim, i one nultocke polinoma f ¢ija je apsolutna vrijednost manja ili jednaka od 1
takoder zadovoljavaju tvrdnju (3.33).
Naime, prema nejednakosti trokuta vrijedi |z + K — 1| < |z] + |K — 1|. Iskoristimo li sada
pretpostavku da je K > 1 te Cinjenicu da promatramo nultocke c¢ija je apsolutna vrijednost
manja ili jednaka od 1 dobivamo da je prethodna nejednakost manja ili jednaka od 1+ K -1,
odnosno K. Preostalo je dokazati da je

K< ——mm. (3.34)
Pretpostavimo da ta tvrdnja vrijedi, odnosno da vrijedi njoj ekvivalentna tvrdnja

Ka, — ay + |ag| — Klay| > 0.

|al’l|

Pomnozimo li nejednakost s |a,| > 0 te grupiramo ¢lanove sa zajednickim faktorom dobi-
vamo:

K(ay = lan]) + (laol — ao) = 0. (3.35)

Sada razlikujemo dva slucaja: (1) ap > 0 (2) ag < 0.

(1) Akojeag > 0, ondajei Ka, > 0. Tada nejednakost (3.35) prelazi u oblik K - 0 > 0 $to
je istina.
(2) Ako je ag < 0, onda razlikujemo dva podslucaja: (a) a, > 0 te (b) a, < 0.

(a) U ovom slucaju je nejednakost (3.35) ekvivalentna s K - 0 — 2ay > 0, tj. —2a9 > 0
Sto je istinito.

(b) U ovom slucaju je nejednakost (3.35) ekvivalentna s K - 2a, — 2a, > 0. Kada tu
nejednakost podijelimo s 2 dobijemo pretpostavku teorema.

Dakle, u svakom od slucajeva je nejednakost (3.35) istinita.

Ekvivalencijama smo dosli do istinite tvrdnje, dakle, vrijedi nejednakost (3.34). Od-
nosno, dokazali smo da 1 nultocke polinoma f ¢ija je apsolutna vrijednost manja ili jednaka
od 1 zadovoljavaju tvrdnju (3.33).

) Ka, —ay +
Dakle, sve nultocke polinoma f leZe u krugu |z + K — 1| < %lklol
an

Polinomi f i p su povezani formulom f(z) = (1 — z)p(z) stoga zakljucujemo da se sve

. K = +
nultocke polinoma p nalaze u krugu [z + K — 1| < %llaol
ay
Time je dokaz teorema 3.1.5 gotov. O
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Uocimo da uz pretpostavku ay > 0, dobivamo sljedeci rezultat:

Teorem 3.1.6. Ako je p(z) = a,z" + a,_7""!

neki K > 1 vrijedi

+ -+ a,z + ag polinom stupnja n takav da za

Ka,>a,.; > --->a ZCl0>O,
onda se sve nultocke polinoma p nalaze u krugu
lz+ (K- 1) <K

Nadalje, ako u Enestrom-Kakeyinom teoremu promijenimo pretpostavke tako da pret-
postavimo da za alternirajuce koeficijente polinoma p vrijedi (2.1), dobivamo sljedeci te-
orem:

Teorem 3.1.7. Neka je p(z) = a,7" + a,_,2"" + - -+ + a1z + ag polinom stupnja n takav da
vrijedi

a,>a,»>--->a3>2a,>0 i a,.1>a,3>--->a,>ap>0,
ako je n neparan, ili
A, > apr =2 >2a0>0 1 a,_1>2a,3>--->a3>a; >0,

ako je n paran.
Tada se sve nultocke polinoma p nalaze u krugu

ap-1 ap-1

Z+ <1+

an

Dokaz. [1] Promotrimo najprije polinom f definiran kao umnoZzak polinoma 1 — z* i p:

2
f@ = (1-2)p)
= (1 - zz) (ao raz a7+ anz")
= ay+az+- - +a, 17" va,dt —ay —-a1 - —ap1 27— a, 7"
= —a, 7" = a7 + (@ = @p2)T + (Apey — An3)? T (a3 — @)D+
+ (az — 610)22 + a1z + ay.
Odnosno,
n+1 n 1
f(z) = —Z (Can + an—l) +Z (an - an—2) + (an—l - an—3)2 +e+ (613 - al)Zn_3

1 a ap
+ (a2 - aO) n-2 + n—1 + T (r
Z Z Z
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Apsolutna vrijednost od f(z) je veca ili jednaka od

1
1
|Z|n+ |anZ + an—ll - |Z|n (an - an—Z) + (an—l - an—b’)g R (613 - al)zn—3

1 a n)
Hay—ag) -5+ -+ —
Z Z Z

B

odnosno nakon §to izlu¢imo |z|" :

1
(an — ap-2) + (ap-1 — Ap3)= + -+ + (a3 —a1)) =
< <

b

Izl”{lzllanz + ay| —

a ap

+(az — ap)

Zn—Z + Zn—l 7"

Primijenom nejednakosti trokuta na izraz
1 a ay
(ap — an-2) + (An-1 — an—z)g +oo+ (a3 - al)zn__3 + (a2 — Clo)zn_z =

posljednji redak prethodne nejednakosti postaje veci ili jednak od

1
|Z|n{|Z||anZ +a,| - {lan —apo| +la, —ap3l— 4+ +laz - al|—3
|zl |z”‘ |
1 ai a
Haz — ag ydal | laoll] (3.36)
|Zn—2| Zn—1| |Z”|
Sto je, za |z| > 1, strogo vece od |a, + a,-1| — (a, + a,-1).
. . —1 ) ) ,
Naime, za |z| > 1 je — > —1 pa je tvrdnja (3.36) veca od

||

la, + an-1| — (la, — an-o| +lap-1 — a3l + - -+ + laz — ai| + |ay — aol + |ai| + |aol) (3.37)

Iskoristimo li sada pretpostavku teorema dobivamo da je |a; — ay_2| = ax — ax—» za svaki
k=2,---,n—1telai| = a ilag| = ap. Stoga je tvrdnja (3.37) ekvivalentna s

|an + an—ll - (an + an—l) s
a to je pak vece od 0 ako je |a, + a,-1| > a, + a,-;.

Dakle, ako je |z| > 1, onda je |f(z)| > 0 za |a, + a,—1| > a, + ap—1.
Slijedi da polinom f nema nultocaka za |z + i) gy ot
an an
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Dakle, nultocke polinoma f Cija je apsolutna vrijednost veca od 1 leZe unutar

ap-1 ap-1

>1+ (3.38)

al’l

Medutim, i one nultocke polinoma f ¢ija je apsolutna vrijednost manja ili jednaka od 1
takoder zadovoljavaju tvrdnju (3.38).

ap-1 ap-1

Naime, vrijedi |z + < |zl + ‘

, a to je, bududi da promatramo |z] < 1, manje

n n

ili jednako od 1 + "ll"‘ll

. Prema pretpostavci su svi koeficijenti nenegativni pa je prethodni

n

. Dakle, ‘z +
a, a,

ap-1 an-1 ap-1

izraz jednak 1 + <1+

vrijediizalz] < 1.

n

an- ap-1

1
> 1+

ZakljuCujemo da sve nultocke polinoma f leze u krugu

Z+

n an

Polinomi f 1 p su povezani formulom f(z) = (1 - zz) p(z) stoga se sve nultocke poli-
an-1 an-1

noma p nalaze u krugu |z + > 1+ 1 time smo dokazali tvrdnju teorema. O

n al’l

Preostale teoreme ovoga poglavlja predstavili su A. Aziz i Q. G. Mohammad 8 1980.
godine.

Teorem 3.1.8. Neka je p(z) = a,z" + a,.127 + - -+ + a1z + ay polinom stupnja n s realnim
pozitivnim koeficijentima. Ako postoje t; > t, > 0 takvi da

atib +a,1(hh—t)—a,220,r=1,---,n+1,(a- = ap1 =0),
onda se sve nultocke polinoma p nalaze u krugu |z| < t,.
Dokaz. [2] Promotrimo najprije polinom f definiran na sljedeci nacin:

f@)

(t, + 2)(t1 — 2)p(2)
2 n n—1 n-2 2
(tltz +(tH—th)z—2 )(a,,z +a,.17" +a, 27"+ +raxr taz+ ao)

~a,7"" + (@t — 1= 1) —a, )" + (@tity + @y 1 (t) — 1) — Gy 2) T + -+
2
(axti1ty + ai(t) — 1) —ap) 2° + (a1t + ap(t) — 1)) 2 + apti 1.

—+

1
Nadalje, neka je g(z) = 72 f (—) :
4

8Q. G. Mohammad. Trenutno radi na: University of Kashmir, Indija.
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Dakle,

2 -n-2 -n—1 _
g(Z) Zn+ ( — apl T+ (an(tl - Z‘2) - an—l)z T+ (antltZ + an—l(tl - t2) - an—Z)Z T

+ (Clztlfz + al(tl - fz) - ao)Z_z + (altltz + ao(ll - tz))Z_l + Cl()fltz)

2
= —a,+ (an(tl —h) - an—l)Z + (ant1t2 +a,.1(ty — 1) — an—z)Z + -

+

(Clgl] h + Cl](l] - tz) - Clo)Zn + (Cl]l] th + Cl()(l] - lz))ZnH + apl lzZn+2.

Potom definiramo polinom /4 pomoc¢u polinoma g, na sljedeéi nacin

h(z) = (Cln(ll —h) - an—l)Z + (anflfz + a1 (t — 1) — an—2)22 +-
+ (612f1t2 +a(ty —1n) - ao)Zn + (a1t1t2 + ao(t) — fz))zn+1 + agti "2,
Stoga je
8(z) = —a, + h(2). (3.39)

Promotrimo sada |i(z)| :

2
|l’l(Z)| = ‘(an(tl - t2) - an—l)z + (antltZ + an—l(tl - t2) - an—2)z +oee
( n n+1 n+2
+ art ) + (11([1 - l‘z) - ao)Z + (a1t1t2 + ao(t1 - tz))Z + apt1 1,2
2
< lan(ty — ) = apl 1zl + lagtity + ap-1 (8 — 1) — apo| 2] + - -
1 2
+ ity + ai(ty — 1) — aol lzI" + lartity + ao(ty — )| 2™ + lagtita] 2] .
Prema pretpostavci vrijedi a,t1t,+a,_; (t; —t)—a,, >0, r=1,--- ,n+1,(a_;y = a,,; =0).
Stoga je

la,fity + a1 (0 — 1) —a, 0| = a;hiy + a, (0 — 1) —a,
i tu ¢injenicu primijenimo na prvih n + 1 pribrojnika. Nadalje, budu¢i da je prema pretpos-

tavcit; > 0,1, > 0 te da su koeficijenti pozitivni, vrijedi |apt 1| = aot ;. Stoga je posljednji
redak prethodne nejednakosti jednak

2
(an(ll — 1) — an—l) |z| + (Clnllfz +a,-1(t) — 1) — an—Z) |z|” + - -

! 2
+ (azfll‘z +a(t) — 1) — ao) 2" + (alfltz +ao(t) — l‘z)) 2" + (aol‘lfz) 2]
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Uvrstimo 1i u prethodni izraz |z| = - dobivamo:
1

1

2
(an(tl —h) - an—l)% + (antllz +a,1(t1 —th) — an_z) (Z)

3 n
+ (Cln—lfl b+ a,_o(t;) — 1) — an—3) (t_) +--+ (Clzfll‘z +ai(ti — ) — ao) (t_)
1 1

1 n+l 1 n+2
+ (a1t1t2 + ao(t; — tz)) (t_) + (aotltz) (t_) .

1 1

-1 1 1 -1 1 1) 1)
Uzay1je —+(—-n)5+hh—5=—+—-—-—5+—5=0.
-t 1 12 13 oot n?on?
-1 1
Uza,rje —=+(t1 — ) — +t1b— = 0.
-2J8 73 ( )t13 P
U o L _ o k=1 1
Zan—kjetl—k‘i‘(ll—fz)m*‘lﬂzw— ) =1,---,n-1,n

i 1
Uz a,je (Hh—t)—+ t1t2—2 =1.
h L

Stoga je gornji izraz jednak a,,.
r ... .
Dakle, za |z| = - vrijedi |h(z)| < a, pa je max |h(z)| < a,.

1 |Z|:ﬁ

1
Odnosno, za |z| = - vrijedi |h(z)| < a,.
1

Prema Teoremu o maksimumu modula nejednakost |(z)| < a, vrijedi da sve z iz kruga

K(O, l).
5

1 1
Dakle, A : K(O, t_) — K (0,a,) i h(0) = 0. Stoga koristeéi lemu 1.0.15 za R, = - i
1 1

R, = a,, dobivamo

R 1
@) < =12l = anty 12l za |2 < —,
Ry ]

a i na samoj kruZznici |z| = - vrijedi
1

Ih(2)] < anty I2].

Dakle, vrijedi

1
lh(2)| < anti |zl za z< — (3.40)
1
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Promotrimo sada apsolutnu vrijednost izraza (3.39):

lg(2) h(z) — ayl
17(2)] = lanll -

Prethodni je izraz jednak ||h(z)| — a,| buduci da su, prema pretpostavci, koeficijenti poli-

\%

noma pozitivni. Nadalje, za |z| < - je |h(z)| < a, pa je prethodni izraz manji ili jednak od
1

ap — |h(z)].

Dakle, vrijedi:

1
8@ 2 an =112, za |z < —. (3.41)
1

1
1z (3.40) slijedi da je — |h(z)| > —a,t; |z|, za |z] < - pa uvrstimo li to u (3.41) dobivamo
1
daje |g(2)| = a, (1 —|z]11).

1
Ako je 7] < P onda je |g(2)| = a,(1 —|z|t;) > 0. Naime, u tom slucaju je umnozak

1
|z| #; manji od 1 pa je razlika 1 —|z| #; pozitivna. Dakle, drugi faktor u umnosku a, (1 — |z| ;)
je pozitivan. Za prvi faktor znamo da je pozitivan prema pretpostavci teorema pa je i cijeli
umnozak pozitivan.

o " . . .. 1
Zakljucujemo da se nulto¢ke polinoma g moraju nalaziti unutar kruga |z| > o
1

1
Polinomi f i g su povezani formulom f(z) = 7"*%g (—) Dakle, polinom f(z) ima iste
Z
1
nultocke kao polinom g (—) te jo$ jednu dodatnu z = 0. Stoga, bududi da se nultocke po-
Z

1 1
linoma g (—) moraju nalaziti unutar kruga |z] > - slijedi da se nultocke polinoma f (z)
1
moraju nalaziti unutar kruga |z| < #.

Polinomi p i f su povezani formulom f(z) = (¢, +z)(¢; —z) p(z) pa su nulto¢ke polinoma

f sve nultocke polinoma p i jo§ dvije dodatne —#, i t;. Dakle, dokazali smo da se nultoCke
polinoma p moraju nalaziti unutar kruga |z| < ¢;. Time je dokaz dokaz teorema 3.1.8 gotov.
O

Uocimo, ako je t, = 01 ¢, = 1 tada se teorem 3.1.8 svodi na Enestrom-Kakeyin teorem
jer je uvjet
a-1-0+a,_4(1-0)—a,_, >0,
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ekvivalentan s pretpostavkom Enestrom-Kakeyinog teorema.

Nadalje, ako vrijedi samo #, = 0, onda se pretpostavka teorema 3.1.8 svodi na:

at; -0+ a,_l(tl — O) —a,, > 0
a1ty —a,, > 0
a,—
H = . 2.
ar1
Buduci da prethodna tvrdnja vrijedi za svaki r = 1,--- ,n + 1 slijedi da je
a 0
H = =t =— =0,
ap ao
a
L = _0,
ai
an-
= u 1.
n

Stoga broj #; zadovoljava uvjete teorema 3.1.8 te smo dobili sljedeci rezultat:

Teorem 3.1.9. Ako je p(z) = a,z" + a,.12"" + -+ + a;z + ag polinom stupnja n s realnim
pozitivnim koeficijentima, onda se sve nultocke polinoma p nalaze u krugu

a a1
IZISI:maX(—O,---, z )
a a,

Uocimo da, ukoliko su koeficijenti strogo rastuci ovaj teorem daje preciznije rezultate
o nultockama polinoma budu¢i da je tada ¢ < 1.

Teorem 3.1.10. Ako je p(z) = a,z" + a,_,7"""

vrijedi

+ .-+ + a1z + ag polinom stupnja n takav da

Ay > Ay =+ 2>a; = ag >0, (3.42)

onda on nema nultocku kratnosti vece ili jednake 2 Cija je apsolutna vrijednost veca ili
n

Jjednaka T Drugim rijecima, sve nultocke polinoma p ¢ija je apsolutna vrijednost veca

n+

od I su jednostruke.

n+

Dokaz. [2] Pretpostavimo suprotno, tj. da je p polinom stupnja n takav da vrijedi a, >
a,-1 > -+ > ay > ap > 0 te da postoji nultocka kratnosti vece ili jednake 2 ¢ija je apsolutna
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vrijednost veca ili jednaka od

Prema teoremu 1.0.9 zaklju¢ujemo da je to takoder nultocka polinoma p’. Dakle, pos-
toji nultocka polinoma p’ ¢ija je apsolutna vrijednost veca ili jednaka od

Promotrimo polinom p’:
P @) =na, 2"+ (= Dap 22+ + 2a27 + ay.

Buduci da su, po pretpostavci, koeficijenti polinoma p pozitivni, slijedi da su i koefici-
jenti polinoma p’ takoder pozitivni pa moZemo primijeniti teorem 3.1.9. Dakle, nultocke
polinoma p’ leZe unutar kruga

2 - Da,_
2] < max ﬂ, ﬂ’ e (n - Dayy ) (3.43)
2a, 3a; na,
Zai=2,---,nvrijedia; > a;,_1 paje it < 1. Pomnozimo li posljednju nejednakost
a;
— 1a,. 1
sai— 1> 01podijelimo sa i > 0 dobivamo: ¢ - )di-1 < ! —,
ia; i
.o.a 1 2a0 2 n-Da,.; n-1
Dakle, di —< -, — < -, < .
e Ve o =234, 3 na, n
2 - Da,_ 1 2 -1 e . .
Stoga je max ﬂ, ﬂ,--- ,M < max|—=,—,--- ’n . Primijenimo li pret-
2a, 3a; na, 2°3

hodnu nejednakost na tvrdnju (3.43) dobivamo da se nultocke polinoma p’ nalaze unutar
kruga

o < 12  an-1
max|—, -, , .
4= 2’3 n

odnosno

n—1
|z £ —.
n

n-—1 n
<
n n+

Takoder, vrijedi

pa moZemo zakljuciti da za sve nultocke polinoma p’
iiedi || < n

vrijedi |z] < —.
! n+1

Dosli smo do kontradikcije s pretpostavkom da postoji nultocka polinoma p’ ¢ija je apso-

lutna vrijednost veca ili jednaka od . Dakle, pretpostavka je bila pogresna i time smo

dokazali da vrijedi tvrdnja teorema 3.1.10. O
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Direktna posljedica prethodnog teorema jest:

Korolar 3.1.11. Sve nultocke polinoma koji zadovoljavaju (3.42) i cija je apsolutna vri-
Jjednost jednaka 1 su jednostruke.

Sljedeci teorem otkriva podrucja u kojima se ne nalaze nultocke polinoma s nenegativ-
nim koeficijentima.

Teorem 3.1.12. Ako je p(z) = a,2"+a,-17"" ' +- - - +a1z+ag polinom stupnja n > 1 takav da
a;j>0,j=0,1,---,n-1ia, >0, onda za svaki relani a > 0 polinom p nema nultocaka

a
ukrugu |z —al < —.
n

Dokaz. [2] Buduéi da je prema pretpostavci a pozitivan relan broj, vrijedi p®(a) > 0 za
k=0,1,--- ,n.
Najprije,

2

p(O)(a) = p(a) = a,a" + a,l_]a”_1 +a,a" "+ + W7+ ajz + do.

Svi koeficijenti polinoma p(a) su veci ili jednaki 0, osim vodeceg koeficijenta koji je strogo
veci od 0. Takoder, a je strogo vecéi od 0 pa je zasigurno barem vodeci koeficijent polinoma
p(a) strogo veéi od 0, dok su ostali koeficijenti nenegativni. Odnosno, polinom p(a) je
pozitivan. Analogno ¢e biti za svaku derivaciju polinoma p(a), uvijek ¢e barem vodeci
koeficijent toga polinoma biti strogo veéi od 0.

Vrijednost vodeéeg €lana polinoma p® u to¢ki a jednaka je (n — (k — 1))-(n — (k — 2))-
o+ (n=1)-n-a,-a* Dakle, jednak je umnosku prirodnih brojeva, koeficijenta a, i
odredene potencije broja a, i to je pozitivan broj.

Promotrimo sada polinom f definiran na sljedec¢i nadin:
a
f@=p(%2+a).
n

QOdnosno,

-1 2

a n a n a n—2 a a 1
f(Z) = da, (—Z + a) + a,—q (—Z + Cl) +a,» (—Z + Cl) + -4+ ap (—Z + a) + a; (—Z + a) + agp.
n n n n n

. C a . v . .
Potenciramo li binom (—z + a) prema binomnom poucku, a potom, u dobivenom iz-
n

.. Y . fa\ pP(a)
razu uofimo da su novonastali pribrojnici ¢lanovi oblika (—) 7
n !

 k=0,1,--,n

dobivamo da je prethodni izraz jednak

e ] 402 4

n

7"
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Dakle,

f@ = p(Sz+a)

2 n 5
@ (o) @,
n

play+ gp,(“)z " (Z) 2!

n!

1
Nadalje, neka je g(z) = z”f(—).
b4

Najprije,
1 a , 1 (a¥p’a)l a\" p™(a) 1

f(Z)_p(a)+Zp(a)Z+(Z) szt e

paje
2 n ()
8@ = p@z + Spa + (%) p—(a)zn_”'“*(g) -
n n 2! n n!

Odnosno,

g(2) = Zn: (Z)k Mz”"‘.

!
e k!

, dakle, polinom

a)2 Pl (g) p"(a)

Koeficijenti polinoma g su p(a), a p'(a), (— Si
n n 2! n n!

g ima realne pozitivne koeficijente.

Polinom p®(z) zak = 0,1,--- ,n — 1 je polinom stupnja n — k te takoder ima realne
pozitivne koeficijente.

Buduéi da je p¥(z) polinom stupnja veceg ili jednakog od 1 moZemo primijeniti lemu
1.0.20 pa dobivamodaza k = 0,1,--- ,n — 1 vrijedi:

max
lzl=a

n—k
p*P(@)| < —— max |p*(2)].
a lzl=a
Prema korolaru Bernsteinovog teorema, korolar 1.0.19, slijedi da je

-k
P < ") k=00, (3.44)
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Nadalje, nejednakost

n—ksn(1+k)
a a

je ekvivalentna s istinitom nejednakosti k(n + 1) > 0.
Stoga je

n—k n(l +k)

pla) < pHa). (3.45)

Iz nejednakosti (3.44) 1 (3.45) dobivamo da je
1+k
p*D(a) < nd + &) )pk(a) za k=0,1,--- ,n—1.
a

k+1
Podijelimo li prethodnu tvrdnju sa (1 + k)! 1 pomnoZimo s (—) dobivamo:
n

k+1 5 (k+1) k (k)

n) G+ " \n) &

Time smo dokazali da polinom g zadovoljava prepostavke Enestrom-Kakeyinog teorema
pa zakljuCujemo da nultocke polinoma g leze u krugu |z| < 1.

1
Polinomi f 1 g su povezani formulom g(z) = 7" f (—) pa slijedi da se nultocke polinoma
Z

f(2) moraju nalaziti unutar kruga |z| > 1. Odnosno, nulto¢ke polinoma f(z) = p (C—lz + a)
n

. n ) n
se ne nalaze u krugu |z] < 1. Zamjenom z sa — (z — a) dobivamo |- (z — a)| < 1, odnosno
a a

a . a . .

|z —a| < —. Dakle, nultocke polinoma p se ne nalaze u krugu |z — a| < —. Time je dokaz
n n

teorema 3.1.12 gotov. |

Direktna posljedica prethodnog teorema jest sljedece profinjenje Enestrom-Kakeyinog
teorema:

Teorem 3.1.13. Ako je p(z) = a,2" + a,.12""' + -+ - + a1z + ag polinom stupnja n takav da
vrijedi a, > a,_; > --- > a; > ay > 0, onda se sve nultocke polinoma p nalaze u podrucju

{zeC:Izlsl,lz—alzc—l}
n

pricemuje (O <a < 1.
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Teorem 3.1.14. Neka je p(z) = a,7" + a,127 + -+ - + a2 + ag polinom stupnja n > 1 takav
dajea;>0,j=0,1,--- ,n—11ia, > 0. Ako postoji a > 0 za koji vrijedi np(a) > 2ap’(a),

. v a
onda polinom p nema nultoc¢aka u krugu |z — a| < —.
n

Dokaz. [2] Promotrimo polinom f definiran na sljedeéi naCin:

n
Dakle,

2(1 " 2a n-1 2a n=2
f@ = a,|—z+a| +a|—z+a| +ao|—z+al +--

2
2a 2a
+ ap|—z+a|l +ta|—zt+al+a
n n

: o 2a . . .
Potenciramo li binom (—z + a| prema binomnom poucku, a potom, u dobivenom iz-
n

k
pP@

2a
o “ k=0,1,---,n

razu uoc¢imo da su novonastali pribrojnici ¢lanovi oblika (—)
n

dobivamo da je prethodni izraz jednak

2 2a\* p” 24\ p®
pla) + _ap,(a)z + ) P (a)zz 4+ <4\ p (a)zn.
" n 2! n n!

Dakle,

f@)

pl—z+a
n
2a 24\ p"(a 2a\" p™(a
n n 2! n n!

1
Nadalje, neka je g(z) = 7'f (—) .
4
Najprije,

z2 o nom
f(%) = p(a) + (zn—a)l?'(a)% + (2—a) p (a)% +oet (%) pr@l

n 2!z n n!

pa je

2 no_(n)
P@,, (2 @
2! n n!

g(2) = p(a)z" + (2—a)p’(a)z"“ + (%)
n n
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Odnosno,
n k
2a\" pPa)
g = Z (7) TZ .
k=0
Polinom p®(z) za k = 0,1,--- ,n — 1 je polinom stupnja n — k s realnim pozitivnim

koeficijentima. Dakle, p¥(z) je polinom stupnja veéeg ili jednakog od 1 pa moZemo pri-
mijeniti lemu 1.0.20.
Stoga,zak =0,1,--- ,n—1 vrijedi:

max |p(k”)(z)| < n-k max |pk(z)|.
lzl=a a lzl=a

Prema korolaru Bernsteinovog teorema, korolar 1.0.19, slijedi da je

-k
Py < S0k a) za k=01, ,n—1. (3.46)
a
Sada ¢emo pokazatidazak =1,2,--- ,n— 1 vrijedi
2a
O > b kD) s K+ (). 347
P@z @ 2 @ (3:47)

Prva nejednakost u (3.47) je neposredna posljedica nejednakosti (3.46).
Dokazimo sada drugu nejednakost iz (3.47), odnosno

a 2a

kD) > (k+1) k=1,---.n-1. 3.48
n—kp (a)_n(k+1)p (a), za ) N ( )
Nejednakost
a 2a
>
n—k  nk+1)

je ekvivalentna s jednakosti nk + 2k > n koja je istinita. Naime, vrijedi nk > n jerje k > 1,
takoder, vrijedi 2k > 0 pa slijedi da je nk + 2k > nk, odnosno nk + 2k > n. Stoga vrijedi
tvrdnja (3.48).

1z pretpostavke np(a) > 2ap’(a), slijedidazak =0,1,--- ,n — 1 vrijedi

2a\F p(k)(a) 24\ &P p(k+1)(a)
(7) - (7) G+l (349)
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Naime, dokazali smo da vrijedi tvrdnja (3.48):

(k+1)
a_ Gty 5 24P (@) k=1 n—1
N T T

1 k
pa pomnoZzimo li tu nejednakost sa o >01 (_a) > () dobivamo:
! n

24\ pP(@ _ (2a\*" p*Dia)
n k'~ \n (k+ 1)!

2a\° p®

itovrijedizak = 1,--- ,n— 1. Za k = 0 prethodna nejednakost postaje (_a) p ()Ea) >
n .

2a)\ p'(@)

n) 1!

20\ P (2—“)(k+1) P

n k! n (k+1)!
smo da vrijedi tvrdnja (3.49).

2a e 1. .
, odnosno p(a) > —p’(a), a to vrijedi po pretpostavci.
n

Dakle, ( vrijedi zak =0, 1,--- ,n — 1, odnosno, dokazali

2 n
” 2 (n)
P ,(—a) P dakle, poli-

2 2
Koeficijenti polinoma g su p(a), = p'(a), i , )
n n 2! n n!

nom g ima realne pozitivne koeficijente.

Tvrdnja (3.49) zajedno s prethodno navedenom Cinjenicom o koeficijentima polinoma
g dokazuju da su zadovoljene pretpostavke Enestrom-Kakeyinog teorema pa slijedi da se
nultocke polinoma g nalaze u krugu |z] < 1.

1
Polinomi f 1 g su povezani formulom g(z) = " f (—) pa su nulto¢ke polinoma g sve
Z
1 1
nultocke polinoma f (—) i dodatno jo$ jedna z = 0. Dakle, za nultoc¢ke polinoma f (—)
Z Z

vrijedi '—‘ < 1. Odnosno, za nultocke polinoma f(z) vrijedi |z| > 1, tj. nulto¢ke polinoma
b4

f(2) se ne nalaze u krugu |z] < 1.
. . . . . S 2a
Polinom f(z) je definiran pomocu polinoma p na ovaj nacin f(z) = p|—z+a]| pa
n
2
zakljuCujemo da se nultocke polinoma p (—az + a) ne nalaze u krugu polumjera manjeg od
n

2
1. Odnosno, zamjenom z sa 2£ (z — a) dobivamo: |z — a| < —a. Dakle, nultocke polinoma
a n

a
p se ne nalaze u krugu |z — a| < —. Time smo dokazali tvrdnju teorema 3.1.14. O
n
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Ako za koeficijente prethodnog teorema vrijedi dodatni uvjet a, > a,-; > --- > a; >
ap > 0, onda dobivamo joS jedno profinjenje Enestrom-Kakeyinog teorema:

1

Teorem 3.1.15. Ako je p(z) = a,7" + a,.1Z"" + -+ + a12 + ag polinom stupnja n takav da

vrijedi
ap,>a,1>--->a =ay =0,

onda se sve nultocke polinoma p nalaze u podrucju

2

{zEC 7 < 1Lz =1 = —}.

n

3.2 Polinomi ¢iji koeficijenti ¢ine po dijelovima monoton
niz

U ovom poglavlju promatramo prosirenje Enestrom-Kakeyinog teorema na polinome ciji
koeficijenti Cine po dijelovima monoton niz. Tocnije, na one polinome ¢iji koeficijenti
rastu do nekog mjesta, a zatim padaju. Prvo ¢emo dokazati jedan rezultat u kojemu je

pretpostavka na koeficijente joS opcenitija, tj. za polinome ¢iji koeficijenti zadovoljavaju
uvjet:

A+1

a, <" a, < <tMag <tay>Tlag, > > tar > a, (3.50)

zanekit>0i0< A< n.

Za sljedeée su rezultate zasluzni: K. K. Dewan i M. Bidkham®.

Teorem 3.2.1. Ako je p(z) = a,2" + a,_17"' + - - + a 2 + ag polinom stupnja n takav da za
nekit>0i0 < A < nvrijedi

'a, <" a, < <fay>tTlag > > ta) > a,

onda se sve nultocke polinoma p nalaze u krugu

o) < — {(2“” an)+tln(|ao|—ao)}- (3.51)

~ lan [\

9Mahmood Bidkham. Trenutno radi na: Semnan University, Iran.
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Dokaz. [13] Promotrimo najprije sljede¢i umnoZak:

pR)(t—z2) = (ao tarz et a2+ a,d) (- 2)
= apt+aizt+-+a, 12t a 't —apz — a1zt - — a2t — a2t
= apt + (tay — ap)z + (tay — a))z + - + (tdy-y — a,-2)2""" + (ta, — a,-1)7" — a, 2"
n
= aot+ Z(tak — a7 = a2, a_; =0.
k=0

Prethodni umnozak oznacimo s g, tj.

g(2) = p@(t - 2).

Uocavamo da je g polinom stupnja n + 1, stoga, primjenimo li lemu 1.0.11 na polinom
g, dobivamo da se sve njegove nultoc¢ke nalaze u krugu

N lta, — a;_
IZISmaX{t, M} (3.52)

n—k
APAT.

Dokazimo sada da vrijedi

n

tay — ap-
P £ (3.53)
mkq
k=0 n
Naime,
i tay — ag— _ tag —a_ tay —ay ta, —a + 4 ta,—1 — a,— 4 ta, — a,—
P "*a, | | ra, " la, " 2a, ta, a,
1
= - (tao +t(tay — ap) + Ptay — ay) + - - - + 7 tap_y — an_n) + " (ta, — a,,_l))
a
1
= |a (tao +2a, —tag + Pay — Pay + -+ ay — " la,y + " a, - t"an_l)'
a,
1
— tn+161n
a,
= q
= t,

pri ¢emu smo u pretposljednjem retku iskoristili pretpostavku # > 0.
Nadalje, vrijedi:

n

Z tay — ap-—
t”_kan

k=0

n

2,

k=0

tay — ap
t"_ka,,
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pri ¢emu je desna strana nejednakosti, nakon $to primjenimo svojstva apsolutne vrijednosti
1 pretpostavku ¢ > 0, jednaka

n
|tay — ax-|

n—k
L1 g

Dakle,

n

n
tay — aj_ tay — ay_
Z k k—1 < | k kll.

tn—kan l»n—k |an|

k=0 k=0

Odnosno, primjenimo li tvrdnju (3.53) na prethodni zaklju€ak, dobivamo:

n
|tay — g1l

t
- n—k
£ g,
Stoga je,
n
ltar — ar-1l
" |ay|
k=0
Nadalje, vrijedi:
n A n
ltax — ar| ltax — ar1| ltar — ag| (3.55)
1" |ay| " lay| 1" Ja| '
=) k=0 k=2+1
i dokazat ¢emo da je taj zbroj jednak
1 aogl —a a a

1l ) fa )

|an| m ll’l—ﬂ tn—/l
Najprije,

1
ltax — ar1|  ltaol  |tay —aol  tas — ai lta,1 — ara| |ty —ap |
o HKa,| a7 a7 ayl =D |ay| 1"~ |

= ﬁl_” (|laol + t|ta1 — a()l + lz |ta2 - a1| + -0+ l/l_l |ta/1_1 - a/l_zl + l/l |ld,{ - a/l—ll)
ay

11
= ﬁt_”( ltaol + tlta; — aol + t|Par — tay| + - + t [t @y — P an| + mt[tay — 1 a, | )
a,
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Sada, na svaki od ¢lanova u zagradi, poCevsi od drugoga na dalje, moZemo iskoristiti pret-
postavku teorema t*~'a,_; > -+ > ta; > ay. Stoga vrijedi |t"ak - t"‘lak_1| =tfa, — *a,
zasvakik =0,---,4— 1 pajeizraz u posljednjem retku jednak
11 A -1 A+1 1
ﬁt_n(ltaOHI a) —tag+ay —ta; +-+la, -t a, + Mlay -t a,l_l),
odnosno
11
——(Jtao| - tag + t*'a,).
|t | £ ( )

Sada, budu¢i da je po pretpostavci ¢ > 0 vrijedi |tag| = tlao|, te buduci da svaki Clan u
zagradi sadrZi faktor ¢, isti moZemo 1 izluciti pa dobivamo

1 ¢

ﬁt_” (|ao| —ap+t aa)
odnosno
Lt lao| — ao L
n n-A|"
|zl 4 4
Dakle,
tay — ag_, 1 apl —a a,
a1 ol —ar | (356
L g el \
Nadalje,
tar — x| Ntawn —aal | Mty —apal M —apol | ltan — an-l
S Hayl o D g, (D g, tla| la,|
_ L [tay —ail  tays — ail - lta,-1 — ansl + lta, — a1
- |a,| —(A+1) —(A+2) ¢t 1
t -2 -1
= ﬁt_"(t tay — a) + 1 tayn — apl + - + 7 Ntayy — apol + 7 Jta, — an—ll)
n
L1/ e 1 142 A+1 -1 -2 n-1
= |a |t" |t Ay —t (1/1|+|l' Ay — 1 a/1+1|+---+|t" a,—1 - " a,,_2|+ —t (ln_1| .
Sada, na svaki od ¢lanova u zagradi moZemo primjeniti pretpostavku teorema #"a, <
"a,_, <--- < t'a,. Stoga vrijedi |tkak - tk‘lak_1| =g —tfay zasvakik = A,--- ,n

pa je izraz u posljednjem retku jednak

n-2

1 ¢
Tl (t ay— M ap + M a1 Pagn o+ a0 — My + s — t”a,l) ,
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odnosno,
1 t,, ;
|an|t_n (l a,—t a,,),
tj.
1 a,
L)
|an| =4 n
Dakle,
N tag — ag| 1 a
& — Qk-1 2
> AL (), (3.57)
L TR a] al \r

Sada uvrstimo (3.56) 1 (3.57) u (3.55) te dobivamo:

n A n
ltar — ar-1l ltay — ai-1| Z lta — ai-1|

1" la,| 1" lay| " lay|

k=0 k=0

1 apl — a a 1 a
Ll o), o)
la| " =) a,| \eA

t apg|l — a a a
(el wa
|an| " tn—/l tn—/l

2 1
- Iat l{ (tij - an) + = (ol = o) } (3.58)

Uvrstimo 1i (3.58) u (3.54) dobivamo da sve nultocke polinoma g leze u krugu

t [(2a 1
|zl < |an|{(t"‘j - an) o (laol — ao) }

Buducdi da su sve nultocke polinoma p ujedno i nultocke polinoma g, dokazali smo tvrdnju
teorema. ]

k=A+1

U sljedecem teoremu promatramo poseban slucaj kada je ¢t = 1. Rezultat je precizniji,
odnosno nultocke polinoma koji zadovoljavaju navedene pretpostavke nalaze se u kruZnom

vijencu ¢iji je vanjski polumjer manji od onoga iz prethodnog teorema - (3.51).

Teorem 3.2.2. Neka je p(z) = a,z" + a,_12""" + - -+ + a1z + ay polinom stupnja n takav da
za neki A, 0 < A < nvrijedi

a, < ap1 << a1 <ay=zay == a.
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Tada se sve nultocke polinoma p nalaze u kruznom vijencu (moZda degeneriranom)

R2 < |Z| < Rla
s polumjerima
2
R € 1 1 N 21 1 N M,
"o \la M, 4 \la,| M, |t |”
R, = [—R12b(Mz - |ao|) + \/R14b2(M2 = laol )2 +4 |a0|R12M23] ,
2M,*

pri cemu je

M, = —a, + 2a, — ay + |ag|,
M; = R\" (la,|R; + 2a, — a, — ap) ,
¢ = |an - an—1| s

b:al—ao.

Dokaz. [13] Promotrimo najprije polinom g definiran kao umnoZzak polinoma 1 — z 1 p(2):

g(2)

(1 -2)p(2)
(1-2 (ao Yaiz+ - +a 27+ anZ")

-1 2 1
ap+ a2+ -+ a7 v ad —agz— a1 = — ap 2t — ap™t

ap + (al - aO)Z +---+ (an—l - an—Z)Zn_l + (an - an—l)zn - anzn+l

n
| k
—a,7"" + Z (ar — ax-1) 2" + ap.
=)

Potom definirajmo polinom r, pomocu posljednje jednakosti, na sljedeci nacin:

Dakle,

2(2) = —a, 7" + r(2).

n
k
r(z) = Z (ar = a-1) z + ap.
k=1
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1
Nadalje, neka je g(z) = z"r(—) .
Z
Najprije,
1 1 1 1 1
”(—) =(a1—ap)- +(@—a))Z +-+ (1 —ap2) 7 + (@ — ap-1) + a0
< < < < <
pa je
" 1 1 1 1
q(z) = 2" (a1 - ao)g +(az - al)z_z oot (e - 67ln—2)zn—_1 + (an — an—l)z_n tao).

QOdnosno,

q(z) = apz" + Z(ak )
Py

Dokazimo sada da vrijedi
lg()l <M, za |z =1. (3.61)

Primjenom nejednakosti trokuta i svojstva apsolutne vrijednosti na izraz |g(z)| dobi-
vamo:

lg(2)|

n
ap?" + Z(ak —a )"
=1

IA

-1 -2
laollzl" + lai — aollzl"™ +laz — arllzl"™" + -+ - + lap-1 — ap-allzl + la, — a1l
Specijalno, ako je |z| = 1, onda se izraz u posljednjem retku svodi na
laol + lar — aol + laz —ay[ + -+ + lan-1 = Gp-2l + lan, — an-1l,

odnosno

lao| + Z lax — a1l (3.62)
k=1

n
Rastavimo Z lax — a;—1| na dvije sume kako bismo mogli iskoristiti pretpostavku te-
k=1

n A n
Z la — ax-1| = Z lai — ax—1| + Z lai — a1l
k=1 k=1

k=A+1

orema:
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Iskoristimo li pretpostavku a, > a,_-; > --- > ay dobivamo da je |a; — ay_1| = ar — ax—;
zasvakik=1,---, 4. Stoga je

A

Zlak—ak_d = @ —dota—dapteotar -t ap—dg
k=1

= —ay+ay (3.63)

n
Sada za Z |ax — ay_1| koristimo pretpostavku a, < a,_; < --- < ayy < a,, stoga je

k=A+1
lay — ag—1| = a1 —ay zasvakik = A1+ 1,---,n. Dakle,
n
§ lay — a1l = ay—ay +ap — Ao+ + Ay — Auoy + Ay —ay
k=A+1

= a;-—a,. (3.64)
Uvrstimo i tvrdnje (3.63) 1 (3.64) u (3.62) dobivamo
laol — ao + ay + ay — an,
odnosno
—-a, + 2a, — ap + |agl,
a to je upravo M.

Dakle, za |z| = 1 vrijedi |g(z)| < M;.

Prema Teoremu o maksimumu modula za svaki z iz otvorenog kruga |z < 1 vrijedi
lg(2)] < M, pa vrijedi i za z = 0. Dakle, ¢(0) = a, — a,_; 1 vrijedi O < |a, — a,_1| < M.
Time smo pokazali da su zadovoljene pretpostavke leme 1.0.16, stoga vrijedi

Mlz| + la, — a,1l

<M za <1. 3.65
gl < My X (3.65)

. Milz| + |a, — a,—1
Zald = 1ie M, = M, |z| + |a, — ap-1]
|an - an—1||Z| + Ml

zakljucka da tvrdnja (3.65) vrijedii za |z] = 1.

, a to zajedno s tvrdnjom (3.61) dovodi do

MllZl + |an - an—ll

Dakle, |g(2)| < M
< M A+ My

vrijedi za |z] < 1.
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1
Odnosno, bududi da je g(z) = z"r(—), za |z] < 1 vrijedi
b4

1
Z

Mllzl + Ian - an—l|
|an - an—lllzl + Ml

(3.66)

_e_lg —_

R R

za svaki realni 6. Stoga u (3.66) umjesto z uvrstimo Ee

< 1, . Ee"g se nalazi unutar jedini¢ne kruZnice

Ako je R > 1, onda je

=% pa dobivamo:

n Ml —| + |an - an—l|
1 . i0
—_— r(Rele) < M1 Re )
Rel€ M
la, — an_il @ + My
odnosno, bududi da je |e™’| = 11 |R| > 1,
'r Re® ' _
( ) < M] Ml + |an an—llR‘
R |Cln —Cln_]l +M1R

Pomnozimo li promatranu nejednakost s R” > 0 dobivamo:

Ml + |an - an—llR
|an - an—ll + MIR

| (Re")| < MR (3.67)

Prema (3.60) vrijedi: a,2""' = r(z) — g(2).
Kada na to djelujemo s apsolutnom vrijednosti, dobivamo:

laallz™! < Ir(2)] + 1g(2)l,
g,
g2 > laallz™" = r@)I.

Uvrstimo li u to z = Re' dobivamo:

o (k)

\%

|a, R — 'r(Reig)‘

Ml + |an - an—llR
|an - an—ll + MIR
M| + cR

c + M]R,

|an|Rn+l _ Man

v

|an|Rn+1 _ Man
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pri ¢emu smo u drugom koraku iskoristili tvrdnju (3.67).

R
Izlu¢imo li sada U ERie na desnoj strani posljednje nejednakosti dobivamo:
1 C

Rn
m((MlR +c)la,R — M; (M, + CR)),
odnosno
" 2 2
MRic (Mllaan —c(M; —la,)R - M, )
Dakle, 'g (Rei6)| > _R (Mllaan2 —c(M, —|a,)R - Mlz) i sada éemo dokazati da
MR+ c

je desna strana nejednakosti veca od 0 ako je R > R;.

Rn
N 2 _ _ a2

Promatramo MRic (M1|a,,|R c(M; —|a,|) R — M )

Prvi faktor je pozitivan buduéi da je R > 1, ¢ > O te vrijedi M; > 0. Naime, M, je
pozitivan budu¢i da je dobiven kao suma izraza |a; — ay_1|, k = 1,--- ,n 1 |ag|. Kada bi M,
bio jednak O to bi znacilo da su svi izrazi |a; — a;_1| 1 |ag| jednaki 0, tj. g bi bio nulpolinom
pa bi 1 r bio nulpolinom, a nije.

Dakle, potrebno je jo§ dokazati da je M;|a,|R* — ¢ (M, — |a,|) R — M;>>0zaR > R,.
Promotrimo pripadnu kvadratnu jednadzbu M,|a,|R*> — ¢ (M, — |a,|) R — M?> =0. Njezina
rjesenja su:

r SOy —la)) = VAWM, = |a)* + 4M,%|a,|
e 2M\a,| '

Funkcija je pozitivna ako je R > Ry, pri ¢emu je Ry ono rjeSenje u kojem je znak ispred
korijena +.

Kvadratna nejednadzba je pozitivna i za R < Ry.. Medutim budu¢i da je korijen iz

pripadne diskriminante veci od izraza ¢ (M, — |a,|) od kojega se oduzima, onda je i cijeli
razlomak, odnosno R} je negativan, dok je R > 1. Dakle, takvih R — ova nema.
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Sada ¢emo dokazati da je Ry = R;. Naime,

¢ (My = lan)) + VeA(My — |a,))? + 4M|a,|

RZ’ = 2
Mllan|
cMy —la) M~ la)’ + 4M la|
2M,a,| 4M,*|a,?
c(l 1) \/c2(1 1)2 M,
= = —— |+ === +—
2\la,| M, 4 \la,| M, |a,|

= R,.

Dakle, za |z = R > 1 je 'g (Re’”)' > 0 ako je R > R,. Stoga su nulto¢ke polinoma g u
krugu |zl = R < R;.

Polinomi g i p su povezani formulom g(z) = (1 — z)p(z) pa su nultocke polinoma g
sve nultocke polinoma p i jo§ jedna dodatna z = 1. Dakle, za nultocke polinoma p vrijedi
lzl < R;.

Dokazimo sada da polinom p nema nultocaka unutar |z| < R,.

Definirajmo najprije polinom f, pomocu polinoma g, na sljede¢i nacin:

n
8@) = ao+ ) (- a1 - a2
k=1

= a+ f(2). (3.68)

Dakle,
F@ = (@ - a)d - a2,
k=1

Sada ¢emo dokazati da vrijedi
lf@I <My za [z <R,. (3.69)

Primjenom nejednakosti trokuta i svojstva apsolutne vrijednosti na izraz |f(z)| dobi-
vamo:

(a1 —ap) + (@2 — apz + -+ + (ay — @y-1)2" — a,2"""|

lf ()l

1
lai — aol + laz — aillzl + - -+ + la, — @pillel” + | = ayllz™.

IA
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Specijalno, ako je |z| < R;, onda je izraz u posljednjem retku manji ili jednak od
lar — aol + laz — ar|Ry + -+ + la, — @, 1Ry + la, Ry,

odnosno

R+ > g — @ IRy (3.70)

k=1

Sto je pak manje ili jednako od

n
|
la,|R\™" +R1n[g |ak_ak—1|]-
=1

Rastavimo 1i sumu iz prethodnog retka na ve¢ opisani nacin, prethodni redak postaje
ekvivalentan sljedeCem

A n
!
la,|R\"™* +R1"(§ lay — ag—1| + § |ak—ak—1|],
=1

k=A+1

odnosno,
la, R + Ry" (—ap + ar + a; — ay).
Izlu¢imo 1i R;” dobivamo
Ry" (la,|R, + 2a, — a,, — ao),
a to je upravo M,.

Dakle, za |z| < R; vrijedi |f(z)| < M,.
Nadalje, f(0) =01 f'(0) = a; — ap pa prema lemi 1.0.17 vrijedi

M,|z| M|z + R,|b|
< <R;. 3.71
1/ (@)l RZ M, + bl za |7 <R (3.71)

Prema tvrdnji (3.68) vrijedi ay = g(z) — f(z). Kada na to djelujemo s apsolutnom vri-
jednosti dobivamo:

laol < 1g(2) + 1 f(2)]
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paje
I8(2)| = laol — | (2.
Iskoristimo li nejednakost (3.71) dobivamo da za |z| < R; vrijedi

Malz| Malz] + R *[b|
R> My +1bliZ

g(2)| = laol =

-1
IzIu¢imo li —————— na desnoj strani prethodne nejednakosti dobivamo da je
Ry” (M + |z|b)

HEE | ~laclRi> (M; + [zIb) + Mal2] (Mal2] + RyD)|

Ri* (M + |zlb)

odnosno, poredamo li desnu stranu nejednakosti po potencijama od |z :

lg(2)] > M|z + R*b (M, — |agl) |z — R12M2|ao|] .

Ry (M, + [z|b) [
Sada ¢emo dokazati da je desna strana prethodne nejednakosti veé¢a od 0 ako je |z] < R».

1

Dakle, promatramo 2_— M21z1* + R\2b (M5 — |ag)) Iz] - R12M2|a0|] .
R\~ (M,

+ zlb) [
Prvi faktor je negativan buduci da je nazivnik promatranog razlomka pozitivan - ¢lan
M, je pozitivan jer je tako definiran na stranici 62, on je suma apsolutnih vrijednosti.

Dakle, potrebno je jo§ dokazati da je M,%|z]* + R\*b (M, — lag)) lz| — Ri>Ma)ao| < O.
Promotrimo pripadnu kvadratnu jednadzbu M,2[z* + R\%b (M, — |ao)) |z] — R\2Mslag| = 0.
Njen graf je parabola okrenuta prema dolje, a rjeSenja su:

—R*b (M5, — lag]) + VR\*D2(M; — |ao))* + 4M,>R,*|ao|
2M,> ’

|Z|1,2 =

Dakle, ta kvadratna jednadZba je negativna za |z| iz intervala (|z|;, |z]») pri cemu je |z|,
ono rjeSenje u kojem je znak ispred korijena +.

Drugo rjeSenje |z|; je negativan broj. Naime, korijen iz pripadne diskriminante je veci

od izraza —R;?b (M, — |ag|) od kojega se oduzima, stoga je 1 cijeli razlomak, odnosno |z|;
negativan.
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Dakle, uzimamo |z] iz intervala (|z|;, |z]>) 1 |z] je nenegativan. To znaci da je |z| iz inter-
vala (0, |z],), odnosno da je |z] < |z]>.

Dokazimo sada da je |z, = R,. Naime,

—R.2b (M, — |ag]) + VR *b2(M,, — |ag|)* + 4M>>R,2|ay|
2M,?
1 2
= M_22 [—Rlzb(Mz - |ao|) + \/R1452(M2 - |ao|) +4 |a0|R12M23]
= R,.

|zl

Dakle, za |z| < R, vrijedi |g(z)] > 0. Odnosno, polinom g, a time 1 polinom p nemaju
nultocaka unutar |z| < R,.

Dakle, dokazali smo da se nulto¢ke polinoma p nalaze u kruZznom vijencu R, < |z| < Ry,
odnosno, dokazali smo tvrdnju teorema. m]

U slucaju A = n, teorem se svodi na teorem 3.1.2 te precizira rezultat iz teorema 3.1.1.

Takoder, precizira Enestrom-Kakeyin teorem u slucaju 4 = niay > 0.

1
Sljedeci teorem daje informaciju o broju nulto¢aka unutar kruga polumjera 3 onih

polinoma ¢iji koeficijenti koji zadovoljavaju (3.50).

Teorem 3.2.3. Ako je p(z) = a,7" + a,_12"' + - -+ + a,z + ay polinom stupnja n takav da
A, < Ap1 S-Sy <a;2agg 2 2 a,

zaneki 1,0 < A < n, te ayp # 0, onda je broj nultocaka polinoma p koje se nalaze unutar

1
kruga |z] < 3 manyji ili jednak od

1 |a,| + laol — a, — ap + 2a,
log2 |aol

Dokaz. [13] Definirajmo polinom g na sljedeci nacin:

p@)(1 —2)
= (ao taz+ a7+ anz”) (1-2)

8(2)

2 -1 2 3 1
= ayt+aiz+ @z + -+ a7 vad —apz— a7 - = — ap 7 — ap "

= ap+(ay —ag)z+ (ay —a) + -+ + (ay — @ 2)7"" + (ay — a,1)7" — a, 2"

n
1 k
= —Cann+ +Z(ak—ak_1)z + ayp.
k=1
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Sada ¢emo dokazati da vrijedi

lg(2)| < lay| + laol + 2a4 — ap — a,, zalz] < 1.

Primijenimo li svojstva apsolutne vrijednosti na g(z) dobivamo:

1g(2)|

<

|_anz”+‘ +(a; —ag)z + (aa —aNZ + -+ (ay — ap_1)7" + 610|

n+l1

2
lanl 12" + lay — aol |z + laz — a1l 1z” + - - - + la, — an—i1l 12" + laol,

pri Cemu je, za |z|] < 1, posljednji redak manji ili jednak od

n
lanl + ) o = a1l + laol
k=1

Sumu iz prethodnog retka ¢emo rastaviti na slijede¢i nacin:

Dakle,

n A n
Z lax — ag—1| = Z la — ax—1| + Z la — ax—1].
=1 =1

k=A+1

A n
18 < laal +laol + D lax = a1l + ) lag = .
k=1

k=A+1

Pogledajmo sada ¢emu su jednake sume iz prethodnog izraza.

Najprije,

Iskoristimo li pretpostavku teorema a, > a, | > ---

2
Zklk — a1l = lay—aol +lay —ai| + -+ +ay — ar-|.
k=1

(3.72)

(3.73)

> ay, dobivamo da je |a;y — a;_1| =

ap —ay-y zasvakik = 1,---, A pa je izraz na desnoj strani u prethodnom retku jednak

odnosno

Dakle,

ap—ayt+a—ay+---+a,1—a+a,—a,

—ap + a,.

2
Z lay — ax-1| = —ap + a,.
k=1
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Potom,

n
Z |k —aral = lar = aal +laa = arl + -+ lapy = apal +lay = apal.
k=4+1

Iskoristimo pretpostavku teoremaa, < a,_; < --- < ay,; < a, te dobivamo da je |a; — a;_1| =
a1 —ai zasvaki k = A,--- ,n. Stoga je prethodni redak jednak

ay—ayp +ay — A2ttt ap2—ay ) + a1 —ay,
odnosno
a — a,.

Dakle,

Z lax — ar—1] = ay — a,. (3.75)

k=A+1

Naposlijetku, uvrstimo li (3.74) 1 (3.75) u (3.73) dobivamo:

A n
|a,| + |ao| + Z lay — ag—1| + Z lay — ax—y
=1

k=1+1
|la,| + laol —ap +a, +a, —a,

lg(2)

IA

|a,| + |aol — ao + 2a, — a,.

Time smo dokazali da vrijedi tvrdnja (3.72).

PokaZimo sada da su zadovoljene pretpostavke teorema 1.0.13. Vrijedi g(0) = ap # 0
te za |z| < 1 vrijedi |g(2)| < |a,| + laol — ap + 2a, — a,,.

, onda prema te-

1 1
Stoga, ako n > oznacava broj nultocaka polinoma g unutar |z] < )

oremu 1.0.13 vrijedi:

n(l)s 1 .10g|an|+|a0|_a0+2aﬂ_an

1 1g(0)] ’

odnosno,

1 1 la,| + |ag| — ag + 2a, — a,
n < ——-log .
2 log2 lao|
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Nadalje, polinomi p i g su povezani formulom g(z) = p(z)(1 — z). Dakle, polinom g
ima sve nultocke kao i polinom p te jo$ jednu dodatnu z = 1. Medutim, unutar kruga

1
lz| < 3 nultocke polinoma g i p se podudaraju, dakle, ima ih isti broj. Stoga zaklju¢ujemo

1 N
da je broj nulto¢aka polinoma p koje se nalaze unutar kruga |z] < 2 manji ili jednak

1 la,| + lag| — ap + 2a, — a,
. Og
log2 |ao|
Time je dokaz teorema gotov. O

Pretpostavka prethodnog teorema se u slu¢aju 4 = n i ay > 0 svodi na pretpostavku
Enestrom-Kakeyinog teorema. Stoga dobivamo jos jedno profinjenje Enestrom-Kakeyinog
teorema:

Korolar 3.2.4. Ako je p(z) = a," + a,_12"' + -+ + a1z + ag polinom stupnja n takav da

vrijedi a, > a,-; > -+ > a; > ayg = 0, onda se sve nultocke polinoma p nalaze u krugu
2a,
< 1, a broj nultocaka u k < — jednak j -lo .
|z| < 1, a broj nultocaka u krugu |z 2]6 nak je log2 g @
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada je Enestrom-Kakeyin teorem, jedan od osnovnih teorema koji
opisuje polozaj nultocaka polinoma, i njegove generalizacije. Najprije je iskazan i dokazan
sam Enestrom-Kakeyin teorem, a potom je dan kratki povijesni osvrt o njegovom nastanku.
U spomenutom se teoremu promatraju polinomi s realnim koeficijentima koji su nenega-
tivni 1 ¢ine rastuci niz. Promjenama pretpostavki teorema ili promatranjem posebnih slu-
Cajeva drugih teorema vezanih za polozaj nulto¢aka polinoma dolazi se do generalizacija i
profinjenja Enestrom-Kakeyinog teorema. Pri tome je napravljena podjela na polinome ¢iji
koeficijenti ¢ine rastuéi niz i na polinome ¢iji koeficijenti ¢ine niz koji je do nekog Clana
rastudi, a zatim pada.



Summary

The topic of this thesis is the Enestrom-Kakeya theorem, one of the basic theorems that des-
cribes the position of zeros of a polynomial, and its generalizations. The Enestrom-Kakeya
theorem is stated and proved in the second chapter. Also, a brief historical overview of
its origin is given. In the mentioned theorem, we observe polynomials with real nonnega-
tive monotone increasing coefficients. Generalizations and refinements of the Enestrom-
Kakeya theorem are made by changing the assumptions of the theorems or observing spe-
cial cases of other theorems related to the position of the zeros of a polynomial. Our
results are divided into two groups. The first group includes results about polynomials
whose coefficients form an increasing sequence, while the second group includes results
about polynomials whose coefficients form a sequence that is increasing until a certain
member and then it is decreasing.
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