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Uvod

U ovom radu cilj nam je prouciti vremenske i svjetlosne ploha Lorentz-Minkowskijevog
prostora. Pod pojmom Lorentz-Minkowskijevog prostora podrazumijevamo realne n-
dimenzionalne vektorske prostore koji umjesto klasi¢nog (pozitivno definitnog) skalar-
nog produkta imaju nedegeneriran simetri¢ni bilinearni funkcional (ubuduée zvanog
metrika). Ovdje ¢emo se konkretno baviti realnim trodimenzionalnim prostorima za-
jedno s (nedegeneriranom) metrikom indeksa 1 - taj prostor ¢emo ubuduée oznacavati
oznakom R?. Cilj nam je prouciti geometriju tog prostora, definirati i prouciti krivu-
lje i plohe i njihova svojstva. Plohe prostora R} ¢emo razvrstati u tri tipa: prostorne,
vremenske i svjetlosne. Razlog iz kojeg nas zanimaju bas vremenske i svjetlosne plohe
ovog prostora jest taj sto metrika koju prostor inducira na plohama nije pozitivno
definitna, ve¢ indefinitna ili degenerirana metrika. Prostorne plohe su geometrijski
izomorfne plohama iz klasi¢ne trodimenzionalne euklidske geometrije i stoga na te
plohe mozemo primijeniti poznatu teoriju tog prostora. S druge strane, vremenske
i svjetlosne plohe nisu izomorfne plohama euklidskog prostora pa je stoga za njih
potrebno posebno razviti teoriju i to je ono ¢ime ¢emo se mi baviti.

Kroz cijeli rad ¢esto ¢emo se referirati na teoriju razvijenu za euklidski prostor
pa je stoga preporucljivo poznavanje diferencijalne geometrije tog trodimenzionalnog
realnog prostora. Teoriju u ovom radu razvijamo za prostor R? zajedno s nedegeneri-
ranom metrikom indeksa 1, no argumentirat ¢emo da nam je sasvim dovoljno baviti
se prostorom R3 zajedno s metrikom

(1, 2,23), (Y1, Y2,Y3)) = T1Y1 + Tayo — T3Y3.

Stoga ¢emo ubuduce kada kazemo Lorentz-Minkowsijev prostor, podrazumijevati
upravo realni prostor s ovom metrikom. Stovise, pokazat ¢emo da ¢e se s ovom
teorijom, ukljuc¢ujuéi i poznatu teoriju klasicne euklidske diferencijalne geometrije,
zapravo razviti teorija za proizvoljan trodimenzionalan vektorski prostor zajedno s
proizvoljnim simetri¢nim bilinearnim funkcionalom.



2 SADRZAJ

U prvom poglavlju ¢emo uvesti osnovne pojmove koji ¢e se prozimati kroz ovaj
diplomski rad, argumentirat ¢emo da nam je dovoljno razviti teoriju u Lorentz-
Minkowskijevom prostoru R? i zatim ¢emo poblize razmotriti taj prostor. U njemu
¢emo uvesti pojam prostornih, vremenskih i svjetlosnih vektora te ¢emo definirati i
dokazati analogone kljuénih pojmova i tvrdnji koje smo imali u euklidskom prostoru
R3 (poput vektorskog produkta i njegovih svojstava). Ovdje ¢emo koristiti poznate
tvrdnje linearne algebre i vektorskih prostora te je preporucljivo poznavanje osnovnih
svojstava euklidskog prostora R? i njegove metrike.

U drugom poglavlju uvodimo osnovne geometrijske objekte prostora R? - defini-
ramo krivulje, razvrstavamo ih na prostorne, vremenske i svjetlosne te za njih defi-
niramo Freneteovu bazu. Zatim izvodimo Freneteove jednadzbe i dokazujemo fun-
damentalne teoreme egzistencije i jedinstvenosti krivulja (koji nisu potpuno analogni
euklidskom prostoru). Ovdje ¢e nam biti potrebno poznavanje teorema o rjesenju sus-
tava obi¢nih diferencijalnih jednadzbu prvog reda. Teorija krivulja Lorentz-Minkow-
skijevog prostora bit ¢e nam korisna pri generiranju primjera vremenskih i svjetlosnih
ploha kasnije.

Dalje, u tre¢em poglavlju uvodimo teoriju ploha prostora R?, gdje je sama defini-
cija plohe sasvim ista kao i u euklidskom trodimenzionalnom prostoru, no ovdje ¢emo
ih razvrstati na prostorne, vremenske i svjetlosne. Definiramo prvu fundamentalnu
formu i Gaussovo preslikavanje obzirom na metriku Lorentz-Minkowskijevog pros-
tora te proucavamo njihova svojstva, racunamo diferencijal Gaussovog preslikavanja
te definiramo pojmove Gaussove i srednje zakrivljenost. Kona¢no, uvodimo i drugu
fundamentalnu formu i pripadne koeficijente, pomoc¢u kojih izvodimo formule za efek-
tivno rac¢unanje (pomocu lokalnih parametrizacija) operatora oblika plohe i navedenih
zakrivljenosti. Za kraj, obradujemo pojmove pravcastih i rotacijskih ploha Lorentz-
Minkowskijevog prostora, gdje pronalazimo primjere vremenskih i svjetlosnih ploha,
dakle ploha ¢ija je inducirana metrika nedegenerirana indefinitna odnosno degeneri-
rana i time nalazimo primjere ploha kakve nismo mogli sresti u klasi¢noj euklidskom
prostoru.



Poglavlje 1

Lorentz-Minkowskijev prostor ]R?

Predmet ovog poglavlja jest trodimenzionalan Lorentz-Minkowskijev prostor - proucit
¢emo geometriju koju na njemu inducira nedegenerirana metrika indeksa 1, uspo-
redit ¢emo njegova svojstva s euklidskim prostorom (poput vektorskog produkta i
ortonormiranih baza), ali éemo prouciti i neka svojstva koja nemaju euklidski analo-
gon (poput klasifikacije vektora i vektorskih potprostora). U posljednoj ¢emo sekciji
prouciti izometrije prostora R} koje ¢e biti esencijalne u kasnijim poglavljima kada
¢emo se baviti geometrijom krivulja i ploha. Da bismo to sve napravili, potrebno
je za pocetak uvesti osnovne pojmove linearne algebre na kojoj se bazira cijela nasa
teorija i to je predmet iduce sekcije.

1.1 Uvodni pojmovi. Realni prostor s metrikom

U ovoj sekciji cilj je uvesti sve potrebne pojmove za definiciju realnog prostora s
metrikom. Gotovo sve definicije i tvrdnje ove sekcije mogu se naéi u [6], a sekciju
zapocinjemo definicijom bilinearnog funkcionala.

Definicija 1.1.1. Oznacimo s V' n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem R.
Za preslikavanje ¢ : V x V' — R kazemo da je bilinearni funkcional na prostoru V/,
ako je linearan po svakoj varijabli, to jest, ako vrijedi

p(z1 + 22, y) = o(21,y) + p(22,9),
ez, y1 +y2) = (@, y1) + o(, y2),
plaz,y) = ap(z,y),
oz, ay) = ap(z,y),
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za sve Ti,%2,Y1,Y2, T,y € V isve a € R. Kazemo da je ¢ simetrican bilinearan
funkcional, ako jos zadovoljava

(Vz,y € V) o(x,y) = ¢(y, ),

odnosno kazemo da je antisimetrican bilinearan funkcional, ako jos zadovoljava

(Vz,y € V) o(x,y) = —o(y, v).

Fiksiranjem neke baze {ai,...,a,} vektorskog prostora V lako se moze vidjeti
da je bilinearan funkcional ¢ jedinstveno odreden svojim djelovanjem na toj bazi te
njegovo djelovanje mozemo zapisati matricno kao

ol,y) =Y plai, a;)y;

ij—=1
plar,a1) ... @la,an)| |0
= [ml xn} : . : :
olan,a1) ... @lan,an)| |yn
— XTAY,

gdje su X 1Y matri¢ni prikazi vektora z,y € V u danoj bazi {ay,...,a,}. Primije-
timo da nas$ bilinearni funkcional ¢ sada mozemo interpretirati kao bilinearnu formu
u sustavu varijabli x1,...,2x, 1 y1,...,y, te svakim drugim izborom baze vektor-
skog prostora dobivamo (po definiciji) medusobno kongruentne bilinearne forme. Jos
kazemo da je matrica A matrica bilinearnog funkcionala ¢. Buduéi da kongruentne
bilinearne forme imaju jednak rang (to jest njihove matrice imaju isti rang), onda
mozemo definirati rang bilinearnog funkcionala kao rang njegove bilinearne forme (to
jest rang njegove matrice). U slu¢aju da je rang bilinearnog funkcionala maksimalan
(dakle, jednak n), tada kazemo da je rije¢ od regularnom, dok u suprotnom kazemo
da je rije¢ o singularnom bilinearnom funkcionalu.

U nasoj teoriji bavit ¢emo se iskljucivo sa simetricnim bilinearnim funkcionalima;
primijetimo da fiksiranjem proizvoljne baze prostora simetri¢ni bilinearni funkcional
zapisujemo kao simetricnu bilinearnu formu (to jest onu bilinearnu formu cija je
matrica simetri¢na). Stoga navodimo nekoliko pojmova i glavnih rezultata iz teorije
simetricnih bilinearnih formi. Prvo, moze se pokazati da je svaka realna simetri¢na
bilinearna forma kongruentna bilinearnoj formi oblika

TiYr + -+ TplYp — Tpr1¥pt1 — -+ — TpiqYptas (1.1)
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gdje su p,q € Ny nenegativni brojevi takvi da je p + ¢ rang dane bilinearne forme;
takvu bilinearnu formu zovemo normalni oblik pocetne bilinearne forme. Drugo,
za simetri¢ne bilinearne forme vrijedi SYLVESTEROV! ZAKON INERCLJE? koji kaZe
da je takav normalan oblik pocetne bilinearne forme jedinstven. Iz ovih rezultata
mozemo zakljuciti da za svaki simetri¢ni bilinearni funkcional na realnom prostoru
V' mozemo izabrati takvu bazu prostora da se taj bilinearni funkcional zapisuje u
njegovom normalnom obliku te mozemo jednoznacno definirati pojam indeksa biline-
arnog funkcionala kao broj negativnih predznaka u njegovom normalnom obliku (to
bi u formuli bio cijeli broj q).

Navedimo jos neke pojmove koji ¢e nam biti potrebni u razvoju teorije.

Definicija 1.1.2. Kazemo da je simetri¢ni bilinearni funkcional ¢ : V- x V — R

e pozitivno semidefinitan, ako je (Vo € V) p(z,x) > 0,

e pozitivno definitan, ako je (Vo € V' \ {0}) p(z,z) > 0,

e negativno semidefinitan, ako je (Vz € V) p(x,x) <0,

e negativno definitan, ako je (Vo € V'\ {0}) ¢o(x,z) <0,

e indefinitan, ako nije niti pozitivno niti negativno semidefinitan funkcional.

Napomena 1.1.3. Vrijede i slijedece karakterizacije danih definicija; oznacimo li s
r rang i s ¢ indeks simetri¢nog bilinearnog funkcionala ¢ : V' x V — R, tada se moze
pokazati da je

e ¢ pozitivno semidefinitan <= njegov indeks jednak nula
(<= 1=0),

e ¢ pozitivno definitan <= regularan i pozitivno semidefinitan
(<= r=nii=0),

e ¢ negativno semidefinitan <= njegov indeks jednak njegovom rangu
(<= i=r),

e ¢ negativno definitan <= regularan i negativno semidefinitan
(= n=r=1),

¢ indefinitan <=> indeks manji od njegova ranga, a ve¢i od nule
(<= 0<i<r).

1James Joseph Sylvester, 1814-1897
2Ime ovog teorema nema veze s pojmom inercije u fizici, a naziv potjece od Sylvestera, za vise
informacija o tome pogledati odgovor Billa Dubuquea na [3]
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Konaé¢no smo sada spremni formalno uvesti idu¢u definiciju.

Definicija 1.1.4. Ako je ¢ simetri¢ni bilinearni funkcional definiran na realnom n-
dimenzionalnom prostoru V', onda za uredeni par (V, ¢) kazemo da je (realni) prostor
s metrikom ¢.

Buduci da ¢emo se ovdje baviti iskljucivo s regularnim metrikama, za uredeni par
(V, ) jos mozemo reéi da je (realni) pseudounitarni prostor te da je preslikavanje ¢
pseudoskalarni produkt na V.

Definicija 1.1.5. Kazemo da su dva prostora s metrikom (V3, 1) i (Va, 2) izomor-
fna, ako postoji izomorfizam vektorskih prostora f : V) — V5 takav da je

(Vz,y € RY) o1(z,y) = ¢2(f(2), f(1)),

to jest preslikavanje f ¢uva metriku prostora, te u tom slucaju kazemo da je presli-
kavanje f izometrija izmedu prostora s metrikom (Vi, 1) i (Va, p2).

Za kraj definirajmo jos nekoliko izraza vezanih za metrike koji se ¢esto koriste u
literaturi (te ¢emo ih stoga i mi nadalje koristiti).

Definicija 1.1.6. Kazemo da je metrika ¢

e nedegenerirana, ako je ¢ regularan bilinearan funkcional,

e degenerirana, ako je ¢ singularan bilinearan funkcional,
e indefinitna, ako je ¢ indefinitan bilinearan funkcional,

a isto tako se nasljeduju i pojmovi matrice, ranga i indeksa metrike ¢. Takoder ¢emo
govoriti o definitnosti metrike ¢ kao sto smo to definirali u DEFINICIII [1.1.2

Sada, kako su svi n-dimenzionalni prostori nad R medusobno izomorfni, lako
mozemo vidjeti da je dovoljno ograniciti se na proucavanje prostora s metrikom oblika
(R™, 1) (naprosto definiramo metriku ¢ na naé¢in da je izomorfizam vektorskih pros-
tora ® : V' — R™ ujedno i izomorfizam prostora s metrikom). Takve prostore zovemo
pseudoeuklidski prostori te oni ¢ine osnovni model za proucavanje pseudoriemannov-
skih mnogostrukosti. Kao Sto smo najavili i u uvodu, u ovom ¢emo se radu baviti
iskljucivo s trodimenzionalnim prostorima - dakle, od sada nadalje se ogranicavamo
samo na prostore (R3,1)).

Ve¢ smo ustvrdili da za danu metriku 1 na R? postoji baza {ai, as, asz} u kojoj se
ta metrika zapisuje u normalnom obliku:

¢<x7y) = €1 X171 + €2 TaYs + €3 T3Y3, g; € {—1, 1}
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za sve x,y € R? gdje su (x1, 2, 23) 1 (y1,¥2,y3) prikazi vektora z i y u navedenoj
bazi respektivno. Slucaj u kojem su svi g; jednaki 1 je upravo slucaj euklidske ge-
ometrije, to jest u tom slucaju je (R3 1) izomorfan trodimenzionalnom prostoru R3
sa klasicnom euklidskom metrikom. Za slucaj da su svi ¢; jednaki —1, tada je ustvari
prostor (R3, —1)) izomorfan euklidskom trodimenzionalnom prostoru pa primjenom
rezultata iz te teorije na metriku — indirektno dobivamo sve geometrijske informa-
cije o prostoru s metrikom 1. Dalje, situacija da je samo jedan od &; jednak —1 jest
ono ¢ime ¢emo se baviti u ovom radu, dakle radit ¢emo s prostorom koji je snabdjeven
nedegeneriranom metrikom indeksa 1. Konac¢no, pitanje metrike kojoj su dva broja
g; jednaka —1 rjeSavamo tako da primijetimo da je tada metrika —¢) upavo ona s
jednim minusom u normalnom obliku funkcionala - tada za nju mozemo primijeniti
teoriju razvijenu u ovom radu i na taj nacin dobiti sve geometrijske informacije o
prostoru R? s metrikom ).

Zakljucimo: da bismo obradili pojam trodimenzionalnog pseudounitarnog pros-
tora, uz poznatu teoriju euklidskog realnog prostora, dovoljno nam je jos obraditi
prostor (R3,7) s nedegeneriranom metrikom indeksa 1. Konkretno, mi ¢emo se u
ovom radu baviti isklju¢ivo s metrikom (, ) definiranoj na R? s

(x,y) = 21y1 + ToYa — T3Ys,

gdje su (x1, 9, x3) 1 (y1,y2,y3) prikazi vektora x i y u kanonskoj bazi {e, eq, €3} =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} prostora R3. Razlog zasto nam je dovoljno baviti se samo
prostorom (R3,(, }) jest taj $to za bilo koji prostor (R3 1) s nedegeneriranom
metrikom indeksa 1 tada imamo dobro definiran izomorfizam prostora s metrikom
U : q; > e; ¢ime teoriju razvijenu u (R3, (, )) lagano prenosimo na (R3, 1)).

1.2 Lorentz-Minkowskijev prostor R

Kao sto smo obrazlozili u uvodnoj sekciji ovo poglavlja, do kraja ovog rada bavit ¢emo
se realnim trodimenzionalnim prostorom i metrikom koju sada formalno definiramo:

Definicija 1.2.1. Na realnom vektorskom prostoru R? definiramo preslikavanje
()RR =R, (2,y) = 2151 + T2y2 — T3V,

za sve ¥ = (T1,%9,73),y = (y1,¥2,y3) € R3. Lako vidimo da je (, ) simetri¢ni
bilinearni funkcional ¢ime zakljuc¢ujemo da je

Ry := (R (,))
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prostor s metrikom kojeg ¢emo zvati (trodimenzionalni) Lorentz-Minkowskijev pros-
tor s Lorentzovom metrikom (, ) - nekad ¢emo ju zvati samo metrika ili, alternativno,
Lorentzov pseudoskalarni produkt odnosno samo pseudoskalarni produkt. Nadalje,
definiramo Lorentzovu normu vektora x € R? kao realni broj

2]l = V1, ),

te kazemo da je x € R? jedinicni vektor, ako je ||z|| = 1.

Za pocetak isticemo neka svojstva Lorentzove metrike i Lorentzove norme.
Napomena 1.2.2. Za sve vektore x,y, T1, T2, Y1, y2 € R? i sve skalare o € R vrijedi:
(1) (z,9) = (y, ),
(2) (az,y) = afz,y),
(3) (z,ay) = afz,y),
(4) (21 +22,y) = (21, 9) + (22,9),
(5) (2,91 +42) = (@, 91) + (7, 92).

Takoder, za sve x € R? i sve o € R vrijedi:
(6) [la] = |allz]
(7) llzl[ = 0.

Konacno, vrijedi i idu¢a jednostavna ekvivalencija:
(8) x jediniéni vektor u R} <= (z,x) = £1.

Primjer 1.2.3. Primijetimo da Lorentzov pseudoskalarni produkt ne zadovoljava
klasi¢ni oblik Cauchy3-Schwarz-Bunyakovsky® nejednakosti (CSB) - naime, uzmemo
liz=(1,1,0) iy =(0,1,1) lako mozemo vidjeti da je

(T, y)? =12 2-0=(z,2){(y,y).

Istaknimo jo$ da || - || nije norma prostora R$ u klasicnom smislu jer ona ne razlikuje
tocke, to jest ne zadovoljava ekvivalenciju

|z|]| =0 <= 2 =0,

3 Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857
4Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921
5Viktor Yakovlevich Bunyakovsky, 1804-1889
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$to lako mozemo vidjeti uzmemo li na primjer = = (0, 1,1). Stovise, preslikavanje || - ||
nije niti polunorma na R? jer ne zadovoljava nejednakost trokuta, a to se moZzemo
uvjeriti na primjer s

10,1,2) + (0,0, 1)[ =2v2 £ V3+1 = [[(0,1,2)[| + [|0,0, ).

Ovo pokazuje kako Lorentzova norma nije norma u klasi¢cnom smislu te da pojmovima
Lorentzove metrike i norme ne moZzemo na klasi¢an nacin generirati topologiju na R3
(kao $to smo to radili za euklidski unitaran prostor). Iz ovog razloga se Lorentzova
norma cesto naziva i pseudonorma.

Buduéi da ¢emo u vise navrata ovaj Lorentz-Minkowskijev prostor usporedivati
s euklidskim prostorom posebno uvodimo oznaku za standardni euklidski skalarni
produkt

(T, y)p = T1y1 + To2y2 + T3Ys3

1 standardnu euklidsku normu
[zlle = v/ (7, )5

Istaknimo ovdje ponovno da je, kao $to smo vidjeli u uvodnoj sekciji, (, ) nedege-
nerirana metrika indeksa 1, dok je s druge strane (, ) pozitivno definitna metrika.
Primijetimo i slijedece:

Napomena 1.2.4. Za proizvoljne vektore (xy, x2, 23), (Y1, y2, y3) € R3 vrijedi:

<(3?1, T2, 73), (Y1, yg,y3)> = T1Y1 + T2Y2 — T3Ys3
= 11y + T2y + (—23)ys

= <(LE1, T, _CC?)); (y17 Y2, y3)>E

Odavde mozemo iscitati da Lorentzov pseudoskalarni produkt vektora mozemo zapi-
sati preko euklidskog skalarnog produkta i obratno - u tom sluc¢aju u produktu vektor
(21, 29, x3) mijenjamo vektorom (z1, s, —x3) Sto je zapravo samo refleksija vektora
obzirom na xy-ravninu. Napomenimo da smo sasvim istu stvar mogli napraviti i na
vektoru (y1,y2,y3)-

U ovom ¢emo paragrafu sada iznijeti vrlo kratki povijesni pregled Lorentz-Min-
kowskijevih prostora ¢ime ¢emo dobiti motivaciju za narednu definiciju. Lorentz®
je jo§ na samom kraju 19. st. proucavao odnose koordinata cetverodimenzional-
nog prostora koji se sastojao od vektora (z,y, z,t) kod kojih su prve tri koordinate

6Hendrik Antoon Lorentz, 1853-1928
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predstavljale tocku u prostoru, a koordinata t je predstavljala vrijeme i stoga dani
prostor zovemo prostorvrijeme. Poc¢etkom 20. st. su Poincaré” i Minkowski® nastavili
njegovo proucavanje definiranjem metrike

((z1,y1, 21, t1), (T2, Y2, 22, 2))w = T1%2 + Y1y + 2122 — clity

(gdje je ¢ brzina svjetlosti) kojom su uveli nacin mjerenja prostornovremenske uda-
ljenosti u danom prostorvremenu. Ovaj prostor stoga glavnu primjenu nalazi u Eins-
teinovoj? specijalnoj teoriji relativnosti. Jedan od postulata Einsteinove specijalne
teorije relativnosti jest da je brzina svjetlosti konacna pa se postavlja pitanje koje
tocke prostorvremena mogu i koje ne mogu utjecati na neku drugu tocku u prostor-
vremenu. Tu nam u igru ulazi metrika (, ),; koja nam daje odgovor na to pitanje
relativno na ishodiste koordinatnog sustava. Naime, za neku informaciju koja se
nalazi u tocki w prostorvremena vrijedi da

e moze doc¢i u ishodiste koordinatnog sustava kretanjem brzinom manjom od
brzine svjetlosti ako i samo ako je (w,w)y < 0,

e moze doc¢i u ishodiste koordinatnog isklju¢ivo kretanjem brzinom svjetlosti ako
i samo ako je (w,w)y = 0,

e ne moze do¢i u ishodiste koordinatnog sustava niti na njega utjecati na bilo
kakav nac¢in ako i samo ako je (w,w)y > 0.

Iz ovih razmatranja mozemo zakljuciti da nas trodimenzionalni Lorentz-Minkowskijev
prostor R? mozemo interpretirati kao prostor koji se sastoji od vektora (z,y, 2) gdje
prve dvije koordinate predstavljaju tocku prostora, a zadnja koordinata predstavlja
vrijeme. Dakle, vizualni prikaz trodimenzionalnog prostora R? predstavljat ¢e evolu-
ciju dvodimenzionalnog prostora (zry-ravnina i njoj paralelne ravnine) kroz vrijeme
(z-0s). Motivirani ovom diskusijom definiramo iduée pojmove.

Definicija 1.2.5. Klasificiramo vektore Lorentz-Minkowskijevog prostora R? na sli-
jededi nacin: kazemo da je z € R} \ {0}

e vremenski vektor, ako je (x,x) <0,

e svjetlosni vektor, ako je (z,z) =0,

e prostorni vektor, ako je (z,z) > 0.

"Jules Henri Poincaré, 1854-1912
8Hermann Minkowski, 1864-1909
9 Albert Einstein, 1879-1955



1.2. LORENTZ-MINKOWSKIJEV PROSTOR 11

Slika 1.1: Svjetlosni stozac C

Takoder, posebno definiramo skup svih svjetlosnih vektora s
C={zeR}\ {0} ‘ (z,x) =0}

te ¢emo ga ubuduée zvati svjetlosni stozac prostora R?. Istaknimo za kraj da se
nulvektor obi¢no definira kao prostorni vektor, no mi ga u ovom radu neé¢emo po-
sebno svrstavati kao takvog da ga kasnije ne bismo morali (u vise navrata) posebno
iskljucivati iz skupa svih prostornih vektora kod nekih tvrdnji.

Prvo opravdavamo ime swvjetlosni stoZac - naime, taj skup mozemo raspisati na
sljeded¢i nacin:

C= {(371,3327333) e RY\ {0} ‘ (@1, 2, 23), (21, 22, 23)) = O}
= {(21, 2, 23) € R\ {0} | 2} + 23 — 25 = 0}
= {(21,29,75) € R\ {0} | 23 + 23 = 23},

Dobivena jednadzba koju zadovoljavaju vektori skupa C je upravo jednadzba stosca,
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Slika 1.2: Prostorni i vremenski vektori p; i v;

Sto nam zorno pokazuje SLIKA u Dakle, svjetlosni vektori prostora R} su tocke na
svjetlosnom stoscu.

Koji bi onda bili prostorni i vremenski vektori? Analognim raspisivanjem jedna-
kosti (x,x) > 0 odnosno (z,z) < 0 po koordinatama lako se mozemo uvjeriti da su
vremenski vektori oni koji se nalaze ,,unutar” svjetlosnog stosca, dok su prostorni vek-
tori ,,izvan” svjetlosnog stosca. Zorno prikazujemo nekoliko prostornih i vremenskih
vektora SLIKOM - tu su istaknuti prostorni vektori

p1=(1,0,0) , p2=(0,1,0) , ps=(2,0,1) , pa=(-11,-1/2)
i vremenski vektori

v =(0,0,1) , v =(0,0,—-1) , w3=1(0,1,-3/2) , wvy=(1,—-1,2).
Istaknimo neke osnovne primjedbe vezane uz uvedenu definiciju -
Napomena 1.2.6. Vrijede naredne tvrdnje:

e svaka dva kolinearna nenul vektora su istog tipa (prostornog, vremenskog, svje-
tlosnog),
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e za svaki prostorni ili vremenski vektor postoji jedini¢ni vektor kolinearan s njim,

e refleksijom obzirom na zy-ravninu vektori ostaju istog tipa (prostornog, vre-
menskog, svjetlosnog).

Da se uvjerimo u prvu tvrdnju uzmimo dva vektora z,y € R? \ {0} za koja pretpos-
tavimo da su kolinearni. Tada postoji neki « € R\ {0} za koji je z = ay pa ¢isto
racunski mozemo dobiti da je

(z,2) = (oy, ay) = o*(y,y);

buduéi da je a # 0 odavde zaklju¢ujemo da su (x, z) i (y, y) istog predznaka odnosno
u slucaju da je jedan broj jednak 0 tada je i drugi takoder jednak 0. Iz ovoga dakle
zakljucujemo da su x i y zaista vektori istog tipa.

Da bismo provjerili da vrijedi druga tocka, uzmimo proizvoljan x € R? te pretposta-
vimo da je on prostorni ili vremenski vektor. Promotrimo vektor Az, za neki A € R,
te potrazimo uvjete na A za koje je Az jedini¢ni. Prvo, po NAPOMENI |1.2.2[imamo:

Az jedinicni vektor <= (Az, Ax) = %1,

no buduéi da su Az i x kolinearni, tada po prvoj tocki zakljucujemo da je
Az jediniéni vektor <= (Az, Az) = sgn((z, z)),

gjde sgn prestavlja signum funkciju. To sada dalje raspisujemo s

Az, \z) = sgn((x,z)) <= \*(z, x) = sgn({z, 1))

— )\ = 1
[(z, )|
== \= i;
[(z, z)]
1
= AN=+—)
||

gdje smo u drugoj ekvivalenciji dijelili s (x,z) (§to mozemo jer z nije svjetlosni
niti nulvektor) te smo u zadnjoj ekvivalenciji iskoristili definiciju Lorentzove norme
vektora. Prema tome, zaklju¢ujemo da su ﬁ i —Hi—” dva jedini¢na vektora kolinearna
s x Sto smo i htjeli pokazati. Istaknimo jo$ ovdje da naziv Lorentzova norma sada
ima smisla, budué¢i da normiranjem vektora Lorentzovom normom dobivamo jedini¢ni

vektor.
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Kona¢no, da se uvjerimo u treéu tvrdnju uzmimo proizvoljni (z1, z2, z3) € R? - tada
je njegova refleksija vektor (x1, zo, —x3) pa ra¢unamo:

<($1,I27 —x3), (T1, 22, —ZE3)> =af + a5 — (—w3)” = af + 25 - x%

= <(x1,:132,x3), (w1, 2, 73)).

Iz ovog izraza se jasno vidi da vektori (1, o, x3) 1 (1, 9, —x3) moraju biti istog tipa
i time zakljuc¢ujemo ovu napomenu.

Analogno definiciji iz euklidskog prostora sada uvodimo pojam ortogonalnosti u
Lorentz-Minkowskijevom prostoru.

Definicija 1.2.7. Za par vektora z,y € R} kaZemo da su Lorentz-ortogonalni (ili
samo ortogonalni), ako je (z,y) = 0. Takoder, za par ortogonalnih vektora = i y
uvodimo oznako = L y.

Ako ¢emo to svojstvo usporedivati s ortogonalnoséu u euklidskom prostoru, onda
¢emo to analogno svojstvo oznacavati oznakom 1°. Istaknimo kako ¢emo bolje
shvac¢anje ortogonalnosti u prostoru R? steéi nesto kasnije kada ¢emo proucavati or-
togonalne komplemente vektorskih potprostora, a za sada ¢emo samo istaknuti iducu
napomenu.

Napomena 1.2.8. Vrijedi:

e nulvektor i svjetlosni vektori su svi vektori koji su ortogonalni sami sebi,

e ako su dva svjetlosna vektora kolinearna, tada su oni i ortogonalni,

e ako su dva vektora Lorentz-ortogonalna, tada reflektiranjem jednog od vektora
obzirom na xy-ravninu dobivamo par vektora ortogonalnih obzirom na euklid-
sku metriku, a vrijedi i obratna tvrdnja.

Prvu i tre¢u tocku ne¢emo posebno raspisivati kako te tvrdnje slijede jednostavno iz
DEFINICIJE te NAPOMENE Komentirajmo ukratko drugu tocku: ako

su s 1 8o dva kolinearna svjetlosna vektora, tada postoji A € R\ {0} takav da je
s9 = Asp - sada kratkim racunom koriste¢i bilinearnost metrike mozemo vidjeti da je

<81782> - <817A81> = A<81781> = 07

Sto pokazuje da su s; i so medusobno ortogonalni vektori.
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Vektorski produkt u R?

Idu¢i nam je cilj uvesti pojam vektorskog produkta u R? isto kao $to smo to imali
u euklidskom prostoru; oznac¢imo euklidski vektorski produkt sa xy. Obrazlozimo
da nam ovdje nije korisno direktno primijeniti euklidsku definiciju vektorskog pro-
dukta x; - to znaci definirati vektorski produkt vektora iz R? kao vektor duljine
jednake umnosku normi vektora i sinusa (euklidskog) kuta medu njima u smjeru
odredenim pravilom desne ruke. Na primjer, takvim vektorskim umnoskom vek-
tora (0,1,0) i (v/2,0,1) bismo dobili vektor (1,0, —+/2) za koji lako vidimo da nije
Lorentz-ortogonalan vektoru (v/2,0,1):

((V2,0.1), (1.0, ~v3)) = V310 — (- v3) =2V3 £ 0.

Stoga nam je cilj definirati takav vektorski produkt u R? koji bi postivao geometriju
metrike (, ) i to mozemo posti¢i na slijedeéi na¢in. Naime, prisjetimo se kako u
euklidskom slucaju vrijedi iduéi izraz za mjesoviti produkt:

(x Xpy, 2)p = det(z,y, 2), (1.2)

gdje det(z,y, z) predstavlja determinantu matrice ¢iji stupci ¢ine vektori z, y i z.
Primijetimo da se lako pokaze da je euklidski vektorski produkt x; jedinstveno pres-
likavanje R3 x R?® — R3 koje zadovoljava izraz . Ovakva karakterizacija vektor-
skog produkta nam odgovara posto ukljucuje metriku prostora zbog cega mozemo
ocekivati kompatibilnosti s geometrijom proucavanog prostora.

Definicija 1.2.9. Neka su z,y € R? proizvoljni vektori. Definiramo vektor z x y kao
jedinstveni vektor w € R? koji zadovoljava relaciju

(Vz € RY) (z,w) = det(z,y, 2). (1.3)
Time definiramo preslikavanje
X R¥x R} 5 R?

te ga zovemo vektorski produkt (nekad ¢emo reéi i Lorentzov vektorski produkt).

Ovdje je potrebno provjeriti da je definicija dobra, to jest da zaista postoji je-
dinstveni vektor w koji zadovoljava (L.3). Primijetimo da je ova tvrdnja svojevrsna
verzija Rieszovog teorema o reprezentaciji (koji nam je od prije poznat iz Linearne
algebre), no njega ovdje ne mozemo direktno primijeniti posto R? nije unitaran pros-
tor, ve¢ pseudounitaran. Egzistenciju i jedinstvenost ¢emo u ovom slucaju pokazati
direktno racunanjem preko koordinata. Naime, s jedne strane imamo

rr W x5
det(%% Z) = |T2 Y2 22| = (1‘2y3 - $3y2)21 + ($3y1 - $1y3)22 + ($1y2 - x2y1)23.
T3 Ys Zz3
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S druge strane mozemo zapisati
(z,w) = 21wy + 22wy — zzws3.
Izjednacavanjem tih dviju jednakosti dobivamo da je
w121 + wezy — Wz = (Tays — T3y2)z1 + (T3yr — 11ys)ze + (T1y2 — Tayn)zs (1.4)
iz ¢ega zaljucujemo da uzimanjem
w = (Tays — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T2Y1 — T1Y2)

nalazimo vektor w koji zadovoljava uvjet te takoder vidimo da je takav w je-
dinstveno odreden uzimajuéi vektore kanonske baze ey, es, e3 na mjesto vektora z
u . Time konacno slijedi da je DEFINICIJA dobra te zakljucujemo da za
proizvoljne vektore z,y, z € R? vrijedi

(x Xy, z) = det(z,y, 2). (1.5)
Prou¢imo sada osnovna svojstva ovog vektorskog preslikavanja.

Napomena 1.2.10. Za pocetak izvodimo formulu za racunanje ovog novodefiniranog
vektorskog produkta koja je zapravo analogon takve formule u euklidskom slucaju.
Prvo primijetimo da x X y mozemo zapisati na slijede¢i nac¢in:

T Xy = (Tay3 — T3y, T3Y1 — T1Y3, TaY1 — T1Y2)

_ [ |T2 x3| |r1 x3]  |T1 D2
Y2 sl |y ys| |y w2
sto sada mozemo simbolicki zapisati kao
€1 €2 —€3
= |1 X9 T3] . (16)

Y1 Y2 Ys

Sjetimo se da je u euklidskom slucaju takva formula glasila:

€1 €3 €3
T Xgly=|T1 Ty T3
Y1 Y2 Ys

iz cega mozemo vidjeti da je vektor x x y zapravo jednak vektoru x X y nakon
refleksije obzirom na xy-ravninu.
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Refleksiju vektora obzirom na zy-ravninu mozemo prikazati i matricno. Zaista,
uzmemo li proizvoljan z = (1, 9, r3) € R}, tada lako vidimo da je

T 1 0 0 1
T2 | =10 1 0 T2
—3 0 0 —1f [x3
Stoga, definiramo oznaku
1 0 0
J=10 1 0
0 0 —1

te zakljuéujemo da refleksiju vektora x € R? obzirom na xy-ravninu moZzemo zapisati
s Jx. Prema tome, tvrdnju prethodne NAPOMENE [1.2.10|sada mozemo zapisati kao

rxy=J(xxzy).

Primijetimo da mnozenje matricom J ovdje moze i uéi u euklidski vektorski produkt -
preciznije, euklidski vektorski produkt vektora Jy i Jx je jednak vektoru J(z xyy). To
se mozemo uvjeriti proucavanjem pravila desne ruke, a mi ¢emo tu tvrdnju dokazati
algebarski:

Lema 1.2.11. Za proizvoljne z,y € R? vrijedi jednakost:
(Jy) xg (Jx) = J(x X5 y).
Posebno, zakljucujemo da je
z xy = (Jy) xe (J).
Jos istaknimo ovdje da sada mozemo pisati i
(,y) = (Jz,y)s = (2, Jy)s.

DOKAZ Neka su z = (z1,72,23) i ¥y = (y1,92,y3) dva proizvoljna vektora iz R3. S
jedne strane, koriste¢ci NAPOMENU [1.2.10]imamo

T Xpy = L2 $3’_$1 IE37CU1 L2
Y2 U3 Y1 Ys| Y1 Y2
pa mnozenjem matricom J slijedi
To I3 Ty I3 1 T2
J(z % = ,— ,—
(%5 ) (y2 Ys T Y1 yz)
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S druge strane, jasno imamo Jy = (y1,%2, —y3) i Jr = (x1, 22, —x3) pa koristedi
tvrdnje iste NAPOMENE slijedi da je

Direktnim racunom sada se moze provjeriti da su vektori s desne strane u posljednje
dvije jednakosti medusobno jednaki (ili, alternativno, koristeéi prikladna svojstva
determinante matrica) iz ¢ega zaista slijedi

Yy Y2
"z o

Y2 —Y3
T9 —x3|’

Y1 —Ys
r1 —T3

) 0 0 = (

J(z xyy) = (Jy) xg (Jx).

Druga tvrdnja iz iskaza slijedi direktno primjenom jednakosti x x y = J(x X y), dok
zadnja tvrdnja slijedi odmah iz diskusije napravljene u NAPOMENI ¢ime je ovaj]
dokaz zakljucen. O

Ovime smo nasli efektivan algebarski nacin za zapisivanje Lorentzove metrike i
Lorentzovog vektorskog produkta preko klasi¢cnog euklidskog skalarnog i vektorskog
produkta. To ¢e nam se pokazati izrazito korisno nesto kasnije kada ¢emo dokazivati
neka svojstva Lorentzove metrike i Lorentzovog vektorskog produkta koriste¢i poznata
analogna svojstva pripadnih preslikavanja u euklidskom prostoru.

Za pocetak dokazujemo neka svojstva vektorskog produkta x i njegovog odnosa
s metrikom (, ) ¢ije analogone u euklidskom slucaju zapisujemo sasvim isto. Pri
dokazivanju tih rezultata koristit ¢emo dobro poznata svojstva determinante koja
navodimo bez dokaza u iducoj lemi.

Lema 1.2.12. Za proizvoljne vektore z,y, 2 € R? neka det(z,y, z) predstavlja deter-
minantu matrice kojoj su stupci redom vektori x, y i z. Tada za preslikavanje

R} x RIxR? R |, (,y,2)+ det(z,y,2)

mozemo reci da je alternirajuce 3-multilinearno preslikavanje, to jest ono je linearno
po svakom argumentu te zamjenom bilo koja dva vektora determinanta matrice mije-
nja predznak. Posebno, determinanta matrice koja ima dva ista stupca jednaka je 0
te vrijedi ekvivalencija: (Vz,y,z € R}) det(z,y,2) = 0 <= {z,y, z} linearno zavisan
skup.

Propozicija 1.2.13. Za sve vektore z,y, 2 € R} i sve skalare o € R vrijede slijedeca
svojstva

rLaxxuy,
(1) ylzxuy,
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(2) zxy=—-yxu,
(3) (x xy,z) =(x,y X 2), (mjesoviti produkt vektora)
(4) (az) xy =z x (ay) = az x y),

(5) (r+y)xz=xxX24+yxz
rx(y+z)=zXxy+aexz

(6) x X y =0 <= z iy kolinearni vektori.

DOKAZ Fiksirajmo vektore x i y te skalar a kao Sto je zadano pa dokazujemo tvrdnje
uz pomo¢ LEME [1.2.12]

Prva tvrdnja slijedi direktno koriste¢i formulu tako da na mjesto vektora z
stavimo bas vektore x i y. Zaista, imamo

(r xy,z) =det(z,y,x) 1 (zxy,y) =det(z,y,y),
iz cega direktno slijedi (z x y,z) = 01 (x Xy, y) = 0 (jer je determinanta matrice koja
ima dva ista stupca jednaka 0) sto po definiciji znac¢i upravo x x y Lz iz xy L y.
Koriste¢i formulu (1.5]), za proizvoljan 2z € R? direktno moZemo racunati:

<.T X y7Z> 1:5 det(x,y, Z) = —det(y,x,z) = _<y X I,Z>
= <_y Xz, Z>7
gdje smo u drugoj jednakosti koristili svojstvo da determinanta matrice mijenja pred-
znak medusobnom zamjenom dva stupca matrice, dok smo u zadnjoj jednakosti ko-
ristili linearnost metrike po prvoj varijabli. No budu¢i da je vektor x x y jedinstveni
vektor koji zadovoljava izraz (1.5]) za sve z € R?, koriste¢i dobivene jednakosti za-

klju¢ujemo da mora biti upravo = x y = —y X z.
Fiksiramo z € R} te racunamo direktno

(@ x y,2) = det(z,y,2) = — det(y, 7, 2) = det(y, 2, )
1.5
= (y x z,1)

gdje smo u drugoj i tre¢oj jednakosti ponovno koristili svojstvo da zamjenom dva
stupca matrice determinanta mijenja predznak.

Bududi da je determinanta linearna po stupcima matrice (LEMA , mozemo
direktno racunati:

(Vz € RY) ((ax) x y, 2) =2 det(azx,y, z) = adet(x,y, 2) = alr Xy, z)
(

(Vz € RY) (z x (ay), 2) = det(z, ay, 2) = adet(z,y, 2) = alz X y, z)
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Konacno, iz jedinstvenosti vektorskog produkta kao i u dokazu tvrdnjezakljuéuj emo
daje (ax) x y = a(z x y) =z x (ay).

Fiksirajmo neki z € R? - ovdje ponovno koristimo linearnost determinante po
stupcima matrice da bismo izra¢unali:

(Vw € R?) {(z +y) x z,w) = det(z + y, 2z, w) = det(z, z,w) + det(y, z, w)
= (wx zw) + (y X 2,w)
= (x X z+yXzw).

Odavde sasvim analogno ranijim sluc¢ajima zaklju¢ujemo da mora biti (x +y) X z =
x X z+y x z. Takoder bismo na isti na¢in dokazali da je x X (y+z2) =x X y+x X z.
@ Za kraj dokazujemo ekvivalenciju, smjer po smjer. Napomenimo da ovdje sma-
tramo da je svaki vektor iz R? kolinearan nulvektoru - dakle, za vektore x,y € R3
kazemo da su kolinearni, ako (Ja € R) 2z = ay ili y = ax.

Pretpostavimo da je z x y = 0 - tada ocito vrijedi da je

(Vz € R?) (z x y,2) = 0.
Posebno, koriste¢i formulu ((1.5)) zaklju¢ujemo da je
(Vz € R}) det(z,y,2) =0
sto je (koriste¢i poznati rezultat iz linearne algebre) ekvivalentno tvrdnji da je
(Vz € R}) {z,y, 2} linearno zavisan skup.

Primijetimo da ovdje posebno mozemo uzeti z € R3 \ span{z, y} - naime, taj skup je
neprazan buduéi da je R? trodimenzionalan vektorski prostor, a span{z,y} najvise
dvodimenzionalan. Odavde sada lagano slijedi da je {z,y} linearno zavisan skup, sto
je ekvivalentno tome da su z i y kolinearni ¢ime je dokaz ove implikacije gotov.

U slucaju da su x i y kolinearni vektori, stvar je takoder jednostavna. Ako je
x = Ay za neki A € R, tada je

(Vz € R}) det(z,y,2) = det(ay,y, z) = adet(y,y, z) = 0.
To s jedne strane pomocu ([1.5) mozemo zapisati kao
(Vz € R}) (x x y, z) = det(z,y, 2),
dok s druge strane ocito vrijedi
(V2 € RY) (0, 2) = det(z, y, 2).

Sada iz jedinstvenosti vektorskog produkta kao i ranije zakljucujemo da je x x y =0
Sto smo i htjeli pokazati. Tvrdnja se sasvim analogno pokazuje u slucaju da je y = Az
za neki A € R. m
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Medutim, postoje i neke razlike u usporedbi s euklidskim prostorom. Na primjer,
znamo da vrijedi:

T xpy#0 = {x,y, 7 x; y} baza vektorskog prostora R?.
Takva tvrdnja opéenito ne vrijedi u R3, §to istic¢emo u iduéem primjeru.
Primjer 1.2.14. Oznac¢imo s z,y € R? vektore
r=(1,0,0) i y=/(0,1,-1).

Ti vektori su ocito linearno nezavisni pa im je vektorski produkt netrivijalan (to
znamo po PROPOzICLII [1.2.136). Njihov vektorski produkt sada lako ra¢unamo
pomocu formule (1.6):

€1 €y —€3
T XY= 1 0 0 262—63:<0,1,—1)
0o 1 -1

iz Cega se jasno vidi da skup {z,y,r x y} nije baza prostora R}. Dakle, ovime smo
pokazali smo da postoje vektori z,y € R} takvi da je

rxy#0 i {z,y,r x y} nije baza vektorskog prostora R,

No, pokazujemo da vrijedi iduca tvrdnja.

Propozicija 1.2.15. U Lorentz-Minkowskijevom prostoru R} vrijedi:
rxy#0izxy¢C = {x,y 2 xy} baza vektorskog prostora R>.

DOKAZ Uzmimo proizvoljne z,y € R} koji zadovoljavaju uvjete

xrxy#0 1 x Xy nije svjetlosni vektor.

Zelimo pokazati da je tada {z,y,x x y} baza prostora R?, a da bismo to pokazali
dovoljno je samo provjeriti da je ovaj skup linearno nezavisan. Stoga neka je

ar + By +v(x xy) =0

za neke skalare o, 5,7 € R. Tada jednostavnim uzimanjem pseudoskalarnog produkta
(-, X y) s jedne i druge strane jednakosti dobivamo

alz,z xy) + By, z x y) +y(x x y,x x y) = 0.
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No, posto znamo da je xz,y L = x y (vidi PrRoPozIC1JU [1.2.131) odavde direktno
slijedi
vz x y,x xy) =0.
Kako x x y nije svjetlosni niti nulvektor, onda odavde zaklju¢ujemo da mora biti
v = 01 ostajemo s izrazom
ar + By = 0.

Buduéi da je x x y # 0 ekvivalentno tome da su z i y linearno nezavisni (vidi
Prorozicuu .6), tada iz ove jednakosti zakljucujemo da mora biti a = 0 i
B = 0. To sada pokazuje da je skup {z,y,z x y} linearno nezavisan pa je on zapravo
baza prostora R? i time smo dokazali trazenu tvrdnju. O]

Pokazujemo sada jo§ nekoliko tvrdnji za R? ¢iji analogoni u euklidskom prostoru
ne glase sasvim isto. Prvo navodimo bez dokaza poznate rezultate iz linearne algebre
vezane za euklidski prostor, a zatim koriste¢i navedene tvrdnje dokazujemo njihove

analogone za Lorentz-Minkowskijev prostor.

Lema 1.2.16. Za proizvoljne vektore x,y, z,w € R? vrijede tvrdnje:

(1) (2 xey) ez =(z,2)ny = (Y, 2)p 7,

(2) <$ Xp Y, 2 Xg w>E =

Propozicija 1.2.17. Za sve x,y, z € R} vrijedi
(1) (.CL’ X y) X 2Z= _<x72>y+ <y7 Z>$,

(2) (zxy,zxw)=—

(3) (x xy,zxy) = (z,y)* — (z,2)(y,y). (Lagrangeov identitet)

DOKAZ Ove dokaze provodimo direktnim racunom koristeéi svojstva dokazana u
LEMI uz pomo¢ rezultata navedenih u LEMI[1.2.16] U ovim racunima taktika
nam je prevesti Lorentzov vektorski i pseudoskalarni produkt u euklidski vektorski
i skalarni produkt koriste¢i prvu LEMU, zatim primjenjujemo tvrdnje koje vrijede
za euklidske operacije i na kraju prevodimo rezultate nazad u Lorentzove operacije.
Napomenimo da tvrdnje zapravo mozemo dokazati i direktnim racunom bez pomoci
LEME [1.2.16] ali taj nam pristup nije od neke koristi i na ovaj nacin puno bolje
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prolazimo - bez daljnjega slijede dokazi tvrdnji.
Za proizvoljne z,y, z € R? racunamo:

(z xy) x 2= (Jz) xu (J(z x y)) [LEMA [1.2.11]
= (Jz) xu (J[(Jy) xs (Jz))) [LEMA 1.2.11]
= (Jz) x ((JJz) x5 (JJy)) [LEMA 1.2.11]
= (Jz) X (z Xy y)
= —(r Xz y) Xz (J2)
= —(z,J2)ey +(y, J2)p T [LEMA [1.2.16]
=—(z,2)y+ (y, 2) x. [LEMA 1.2.11]

Komentirajmo da smo u ra¢unu u cetvrtoj jednakosti koristili svojstvo da je JJx =z
za sve z € R? te smo u petoj jednakosti koristili poznato svojstvo antikomutativnosti
euklidskog vektorskog produkta xi.

Za proizvoljne z,y, z,w € R} opet ratunamo:

( xy,z x w) = ((Jy) xz (Jo), (Jw) xg (J2)) [LEMa [[.2.170]
= ((Jy) xx (Jz), J[(Jw) x¢ (J2)]), [LEMA 1.2.11]
= ((Jy) xx (Jz), (JJ2) X (JJw))_ [LEMA 1.2.11]
= <(Jy) xg (Jx), 2 wa>E
= ‘giziz gi:ﬁiz [Lema [[2.16]
= éizi éi:ﬁg' [LEMA 1.2.11]

Opet komentiramo da smo u c¢etvrtoj jednakosti koristili svojstvo JJx = x te smo
u zadnjoj jednakosti koristili poznatu tvrdnju da determinanta mijenja predznak za-
mjenom dva retka matrice (LEMA [1.2.12)).

Konaé¢no, dokazujemo LAGRANGEOV IDENTITET koriste¢i upravo dokazano svoj-
stvo Naime, za proizvoljne x,y € R? imamo:

(rx yooxy) 2 -

¢ime zaklju¢ujemo dokaz ove propozicije. O]
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Primijetimo da iz Lagrangeovog identiteta mozemo otprilike iscitati kako se ponasa
CSB nejednakost u Lorentz-Mikowskijevom prostoru. Tu pricu o CSB nejednakosti
¢emo nastaviti nesto kasnije kada ¢emo imati bolje razumijevanje o ortogonalnosti u
prostoru R3.

Baze prostora R

Iduéi nam je cilj rijesiti pitanje ortonormirane baze u prostoru R} §to ¢e nam biti
kljucéno pri definiranju Freneteove baze krivulja.

Definicija 1.2.18. Za skup S C R? kazemo da je ortogonalan skup u R3, ako se
sastoji od vektora koji su u parovima medusobno ortogonalni. Kazemo da je S or-
tonormiran skup u R$, ako jos zadovoljava i da su svi elementi tog skupa jedini¢ni
vektori. Nadalje, kazemo da je skup {aq, as, az} ortogonalna baza odnosno ortonormi-
rana baza prostora R?, ako je to baza vektorskog prostora R?® i ako je to ortogonalan
odnosno ortonormiran skup u R$. Analogno definiramo i pojam ortogonalne i orto-
normirane baze potprostora Lorentz-Minkowskijevog prostora.

Primjer 1.2.19. Istaknimo da je kanonska baza
{617 €2, 63} = {(17 O) 0)7 (07 ]-7 O)J (07 07 1)}
zapravo ortonormirana baza prostora R? (sto se lagano provjeri po gornjoj definiciji).

Stovise, slicno kao i u euklidskom prostoru (R, (, );) vrijedi teorem o prikazu
vektora u ortonormiranoj baza pomocéu metrike prostora R3:

Teorem 1.2.20. Neka je {ay, as, az} ortonormirana baza prostora R? - tada se svaki
vektor x € R} u toj ortonormiranoj bazi zapisuje na slijede¢i nacin:

x = (a1,a1)(x,a1) a; + {as, az){x, as) as + (as, as)(z, as) as
3
= Z(ai, a;){(x,a;) a;.
i=1
DOKAZ Naime, buduéi da je {ay,as, a3} posebno i baza, tada za proizvoljan r € R3
znamo da postoje jedinstveni skalari aq, ag, a3 € R takvi da je
T = a1 + a9 + (izas.

Sada uzimanjem pseudoskalarnog produkta (-,a;) s obje strane ove jednakosti te
koriste¢i da je {ay, as,as} ortonormirani skup dobivamo:

(x,a;) = aia;, a;).
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Bududi da je a; jedini¢éni vektor, tada mora biti {(a;, a;) = £1 (prisjetimo se NAPO-
MENE [1.2.2)) pa dijeljenjem gornje jednakosti dobivamo upravo

a; = (ai, a;) (T, a;).
Posto ovo mozemo napraviti za svaki i € {1,2, 3} slijedi tvrdnja teorema. O
Prouc¢imo nesto poblize pojam ortonormiranog skupa i baze:

Propozicija 1.2.21. U Lorentz-Minkowskijevom prostoru R? vrijede slijede¢e tvrd-
nje.

(1) Ako je S ortonormirani skup u R$, tada je S linearno nezavisan skup.

(2) Posebno, svaki ortonormirani skup {ai,as,as3} u R? je zapravo ortonormirana
baza prostora R3.

(3) Svaka ortonormirana baza prostora R} sastoji se od dva prostorna i jednog
vremenskog vektora.

(4) Ako je {z,y} ortonormirani skup u R}, tada je {z,y, z X y} ortonormirana baza
prostora R?.

(5) Za svaki jedini¢ni vektor u R$ postoji ortonormirana baza prostora R3 koja ga
sadrzi.

DOKAZ Pa neka je S = {ay,...,ax} ortonormirani skup vektora - uzmimo tada
proizvoljne a; € R takve da je

aiay + ...+ agai = 0.

Sada jednostavnim uzimanjem pseudoskalarnog produkta (-, a;) s obje strane ove
jednakosti te koristec¢i ortonormiranost skupa S dobivamo

041»(@1», CLz‘> =0.

No buduéi da je a; jedini¢ni vektor, tada je (a;,a;) = +1 (NAPOMENA pa
odavde slijedi a; = 0. Kako ovo mozemo napraviti za sve i € {1,...,k}, slijedi
trazena tvrdnja.

Ovo slijedi direktno koristeci tvrdnju - naime, ako je {a1, as, a3} ortonormirani
skup, tada je prema navedenoj tvrdnji {ai, as, as} linearno nezavisan skup pa posto
je dim R? = 3 zaklju¢ujemo da je to i baza prostora.
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Neka je {a1, as, asz} proizvoljna ortonormirana baza - po SEKCIJI tada znamo
(vidi stranicu [4)) da je matrica Lorentzove metrike (, ) obzirom na tu bazu dana s

(a1,a1) (a1,a2) (a1,a3)
(az,a1) (az,az) (az,as)
(Cl3, a1> <a3, a2> <6L3, a3>

pa koristec¢i da je baza ortogonalna dobivamo da je ta matrica jednaka

<a1, a1> 0 0
0 <CL2, CL2> 0
O 0 <CL3, CL3>

Stovise, buduéi da su vektori ay, as i as normirani, tada znamo da se na dijagonali na-
laze iskljucivo elementi —1 1 1 (NAPOMENA pa odgovaraju¢om permutacijom
baze {ag(l), Ug(2), ag(g)} Lorentzovu metriku zapisujemo u njenom kanonskom obliku.
Konaéno, koriste¢i SYLVESTEROV ZAKON INERCLJE (vidi stranicu |5) zaklju¢ujemo
da mora biti

<ao(1)7 ao(1)> =1 ; <a0(2)7 aa(2)> =1 ) <a0(3)a aU(3)> =-1

otkuda iscitavamo da su a,(1) 1 as(2) prostorni vektori i da je a,(3) vremenski vektor,
¢ime je tvrdnja dokazana.

Neka je {x,y} proizvoljan ortonormiran skup u R? - tvrdnju lako dokazujemo tako
da se uvjerimo da je skup {z,y,z X y} ortonormiran skup. Za pocetak, lako vidimo
da je vektor z x y jedinican vektor koriste¢i LAGRANGEOV IDENTITET i NAPOMENU
1.2.2)

(x <y, xy)=(r,9)* — (v, 2)(y,y) = 0 — (£1)(£1) = 1,

gdje smo u drugoj jednakosti koristili da su z i y jedinicni vektori. Odavde za-
kljucujemo da je {x,y,z x y} skup jediniénih vektora, a isto tako vidimo da su svaka
dva vektora u parovima ortogonalni koristeéi L y i PRopozicuiu [1.2.13]1. Stoga
je {z,y,x X y} zapravo ortonormirani skup vektora pa koristeéi dokazanu tvrdnju
odmah slijedi trazena tvrdnja.

Neka je # € R3 proizvoljan jedini¢ni vektor - tada po NAPOMENT znamo da
je (x, ) = +1 odnosno da je z ili prostorni ili vremenski jediniéni vektor. Primijetimo
da je dovoljno pronadi neki jedini¢ni vektor y € R} takav da je y L x - tada je {z,y}
ortonormiran skup pa koristeci odmah slijedi trazena tvrdnja. U tu svrhu, ako
je x prostorni vektor, tada uzmimo vremenski vektor y = ez, a ako je x vremenski
vektor, tada uzmimo prostorni vektor y = ey - u svakom slucaju imamo:

(z,2) = £1 = —(y,y).
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Ako je z L y, onda smo gotovi, stoga pretpostavimo da je (z,y) # 0. Tada oznac¢imo
g =x+ Ay, za neki A € R\ {0}; zelimo pronacdi takav skalar \ za koji ¢e vrijediti

(x,y) = 0.
Stoga raspisujemo:

(2,9) =0 <= (z,2+ \y) =0
< ANzx,y) = —(z,2)
< Nz,y) = F1

F1

= \= ,
(z,y)

gdje smo u drugoj ekvivalenciji koristili bilinearnost Lorentzove metrike, a u zadnjoj
ekvivalenciji pretpostavku da je (x,y) # 0. Prema tome, definiramo li

N 1
y::x+/\y:x+—:': y
(z,y)
nalazimo vektor g koji je ortogonalan na z. Doduse, ne znamo je li ¢ jedini¢ni vektor,
no, prisjetimo li se NAPOMENE lako vidimo (posto je g prostorni ili vremenski
vektor) da je tada

<>

Y Il

sigurno jedini¢ni vektor. Iz bilinearnosti metrike tada proizlazi da je y takoder orto-
gonalan na x, pa bududi da je sada {z,y} ortonormiran skup po znamo da se taj
skup prosiruje do ortonormirane baze i time je zaklju¢en dokaz ove propozicije. [

Kao jedna od posljedica ove propozicije uvodimo slijedece oznake: ortonormirane
baze u R? éemo od sada simbolicki oznacavati s ppv, pvp odnosno vpp ovisno i poretku
dva prostorna i jednog vremenskog vektora u toj bazi - na primjer, kanonska baza
{e1, €2, €3} je prema tome ppv-ortonormirana baza.

Stovise, iz prethodne propozicije mozemo isc¢itati da ne postoji ortonormirana
baza u R? koja sadrzi svjetlosni vektor. To ée nam zapravo predstavljati problem jer
¢emo u jednom trenutku htjeti zapisati svjetlosni vektor kao dio baze prostora R3.
Stoga uvodimo iduc¢u definiciju.

Definicija 1.2.22. Za skup vektora {A, B, C'} kazemo da je nul baza, ako je zado-
voljeno:

e A i B su svjetlosni vektori,
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e (' je jedini¢ni prostorni vektor,
e (AB)=1,C LA CL1B.

Analogno definiramo pojam sps- i pss-nul baze za razlicite poretke vektora, dok izraz
,nul baza” rezerviramo bas za ssp-nul baze prostora R3.

Ova ¢e se definicija pokazati dovoljno dobra za ono ¢ime ¢emo se baviti u idu¢im
poglavljima. PokaZimo su nul baze uistinu baze vektorskog prostora R?® te iskazimo
i dokazimo teorem o prikazu vektora u nul bazi. Prije svega toga navedimo primjer
jedne nul baze kako bismo se uvjerili da one zaista i postoje.

Primjer 1.2.23. Definiramo li vektore

11

A=1(0,1,-1 B = =, =
01-1) o 5= (0

) . C=(1,0,0)

tada se direktnim racunom lako provjeri da je {A, B, C'} nul baza prostora R3.

Propozicija 1.2.24. Svaka nul baza Lorentz-Minkowskijevog prostora je baza vek-
torskog prostora R3.

DOKAZ Jasno je da ova tvrdnja ne ovisi o poretku vektora u bazi. Neka je {A, B,C}
proizvoljna nul baza u R?; mi é¢emo ovdje bez smanjenja opéenitosti uzeti da je to
upravo ssp-nul baza. Buduéi da je dimR?® = 3, dovoljno je pokazati da je skup
{A, B,C?} linearno nezavisan. U tu svrhu neka je

QA+ BB +~C =0, (1.7)

za neke skalare a, #,v € R. Tada uzimanjem pseudoskalarnog produkta (-, C') s obje
strane jednakosti dobivamo:

=0 =0 =1

Veu ™~ ™~ r ™~

0=a(AC)+8(B,C)+7(C,C) =7,

gdje smo u racunu iskoristili svojstva vektora nul baze. Dakle, pocetna jednakost
(1.7) se sada pojednostavljuje u

aA+ 6B =0.

Pretpostavimo da je jedan od skalara a i § razli¢it od 0 - bez smanjenja opcéenitosti
neka je to a. Tada iz ove jednakosti slijedi da je A = —gB pa su A i B koline-
arni vektori. Budué¢i da su A i B svjetlosni vektori, tada po tvrdnji NAPOMENE
[1.2.§] zakljucujemo da A i B moraju biti ortogonalni. To je sada u kontradikeiji s
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pretpostavkom da je {A, B,C} nul baza, jer tu moramo imati (A, B) = 1. Dakle,
pretpostavka je bila kriva i zaklju¢ujemo da mora biti @« = 01 § = 0 - prema tome
{A, B,C} je linearno nezavisan skup tri vektora i kao takav ¢ini bazu vektorskog
prostora R3. O

Teorem 1.2.25. Neka je { A, B, C'} nul baza prostora R? - tada se svaki vektor z € R?
u toj nul bazi zapisuje na slijede¢i nacin:

r=(x,B) A+ (x,A) B+ (z,C) C.

DOKAZ Naime, buduéi da je {A, B,C} posebno i baza, tada za proizvoljan r € R3
znamo da postoje jedinstveni skalari aq, as, a3 € R takvi da je

=01 A+ asB + a3C.

Sada uzimanjem pseudoskalarnog produkta (-, D) s obje strane ove jednakosti za
razlicite D € {A, B, C} te koristeé¢i odnose vektora u skupu {A, B, C'} dobivamo:

=0 ) =1 . p =0 .
(r, A) = a1 (A, A) +a (B, A) +a3 (C, A) = ay,
=1 _ =0 B =0

(2. B) = 01 (A, B) +02 (B, B) +03 (C, B) = o,
/—:0 Vs = ~ s — ~N

(x,C)y = a1 (A, C)+aq (B,C) +a3 (C,C) = as.

Odavde dakle slijedi da je
= (x,B) A+ (x,A) B+ (z,C)C
Sto smo i htjeli pokazati. O]

Ovdje ostajemo duzni napraviti teoreme o prosirenju skupa do nul baze - time
¢emo se baviti krajem iduée potsekcije kada ¢emo imati bolje razumijevanje o ortogo-
nalnosti u Lorentz-Minkowskijevom prostoru. Za kraj ove potsekcije dokazimo idu¢u
(tehnicku) lemu koja ¢e nam biti potrebna u onome sto ¢e nam slijediti.

Lema 1.2.26. U Lorentz-Minkowskijevom prostoru vrijede slijedeé¢e tvrdnje:
(1) ako su dva svjetlosna vektora ortogonalna, tada oni moraju biti kolinearni,
(2) svjetlosni vektor i vremenski vektor ne mogu biti ortogonalni,

(3) dva vremenska vektora ne mogu biti medusobno ortogonalni.
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DOKAZ Ovu tvrdnju morat ¢emo dokazati ¢isto racunski, a primijetimo da je
ona zapravo obrat tvrdnje iz druge tocke NAPOMENE [1.2.8| Pretpostavimo da su
x = (71, 22,73) iy = (y1, Y2, y3) dva medusobno ortogonalna svjetlosna vektora u R?.
To znaci da je

<$,CL‘>:0 ) (y,y>=0 ) <I,y>=0,

Sto u koordinatama zapisujemo s

x]+ 13 — a3 =0, (1.8)
vitys—ys =0,
L1 + Taye — 23y = 0. (1.10)

Odavde raspisujemo zadnju jednakost:

Tiyr + ToYo — x3y3 = 0 = 21y1 + Tayo = T3Y3
TIYL + 2012901y + T3Y5 = T3Y;
2,2 1 9 29 /9 2N/ 2 2
1Y) + 2T122Y1Y2 + XYy = (xl + xz)(?h + 92)
xfyf + 22122012 + x§y§ = xfy% + w%y% + x%yg + 55%34%
22yt — 201 2991y2 + 2Tys = 0
(x2y1 - x1y2)2 =0
Toyr — T1Y2 = 0

T2Y1 = T1Y2-

RN

Komentirajmo: u drugoj implikaciji smo kvadrirali obje strane jednakosti, dok smo u
tre¢oj implikaciji primijenili jednakosti ((1.8)) i (1.9). Pretpostavimo sada na trenutak

da su xo i yo razliciti od 0 - tada iz dobivene jednakosti slijedi da je i—; = ;’—; te

oznacimo tu vrijednost s
P T

o) Y2

Odavde zakljucujemo da je
r1=kxy 1 y1=kuys
iz ¢ega uvrStavanjem u jednakosti i dobivamo:
vy= 1+ k)23 1 yi=(1+k)y.
Odavde vidimo da su i x3,y3 # 0 te imamo

T3 — )\\/ 1 + ]{32I2 1 Ys = ,u(l + k‘2)y2,
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gdje su A\, € {—1, 1} pripadni koeficijenti. Sad kada smo izrazili svaku koordinatu
preko x5 i 1o mozemo pisati

r=x9(k, 1, \WW1+k?) i y=uya(k, 1, uvV1+E2).

Odavde mozemo vidjeti da su z i y kolinearni ako i samo ako su A i p jednaki pa
stoga raspisujemo:

(z,y) =0 = oy ((k, 1, \W1 4+ k?), (k,1,uV1 4+ k?)) =0
= (b, AW+ E2), (k, 1, uiv/1+k2)) =0
= K4+ 12 = Mu(1+£%) =0
= =1,

gdje smo u prvoj implikaciji koristili bilinearnost metrike, a u drugoj implikaciji dijelili
s Tays (Sto smo mogli jer je razlicito od 0). Odavde zaklju¢ujemo da je A = p Sto
pokazuje da su x i y kolinearni vektori. Jos je sada potrebno prokomentirati slucaj
kada je x5 ili 5 jednako 0. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je xo = 0 -
pokazimo da je tada i yo = 0. Naime, vrijedi

1.8
ro =0 = x%zx% = w3 = Fx; # 0,

gdje smo zadnju nejednakost dobili jer je x # 0. Uvrstavajuéi to u (|1.10) sada
dobivamo

Ty 0= (Er)ys =0 = y1=4ys => =1y 47 =0 = 3, =0,
gdje smo u prvoj implikaciji samo dijelili sa z;. Sada mozemo pisati da je
r=2x1(1,0,£1) i y=1y(1,0,£1)

iz ¢ega konacno zaklju¢ujemo da su u svakom slucaju x i y kolinearni vektori.

Neka je s svjetlosni i v vremenski vektor u R? te pretpostavimo da su oni orto-
gonalni. Oznac¢imo s 0 jedini¢ni vremenski vektor koji je kolinearan s v (dobijemo
ga normiranjem, vidi NAPOMENU |1.2.6)) - tada je takoder s 1 ©. Nadalje, prema
PROPOZICLII znamo da postoji ortonormirana baza {0, p;,ps} prostora R3
gdje su p; i py prostorni vektori. S jedne strane, ovdje imamo (s,s) = 0 jer je s
svjetlosni vektor. S druge strane, po TEOREMU [1.2.20| imamo

s = (0,0)(s,0) 0+ (p1,p1)(s,p1) P1 + (D2, P2) (S, P2) D2
= <87p1>p1 + <8ap2> D2
= api + Bpe,
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gdje smo u drugoj jednakosti koristili da je s L ¥ te da su vektori p; jedini¢ni prostorni
vektori, dok smo u zadnjoj jednakosti samo uveli oznake za koeficijente. Sada koristeci
dobivene jednakost racunamo

0=(s,s)
= (ap1 + Bp2, ap1 + Bp2)

= ®(p1, ;1) + 2a8(p1, p2) + 5 (2, p2)
= a2 + 62.

od kuda zakljucujemo da je « =01 S = 0. No to znaci da je
s =ap; + fps =0,

Sto je ocita kontradikcija - zaklju¢ujemo da je pretpostavka bila kriva pa s i v ne
mogu biti ortogonalni u R3.

Pretpostavimo da su v; i vy dva ortogonalna vremenska vektora iz R?. Oznacimo
s 01 1 0y jedini¢ne vremenske vektore kolinearni s v; i vy respektivno (dobijemo ih
normiranjem vektora, vidi NAPOMENU [1.2.6]). Tada su takoder i vektori 9y i 0y
medusobno ortogonalni. Stovise, {01, 05} tada ¢ini ortonormirani skup §to po PRO-
POZICIJI onda znaéi da je skup

{171, @2, f}l X @2}

ortonormirana baza prostora R3. To je naravno nemoguée jer po istoj PROPOZICIJI
znamo da ortonormirana baza ima samo jedan vremenski vektor, dok ovaj skup ima
dva. Zakljucujemo da je pretpostavka bila kriva te v; i v ne mogu biti ortogonalni
vektori. O

Vektorski potprostori od R}

U ovoj potsekciji proucavamo potprostore Lorentz-Minkowskijevog prostora R} za-
jedno s metrikom koju nad njima inducira (, ). Zapo¢injemo narednom definicijom.

Definicija 1.2.27. Neka je V' < R} proizvoljan pravi'® potprostor Lorentz-Min-
kowskijevog prostora. Tada induciranu metriku (, )i na vektorskom prostoru V'
definiramo s

(Vx,y € V) (z,y)v := (z,y).

Time je dobro definiran prostor s metrikom (V, (, )v/) te za metriku (, )y kazemo da
je

0Dakle, V # {0} i V # R3
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e prostorna metrika, ako je (, )y pozitivno definitna metrika,

e vremenska metrika, ako je (, )i nedegenerirana metrika indeksa 1,

e svjetlosna metrika, ako je (, )y degenerirana metrika.

Srodno tim definicijama jo§ kazemo i da je prostor s metrikom (V, (, )y) prostorni,
vremenski odnosno svjetlosni potprostor od R3.

Komentirajmo da su ovime klasificirani svi potprostori s induciranom metrikom.
U slucaju da je potprostor dimenzije 1, tada metrika mora biti ranga 0 ili 1 te indeks
mora biti 0 ili 1 $to je sve pokriveno s ovim slucajevima. Ako je potprostor dimenzije
2, tada je slucaj ranga manjeg od 2 pokriveno sa svjetlosnom metrikom. Slucaj
ranga jednakog 2 moze se manifestirati indeksom metrike jednakim 0, 1 ili 2: kada je
indeks metrike 0, tada je to prostorna metrika, a kada je indeks metrike 1, tada je to
vremenska metrika. Argumentirajmo da indeks ove inducirane metrike ne moze biti
jednak 2. Kada bi indeks bio jednak 2, tada bi postojala baza {z,y} potprostora V'
u kojoj bi se inducirana metrika zapisivala u normalnom obliku. Lako vidimo da su
tada vektori z i y jedini¢ni vremenski vektori u R? koji su medusobno ortogonalni. To
je sada u kontradikciji s tvrdnjom LEME [1.2.26| pa zakljucujemo da je pretpostavka
bila kriva i indeks ne moze biti jednak 2.

Time mozemo zakljuc¢iti da su ovime uistinu klasificirani svi mogudéi potprostori
od R? s induciranom metrikom. Istaknimo iduée karakterizacije klasificiranih pot-
prostora u obliku teorema na slijede¢i nacin.

Teorem 1.2.28. Neka je V proizvoljan pravi potprostor od R3. Ako je V jednodi-
menzionalan, tada vrijedi:

(1) V je prostorni potprostor <= V sadrzi jedini¢ni prostorni vektor
<= V sadrzi prostorni vektor
<= svaki nenul vektor iz V' je prostorni vektor,

(2) V je svjetlosni potprostor <= V sadrzi svjetlosni vektor
<= svaki nenul vektor iz V' je svjetlosni vektor,

(3) V je vremenski potprostor <= V sadrzi jedini¢ni vremenski vektor
<= V sadrzi vremenski vektor
<= svaki nenul vektor iz V' je vremenski vektor.

Ako je V' dvodimenzionalan, tada vrijedi:

(4) V je prostorni potprostor <= V' ima ortonormiranu bazu koja se sastoji od
dva prostorna vektora,
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(5) V je svjetlosni potprostor <= V ima ortogonalnu bazu'! koja se sastoji od jed-
nog jedini¢nog prostornog i jednog svjetlosnog
vektora,

(6) V' je vremenski potprostor <= V ima ortonormiranu bazu koja se sastoji od
jednog prostornog i jednog vremenskog vek-
tora.

DOKAZ Dokaz ovog teorema se u sustini sastoji od iS¢itavanja teorije uvedene u SEK-
cut [1.1] Za pocetak samo komentirajmo da druge i trece ekvivalencije u (1) i (3)
te druga ekvivalencija u (2) vrijede trivijalno pozovemo li se na NAPOMENU .
Iz tog razloga ¢emo se nadalje referirati samo na prve ekvivalencije u tvrdnjama (1),
(2) i (3). Dakle, s jedne strane smo u SEKCIII [I.1] vidjeli da za metriku (, )y postoji
baza {ai,...,ax} (k = 1,2) prostora V' u kojoj se ona zapisuje u normalnom obliku
(vidi stranicu [5)) te je matrica metrike (, )y u toj bazi dana s

(a1, a1) -+ (ay, ax)

(ag,ar) -+ (ak,ax)

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je (, )y restrikcija metrike (, ). S druge strane,
po karakterizacijama danim NAPOMENOM vidimo da je taj matriéni prikaz
odreden na jedinstven nacin gdje po slucajevima imamo:

napomenimo da smo ovdje s (i) oznagcili lijevu stranu ekvivalencije u pojedinoj tvrdnji,
i €41,2,3,4,6}. Iz danih matri¢nih jednakosti direktno is¢itavamo da je redom: a,
jedini¢ni prostorni vektor, a; svjetlosni vektor, a; jedini¢ni vremenski vektor, {a;, as}
ortonormirana baza od V sastavljena od dva prostorna vektora, {a;, as} ortonormi-
rana baza od V sastavljena od jednog prostornog i jednog vremenskog vektora. Prema

tome, zaklju¢ujemo da vrijede ekvivalencije tvrdnji , , i @

1 To znaéi da se baza sastoji od vektora koji su u parovima medusobno ortogonalni
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Konaéno, pozabavimo se i tvrdnjom [(5)] Naime za indefinitnu metriku (, )y dvo-
dimenzionalnog prostora V' postoje tri moguca normalna oblika te zapisivanjem tih
normalnih oblika matricno dobivamo iducu ekvivalenciju:

2 e s Y O P M

gdje (5) predstavlja lijevu stranu ekvivalencije pripadne tvrdnje. Pokazimo da nasa
matrica metrike (, )y mora biti jednaka matrici

il

{(al, a;) {aq, a2>} _ {—1 O}
(ag,a1) ({ag, as) 0 0
tada bi a; bio vremenski vektor, as bi bio svjetlosni vektor i vektori a; i as bi bili
meduseobno ortogonalni - postavlja se pitanje postoji li takav par vektora u Lorentz-
Minkowskijevom prostoru? Odgovor na to pitanje daje nam LEMA koja kaze
da svjetlosni vektor i vremenski vektor ne mogu biti medusobno ortogonalni. S druge

strane, kada bi bilo
[(al, a) {ay, ag)} B [0 0]
<a2, CL1> <a2, (ZQ) N 0 0
tada bi ay i as bili svjetlosni vektor koji su medusobno ortogonalni. Tu nam ponovno
uskace u pomo¢ LEMA koja kaze da dva ortogonalna svjetlosna vektora moraju
biti kolinearna - dakle, ovdje bi a; i as bili kolinearni vektori, sto je pak u kontradikciji
s time da je {aq,as} baza prostora V. Dakle, zakljué¢ujemo da mora biti

of=[n G-

Naime kada bi bilo

te isCitavanjem ove matricne jednakosti vidimo da ona upravo znaci da je {aq,as}
ortogonalna baza prostora V', gdje je a; jedini¢ni prostorni i as svjetlosni vektor. [

Sada analogno unitarnim prostorima uvodimo definiciju ortogonalnog komple-
menta potprostora te dokazujemo nekoliko osnovnih svojstava koja vrijede za takve
prostore (napomenimo da ortogonalni komplement mozemo, kao i inace, definirati na
proizvoljnom prodskupu prostora, ne samo za potprostore, ali to ¢e nam ovdje biti
dovoljno).

Definicija 1.2.29. Neka je V' proizvoljan potprostor Lorentz-Minkowskijevog pros-
tora R3. Definiramo ortogonalni komplement od V kao podskup

Vi={zcR}|(WeV)r Ly}
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Prouc¢imo poblize ortogonalne komplemente u Lorentz-Minkowskijevom prostoru:

Propozicija 1.2.30. Neka je V proizvoljan potprostor od R? s induciranom metri-
kom. Tada vrijedi:

(1) V* je vektorski potprostor od R3.

Prema tome, od sada nadalje V+ promatramo kao potprostor s induciranom metrikom
obzirom na DEFINICLJU |1.2.27] Jo$ vrijedi:

(2) dimV+ =3 —dimV,
(3) (VHt =V,

V prostorni prostor <= V* vremenski prostor,
(4) V svjetlosni prostor <= V' svjetlosni prostor,
V vremenski prostor <= V- prostorni prostor.

DOKAZ Zapisimo skup V+ kao
L= {xGR‘;’ | (Vy e V) (x,y) :0}.

Da bismo pokazali da je to vektorski potprostor, dovoljno je pokazati da je skup
zatvoren na linearne kombinacije svojih elemenata. To pak slijedi lagano zbog bi-
linearnosti metrike (, ) - zaista, uzmemo li proizvoljne z1,2o € V+ i aj,a0 € R
imamo:

Ty, 09 € VT My e V) (x1,y) =01 (x9,y) =0

(Vy € V) aq(z1,y) =01 ag(xa,y) =0
(Vy € V) (aax1,y) =01 (aaxa,y) =0
(

Vy € V) (o + agza,y) =0

I

1T1 + Qo € VJ'.

Time zakljuéujemo da je V1 zaista potprostor od R3. Sada V* takoder mozemo
promatrati kao prostor s induciranom metrikom obzirom na DEFINICLIU [1.2.27]
Ovu tvrdnju ¢emo dokazati koriste¢i analognu tvrdnju poznatu iz linearne algebre
koja vrijedi za unitarne prostore: ako je W proizvoljan potprostor s induciranom
metrikom euklidskog prostora (R3, (, );), tada vrijedi

dim W = 3 — dim W, (1.11)
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gdje smo s Ly oznagcili ortogonalni komplement u prostoru (R?, (, );). Naime, pot-
prostor V+ mozemo zapisati koristeéi euklidsku metriku (, ), na slijedeéi nacin:

Vi={zeR}|(WeV)(zy =0}
={r eR}|(Vy e V) (x,Jy)s =0} [LEMA [1.2.11]
={z e R} | (Vy € JV) (x,)s = 0}, (1.12)

gdje je s JV oznacen skup {Jy |y € V}. Lako vidimo da je JV zapravo potprostor
od R? ¢ija je dimenzija jednaka dim V' - naime, preslikavanje

VR, oz Jx

je ocito injektivan linearan operator pa je time i izomorfizam vektorskog prostora V'
i svoje slike JV. Koristeéi tu tvrdnju, iz jednakosti ([1.12) sada zakljécujemo da je

VE=(JV)t,

pa uz poznati analogon (1.11]) unitarnog prostora (R3, {, );) sada direktno dobivamo

L, 111

dim V+ = dim(JV)* = 3 —dim JV =3 — dim V.

Za pocetak pokazimo da je V sadrzan u (V+4)+. Naime, po definiciji jey € V+ <=
(Vx € V) z L y pa posebno zaklju¢ujemo da

reV = (WweVha Ly

No primijetimo da je po definiciji z € (V1) <= (Vy € V1) x L y pa koristeéi
gornju implikaciju odmah slijedi

reV = zc (VH*

Time smo dakle pokazali da je V podskup od (V1)L. Stovie, V je potprostor od
(V1)L - to mozemo redi jer iz tvrdnje ijedi da je V* pa time i (V+)* potpros-
tor od R}. Konacno, koristeé¢i tvrdnju dokazujemo da su to prostori jednakih
dimenzija:

dim(VH)*t =3 —dimV+t =3 - (3 —dimV) = dimV,
iz tega zaklju¢ujemo da zapravo vrijedi jednakost vektorskih prostora V = (V1)+.
Za pocetak se uvjerimo da nam je dovoljno dokazati implikacije

V prostorni potprostor = V' vremenski potprostor, (1.13)
V vremenski potprostor = V' prostorni potprostor. (1.14)
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Naime, ako je V+ vremenski potprostor, tada iz slijedi da je (V4)* prostorni
potprostor pa uz dobivamo da je V prostorni potprostor - to dokazuje prvu ek-
vivalenciju. Ako je pak V* prostorni potprostor, tada iz imamo da je (V+)*
vremenski potprostor pa ponovno iz slijedi da je zapravo V' vremenski potpros-
tor i to dokazuje trecu ekvivalenciju. Konacno, ako je V' svjetlosni potprostor, tada
znamo da V+ mora isto biti svjetlosni potprostor - naime, on ne moze biti prostorni
niti vremenski potprostor, jer bi po prvoj i trecoj ekvivalenciji tada slijedilo da je
V' prostorni odnosno vremenski $to je nemoguée. Sasvim isto bismo pokazali da u
slucaju da je V* svjetlosni tada mora i (V+)* biti svjetlosni potprostor iz cega uz
korak zakljucujemo da vrijedi i druga ekvivalencija. Dakle, zaista su nam dovoljne
implikacije i da bismo dokazali sve tri ekvivalencije pa dokazimo te dvije
implikacije.

Neka je V' prostorni potprostor, tada po TEOREMU znamo da postoji
(ortonormirana) baza prostora V. Oznac¢imo tu bazu s B i komentirajmo da se prema
navedenom TEOREMU ta baza sastoji isklju¢ivo od prostornih vektora. Pozovimo se
sada na PROPOZICIIU koja nam garantira da postoji progirenje B’ takvo da
je B U B’ ortonormirana baza prostora R3. Prou¢imo pobliZze potprostor span B’ -
pokazat ¢emo da je

e span B’ = V+idaje
e span B’ vremenski potprostor.

S jedne strane, lako vidimo da je B’ sadrzan u V* jer su vektori iz B’ ortogonalni na
vektore iz span B = V - stoga je i span B’ sadrzan u V*, dakle to je potprostor od
VL. Pokazimo da su oni iste dimenzije: zaista, koristeéi tvrdnju slijedi:

dim span B' = 3 — dimspan B = 3 — dim V 2 dim V*.

Prema tome, zaklju¢ujemo da su potprostori span B’ i V+ zapravo jednaki.

S druge strane, buduéi da je B U B’ ortonormirana baza prostora R?, tada ona po
Prorozicul mora sadrzavati (jedan) vremenski vektor. Kako se B sastoji
samo od prostornih vektora, tada zaklju¢ujemo da B’ mora sadrzavati taj vremenski
vektor. Konacno, kako je B’ ortonormirana baza prostora span B’ koja sadrzi vre-
menski vektor, ponovno koriste¢i TEOREM zaklju¢ujemo da span B’ mora biti
vremenski potprostor. Sada koristeéi tvrdnju prve tocke slijedi da je V+ vremenski
potprostor ¢ime je dokaz ove implikacije gotov.

Ovu implikaciju mozemo dokazati sasvim analogno prethodnome, ali ju mozemo
pokazati i na drugi nac¢in. Pretpostavimo da je V vremenski potprostor. Budu¢i da su
V i V+ potprostori s metrikom, tada prema TEOREMU znamo da oni imaju
(ortonormirane) baze u kojima se njihove metrike zapisuju u normalnom obliku -
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ozna¢imo s B i B’ te baze respektivno. U slucaju potprostora V' znamo da je to
(ortonormirana) baza koja sadrzi vremenski vektor, oznac¢imo ga s v. Buduéi da su
elementi skupova B i B’ medusobno ortogonalni, tada su posebno elementi iz B’
ortogonalni na vremenski vektor v. No prema LEMI [1.2.26[ vremenski vektor moze
biti ortogonalan samo s prostornim vektorom i nulvektorom - zaklju¢ujemo da se
skup B’ sastoji samo od prostornih vektora iz ¢ega slijedi da V* mora biti prostorni
potprostor sto smo i htjeli pokazati. O

Proucimo sada poblize dvodimenzionalne potprostore od R3. Za pocetak nave-
dimo nekoliko primjera dvodimenzionalnih potprostora i probajmo iz toga izvuci neke
zakljucke.

Primjer 1.2.31. Oznacimo s p := (1,0, 0) jedini¢ni prostorni vektor u R? pa izabe-
remo razlicite vektore s kojima p generira vremenske, svjetlosne odnosno prostorne
potprostore. Za pocetak primijetimo da, ozna¢imo li

- (0—%\@) = (0,0,1) vy (0%\@)

tada {p,v;} predstavlja ortonormiran skup pa time i ortonormiranu bazu prostora
span{p, v;}. Buduéi da je ovdje p prostorni i v; vremenski vektor, tada po TEOREMU
zakljucujemo da je span{p,v;} vremenski potprostor za svaki i € {1,2,3} -
kako oni izgledaju u koordinatnom sustavu mozemo vidjeti na gornjem grafu u SLICI
(plave ravnine). S druge strane, oznac¢imo li

1= <0, \/g, %) , p2:=(0,1,0) , p3:= (0; \/ga_%>)

onda {p,p;} takoder predstavlja ortonormiran skup odnosno ortonormiranu bazu
prostora span{p, p;}. Buduéi da su ovaj put p i p; prostorni vektori, tada po istom
TEOREMU zakljucujemo da je span{p, p;} prostorni potprostor za sve i € {1,2,3} -
njihove prikaze u koordinatnom sustavu mozemo vidjeti na donjem grafu u Svicr (1.3
(narancaste ravnine). Kona¢no, uzmemo li

51 = (0, 1, 1) 1 S9 = (0, 1, —1),

lako mozemo vidjeti da {p,s;} predstavlja ortogonalan skup odnosno ortogonalnu
bazu prostora span{p,s;}. Kako je ovdje p prostorni, a s; svjetlosni vektor, onda
po TEOREMU zakljucujemo da span{p, s;} mora biti svjetlosni potprostor za
i = 1,2 - ta dva potprostora vizualno prikazujemo SLIKOM [1.4]
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Slika 1.3: Vremenski potprostori span{p,v;} i prostorni potprostori span{p, p;}
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Slika 1.4: Potprostori span{p, s; }

Kao posljedicu ovog primjera primijetimo slijedece - vremenski potprostori u ovom
primjeru sijeku svjetlosni stozac u dva pravca, prostorni potprostori ne sijeku svje-
tlosni stozac, dok svjetlosni potprostori tangiraju svjetlosni stozac, to jest njihov
presjek je pravac koji prolazi ishodistem. Pretpostavimo li da su ovo karakterizacije
ovih potprostora, tada bi to bio (vizualno) izrazito efektivan nac¢in raspoznavanja tipa
dvodimenzionalnog potprostora. Motivirani ovim primjedbama dokazujemo iduce ka-
rakterizacije.

Propozicija 1.2.32. Neka je V < R? proizvoljan dvodimenzionalni vektorski pot-
prostor. Ekvivalentno je:

(1) V je prostor sa vremenskom metrikom,
(2) V sadrzi dva linearno nezavisna svjetlosna vektora,
(3) V sadrzi vremenski vektor.

DOKAZ |1 = 2| Neka je V' prostor s vremenskom metrikom, tada postoji ortonormi-
rana baza {p, v} prostora V (TEOREM [1.2.28]) gdje je p prostorni vektor i v vremenski
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vektor. Rac¢unom u ovoj bazi pokazimo da V' sadrzi dva linearno nezavisna svjetlosna
vektora. Oznacimo sa s = ap+ fv neki vektor iz V', gdje su «, 8 € R skalari - zelimo
naci uvjete na te skalare za koje je s svjetlosni vektor. Raspisujemo:

(s,s) =0 <= (ap+ Bv,ap+ pv) =0,
> a®(p,p) +2aB(p,v) + *{v,v) = 0,
—=ao? - pB*=0,
— o’ =B~

Odavde zaklju¢ujemo da uzimanjem o =11 3 =1 odnosno a = 11 8 = —1 nalazimo
dva svjetlosna vektora p + v i p — v sadrzana u V. Pokazimo da ti vektori nisu
kolinearni. Prvo, buduéi da su p i v vektori razli¢itog tipa, slijedi da je p +v # 0
ip—v # 0. Sada pretpostavimo da su p + v i p — v kolinearni - tada postoji
neki skalar A € R\ {0} takav da je p+ v = A(p —v). Odavde pak slijedi da je
(1 =X)p=(—1—XN)v pa su vektori p i v kolinearni $to je nemoguce jer su to vektori
razlicitog tipa (prisjetimo se NAPOMENE . Dakle, dobili smo kontradikciju pa
je pretpostavka bila kriva - vektori p+wv i p— v su dva nekolinearna svjetlosna vektora
uV.

2 = 3| Pretpostavimo da V sadrzi dva linearno nezavisna svjetlosna vektora s; i
s9. Inspirirani dokazom prethodnog koraka oznac¢imo s x = s; + s9 1y = 51 — $9 dva
elementa prostora V. Tada direktnim racunom mozemo nadi da je

(,x) = (s1 + S2,51 + S2)
(s1,51) + 2(s1, S2) + (s2, S2)
2<81782>

te sasvim analogno i

(Y, y) = —2(s1, 52).

Prisjetimo 1i se LEME [1.2.26| odavde mozemo zakljuciti da ni = ni y nije svjetlosni
vektor (posto su s; i s, oba svjetlosna vektora, tada je (s, s5) # 0). Stovise, bududi
da su (x,z) i (y,y) razliciti od 0 i suprotnog predznaka, zaklju¢ujemo da jedan od
vektora x i y onda mora biti vremenski vektor ¢ime je tvrdnja dokazana.

3 = 1| Dokazimo ekvivalentnu tvrdnju: obrat po kontrapoziciji ove implikacije.
Pretpostavimo da V' nije vremenski potprostor - tada je to prostorni ili svjetlosni
potprostor. U svakom slucaju, tada po TEOREMU postoji ortogonalna baza
{z,y} prostora V', gdje su vektori x i y prostorni ili svjetlosni. Neka je sada v € V
proizvoljan vektor - on se tada u toj bazi zapisuje kao v = ax + Sy za neke skalare
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a, B € R. Odredimo racunom kojeg je tipa vektor v:

(v,v) = {ax + By, ax + By)
= *(z,z) + 2a8(x, y) + 5*(y,v)
= o*(w,2) + B4y, )
>0,
gdje smo u tre¢oj jednakosti koristili da su x i y medusobno ortogonalni vektori, te
smo u zadnjoj nejednakosti koristili da su x i y prostorni ili svjetlosni vektori. Buduéi
daje (v,v) > 0 zakljucujemo da v nije vremenski vektor pa po proizvoljnosti elementa

v € V slijedi da V' ne sadrzi nijedan vremenski vektori i time je zavrsen dokaz ovog
teorema. ]

Propozicija 1.2.33. Neka je V < R? proizvoljan dvodimenzionalni vektorski pot-
prostor. Ekvivalentno je:

(1) V je prostor s prostornom metrikom,
(2) V ne sadrzi vremenski niti svjetlosni vektor,
(3) V sadrzi iskljucivo prostorne vektore (i nulvektor).

DOKAZ |1 = 2| Pretpostavimo da je V prostorni potprostor. Tada prema TE-
OREMU [1.2.28| znamo da postoji ortognormirana baza {pi,ps}, gdje su vektori p;
i py prostorni vektori. Neka je x € V proizvoljan vektor - tada postoje jedinstveni
a, B € R takvi da je x = ap; + Bps. Izracunajmo kakvog tipa moze biti vektor x:

(z,7) = (ap1 + Bp2, apr + Bp2)
= o*(p1, p1) + 208(p1, p2) + B*(p2, p2)
= o+ 5%
U slucaju da je x # 0, tada je barem jedan od «a i 8 razlicit od 0 pa zaklju¢ujemo da

x tada mora biti prostorni vektor. Dakle, x je ili prostorni ili nulvektor pa x sigurno
nije niti svjetlosni niti vremenski vektor sto smo trebali i pokazati.
-

Ovo slijedi trivijalno, budué¢i da DEFINICIJA klasificira sve nenul
vektore prostora R?.

3 = 1| Pretpostavimo da V sadrzi isklju¢ivo prostorne vektore i nulvektor. Kada
bi V' bio vremenski potprostor, tada bi po TEOREMU on sadrzavao (jedinicéni)
vremenski vektor - dakle V' nije vremenski potprostor. Kada bi V' bio svjetlosni
potprostor, tada bi po istom TEOREMU sadrzavao neki svjetlosni vektor - dakle,
zakljuc¢ujemo da V' ne moze biti niti svjetlosni potprostor. Budué¢i da DEFINICIJA
klasificira sve dvodimenzionalne potprostore od R? zaklju¢ujemo da V' mora
biti prostorni potprostor. O
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Radi elegantnijeg iskaza i dokaza posljednjih karakterizacija uvodimo oznaku:
C° =Ccudo0}.

Propozicija 1.2.34. Neka je V < R? proizvoljan dvodimenzionalni vektorski pot-
prostor. Ekvivalentno je:

(1) V je svjetlosni potprostor,
(2) V sadrzi svjetlosni vektor i ne sadrzi vremenski vektor,

(3) dim(V NC°) =1 - dakle, V NC° je jednodimenzionalni potprostor od R3.

DOKAZ |1 = 2| Kako je V svjetlosni potprostor, tada po TEOREMU on ocito
sadrzi svjetlosni vektor. S druge strane, bududi da je V svjetlosni potprostor, tada on
nije vremenski potprostor pa iz PROPOZICIJE [1.2.32[slijedi da V' ne sadrzi vremenski
vektor. Time je pokazano da ova implikacija vrijedi.

2 = 3| Pretpostavimo da V sadrzi svjetlosni vektor i da ne sadrzi vremenski vektor
- ozna¢imo s s neki svjetlosni vektor iz V. Tada skup V N C° ocito sadrzi jednodi-
menzionalan prostor span s. Kada bi bilo (V NC®) # span s, onda bi postojao vektor
s € (V' NC°)\ span s §to bi znacilo da V' sadrzi svjetlosni vektor § koji nije kolinearan
s vektorom s. Ali to sada znaci da V' sadrzi dva nekolinearna svjetlosna vektora, §to
po PROPOZICLII implicira da V' sadrzi vremenski vektor i time dolazimo do
kontradikcije. Dakle pretpostavka je bila kriva i zakljucujemo da je V NC° = span s.
Za kraj pretpostavimo da je V' N C° jednodimenzionalni potprostor od R3.
S jedne strane, kako V sadrzi svjetlosni vektor, onda po PROPOZICIJI za-
klju¢ujemo da V nije prostorni potprostor. S druge strane, V' ne moze sadrzavati dva
nekolinearna svjetlosna vektora, jer su svi svjetlosni vektori od V' sadrzani u jedno-
dimenzionalnom prostoru V' NC° - dakle, prema PROPOZICLII slijedi da V' ne
moze biti vremenski potprostor. Konacno, buduéi da su DEFINICIIOM kla-
sificirani svi dvodimenzionalni vektorski potprostori, zaklju¢ujemo da tada V' mora
biti vremenski potprostor ¢ime je zavrsen dokaz ove propozicije. O

Pozabavimo se sada ortogonalnoséu Lorentz-Minkowskijevog prostora. Postavlja
se pitanje koji su sve vektori u R? ortogonalni na neki fiksni vektor N € R3? Isto kao i
u euklidskom prostoru, ispostavlja se da taj skup ¢ini ravninu koja prolazi ishodistem,
to jest dvodimenzionalni potprostor od R3. Naime, s jedne strane skup svih vektora
ortogonalnih na vektor N zapisujemo kao

{z € R} | (z,N) =0},
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dok s druge strane mozemo primijetiti da je

(span N)*= = {z € R} | (Vy € span N) (z,y) = 0}
={r € R} | (Va € R) (x,aN) = 0}
— {z R} (Ya € R\ {0}) (z,aN) = 0}
= {z € R}| (Va € R\ {0}) a(z, N) = 0}
:{ZEER?HI‘, >_0}7

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da je N baza prostora span N, u
tre¢oj jednakosti rijesili trivijalno pitanje nulvektora, u ¢etvrtoj jednakosti koristili
bilinearnost metrike te zadnjoj jednakosti dijelili skalarom i time ispustili kvantifika-
tor. Dakle, zakljucujemo da je skup svih vektora ortogonalnih na vektor N upravo
potprostor (span N)=*, ¢iju dimenziju znamo racunati po PROPOZICIJT .2:

dim(span N)* =3 — dimspan N =3 — 1 =2

Sto pokazuje trazenu tvrdnju.

Jednako tako, mozemo se pitati postoji li i kako glasi normalan vektor na dani
dvodimenzionalni potprostor V? Za vektor N € R3\ {0} kazemo da je norma-
lan na dvodimenzionalan potprostor V, ako je (Vx € V) (z, N) = 0. Po definiciji
se direktno vidi da je svaki vektor normalan na potprostor V' sadrzan u njegovom
ortogonalnom komplementu V+. Stovise vrijedi i obratno: neka je N € V1 \ {0}
proizvoljan vektor - tada po PROPOZICIJI znamo da je span N = V*, jer je
dimV+ =3 —dimV = 1. Sada po prethodnoj diskusiji i istoj PROPOZICLII slijedi
da je

V = (V5% = (span N)* = {z € R?| (2, N) = 0}.

Odavde zakljuéujemo da je N normalan vektor na potprostor V i da je V1 \ {0}
zapravo skup svih vektora normalnih na potprostor V. Time zakljucujemo da imamo
dobro ustanovljen odnos dvodimenzionalnih potprostora od R$ i njihovih normalnih
vektora.

Stovise, obzirom na tip dvodimenzionalnog potprostora odnosno tip njegovog nor-
malnog vektora mozemo navesti iduce karakterizacije:

Propozicija 1.2.35. Neka je V < R? proizvoljan dvodimenzionalni vektorski pot-
prostor. Oznacimo s N proizvoljan normalan vektor na potprostor V', to jest neka je
N € V+\ {0} proizvoljan. Tada vrijedi:

V' prostorni potprostor <= N vremenski vektor,
V' vremenski potprostor <=- N prostorni vektor,

V' svjetlosni potprostor <= N svjetlosni vektor.
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DOKAZ Ova propozicija direktna je posljedica ¢injenice da je V+ \ {0} skup svih
vektora normalnih na potprostor V', tvrdnje PROPOZICIIE [1.2.30].4 i karakterizacija
iz TEOREMA [1.2.28] [l

Medutim, u slu¢aju da nemamo dobru intuiciju o ortogonalnosti u Lorentz-Min-
kowskijevom prostoru, mozemo koristiti i iduc¢u karakterizaciju:

Korolar 1.2.36. Neka je V' < R? proizvoljan dvodimenzionalni vektorski potprostor.
Oznacimo s Ny proizvoljan vektor normalan na potprostor V' obzirom na euklidsku
metriku (, ). Tada vrijedi:

V' prostorni potprostor <= N vremenski vektor,
V' vremenski potprostor <= NN prostorni vektor,

V' svjetlosni potprostor <= Ny svjetlosni vektor.

DOKAZ Neka je Ny vektor odabran kao u iskazu - pokazimo da je tada JN, € V+\{0},
gdje kao i inace

1 0 0

J=10 1 0
00 —1

predstavlja matricu refleksije vektora obzirom na xy-ravninu. Naime, po definiciji

1mamo

(Vz e V) (z, Ny)y =0
pa primjenom LEME [1.2.11| dobivamo da je

(Vx e V) (z, JNy) =0

sto po definiciji kaze da je vektor JNg # 0 normalan na potprostor V', odnosno da
je JN; € V4 \ {0}. Kona¢no, prisjetimo se da po NAPOMENT znamo da je Ny
istog tipa kao i vektor JN;. Sada mozemo lako vidjeti da iz prethodne PROPOZICIJE
kao posljedica slijedi ekvivalencija

Ny vremenski vektor <= J N, vremenski vektor <= V' prostorni potprostor

te analogno pokazujemo da vrijede i ostale ekvivalencije iz iskaza, Sto zakljucuje dokaz
ovog korolara. O

Sve ove karakterizacije jesu korisne, ali jos uvijek nemamo neki efektivan (rac¢unski)
nacin da nademo vektor normalan na dan dvodimenzionalan potprostor u R$ - tu nam
u pomo¢ uskace iduca jednostavna propozicija:
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Propozicija 1.2.37. Neka su x,y € R} dva proizvoljna linearno nezavisna vektora.
Tada je vektor z X y normalan na dvodimenzionalni potprostor span{z,y}.

DOKAZ Dovoljno je, dakako, uvijeriti se samo da je x x y € (span{z,y})* \ {0} -
odmah mozemo reéi da je x X y # 0 jer su vektori linearno nezavisni (PROPOZICIJA
.6). Stovise, iz iste PROPOZICIJE imamo i daje z x y L z iz Xy L y pa je
po bilinearnosti metrike = x y takoder okomit na svaki vektor iz span{z,y} - dakle
x x y € (span{x,y})* \ {0} pa je x x y trazeni normalni vektor. O

Primjer 1.2.38. U ovom primjeru navodimo nekoliko razli¢itih dvodimenzionalnih
potprostora od R? i njihovih pripadnih normalnih vektora. Zapravo, preuzmimo
primjere dvodimenzionalnih potprostora iz PRIMJERA [1.2.31]- oznac¢imo

Vi := span{p, v;}, ie€{1,2,3}
Pi = Span{pvpi}7 (NS {17273}
S; = span{p, s;} ie{l1,2}

kao sto smo to imali u navedenom PRIMJERU. Tada normalne vektore na dane
potprostore lagano racunamo pomoc¢u prethodne PROPOZICIIE [I.2.37]1 NAPOMENE
- vizualni prikaz potprostora i njihovih pripadnih normalnih vektora mozemo
vidjeti na SLIKAMA i (s N; oznacavamo normalni vektor pripadnog potpros-
tora na pojedinoj slici).

Primijetimo da iz proslog primjera mozemo vidjeti da je normalan vektor na svje-
tlosni potprostor 5; sadrzan u samom potprostoru! To nije slucajnost - Stovise, to je
i pravilo. Naime, lako se moze pokazati da je za svaki dvodimenzionalni svjetlosni
potprostor njegov ortogonalni komplement sadrzan u njemu. S druge strane, ortogo-
nalni komplement dvodimenzionalnog prostornog i vremenskog potprostora se sjece s
pocetnim prostorom samo u nulvektoru - dakle, on s njime u ortogonalnoj sumi daje
cijeli ambijentalni prostor R3. Na takvo §to smo naviknuti u euklidskom prostoru
(R3, (, )g), dok je ova ,anomalija” kod svjetlosnih potprostora nesto $to se nije moglo
sresti u unitarnim prostorima, a ona je posljedica indefinitnosti Lorentzove metrike.

Konacno, sada smo u poziciji dokazati CSB nejednakosti Lorentz-Minkowskijevog
prostora, prvo jedna korisna pomoc¢na tvrdnja i onda dokaz teorema:

Teorem 1.2.39 (CSB nejednakosti). Neka su z,y € R? dva proizvoljna vektora
Lorentz-Minkowskijevog prostora te oznacimo V' = span{z,y}. Ako su z i y koline-
arni, tada su oni vektori istog tipa te vrijedi

(z,y)* = (x,2)(y,y),
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Slika 1.5: Normalni vektori potprostora V; i P;
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Slika 1.6: Normalni vektori potprostora S;

gdje znamo sa su obje strane jednakosti jednake 0 samo kada je rije¢ o svjetlosnim
vektorima. S druge strane, kada su x i y linearno nezavisni, nejednakosti dijelimo na
iduce slucajeve:

(1) u slucaju da su « i y prostorni vektori, tada je

(x,y)* > (r,2){y,y) <= 7 x y prostorni vektor
<= V vremenski potprostor,

(x,y)* = (z,2){y,y) <= 7 x y svjetlosni vektor
<= V svjetlosni potprostor,

(z,9)? < (z,2){y,y) <= = x y vremenski vektor
<= V prostorni potprostor,

(2) u slucaju da jedan od vektora z i y prostorni, a drugi vremenski, tada je

(z,y)* > (z,2)(y,y),



50 POGLAVLJE 1. LORENTZ-MINKOWSKIJEV PROSTOR R?

(3) u slucaju da jedan od vektora x i y prostorni, a drugi svjetlosni, tada je

(z,y)* > 0 <= x x y prostorni vektor
<= V vremenski potprostor,

(z,y)? = 0 <= x x y svjetlosni vektor
<= V svjetlosni potprostor,

(4) u slucaju da su z i y vremenski vektori, tada je
(z,y)* > (2, 2)(y,y),
(5) u slucaju da jedan od vektora x i y vremenski, a drugi svjetlosni, tada je
(z,y)* >0,
(6) u slucaju da su z i y svjetlosni vektori, tada je

(z,y)* > 0.

DOKAZ Dokaz ovog teorema u sustini se sastoji od iscitavanja LAGRANGEOVOG
IDENTITETA dokazanog u PrRoPOzIC1JI[1.2.173. Komentirajmo prvo situaciju kada
su x i y kolinearni - naime, tada pomo¢u PROPOZICIJE [1.2.136 imamo

2 1y kolinearni <=z x y =0
= (rxy,zxy)=0
= (2,9)" = (z.2){y,y) =0
= (z.y)" = (z,2){y.y),

gjde smo u tre¢em retku koristili upravo LAGRANGEOV IDENTITET. Jasan nam je
slucaj kada su x i y oba svjetlosna, a da su z i y istog tipa znamo iz NAPOMENE
Stoga pretpostavimo sada da su x i y linearno nezavisni vektori - tada ponovno
po PROPOZICLII [1.2.13].6 znamo da je ovog puta x x y # 0. Sada za izraz (z,y)? —
(x, ) {y,y) pomoéu LAGRANGEOVOG IDENTITETA ustvrdujemo da je

z,y)? — (z,2)(y,y) > 0 <= z x y prostorni vektor, (1.15)
z,y)? — (z,2)(y,y) = 0 <= x X y svjetlosni vektor, (1.16)
z,y)? — (z,2)(y,y) < 0 <= x X y vremenski vektor. (1.17)
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Dodatno komentirajmo da ekvivalencije

x X y prostorni vektor <= V' vremenski potprostor,
x X y svjetlosni vektor <= V' svjetlosni potprostor,

x X y vremenski vektor <= V' prostorni potprostor

vrijede trivijalno uz pomo¢ PrRoPozIC1JA [1.2.37]i[1.2.35| te ih stoga ubuduée nec¢emo
posebno komentirati. Dokazimo sada individualno tvrdnje koriste¢i ekvivalencije
(L1.15), (1.16), (1.17).

m Ovdje sve zapravo ve¢ slijedi iz spomenutih ekvivalencija, no samo iskazimo da
su sva tri slucaja moguca. Naime, slucaj da je x x y prostorni vektor mozemo dobiti
uzmemo li na primjer x = (0,1,1/2) i y = (0,1, —1/2), slucaj kada je = X y svjetlosni
vektor dogodi se na primjer za x = (1,1,1) i y = (—1,1, 1), dok se situacija kada je
x x y vremenski vektor dogodi na primjer za x = (1,0,0) i y = (0,1,0).

Kada je jedan od vektora x i y prostorni, a drugi vremenski, tada vidimo da je V'
zapravo dvodimenzionalni potprostor od R} koji sadrzi vremenski vektor, iz ¢ega po
Prorozicut [1.2.32]slijedi da je V' upravo vremenski potprostor. Tada znamo da je
x X y prostorni vektor pa po ekvivalenciji slijedi tvrdnja.

Kada je jedan od vektora z i y svjetlosni, tada je (x,x)(y,y) nuzno jednako nula
pa dobivamo oc¢itu nejednakost (z,y)? > 0 - no po LAGRANGEOVOM IDENTITETU
ovdje imamo da je bas (z,y)? = (x x y,x X y) iz ¢ega vidimo da je z X y nuzno pros-
torni ili svjetlosni vektor. Sada iz ekvivalencija i slijede trazene tvrdnje.
Komentirajmo jos da se obje situacije mogu dogoditi: prva se postize na primjer
za x = (0,1,0) iy = (0,1,1), dok drugu imamo na primjer kada je = (1,1,1) i
y=(0,1,1).

Kada su z i y oba vremenska vektora, tada slicno tvrdnji (2) zakljucujemo da
je V vremenski potprostor - time je x x y prostorni vektor te pomocu slijedi
tvrdnja.

Isto kao i u dokazu tvrdnje (3) mozemo zakljuciti da je x X y nuzno prostorni
ili svjetlosni vektor - pokazimo da u ovom slu¢aju x x y mora biti prostorni vektor.
Naime, buduéi da je jedan od vektora z i y vremenski vektor, tada kao i u dokazu
tvrdnje (2) zaklju¢ujemo da je V' vremenski potprostor i time = X y mora biti pros-
torni vektor iz ¢ega slijedi trazena tvrdnja.

@ Konaé¢no, kao i u dokazu prethodne tvrdnje, dobivamo da je x X y prostorni ili
svjetlosni vektor. No ovog puta x X y mora biti prostorni vektor, jer buduci da su x
i y dva nekolinearna svjetlosna vektora, tada po PROPOZICIJI zakljucujemo
da V mora biti vremenski potprostor i to nam je dovoljno za trazeni zakljucak. [

Za kraj smo ostali duzni dokazati potrebne tvrdnje vezane uz pojam nul baze:
izvesti pripadna dopunjavanja skupa do nul baze i to je predmet iduce propozicije.
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Propozicija 1.2.40. U Lorentz-Minkowskijevom prostoru R? vrijede slijedeée tvrd-
nje.

(1) Ako su A i B dva svjetlosna vektora u R? za koja vrijedi (A, B) = 1, tada
postoje tocno dva jedinicna prostorna vektora C' takva da je {A, B,C} nul
baza u Rj.

2) Ako je A svjetlosni vektor i C' jedini¢ni prostorni vektor te ako su ta dva vektora
J J J
medusobno ortogonalna, tada postoji jedinstveni svjetlosni vektor B za koji je

skup {4, B,C} nul baza prostora R?.

(3) Ako je A svjetlosni vektor, tada postoje svjetlosni vektor B i jedini¢ni prostorni
vektor C takvi da je {A, B,C} nul baza prostora R3.

DOKAZ Buduéi da su A i B dva svjetlosna vektora za koja vrijedi (A, B) = 1,
tada zakljucujemo da su A i B linearno nezavisni. Naime, kada bi ti vektori bili
kolinearni, tada bi iz NAPOMENE slijedilo da su oni medusobno ortogonalni,
sto je u kontradikciji s pretpostavkom (A, B) = 1. Dakle, budué¢i da su A i B
dva nekolinearna svjetlosna vektora, tada je prostor koji oni razapinju, span{A, B},
zapravo (dvodimenzionalni) vremenski potprostor - to lako vidimo koristeéi karakteri-
zaciju danu PROPOZICIJOM . Stovise, tada je njegov ortogonalni komplement
(span{A, B})* jednodimenzionalni prostorni potprostor pa po TEOREMU za-
kljuéujemo da postoji jedini¢ni prostorni vektor C' € (span{A, B})t. Dakle, nasli
smo jedini¢ni prostorni vektor C' € R? takav da je C' 1. Ai C L B - sada po defi-
niciji vidimo da skup {A, B,C} ¢ini nul bazu prostora R?. Lako vidimo da je —C
tada takoder jedini¢ni prostorni vektor te da {A, B, —C} isto tako ¢ini nul bazu -
Stovige, C'i —C su jedini jedini¢ni prostorni vektor u (span{4, B})*. Kada bi pos-
tojao jos neki vektor D takav da je {A, B, D} nul baza, tada bismo lako nasli da je
D € (span{A, B})* iz ¢ega bi slijedilo da je D = C'ili D = —C.

Neka su vektori A i C' dani kao i u iskazu tvrdnje - ovaj dokaz dijelimo na dva
dijela: dokaz egzistencije i dokaz jedinstvenosti.

Trebamo pronadi svjetlosni vektor u R} koji je ortogonalan na prostorni vektor C -
stoga potragu zapocinjemo proucavajuéi potprostor (span C')*. Odmah vidimo da je
A € (span C)* no nama je potreban neki drugi svjetlosni vektor koji nije kolinearan s
A (jer svaki vektor koji je kolinearan s A u pseudoskalarnom produktu s A daje 0, NA-
POMENA [1.2.8). Naime, budu¢i da je C' prostorni vektor, tada po TEOREMU [1.2.28
vidimo da je span C' prostorni potprostor, pa koriste¢i PROPOZICIJU slijedi da
je (span C)* vremenski potprostor. Dalje, koristeé¢i karakterizaciju danu PROPOZI-
CIJOM zakljucujemo da (span C)* sadrzi dva nekolinearna svjetlosna vektora
- oznac¢imo te vektore s B i D. Pokazimo da je A tada kolinearan s jednim od ta
dva vektora. Pa budué¢i da su B i D linearno nezavisni te budué¢i da je (spanC)*
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dvodimenzionalan potprostor, zakljué¢ujemo da je (span C)* = span{B, D} - dakle
imamo A € (span C)* = span{B, D} pa postoje neki skalari a, 3 € R takvi da je

A=aB+ 3D.
Sada koriste¢i da su vektori A, B i D svjetlosni lagano ra¢unamo:

0= (A, A) = (aB + BD,aB + 3D)
= o?(B, B) + 2a8(B, D) + B*(D, D)
=2af(B, D).

Buduéi da su B i D linearno nezavisni, tada je (B, D) # 0 (Sto znamo po prvoj
tvrdnji LEME [1.2.26]), pa odavde slijedi da mora biti

a=0 ii B=0.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a = 0 - tada, dakle, slijedi da je
A = BD i zakljucujemo da su A i D kolinearni vektori. Kako je A # 0, Ai D
kolinearni te B i D nekolinearni, tada mora slijediti da su A i B nekolinearni vektori.
Konacno, kako su A i B svjetlosni nekolinearni vektori, tada po prvoj tvrdnji LEME

1.2.26| slijedi da je
(A, B) #0.

Pronadimo sada skaliranjem vektora B neki vektor B za koji ¢e {A, B, C'} biti nul
baza. Naime, kako bi skup {A, B, C} bio nul baza, nuzan je uvijet da je (A, B) = 1
- stoga ozna¢imo B := AB, za neki A € R, te pronadimo uvjet na skalar za koji se
postize trazeno:

(A,B) =1<= (A, AB) =1
< MA,B) =1

= A= !
- (A,B)
gdje smo u zadnjoj ekvivalenciji dijelili s (A, B), a to mozemo jer znamo da je broj
razli¢it od 0. Dakle, definiramo li B := ﬁ tada vrijedi
(A,B) = 1.

Prema tome, imamo dva svjetlosna vektora A i B te jedinicni prostorni vektor C' za
koje vrijedi: (A, B) =1, B= AB € (spanC)* (dakle B L C)i A € (spanC)* (dakle
A 1 C) - zakljuéujemo da je {A, B,C} po definiciji nul baza prostora R? i time je
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gotov dokaz egzistencije.

m Potrebno je jos pokazati da je takav vektor jedinstven - stoga pretpostavimo da
je E € R3 jos jedan svjetlosni vektor za koji je {A, E,C} nul baza prostora R3.
Tada je £ L C pa imamo E € (spanC)* = span{B, D}, gdje su B i D isti vektori
kao iz dokaza egzistencije. Prema tome postoje neki skalari 7,0 € R takvi da je
E =B+ D - isto kao i ranije, buduéi da je E svjetlosni vektor, odavde se moze
pokazati da mora biti

v=0 ili §=0.

Kada bi bilo v = 0, tada bi bilo £ = D, to jest E bi bio kolinearan s D, a bududi je
i A kolinearan s D (po prethodnom dokazu) te buduéi da su oba vektora svjetlosni
slijedi da su E i A dva kolinearna svjetlosna vektora pa oni zadovoljavaju (F, A) =0
(NAPOMENA §to je u kontradikeiji s pretpostavkom da je {A, E, C'} nul baza.
Dakle, zaklju¢ujemo da je v # 0 pa mora biti § = 0 - dakle imamo

E=~B

za neki v € R. Sada se potpuno analogno raspisu iz dokaza egzistecije pokazuje da

vrijedi ekvivalencija
1

(4, B)

(AJE) =1<=~=

iz cega zakljuéujemo da je F = B i time je dokaz jedinstvenosti zakljucen.

Primijetimo da je ovdje dovoljno pronaéi neki jedini¢ni prostorni vektor ortogona-
lan na A - tada ¢e primjenom tvrdnje (3) slijediti egzistencija prosirenja do nul baze.
Stoga promotrimo skup svih vektora orotgonalnih na A: prostor (span A)*. Naime,
bududi da je A svjetlosni vektor, tada po TEOREMU znamo da je span A svje-
tlosni potprostor. Sada koriste¢i PROPOZICIJU slijedi da je (span A)* takoder
svjetlosni potprostor, no ovaj je dvodimenzionalan potprostor. Ponovno koriste¢i TE-
OREM mozemo zakljuciti da (span A)* zapravo sadrzi jediniéni prostorni vek-
tor, ozna¢imo ga s C. Buduéi da je C' € (span A)* slijedi da je C' L A pa zaklju¢ujemo
da smo nasli jedini¢ni prostorni vektor koji je ortogonalan na pocetni svjetlosni vektor
A. Sada primjenom dokazane tvrdnje (3) slijedi egzistencija prosirenja do nul baze
prostora R? i time okoncavamo dokaz ove propozicije. O

1.3 Lorentzove transformacije prostora R;

U ovoj sekciji uvodimo pojam transformacije prostora R$ koji ¢uva njegovu metriku.

Definicija 1.3.1. Za preslikavanje ¢ : R? — R? kazemo da je Lorentzova transforma-
cija, ako je to preslikavanje koje cuva metriku prostora, to jest, ako je ¢ preslikavanje
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koji zadovoljava

(Vo,y € RY) (o(x), o(y)) = (z,y).

Motivacija za proucavanje ovih transformacija potjece jos od Lorentza koji je na
samom kraju 19. stoljeca proucavao promjenu prostorvremenskih koordinata obzirom
na razlicite referentne sustave. On je svoje transformacije koordinata izvodio upravo
iz postulata da je prostorvremenska udaljenost jednaka obzirom na razlicite referentne
sustave; neki od poznatih rezultata njegovih transformacija su dilatacija vremena i
kontrakcija duljine.

Napomenimo da smo Lorentzovu transformaciju gore mogli definirati kao line-
arno preslikavanje koje ¢uva duljinu danu preslikavanjem (x,y) — /(z — y,z — y),
odnosno, duljinu induciranu ,normom” x +— +/{(x,z) - tada bi se lako moglo poka-
zati da je to ekvivalentno sa gornjom definicijom Lorentzovih transformacija. Razlog
zasto nismo tako definirali jest taj smo veé uveli definiciju Lorentzove norme || - ||
kojom ne bismo mogli dokazati ekvivalenciju sa gornjom definicijom (uzimanjem ap-
solutne vrijednosti pod korijenom gubimo kljucne informacije o vektorima, ali tako
definirana Lorentzova norma uvijek poprima realne vrijednosti).

Sli¢no kao sto je to vrijedilo u unitarnom prostoru, vrijedi iduc¢a bitna karakteri-
zacija Lorentzovih transformacija,

Teorem 1.3.2. Preslikavanje ¢ : R? — R? je Lorentzova transformacija ako i samo
ako je ¢ linearan operator i {@(e;), ¢(e2), @(e3)} €ini ppv-ortonormiranu'? bazu pros-
tora R3.

DOKAZ Napomenimo na pocetku samog dokaza da vektori {eq, es, e3} predstavljaju
kanonsku bazu {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Pretpostavimo da je ¢ : R} — R? Lorentzova transformacija. Da je skup
{o(e1), p(e2), d(e3)} ppv-ortonormirana baza lako vidimo jer po pretpostavci vrijedi

(Vl,] = 17273) <¢(€z)v ¢(€J)> = <ei7€j>

te koristedi ¢injenicu da je {eq, es, €3} takoder ppv-ortonormirana baza slijedi tvrdnja.
Pokazimo sada da je preslikavanje ¢ linearno. Jasno nam je da je dovoljno pokazati
da je ¢ linearno preslikavanje na linearnim kombinacijama elemenata baze, stoga za
proizvoljne skalare o, as, agz € R pokazimo da vrijedi:

¢ (Z 0%‘%) = Zai¢(ei)~ (1.18)

12dakle, ¢(e1) i ¢(e2) su prostorni i ¢(es) je vremenski vektor
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Naime, buduéi da je {¢(ey1), ¢(e2), ¢(e3)} baza vektorskog prostora R? te buduéi da
je @ (Zf’zl aiei) € R3, onda postoje neki skalari 31, 32, 33 € R takvi da je

0 (Z Oéz‘€i> = fig(er) + Bad(e2) + Bsp(es).

Sada uzimanjem pseudoskalarnog produkta <-, qb(ej)> s obje strane jednakosti slijedi:

<¢ <Z Oéiez) 7¢(ej)> = <Z ﬁi¢(€¢),¢(€j)>
— <Z €4, €j> = Zﬁi<¢(ei)7 o(ej))

3

3
— Zai (e;,€;) = Zﬂi(eu ej)
=1 =1

= qj (e, ¢5) = Bjlej, e5)
= a; = f;.

Komentirajmo da smo u ovom raspisivanju u prvoj i drugoj ekvivalenciji koristili
bilinearnost metrike i svojstvo da je ¢ Lorentzova transformacija, da smo u trecoj
ekvivalenciji koristili da je {ej, €2, e3} ortonormirana baza te da smo u zadnjoj ekviva-
lenciji samo dijelili s (e;, e;) # 0. Posto smo ovo mogli napraviti za svaki j € {1, 2, 3},
zakljucujemo da vrijedi jednakost i time je ¢ linearno preslikavanje.
Pretpostavimo da je preslikavanje ¢ linearno te da je {¢(ey), ¢(e2), P(e3)} ppv-
ortonormirana baza prostora R3. Fiksirajmo dva proizvoljna elementa z,y € R3
- buduéi da je {ej, ez, e3} baza prostora R}, tada znamo da postoje neki skalari
a1, a9, a3 € R1 By, Bs, B3 € R takvi da je

3 3
r = E e y=§ Bie;.
i=1 =1

Da ¢ cuva Lorentzov pseudoskalarni produkt ovih elemenata pokazat ¢emo direktnim
racunom, no prije toga komentirajmo da je

(Vi,j = 1,2,3) (¢(ei), o(e;)) = (eir ), (1.19)
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a to znamo da vrijedi buduéi da su {ey, ez, e3} i {p(e1), d(e2), d(e3)} dvije ppv-
ortonormirane baze prostora R?. Sada racunamo:

(0(a),00)) = <¢ (2 “) ¢ (z:: ’ )>

= > aiBi(6(e),0(e))

i,j=1
3
1.19
= Zazﬂj (€i,e;)
ij=1
3 3
= <Zai€i72ﬁiei>
=1 =1
= (2,9),

gdje smo u viSe navrata koristili linearnost preslikavanja ¢ i bilinearnost metrike
(, ). Buduéi da su z,y € R? bili proizvoljni, zakljuc¢ujemo da je ¢ zaista Lorentzova
transformacija. O

Stovige, slicno se moze pokazati (uz rjesavanje homogenog sustava 3 linearne jed-
nadzbe s 3 nepoznanice) da vrijedi i slijede¢a opéenitija tvrdnja:

Teorem 1.3.3. Neka je {ay,as,az} proizvoljna baza prostora R}. Preslikavanje ¢ :
R? — R3 je Lorentzova transformacija ako i samo ako je ¢ linearan operator koji
cuva pseudoskalarni produkt na bazi, to jest ¢ je linearan operator koji zadovoljava
da

(Vi,j =1,2,3) (¢(a), ¢(a;)) = (ai, a;).

No teorem koji smo mi dokazali ranije pokazat ¢e se sasvim dovoljan za nase
potrebe. Kako su Lorentzova preslikavanja linearni operatori, sada nam je prirodno
promatrati i matri¢ni prikaz Lorentzove transformacije. Buduéi da nam je najjednos-
tavnije raditi u kanonskoj bazi, onda ¢emo za Lorentzovu transformaciju ¢ promatrat
pripadnu matricu operatora obzirom na kanonsku bazu {ey, es, €3} kojoj stupci ¢ine
redom vektori ¢(ey), ¢(ea), ¢(e3). Time zakljuéujemo da nase proucavanje Lorentzo-
vih transformacija mozemo prenijeti na prouc¢avanje matrica - stoga uvodimo iducu
definiciju i kao rezultat iduci korolar.
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Definicija 1.3.4. Za matricu A € Ms.3(R) kazemo da je Lorentzova matrica, ako
njeni stupci ¢ine ppv-ortonormiranu bazu Lorentz-Minkowskijevog prostora R3.

Korolar 1.3.5. Postoji 1-1 korespondencija izmedu Lorentzovih transformacija i
Lorentzovih matrica te imamo idu¢u karakterizaciju: A € Mjsy3(R) je Lorentzova
matrica ako i samo ako je preslikavanje na R? definirao sa  — Az Lorentzova
transformacija.

DOKAZ Naime, ako je matrica A Lorentzova matrica, tada je preslikavanje x — Ax
oCito linearno te vektori Ae;, Aeg i Aes ¢ine ppv-ortonormiranu bazu. Sada direktnom
primjenom TEOREMA zaklju¢ujemo da je preslikavanje x +— Ax Lorentzova
transformacija. Obratno, ako je preslikavanje x +— Ax Lorentzova transformacija,
tada po istom TEOREMU skup {Ae;, Aey, Aes} ¢ine ppv-ortonormiranu bazu $to nam
direktno govori da je A Lorentzova matrica. Za kraj, trazena 1-1 korespondencija
pociva na tome da je po navedenom TEOREMU svaka Lorentzova transformacija line-
arno preslikavanje i kao takvo podlijeze jedinstvenom matricnom prikazu u kanonskoj
bazi {e, e, e3} - sada primjenom upravo dokazane karakterizacije Lorentzovih ma-
trica slijedi spomenuta 1-1 korespondencija. O]

Stoga se sada u potpunosti fokusiramo na Lorentzove matrice i za pocetak navo-
dimo iduc¢u definiciju.

Definicija 1.3.6. Definiramo Lorentzovu grupu realnih 3 x 3 matrica kao skup

01(3) := {A € M3,3(R?) | A Lorentzova matrica}

zajedno sa standardnom operacijom matricnog mnozenja.

Lako vidimo da je O1(3) zaista grupa s danom operacijom jer je kompozicija Lo-
rentzovih transformacija takoder Lorentzova transformacija pa koriste¢i ustanovljenu
1-1 korespondenciju Lorentzovih transformacija i Lorentzovih matrica slijedi tvrdnja.

Nadalje, prisjetimo se kako smo i ranije oznacavali

0
J = 0

Y

O O =
O = O

-1
a sada ¢emo pomocu ove matrice navesti daljnje karakterizacije Lorentzovih matrica.
Teorem 1.3.7. Neka je A € Msy3(R) proizvoljna matrica. Ekvivalentno je:

(1) (Ax, Ay) = (z,y), za sve z,y € R} (to jest preslikavanje R? — R? definirano s
x +— Az je Lorentzova transformacija),
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(2) stupci matrice A ¢ine ppv-ortonormiranu bazu prostora R? (dakle, A je Loren-
tzova matrica),

(3) A"JA=J,
(4) AJA™ = J,
(5) retci matrice A ¢ine ppv-ortonormiranu bazu prostora R3.

DOKAZ |1 <= 2| Pojasnjenja u zagradama posljedice su DEFINICIJA i

dok je sama ekvivalencija upravo tvrdnja KOROLARA [1.3.5]

2 <= 3| Prou¢imo prvo $to predstavlja umnozak A"JA. U tu svrhu oznac¢imo s
A = [a;;] elemente matrice te neka su sy, s i s3 redom stupci matrice A - dakle
imamo

S1 = (a11,a21,a31) y S22 = (a127a22,a32) y S3 = (a13,a23,a33).

Sada direktnim ra¢unom nalazimo:
ajp az as| |1 0
AT JA = 12 Q22 Q32 0 1
@13 Q23 A33 0 0

0 ayn a2 i3
0 Q21 Q22 (23
—1| las1 a3z as3

= [G12 QA22 —A32
@13 dg3 —A33

—Cl11 21 @31] a1x a2 Q13
)
)
)

(51, 51)
= <52,51>
[ (53,51)

Zaklju¢ujemo: u sustini, A" JA u terminima matrica izrazava skalarni produkt eleme-
nata skupa {si, s2, s3} obzirom na metriku (, ). Iz dobivene jednakosti sada sasvim
jednostavno mozemo raspisati:

(2) <= {s1, S2, s3} €ini ppv-ortonormiranu bazu

<81,51> <51,82> <81,53> 1 0 0
< <82,81> <82782> <82,S3> =10 1 0
<83,81> <83782> <83,83> 0 0 —].

= A"JA = J.
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Ovu ekvivalenciju dobivamo jednostavnom algebrom matrica. Naime, pret-
postavimo li na trenutak da je A invertibilna matrica, tada lako ra¢cunamo da je
ATJA=J < A" = J(JA)™
= A" =JA T
= AT =JA Y,
AJAT = J = A" = (AJ)"'J
= A"=JtAT
= A" =JA'J.
Odavde bi tada slijedilo da je
A'JA=J <= AJA" =]

§to je upravo ono $to i zelimo pokazati. Stoga se uvjerimo da je A zaista invertibilna
matrica. To mozemo lako provjeriti rac¢unajuéi determinantu matrice A - pretposta-
vimo li da vrijedi (3) odnosno (4) tada uzimanjem determinante pripadnih izraza te
koriste¢i tvrdnju Binet-Cauchyevog teorema (B-C) dobivamo:

(3) = det(A"JA) = det(J) (4) = det(AJA") = det(J)
2% det(A") det(J) det(A) = det(.]) 2% det(A) det(J) det(A™) = det(.])
= (=1) - (det 4)* = —1 = (=1) - (det 4)* = —1
= (det A)* =1, = (det A)* = 1.

Dakle, u svakom slucaju vrijedi (det A)? = 1 iz ¢ega slijedi da je det A # 0 i matrica
A je invertibilna ¢ime je dokaz ove ekvivalencije gotov.
Ova ekvivalencija dokazuje se sasvim analogno kao dokaz od (2 <= 3).
Naime, oznacimo li sa r; i-ti redak matrice A, tada se direktnim raspisivanjem pokaze
da je
<7"1,7”1> <7“1,7“2> <7"1,7”3>
AJAT = |(ro,m) (ro,re) (re,r3)

Sada sasvim jednako piSemo

(5) <= {r1, 79,3} Cini ppv-ortonormiranu bazu

(ri,ry (ri,ma)  (ry,rs) 1 0 0
< |(ro,r1) (ro,m) (ro,rs)| =10 1 0

(rg,r1) (rs,ra) (r3,r3) 00 -1
s AJAT = J

¢ime zaklju¢ujemo dokaz ovog teorema. O]
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Kao sto smo vidjeli i u dokazu, koriste¢i svojstvo (3) mozemo zakljuciti da je
matrica operatora Lorentzove transformacije invertibilna, odnosno da je sama Lo-
rentzova transformacija invertibilno preslikavanje - stoga o Lorentzovmim transfor-
macijama moZemo govoriti kao o izometrijama prostora s metrikom R? u kontekstu
DEFINICLJE [1.1.5] Dakle, pojam Lorentzovih transformacija prostora R? i izometrija
R? — R? je istovjetan.

Stovige, koristeéi svojstvo (3) prethodnog teorema mozemo ustanoviti da svaka
Lorentzova matrica A ne samo da je invertibilna, ve¢ da joj je determinanta nuzno
jednaka 1 ili —1. Zaista, uzimajuc¢i determinantu izraza A"JA = J te koristedi
tvrdnju Binet-Cauchyjevog teorema (B-C) dobivamo:

1 =det(J) 2 det(ATJA) = det(AT) det(J) det(A) = —(det A)?

iz cega direktno slijedi (det A)? = 1, odnosno det A = +1. Zapravo, uz pomo¢ Binet-
Cauchyjevog teorema sada mozemo vidjeti da je preslikavanje

det : O1(3) — {—1,1}

epimorfizam grupa, gdje {—1,1} promatramo kao grupu s klasitnom operacijom
mnozenja. Odavde vidimo da je jezgra ovog epimorfizma (normalna) podgrupa in-
deksa 2 te ju ovdje posebno isticemo:

Definicija 1.3.8. Definiramo specijalnu Lorentzovu grupu realnih 3 x 3 matrica kao
podgrupu

SO,(3) := {A € 0,(3)] det A =1}

zajedno s naslijedenom operacijom matricnog mnozenja cije ¢emo elemente zvati spe-
cijalne Lorentzove matrice.

Bududéi da je SO;(3) podgrupa indeksa 2, tada znamo da se grupa O;(3) zapisuje
u disjunktnoj uniji kao
01(3) = SO1(3) UT SO4(3),

gdje je T € O4(3) \ SO1(3) proizvoljan element te gdje T'.SO;(3) predstavlja skup
{TA| A € SO:(3)}. Na mjesto matrice 7" mozemo na primjer uzeti refleksiju J
(kako smo ju oznacavali i ranije) te ovime zaklju¢ujemo da je dovoljno nadalje baviti
se samo pojmom specijalnih Lorentzovih matrica. Definiciju specijalnih Lorentzovih
matrica vracamo nazad na pojam Lorentzovih transformacija slijede¢om definicijom:

Definicija 1.3.9. Za preslikavanje ¢ : R? — R? kazemo da je specijalna Lorentzova
transformacija, ako je ¢(x) = Az za neku matricu A € SO;(3).

O specijalnim Lorentzovim transformacijama i specijalnim Lorentzovim matri-
cama bit ¢e viSe rijeci krajem iduce potsekcije.
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Rotacije prostora R

Idué¢i nam je cilj uvesti pojam rotacije u Lorentz-Minkowskijevom prostoru. Sli¢no
kao $to se moze definirati u euklidskom prostoru, pod rotacijom prostora R? oko
ishodista smatrat ¢emo izometrije R? — R? (dakle, Lorentzove transformacije pros-
tora R3) koje po tockama fiksiraju pravac koji prolazi ishodistem. Za takav pravac
¢emo u tom slucaju reéi da je os rotacije te primijetimo da se tu u sustini radi
o jednodimenzionalnom potprostoru prostora R}. Kako toc¢no izgledaju rotacije u
Lorentz-Minkowskijevom prostoru predmet je iduce propozicije:

Propozicija 1.3.10. Neka je ¢ : R? — R3? proizvoljna rotacija prostora R? te
oznac¢imo s V potprostor od R} koji je pripadna os rotacije.

(1) U slucaju da je V prostorni potprostor od R}, tada postoje ortonormirana baza
{ay,as,a3} prostora R? i realan broj # € R takvi da je V = spanas i da je
matriéni prikaz transformacije ¢ obzirom na tu bazu dan s

chf® shé 0
shf ché 0
0 0 1

(2) U slucaju da je V vremenski potprostor od R?, tada postoje ortonormirana
baza {a1, as,az} prostora R? i realan broj 6 € [0, 27) takvi da je V = spanas i
da je matri¢ni prikaz transformacije ¢ obzirom na tu bazu dan s

cosf) —sinf 0

sin @ cosf O
0 0 1

(3) U slucaju da je V svjetlosni potprostor od R2, tada postoje pss-nul baza
{ay,as,as} prostora R? i realan broj t € R takvi da je V = spanas i da je
matriéni prikaz transformacije ¢ obzirom na tu bazu dan s

-t 0

DOKAZ Budud¢i da je V' prostorni potprostor, tada po TEOREMU [1.2.28| postoji
jedini¢ni prostorni vektor az € R$ koji ¢ini bazu prostora V. Po PROPOzICIJI [1.2.21
skup {a3} mozemo prosiriti do vpp-ortonormirane baze {aj, as,az} (dakle, a; je vre-
menski i as je prostorni vektor). Kako bismo nasli matri¢ni prikaz rotacije ¢ u bazi




1.3. LORENTZOVE TRANSFORMACIJE 63

{a1, as, ag}, racunamo prikaz vektora ¢(ay), ¢(as) i ¢(as) u toj bazi - tu nam u pomoé
uskace TEOREM [1.2.20| pomoc¢u kojeg racunamo:

3

olar) = Y (aai)(d(ar), a;)a;

i=1

= (az, a3)(d(a1), p(az))as + Z<az‘, a;){p(ar), a;)a;

=0 2
oum—

= (a3, as) (a1, a3) az + Z(ai, a;){¢(a1), a;)a;

= (a1, a1)(¢(a1), a1)ay —I—:<a2, az)(d(ar), az)ay

= 1a1 + Q2.

Kratko prokomentirajmo racun: u drugoj smo jednakosti istaknuli trec¢i ¢lan sume te
iskoristili ¢injenicu da je az = ¢(a3) (jer ¢ fiskira po tockama pravac spanag = V),
u tre¢oj smo jednakost koristili da je ¢ izometrija te u cetvrtoj primijenili da je baza
ortogonalna. Na kraju smo uveli oznake za koeficijente ay i as kako bismo kasnije
imali ljepsi raspis. Potpuno analogno se pokazuje i da je

¢(az) = (a1, a1)(P(az), a1)ar + (az, az){(p(az), az)as
= Biay + Baas,

gdje smo na kraju isto uveli oznake za koeficijente. Konacno, buduéi da ¢ fiksira
prostor V' = span ag, imamo

¢(a3) = as,

te pripadna matrica transformacije u navedenoj bazi glasi

aq ﬁl 0
ag By 0
0 0 1

Pokazimo da mozemo napraviti takav izbor vpp-ortonormirane baze u ¢ijem prikazu
matrica transformacije na mjestima koeficijenta ay i 3 ima koeficijente |aq| i |Bal.
Razlog zasto to uopce zelimo je taj Sto ¢e nam taj uvjet biti nuzno potreban pri
izvodenju matricnog prikaza iz iskaza.

Prvo je potrebno uvjeriti se da su «y i By razliciti od 0: bududi da je ¢ izometrija
i a; jedini¢ni vremenski vektor, mozemo raspisati

—1 = (a1, a1) = (#(a1), d(a1)) = (1a1 + @02, 101 + azag) = —04% + 0‘3
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od kuda slijedi da je a? = 1+ a3 # 0 pa dobivamo a; # 0. Sasvim analogno
bismo pokazali da je i B3 # 0. Drugo, uvodimo oznake

Ai=sgnay; 1 p:=sgnpfs,
gdje sgn predstavlja signum funkciju - buduéi da su «aq, 32 # 0 imamo A, u €
{—1,1}. Pokazimo sada da je

{Aa1, pas, az}

trazena vpp-ortonormirana baza. Za pocetak, lako vidimo da to uistinu i je
vpp-ortonormirana baza koristeé¢i bilinearnost metrike. Analognim raspisom
kao i ranije u toj bazi prikazujemo vektore ¢(Aai), ¢(paz) i ¢(az) gdje cistim
racunom dobivamo iduce:

¢(Aa1) = Aai(Aar) + Apoe(paz)
¢(pnaz) = Aupr(Aar) + pBz(pasz)
P(az) = as.

Odavde slijedi da je matri¢ni prikaz izometrije ¢ u bazi {A\ay, pas, az} dan s

Aoy ApBr 0
Apen pifz 0
0 0 1

Sto je iz definicije skalara A i p jednako matrici

loa|  AuBr 0
Apez |Ba| 0
0 0 1

Dakle, zakljuc¢ujemo da zaista mozemo napraviti takav izbor vpp-ortonormirane baze

{0/1, a2, a3}

da je spanasz = V i da je matri¢ni prikaz izomorfizma ¢ dan s

ar i 0
ay P2 Of, (1.20)
0 0 1

gdje su «q i [y pozitivni realni brojevi. Pokazimo da se u toj bazi izomorfizam ¢
prikazuje bas u trazenom obliku. Idudi raspis zasniva se na slijede¢im tvrdnjama:
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e (V0 €R) ch?0 —sh?0 =1,

e sh: R — R je bijekcija,

o (V0,0 €R) sh(p—0) =shpchf —shbchy, (adicijska formula za sh)
e sh(0) =0.

Promotrimo koje jednadzbe zadovoljavaju koeficijenti «; i §; - naime, buduéi da je ¢
izometrija, tada posebno imamo

(p(ar), d(ar)) = (a1, a1) = —1
(d(az), d(az)) = (az,az) =1
(¢(ar1), dlaz)) = (a1, az) =0

Raspisivanjem lijevih strana jednakosti pomocu prikaza tih vektora u bazi {as, as, as}
s koeficijentima iz matrice ((1.20) dobivamo da je taj sustav jednak

—a%+a§:—1 a%—a%zl
—Bi+pi=1 = BE-pE=1 . (1.21)
—a181 +afBy =0 a1 = e

Sada primijenjujemo spomenute tvrdnje o hiperbolickim funkcijama. Naime, buduéi
da je as € R, tada po drugoj tocki postoji jedinstveni 6 € R takav da je ay = shf.
Tada po prvoj tocki uz prvu jednadzbu sustava mozemo zakljuciti da je a? =
ch? 6 pa buduéi da je a; pozitivan slijedi oy = ch#. Sasvim analogno zakljué¢ujemo
da postoji jedinstveni ¢ € R takav da je §; = sh pa je onda i Sy = ch¢. Konaéno,
koristec¢i trec¢u jednadzbu sustava sada raspisujemo:

a1y = agfls = chfshyp =shfchyp
= shpchf —shfchp =0

= sh(¢—60)=0 [Cetvrta tockal
— ¢—0=0 [druga i treca tockal
= @p=20.

Dakle, zakljucujemo da postoji jedinstveni 6 € R za koji vrijedi
a1:Ch9 s a2:Sh9 s 61:Sh9 s 62:Ch9
pa uvrstavanjem tih vrijednosti u matricu operatora dobivamo upravo trazeno

chd shéd O
shf ché 0
0 0 1
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Ne sasvim isto, ali prilicno sli¢no, pokazujemo tvrdnju iz iskaza za slucaj da je
prostor V' vremenski potprostor. Ponovno po TEOREMU znamo da postoji
jedini¢éni vremenski vektor az € R? koji ¢ini bazu prostora V pa po PROPOZICIII
znamo da tada {a3} mozemo progiriti do ppv-ortonormirane baze {a1, as, as}
(dakle, a; i ag su prostorni vektori). Isto kao i ranije ra¢unamo prikaz vektora ¢(ay),

®(az2) 1 ¢(as) u toj bazi pomoéu TEOREMA [1.2.20]- dobivamo:

P(ar) = (a1, a1)(d(ar), ar)ar + (az, az){p(a1), az)az

= 141 + Q9as.

¢(az) = (a1, a1)(B(az), ar)ar + (az, as)(¢(az), az)as

= fra1 + Paaz,
gb(ag) = as.
Time slijedi da je matrica operatora ¢ dana s
ar P10
(6D) 52 of . (122)
0 0 1

Ovdje mozemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da su «q i S brojevi istog
predznaka - naime, u slucaju da su ti skalari suprotnog predznaka, tada se izborom
baze {ay, —as, az} dobije upravo trazeno svojstvo (to ovdje ne¢emo raspisivati, lako se
vidi sliéno kao i u dokazu prosle tvrdnje). Dakle, pretpostavljamo da smo dokaz ove
tvrdnje zapoceli uz prikladan izbor baze - pokazimo da se sada matrica transformacije
¢ prikazuje u trazenom obliku. Raspis ¢e se ovog puta zasnivati na poznavanju
svojstava trigonometrijskih funkcija kosinusa i sinusa. Promotrimo koje jednadzbe
zadovoljavaju koeficijenti «; 1 §; - naime, buduci da je ¢ izometrija, tada posebno

imamo

(P(ar), ¢(ar)) = (a1, a1) =1

(9(az), p(az)) = (az,a2) =1

(p(ar), p(ag)) = (a1, a2) =
Raspisivanjem lijevih strana jednakosti pomo¢u prikaza tih vektora u bazi {a1, az, as}
s koeficijentima iz matrice dobivamo da je taj sustav jednak

at+ai=1
BE+8i=1 : (1.23)
a1y + azfa =0

Lako vidimo iz prve jednadzbe da je a3 < 1 pa je ay € [—1,1] te se isto tako
pokaze da je a; € [—1,1]. Sada koriste¢i poznata svojstva funkcija kosinusa i sinusa
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znamo da postoji jedinstveni 6 € [0, 27) takav da je ap = sinf i sgn(cos ) = sgn a;.
Tada koristeéi relaciju cos?8 + sin?# = 1 uz prvu jednadzbu sustava slijedi
da je a; = cosf. Analogno bismo pokazali da postoji jedinstveni ¢ € R takav da
je B = singp i By = cosy. Konaéno, koristedi tre¢u jednadzbu sustava sada
raspisujemo:

a1 + agfls =0 = sinpcosf +sinf cosp =0
= sin(¢+0) =0 [adicijska formula za sin]
= (FkeZ)p+0=knm
= (FkeZ)p=Fkr—0.

Pokazimo da je cijeli broj k£ nuzno jednak 0 ili 2. Prvo, buduéi da su ¢, 0 € [0,27),
odavde slijedi ¢ + 6 € [0,47) pa mora biti k € {0, 1,2,3}. Da je k # 1,3 vidimo na
slijede¢i nacin, racunamo:

B = cos @ = cos(km — 0) = cos(km) cos(0) + sin(km) sin(f) = cos(km)a;.

Buduci da su po nasem izboru baze brojevi oy i 35 istog predznaka, zakljucujemo da
mora biti cos(km) = 1 iz ¢ega zaklju¢ujemo da je k # 1,3 te da mora biti

k=0 ili k=2.

Prema tome je singp = sin(—0) i cos¢ = cos(—6), odnosno koriste¢i neparnost i
parnost tih funkcija dobivamo:

ap =cosf , ap=sinf , [y =—sinf , [y =cosh.

Konaé¢no, uvrstavanjem ovih vrijednosti u matricu transformacije dobivamo upravo
trazeno

cosf) —sinf 0

sinf cosf O
0 0 1

Za kraj obradimo slucaj kada je V' svjetlosni potprostor. Iznova, uporabom TE-
OREMA znamo da postoji svjetlosni vektor as € R? koji ¢ini bazu prostora V,
dok po PrRopozic1i1[1.2.40]4 znamo da se {a3} prosiruje do pss-nul baze {a1, as, az}
(dakle, aq je prostorni i as je svjetlosni vektor). Ponovno racunamo prikaz vektora
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¢(ay), ¢(az) 1 ¢(az) u toj bazi, no ovog puta uz pazljivu uporabu TEOREMA (1.2.25[

P(ar) = (¢(a1), ar)ar + {(p(ar), az)az + (p(ar), az)as

= (¢(a1), ar)ar + (p(ar), daz))az + (p(ar), az)as
= <¢(a1)7 ar)ay + (a1, az)as + (¢(a1), az)as
( 1), a1)ar + (¢p(ar), az)as

¢(az), az)az + (¢(az), az)as

ar) ¢(az), §(as))az + (¢(az), az)as
)7 ar)ar + (ag, az)as + (¢(az), az)as

ap)ay + az + ($(az), az)as

= ﬁlal + az + Bzas,
¢(az) = as.

Komentirajmo samo ukratko: u drugim jednakostima smo koristili da ¢ fiksira po
tockama potprostor span ag (dakle ¢(az) = a3), u treéim jednakostima smo koristili
da je ¢ izometrija, u ¢etvrtim jednakostima smo koristili svojstva nul baze te smo na

kraju samo uveli oznake za koeficijente. Time slijedi da je matrica transformacije ¢
dana s

651 51 0
0O 1 0f. (1.24)
&%} 53 1

Ovdje mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je a; pozitivan broj -
inace se izborom baze {—ay, as, asz} dobije upravo trazeno svojstvo. Promotrimo koje
jednadzbe zadovoljavaju koeficijenti a; 1 3; - naime, budud¢i da je ¢ izometrija, tada

posebno imamo

(p(ar), p(ar)) = (a1,a1) = 1

(p(az), paz)) = (az,a2) =0 .

(p(ar), p(az)) = (a1, a2) =0
Raspisivanjem lijevih strana jednakosti pomo¢u prikaza tih vektora u bazi {a1, az, as}
s koeficijentima iz matrice dobivamo da je taj sustav jednak

=1

B +285=0

a1f1+az =0
Bududi da je po nasem izboru baze «y pozitivan broj, odavde slijedi da je oy = 1 pa
ovaj sustav dalje mozemo zapisati kao

B2 +283=0
ﬁ1+0&320 '
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Uvedemo li oznaku t := ag, tada iz ovog sustava mozemo iscitati da je 1 = —t te
. 2 e . . . . .. «

da je B3 = —%. Dakle, zakljucujemo da postoji jedinstveni ¢ € R kojim mozemo

koeficijente matrice zapisati kao

t2

Cle1 > az =1t ) 61:_t ) ﬁ?): 5"

Konaé¢no, uvrstavanjem tih vrijednosti u matricu operatora dobivamo upravo trazeno

1 -t O
0 1 0

2
P2

]

Kao posljedicu ove propozicije primijetimo slijedece: ako je ¢ rotacija prostora R?,
tada je ¢ ujedno i specijalna Lorentzova transformacija. Zaista, buduéi da je ¢ po-
sebno i Lorentzova transformacija, potrebno je samo provjeriti kakva je determinanta
matri¢nog prikaza transformacije obzirom na bazu {ej, es, e3}. No prisjetimo se da
smo u linearnoj algebri vidjeli da determinanta matri¢nog prikaza operatora R — R3
ne ovisi o izboru baze - stoga determinantu mozemo racunati obzirom na matri¢ne pri-
kaze rotacija iz upravo dokazane propozicije. Odmah vidimo da je u svakom slucaju
(obzirom na tip osi rotacije) determinanta matricnog prikaza transformacije jednaka
1 ¢ime zakljucujemo da je ¢ zaista specijalna Lorentzova transformacija.

Medutim, vrijedi i obrat - dokazujemo iduéi teorem.

Teorem 1.3.11. Pojmovi specijalne Lorentzove transformacije i rotacije prostora R3
oko ishodista su istovjetni pojmovi.

DOKAZ Neka je ¢ : R? — R3? proizvoljno preslikavanje. S jedne strane, ako je ¢ ro-
tacija prostora R} oko ishodista, tada po prethodnoj diskusiji znamo da je ¢ ujedno
i specijalna Lorentzova transformacija. S druge strane, pretpostavimo da je ¢ spe-
cijalna Lorentzova transformacija te pokuSajmo pokazati da je tada to i rotacija
prostora R? oko ishodista. Prvo, po definiciji znamo postoji specijalna Lorentzova
matrica A takva da je ¢(z) = Az. Bududi da je ¢ posebno izometrija prostora R?,
potrebno je samo dokazati da ono fiksira pravac kroz ishodiste po tockama. Kako
je preslikavanje ¢ linearno, dovoljno je naé¢i samo jednu fiksnu tocku preslikavanja
razlicitu od nulvektora - tada se mnozenjem skalarom lako vidi da preslikavanje fik-
sira sve tocke pravca razapetog tim vektorom. Dakle, pitamo se postoji li fiksna tocka
(razlicita od nulvektora) preslikavanja z — Ax, to jest postoji li y € R3\ {0} takav
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da je Ay = y. Prisjetimo li se linearne algebre vidimo da je to ekvivalentno pitanju
je li broj 1 svojstvena vrijednost matrice A, odnosno mozemo raspisati iduce:

Fy eRI\N{0}) Ay =y <= Fy e R}\ {0}) Ay —y =0
= (W eRI\{0}) (A-D)y=0
<= det(A—1)=0.

Stoga pokazimo da je determinanta matrice A — I jednaka 0. Tu tvrdnju pokazujemo
¢isto algebarski koristeéi identitet A™JA = J (koji vrijedi po TEOREMU [1.3.7] jer
je A Lorentzova matrica) i manipulacije determinantama koriste¢i izmedu ostalog
i Binet-Cauchyjev teorem (B-C). Polazimo od matrice A — I koju mnozimo slijeva
matricom A".J kako bismo iskoristili gornji identitet te dalje pojednostavljujemo:

AJA-—D) =A"JA—A"J=J—A"J = (I — A")J = —(A" = I)J
—(A—1)"J,

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili svojstvo da je transponiranje zbroja matrica
jednako zbroju transponiranih matrica. Buduéi da znamo da je det A" = det A =1
(po pretpostavci) i da je det J = —1, uzimanjem determinante s lijeve i desne strane
ovih jednakosti mozemo dobiti:

A"J(A=T) = —(A—I)"J = det (A" J(A — I)) = det ( — "J)
2% det(AT)det(J)det(A — 1) = ( 1)3 det(A I)det(J)

— —det(A— ) = det(A — I)
= det(A—-1)=0.

Primijetimo da nam je ovdje klju¢no bilo da je dimenzija ambijentalnog prostora
neparna! Dakle, zaklju¢ujemo da je 1 zaista svojstvena vrijednost i time postoji neki
vektor y € R} \ {0} takav da je Ay = y. Prema tome preslikavanje ¢ = z — Az
fiskira pravac spany i kao takvo predstavlja rotaciju prostora R? oko ishodista ¢ime
je zakljucen dokaz ovog teorema. O

Nastavljajuci se na diskusiju s kraja prosle potsekcije, sada mozemo zakljuciti da
su sve Lorentzove transformacije dane kao rotacije prostora R? oko ishodista ili kao
ta ista preslikavanja komponirana zajedno s refleksijom obzirom na zy-ravninu.

Gibanja u R?

Za kraj definiramo, analogno euklidskom unitarnom prostru, pojam krutog gibanja i
nepravog gibanja Lorentz-Minkowskijevog prostora na slijede¢i nacin.
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Definicija 1.3.12. Za preslikavanje ® : R? — R3 kazemo da je kruto gibanje prostora
R3, ako je
O(z) = Az + b,

za neku matricu A € SO;(3) te za neki vektor b € R3. S druge strane, za preslikavanje
® : R? — R3 kazemo da je nepravo gibanje prostora R?, ako je

O(x) = Az + b,

ovaj put za matricu A € O(3) \ SO;1(3) i neki vektor b € R3. Dodatno, pojmove
krutog gibanja i nepravog gibanja zajedno objedinjujemo pod pojmom gibanja Lo-
rentz-Minkowskijevog prostora R3.

Primijetimo da kruta i neprava gibanja u R? vise nisu nuzno linearna preslikavanja
(jer nulvektor preslikavaju u b koji ne mora biti nulvektor). Pojam krutog i nepravog
gibanja ¢e nam biti potreban jer ¢emo kasnije proucavati ponasanje krivulja pod
utjecajem tih preslikavanja, analogno slicnim rezultima euklidske geometrije.






Poglavlje 2

Krivulje Lorentz-Minkowskijevog
prostora ]R?l)

U ovom ¢emo se poglavlju baviti krivuljama Lorentz-Minkowskijevog prostora R$; re-
gularne parametrizirane krivulje definiramo sasvim isto kao i u euklidskom prostoru,
ali ¢emo ih ovdje razvrstati po tipu tangencijalnog vektora. Takoder ¢emo i svakoj
tocki krivulje pridjenuti pripadnu Freneteovu bazu ¢ijom varijacijom ustvrdujemo
geometriju krivulja prostora R?. Konacno, poglavlje ¢emo zakljuciti teoremima eg-
zistencije i jedinstvenosti za krivulje Lorentz-Minkowskijevog prostora.

Za pocetak istaknimo kako ¢emo se od sada nadalje Lorentz-Minkowskijev prostor
R3 promatrati kao prostor s metrikom snabdjeven s klasi¢cnom euklidskom topologi-
jom; sada smo u poziciji govoriti o neprekidnosti i derivabilnosti preslikavanja koja
preslikavaju u ili sa R? §to ¢e nam, naravno, i biti potrebno pri razvoju pripadne
diferencijalne geometrije. Napomenimo unaprijed da ¢emo u ovom radu pod glatkim
preslikavanjem podrazumijevati sva preslikavanja 2 — R™ koja su klase C*° (gdje
je © C R™ otvoren podskup), dakle postoje parcijalne derivacije svih redova i nepre-
kidne su. Isto tako istaknimo da za preslikavanje kazemo da je difeomorfizam (klase
(C*), ako je glatko bijektivno preslikavanje ¢iji je inverz takoder glatko preslikavanje.
Takoder istaknimo da ¢emo derivaciju krivulja oznacavati s tockicom: dakle, ako je
c: I — R3 (I C R otvoreni interval) derivabilno u tocki ty € I, tada ¢emo sa ¢(t)
oznacavati derivaciju <c(t)| ety

73
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2.1 Definicija krivulja. Vrste krivulja. Osnovni
teoremi

Definicija 2.1.1. Za preslikavanje ¢ : I — R} kaZemo da je parametrizirana krivulja,
ako je I C R otvoreni interval i ¢ glatko preslikavanje I — R®. Ako jos§ vrijedi da je
(Vt € I) ¢(t) # 0, tada kazemo da je ¢ regularna parametrizirana krivulja, a ako jos
uz to imamo i da (Vt € I) é(t) # 0, tada kazemo da je ¢ biregularna parametrizirana
krivulja. Nadalje, ako je ¢ : I — R? parametrizirana krivulja, tada ¢emo vektore ¢(t)
i ¢(t) zvati vektor brzine i vektor akceleracije krivulje ¢ u tocki ¢ € I, respektivno.

U gornjoj definiciji nismo nigdje koristili metriku prostora R, nju uvodimo u
iducoj definiciji u kojoj razvrstavamo parametrizirane krivulje ovisno o tipu vektora
brzine.

Definicija 2.1.2. Neka je ¢ : I — R? parametrizirana krivulja i ¢ € I proizvoljna
tocka. Tada kazemo da je parametrizirana krivulja ¢

e prostorna krivulja u tocki ¢, ako je ¢(t) prostorni vektor,

e vremenska krivulja u tocki ¢, ako je ¢(t) vremenski vektor,

e svjetlosna krivulja u tocki ¢, ako je ¢(t) svjetlosni vektor.

Jos, kazemo da je parametrizirana krivulja c

e prostorna krivulja, ako je ¢ prostorna krivulja u svakoj tocki svoje domene,

e vremenska krivulja, ako je ¢ vremenska krivulja u svakoj tocki svoje domene,

e svjetlosna krivulja, ako je ¢ svjetlosna krivulja u svakoj tocki svoje domene.

Dodatno, za vrijednosti ||¢(¢)|| i ||¢(t)]| respektivno kazemo da su brzina i akceleracija
krivulje c u tocki t € I.

Primijetimo da u proizvoljnoj tocki domene t € I regularna parametrizirana kri-
vulja ¢ : I — R? mora biti ili prostorna ili vremenska ili svjetlosna u toj tocki (jer
DEFINICIJA klasificira sve nenul vektore prostora R?). Ispitajmo ukratko kako
se ponasaju ove definicije na idu¢em primjeru.

Primjer 2.1.3. Promotrimo na primjer parametriziranu krivulju

c:{—mm) =R} | c(t)=(0,cost,sint).
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52

D2

S1

b1

Slika 2.1: Parametrizirana krivulja ¢(t) = (0, cost,sint) i vektori brzine p;, s; i v;

Nju prepoznajemo kao parametrizaciju jedini¢ne kruznice u yz-ravnini - ispitajmo
u kojim tockama domene je ta parametrizacija prostorna, vremenska odnosno svje-
tlosna. U tu svrhu raspisujemo:

¢(t) = (0, —sint, cost),
(¢(t),¢(t)) = 0 +sin®t — cos® t = — cos 2t.

Jednostavnom primjenom poznatih trigonometrijskih tvrdnji odavde nalazimo da za
proizvoljan ¢ € (—m, ) imamo da je

¢ prostorna krivulja u tocki t <= (¢(¢),¢é(t)) > 0
&= —cos2t >0

et (3T TN (T T
104 44
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te sasvim analogno vrijedi i da je

3
c vremenska krivulja u tocki t <=1t € <—7r, ——7T> U < %
jetlosna krivulja u tocki ¢ <= ¢ € mom ST
¢ svjetlosna krivulja u tocki == =
Y v 47 474 4

Oznacimo s U, V odnosno W skup svih tocaka domene u kojima je dana krivulja c
prostorna, vremenska odnosno svjetlosna respektivno - tada na Svict [2.1] vizualno
prikazujemo trag nase krivulje ¢ gdje smo naranc¢astom bojom istaknuli skup ¢(U),
plavom bojom skup ¢(V) i sivom elemente skupa ¢(W). Na toj SLICI posebno isticemo
i odabrane vektore brzine

o= 5) sme( = 1) o= 0), s o= (D), o= o §)

te napomenimo da smo slike tih vektora brzine ¢(t) radi jasnoce translatirali u pri-
padnu tocku ¢(t), za pojedine t € I.

Primijetimo kako je u prethodnom primjeru skup svih toc¢aka domene u kojima
je krivulja prostorna ili vremenska otvoren skup, dok je skup svih tocaka u kojima je
krivulja svjetlosna zatvoren skup. To nije slucajnost, Sto nam pokazuje iduca

Napomena 2.1.4. Za regularnu parametriziranu krivulju ¢ : I — R3? vrijedi:
e svojstvo da je ¢ prostorna krivulja u tocki domene jest otvoreno svojstvo,

to jest ovime Zelimo reé¢i da sve tocke domene [ u kojima je ¢ prostorna krivulja nuzno
¢ini otvoren skup (otvoren u I pa time otvoren i u R). Tu tvrdnju lako provjeravamo
na slijedeci na¢in - oznac¢imo s U skup svih tocaka iz I u kojima je ¢ prostorna krivulja
te pokazimo da je taj skup otvoren. Buduci da je

¢ prostorna krivulja u tocki ¢t <= ¢(t) prostorni vektor,
= (c(t), ¢(t)) > 0,

lako dobivamo da je
U={tel|{t),ct)) > 0}.

Oznacimo li s a : I — R preslikavanje

tada lako vidimo da je
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Stovise, buduéi da je preslikavanje ¢ glatko, tada je posebno i nase preslikavanje
a =t (¢(t),é(t)) glatko, a time i neprekidno preslikavanje. Pa, kako je (0, 400)
otvoren podskup od R, slijedi da je i njegova praslika po «a, skup U, isto otvoren skup
(otvoren u I). Time zaklju¢ujemo da navedena tvrdnja zaista vrijedi.

Primijetimo da smo sasvim analogno mogli dokazati i tvrdnju:

e svojstvo da je ¢ vremenska krivulja u tocki domene jest otvoreno svojstvo.
Konaé¢no, koristeci ove dvije istaknute tvrdnje, lako se provjeri da vrijedi i slijedece:
e svojstvo da je ¢ svjetlosna krivulja u tocki domene jest zatvoreno svojstvo.

Primjer 2.1.5. Navedimo sada primjere prostornih, vremenskih i svjetlosnih krivu-
lja. U tu svrhu promotrimo parametriziranu krivulju

c:R—= R} | ¢(t):=(acost,asint,bt)

koju nazivamo obicna cilindricna spirala, gdje su a,b € R, a > 0, neki parametri.
Ispitajmo njene vektore brzine - prvo racunamo:

¢(t) = (—asint,acost,b),
(6(t), ¢(t)) = a*sin®t + a® cos® t — b* = a® — b*.

Odavde vidimo da je parametrizirana krivulja ¢ konstantno istog tipa na cijeloj do-
meni [ te da tip krivulje ovisi iskljucivo o konstantama a i b. Sada lako vidimo da
je

¢ prostorna krivulja <= b € (—a, a),
¢ vremenska krivulja <= b € (—o0, —a) U (a, +-00),
c svjetlosna krivulja <= b = +a,

Istaknimo sada specificno neke primjere prostornih, vremenskih i svjetlosnih krivulja:
koristeci gornje ekvivalencije vidimo da su obi¢ne cilindri¢ne spirale ¢,, ¢,, ¢s : R — R?
definirane s

cp(t) :== (cost,sint,0.5t) , ¢,(t) = (cost,sint,1.5t) , ¢s(t) = (cost,sint,t)

redom daju prostornu, vremensku i svjetlosnu krivulju. Njih prikazujemo SLIKOM
gdje ih redom oznac¢avamo narancastom, plavom i sivom bojom, a takoder isticemo i
pripadne vektore brzine u tocki t = 7 (te vektore brzine isto kao i ranije translatiramo
u pripadnu tocku ¢;(t)).
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Slika 2.2: Obicne cilindri¢ne spirale ¢,, ¢, i ¢, te pripadni vektori brzine é,(t), ¢,(t) i
¢s(t) u tocki t = 7

Napomena 2.1.6. Primijetimo da vrijede slijede¢e tvrdnje:

Ako je ¢ : I — R3 parametrizirana krivulja i ako je ®(z) = Az + b gibanje
Lorentz-Minkowskijevog prostora, tada je kompozicija f := ®oc : I — R3
takoder parametrizirana krivulja.

Za derivaciju krivulje f vrijedi jednakost: f = A¢.
Za drugu derivaciju krivulje f vrijedi jednakost: f = Ac.

Parametrizirana krivulja ¢ je regularna ako i samo ako je f regularna parame-
trizirana krivulja.

Parametrizirana krivulja c¢ je biregularna ako i samo ako je f biregularna para-
metrizirana krivulja.

Vektor brzine ¢(t) je istog tipa kao i vektor brzine f(t), za svaki t € I (istog
tipa u smislu: prostorni, vremenski odnosno svjetlosni vektor).
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e Vektor akceleracije ¢é(t) je istog tipa kao i vektor akceleracije f(t), za sve t € I.

Naime, prva i druga tocka direktna su posljedica ¢injenice da su A i b konstante pa
to ne¢emo posebno obrazlagati; trec¢a tocka slijedi iz prve i druge tocke uoc¢imo li da
je ¢ takoder parametrizirana krivulja i  — Az gibanje prostora R3. Cetvrta i peta
tocka slijede iz jednakosti f = A¢i f = Aé uz primjedbu da je preslikavanje = — Ax
injektivan linearan operator (jer su Lorentzove matrice invertibilne kao poslijedica
TEOREMA m, vidi stranicu pa jedino nulvektor preslikava u nulvektor. Sesta
i sedma tocka posljedica su iduceg racuna:

gdje smo u ra¢unu u dva navrata koristili ¢injenicu da Lorentzova matrica ¢uva Lo-
rentzov pseudoskalarni produkt vektora (TEOREM [1.3.7)).

Iduci nam je cilj uvesti pojam reparametrizacije parametrizirane krivulje te pojam
parametrizacije duljinom luka.

Definicija 2.1.7. Neka je ¢ : I — R3 parametrizirana krivulja te oznac¢imo s J C R
proizvoljan otvoreni interval. Kazemo da je preslikavanje ¢ : J — [ parametar-
ska transformacija parametrizirane krivulje ¢, ako je ¢ difeomorfizam klase C'*°, te
u tom slucaju kazemo da je preslikavanje ¢ := co ¢ : J — R3 reparametrizacija
parametrizirane krivulje c.

Napomena 2.1.8. Istaknimo nekoliko primjedbi vezanih uz uvedene pojmove.

e Slika preslikavanja parametrizirane krivulje i njene reparametrizacije su jed-
nake.

e Reparametrizacija regularne parametrizirane krivulje je takoder regularna pa-
rametrizirana krivulja.

e Fiksirajmo neku parametriziranu krivulju ¢ : I — R?. Ozna¢imo s ¢ : J — R3
neku njenu reparametrizaciju te sa ¢ : J — I pripadnu parametarsku transfor-
maciju. Tada vrijedi da je

c prostorna krivulja u tocki ¢ <= ¢ prostorna krivulja u tocki ¢~ (t),
c vremenska krivulja u tocki ¢ <= & vremenska krivulja u tocki o' (#),

c svjetlosna krivulja u tocki t <= ¢ svjetlosna krivulja u tocki o' (t).
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Tvrdnj prve tocke slijedi direktno iz ¢injenice da je ¢ bijekcija. Tvrdnju druge i
trece pokazujemo na slijedeéi nacin: jednostavnim deriviranjem izraza ¢ = ¢ o =1

dobivamo da je '
(VteI)et)=c(e™ (1) - (¢7) ().

Buduéi da je (p71)(t) # 0, odavde zakljucujemo da je jedan od vektora ¢(t) i
é(gp‘l(t)) razlicit od nulvektora ako i samo ako je i drugi razli¢it od nulvektora
¢ime dobivamo tvrdnju druge tocke. Stovise, u slucaju da su vektori razliciti od
nulvektora, tada su to dva kolinearna nenul vektora u R? otkuda pozivanjem na NA-
POMENU zakljucujemo da to moraju biti vektori istog tipa i time dobivamo
tvrdnju zadnje tocke.

Definicija 2.1.9. Za parametriziranu krivulju ¢ : I — R} kazemo da je parametrizi-
rana duljinom luka, ako je jedini¢ne brzine na cijeloj domeni, to jest, ako je

e =1 , el

Idu¢i nam je cilj dokazati analogon klasicnog teorema euklidske geometrije koji
garantira egzistenciju reparamerizacije krivulje duljinom luka. Primijetimo da takav
teorem ima smisla samo za prostorne i vremenske krivulje. Kao prvo, po prethodnoj
NAPOMENI vidimo da u obzir mozemo uzeti samo regularne parametrizirane
krivulje (jer su krivulje parametrizirane duljinom luka nuzno regularne). Sada, ako
za regularnu parametriziranu krivulju postoji tocka domene u kojoj je ona svjetlosna
krivulja, tada ponovno po prethodnoj NAPOMENI vidimo da svaka njena reparame-
trizacija u pripadnoj toc¢ki mora imati brzinu jednaku 0 (dakle, ona ne moze biti
jednaka 1). Stoga jedine parametrizirane krivulje koje dolaze u obzir za ovakav te-
orem su one krivulje koje su u svakoj tocki domene ili prostorne krivulje ili vremenske
krivulje. Stovise, odavde mozemo zakljuciti da su to onda krivulje koje su istog tipa
(vremenske ili prostorne) u svakoj svojoj tocki. Naime, kada je krivulja prostorna
ili vremenska u svakoj tocki svoje domene I, tada tu domenu mozemo zapisati kao
disjunktu uniju I = U UV, gdje je U skup svih tocaka domene u kojoj je krivulja
prostorna i V' skup svih tocaka u kojoj je krivulja vremenska. Zapravo, po NAPO-
MENI je to disjunktna unija dva otvorena skupa, pa budud¢i da je I povezan
skup (1 je neki otvoreni interval u R) zakljucujemo da mora biti [ = U ili I =V §to
nam daje tvrdnju. Sada smo spremi iskazati i dokazati najavljeni

Teorem 2.1.10. Za svaku vremensku ili prostornu krivulju prostora R? postoji njena
reparametrizacija duljinom luka. To su i jedine parametrizirane krivulje koje imaju
reparametrizaciju duljinom luka.

DOKAZ Da su to jedine krivulje koje mogu imati reparametrizaciju duljinom luka sli-
jedi iz prethodne diskusije; stoga sada jos pokazimo da svaka prostorna ili vremenska
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krivulja zaista i ima reparametrizaciju duljinom luka. Neka je ¢ : I — R3? proizvoljna
takva krivulja - slicno kao i u dokazu za prostor s eudklidskom metrikom izvedimo
kako bi trebala izgledati parametarska transformacija ¢. U tu svrhu neka je ¢ pro-
izvoljan difeomorfizam J — [ te pokusSajmo odrediti uvjete na ¢ za koje je krivulja
¢ = c o p parametrizirana duljinom luka. Stoga za proizvoljan s € J raspisujemo:

lc()ll = 1 = lle(e(s)) - ¢/ (s)Il =
= ¢ (s)] - lee(s))l =

1
‘@1@’ = [le(e(s))]]
= 206 = =[[c(e(s))]
pa oznac¢imo li t = p(s) dalje raspisujemo
1 .
= o1 £l

= (7)) = £l

Prokomentirajmo ovaj raspis: u prvoj smo ekvivalenciji koristili definiciju krivulje ¢
te smo derivirali po lancanom pravilu, u trecoj smo ekvivalenciji dijelili s |¢'(s)| (a to
mozemo jer znamo da je razli¢ito od 0) te smo u posljednjoj ekvivalenciji iskoristili
teorem o inverznom preslikavanju. Iz ovih ekvivalencija zaklju¢ujemo da nam je
dovoljno pronaci neki difeomorfizam 1 definiran na otvorenom intervalu I cija je
derivacija u tocki ¢ € I jednaka upravo [|¢(f)]]. U tu svrhu definiramo preslikavanje

t
BTSSR L) =/ lé(r)] dr,

gdje je ty € I proizvoljna tocka intervala. Ovako definirano preslikavanje i je ocito
derivabilno te imamo ¢'(t) = [|¢(t)|| > 0, za sve ¢t € I, gdje nejednakost proizlazi
iz toga da je ¢ prostorna ili vremenska krivulja. Prema tome, v je strogo rastuce
preslikavanje pa je posebno i injektivno - dakle, ono je bijektivno na svoju sliku
J = (1) te zaklju¢ujemo da postoji njen inverz

p:J =1
Uvjerimo se da je ¢ odnosno ¢ difeomorfno preslikavanje. Naime, preslikavanje

t — (¢(t),¢e(t)) je ocito glatko pa buduéi da je slika tog preslikavanja sadrzana ili
u (—00,0) ili u (0, 00) (ovisno o tome je li ¢ vremenska ili prostorna krivulja) slijedi
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da je njegova kompozicija s preslikavanjem z — \/m takoder glatko preslikavanje.
Zakljuéujemo: t — ||¢(t)|| je glatko preslikavanje, pa bududi da je ¢'(t) = ||é(t)]| sli-
jedi da je ¥ zapravo i samo glatko preslikavanje. Konaé¢no, kako je ¢ glatko bijektivno
preslikavanje za koje vrijedi (Vt € I) ¢'(t) = ||¢(t)]] > 0, prema teoremu o inverznom
preslikavanju (poznatom iz matematicke analize) zaklju¢ujemo da i pripadni inverz
¢ :J — I mora biti glatko preslikavanje. Dakle, ¢ i ¥ su difeomorfna preslikavanja

pa, kako imamo ¢'(t) = ||¢(t)||, iz ekvivalencija s pocetka dokaza zaklju¢ujemo da je
reparametrizacija ¢ := c o ¢ krivulja parametrizirana duljinom luka Sto smo i trebali
pokazati. ]

Time smo rijesili pitanje vremenskih i prostornih krivulja, no mi ¢emo se sada jos
pozabaviti parametriziranim krivuljama koje u nekim tockama domene jesu svjetlosne
krivulje. Naime, postavlja se pitanje Sto napraviti s opéenitim regularnim krivuljama
koje nisu u svakoj tocki domene prostorne ili vremenske. Oznacimo s W skup svih
tocaka domene u kojima je krivulja svjetlosna, dok su skupovi U i V one tocke u
kojima je krivulja prostorna i vremenska respektivno. Buduéi da je skup W opéenito
zatvoren tu ne mozemo ba$ neSto napraviti, pa stoga uzimamo interior tog skupa
Int W. Tada je restrikcija krivulje na skup Int W svjetlosna krivulja i time ¢emo se
pozabaviti iduce; tada nam preostaju tocke skupa 0W za koje mozemo pretpostaviti
da ¢ine, recimo, konacan ili diskretan skup. Zakljucujemo: promatranju proizvoljne
regularne krivulje u R? mozemo pristupiti tako da promatramo njene restrikcije na
skupove U, V i Int W (to jest restrikcije na komponente povezanosti tih otvorenih
skupova) te iz toga zakljucivati njena geometrijska svojstva

Iz tog razloga ¢emo se do kraja ove potsekcije baviti jos samo sa svjetlosnim
krivuljama. Buduéi da kod svjetlosnih krivulja ne mozemo nista napraviti po pitanju
brzine u tocki domene, mozemo probati posti¢i nesto po pitanju akceleracije. U tu
svrhu fiksirajmo proizvoljnu svjetlosnu krivulju ¢ : I — R3. Tada je naravno

((t), ¢t)) =0

za sve t € I; preslikavanje t — (¢(t),¢(t)) je ocito glatko pa diferenciranjem ove
jednakosti po varijabli ¢ dobivamo izraz

(E(t), é(t)) = 0. (2.1)

1z toga zakljuéujemo da je vektor akceleracije ¢(t) nuzno ortogonalan na vektor brzine
¢(t), sto u duhu diskusije napravljene na stranici 45| zapisujemo kao

é(t) € (spané(t))”
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Bududi da je ¢(t) svjetlosni vektor, tada pomoéu PROPOZICLIE [1.2.35| zakljucujemo

da je (span c'(t))L svjetlosni potprostor (i to dvodimenzionalan) te po karaketrizaci-
jama danim PROPOZICIJOM i TEOREMOM [1.2.28| tada slijedi da je

¢(t) nuzno prostorni, svjetlosni ili nulvektor. (2.2)

Ovu diskusiju sada rastavljamo na dva slucaja, od kojih prvi rjeSavamo idu¢om na-
pomenom, dok je drugi dio bitnog teorema.

Napomena 2.1.11. Neka je ¢ : I — R? svjetlosna krivulja - tada vrijedi slijedeca
ekvivalencija:

¢ parametrizira dio pravca <= (Vt € I) é(t) svjetlosni ili nulvektor

Pretpostavimo da ¢ parametrizira dio pravca - tada je trag parametrizirane
krivulje ¢ sadrzan u skupu (spana) + b za neke vektore a,b € R3. Jasno nam je
da sada postoji glatko preslikavanje o : I — R takvo da je ¢(t) = a(t)a +b. S
jedne strane deriviranjem dobivamo da je ¢(t) = o/(t) a otkuda vidimo da je a nuzno
svjetlosni vektor (koriste¢i NAPOMENU [1.2.6]1 ¢injenicu da je ¢(¢) svjetlosni vektor).
S druge strane, ponovnim deriviranjem nalazimo da je ¢(t) = o//(t) a iz ¢ega nam je
sada jasno da je vektor akceleracije ¢(¢) nuzno svjetlosni ili nulvektor.

Neka je ¢(t) svjetlosni ili nulvektor za sve t € I. Ako je ¢(t) svjetlosni vektor,
tada iz razloga §to je ¢(t) takoder svjetlosni vektor, pomoc¢u jednakosti i LEME
zakljucujemo da oni moraju biti kolinearni pa za taj t € I znamo da (Ja(t) €
R\ {0}) €(t) = a(t) é(t). S druge strane, za t € I za koje je ¢(t) = 0 o¢ito imamo
da (Ja(t) =0 € R) &(t) = a(t) é(t) - stoga zakljucujemo da u svakom slucaju vrijedi
tvrdnja

(Vt € I)(3a(t) € R) é(t) = a(t) &(2).

No primijetimo da smo ovime dobili obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ¢ijim rjeSavanjem
na intervalu / lagano dobivamo da je

e(t) = <efft0 a(T)dT> a,

za neki a € R?, gdje je ty € I proizvoljna tocka domene I. Konacéno, oznac¢imo
g(t) == ftz a(7) dT, pa integiriranjem gornjeg izraza zaklju¢ujemo da je

t
c(t) = (/ 9 dT) a+0,
to

za neki vektor b € R?. Prema tome, trag parametrizirane krivulje ¢ je sadrzan u
pravcu (spana) + b ¢ime je dokazana trazena ekvivalencija.
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Sada se postavlja pitanje, slicno kao §to smo imali i ranije, mozemo li za ¢ napraviti
reparametrizaciju jedini¢ne akceleracije, a to ocito jedino ima smisla za tocke domene
u kojima je vektor akceleracije prostorni vektor. Slicno NAPOMENT [2.1.4] moze se
pokazati da skup svih tocaka domene za koje je vektor akceleracije prostorni vektor
¢ini otvoren podskup domene. Posebno, po prethodnoj NAPOMENI odavde
slijedi da ¢ parametrizira dio pravca na interioru komplementa tog skupa. Srodno
ranijoj diskusiji, za opcenite svjetlosne krivulje mozemo pretpostaviti da je rub tog
komplementa konacan ili diskretan skup te ubuducée promatrati geometriju te krivulje
na komponentama povezanosti domene na kojima je vektor akceleracije prostorni
vektor.

Teorem 2.1.12. Svaka svjetlosna krivulja kojoj je vektor akceleracije prostorni vek-
tor na cijeloj domeni ima reparametrizaciju jedini¢ne akceleracije. Stovise, to su
jedine svjetlosne krivulje koje imaju reparametrizaciju jedini¢ne akceleracije.

DOKAZ U ovom dokazu postupamo slicno kao i u dokazu TEOREMA [2.1.10, Prvo ko-
mentirajmo kako je jasno da su krivulje iz iskaza jedine svjetlosne krivulje za koje ima
uopce smisla tvrdnja teorema, Sto vidimo po tvrdnji koja kaze da je vektor ak-
celeracije svjetlosnih krivulja nuzno prostorni, svjetlosni ili nulvektor. Pokazimo sada
da svaka svjetlosna krivulja s prostornim vektorom akceleracije zaista ima trazenu
reparametrizaciju. U tu svrhu ozna¢imo s ¢ proizvoljan difeomorfizam J — [ te
pronadimo uvjete na ¢ za koje je ¢ = c o ¢ parametrizirana krivulja jedini¢ne akce-
leracije. Zato za proizvoljan s € J oznac¢imo t = ¢(s) te raspisujemo uvjet:

lé@) = 1= et '<s>>2 +C'(t)90”(s)|| ~1
= D () + e (5), ) (@ (5)) + e)e(5))] = 1
=/ \<'C'(t)(90’(8))2, A )+

ot 2<é<t><so'<s>>2, )" (s)) + ()" (5), ét)e" (s))] = 1

1
“0{(8)) — e
2(s) ()]
! BTl
2o 10)

= (7)) = =VIle@)].
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Ovaj raspis vrijedi slicno kao i u dokazu TEOREMA [2.1.12] no istaknimo samo da
smo u drugoj ekvivalenciji koristili definiciju Lorentzove norme i da smo u ¢etvrtoj
ekvivalenciji iskoristili ¢injenicu da su &(t) i ¢(t) medusobno ortogonalni (vidi izraz
(2.1))) te da je ¢(t) svjetlosni vektor. Iz ovih ekvivalencija slijedi da nam je dovoljno
pronadi neki difeomorfizam v definiran na otvorenom intervalu I ¢ija je derivacija u

tocki t € I jednaka bas \/||¢(t)||. Stoga definiramo preslikavanje

ST SR L) =/ VI ar,

gdje je ty € I proizvoljna tocka intervala. Dakle, preslikavanje 1 je ocito derivabilno
te imamo ¢/ (t) = \/||é(t)|| > 0, zasve t € I, gdje nam je nejednakost dana ¢injenicom
da je ¢é(t) uvijek prostorni vektor. Stoga je ¢ posebno i injektivno preslikavanje pa
time 1 bijektivno na svoju sliku J := ¢ (1) ¢ime zaklju¢ujemo da postoji njen inverz

w:J =1

Pokazimo da je ¢ odnosno v difeomorfno preslikavanje. Zaista, preslikavanje ¢
(€(t),¢(t)) je ocito glatko preslikavanje ¢ija je slika sadrzana u (0, 00) pa slijedi da
je 1 njegova kompozicija s preslikavanjem x +— 4/ \/m takoder glatko preslikavanje.
Dakle, t — +/]|¢(t)] je glatko preslikavanje pa koriste¢i da je ¢'(t) = /||¢(2)|| slijedi
da je i 1 glatko preslikavanje. Konacno, buduéi da je v glatko bijektivno preslikavanje
za koje vrijedi (Vt € I) ¢'(t) = \/||é(t)|| > 0, koristei teorem o inverznom preslika-
vanju slijedi da je i pripadni inverz ¢ : J — I glatko preslikavanje. Zakljucujemo: ¢
i 1 su difeomorfna preslikavanja pa, kako imamo ¢/(t) = \/[|é(t)]], iz ekvivalencija s
pocetka dokaza slijedi da je ¢ := c o p parametrizirana krivulja jedini¢ne akceleracije
Sto smo i htjeli pokazati. O]

Povodom ovog teorema uvodimo slijede¢u definiciju.

Definicija 2.1.13. Za svjetlosnu krivulju prostora R? kojoj je vektor akceleracije
prostorni vektor u svakoj tocki domene kazemo da je pseudo-parametrizirana dulji-
nom luka, ako je to parametrizacija jedini¢ne akceleracije, to jest, ako vrijedi

(vt e 1) [lé@)] = 1.

Taj rezultat ¢e nam biti od kljuéne vaznosti u iducoj sekciji gdje ¢emo definirati
Freneteov trobrid i za, izmedu ostalog, svjetlosne krivulje.
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2.2 Freneteova baza i1 Frenet-Serreteove formule
krivulja prostora R}

U ovoj sekciji bavit ¢emo se definiranjem Freneteove! baze za krivulje Lorentz-
Minkowskijevog prostora. U idealnom sluc¢aju bismo definirali 7'(¢) kao jedini¢ni
vektor brzine krivulje, N(t) kao jediniéni vektor derivacije T'(t), B(t) kao vektorski
produkt T'(t) x N(t), te bismo zeljeli da je tada {T'(t), N(t), B(t)} ortonormirana baza
prostora R3. Problem nastaje kao prvo u tome da, kao §to smo to diskutirali u prosloj
sekciji, jedini¢ni vektor brzine krivulje ima smisla samo za prostorne i vremenske kri-
vulje, tako da nam u startu otpadaju svjetlosne krivulje (ili opéenito krivulje koje
nisu u svakoj tocki domene prostorne ili vremenske). Problem isto nastaje u sluc¢aju
da T(t) ispadne svjetlosni vektor, jer tada ne mozemo definirati N(t) kao jedini¢ni
vektor od T'(t). Opéenito, kada bi N(t) bio svjetlosni vektor, tada po PROPOZICLIE
znamo da {T'(t), N(t), B(t)} nikako ne moZe biti ortonirmirana baza prostora
R3. Iz ovakvih razloga definiranju Freneteove baze moramo pristupiti individualno po
slucajevima - vidjet ¢emo da ¢e vecina tih slucajeva imati medusobno slican pristup
do na par iznimaka gdje ¢emo trebati koristiti alternativne metode.

Kao sto je to bio u slucaj u euklidskom prostoru, Freneteov trobrid definiramo
prvo za regularne krivulje parametrizirane duljinom luka, no ovdje ¢emo uzimati u
obzir i krivulje pseudo-parametrizirane duljinom luka.

Definicija 2.2.1. Neka je ¢ : I — R} regularna krivulja parametrizirana duljinom
luka ili regularna krivulja pseudo-parametirizirana duljinom luka. Tada za svakit € T
definiramo vektor

T(t) = ¢(t)

i kazemo da je to tangencijalni vektor krivulje ¢ u tocki t. Navedimo jos kako ¢emo
regularne parametrizirane krivulje koje su parametrizirane duljinom luka i one koje
su pseudo-parametirizirane duljinom luka sve zajedno ubuduce podrazumijevati pod
izrazom krivulje (pseudo-)parametrizirane duljinom luka.

Napomena 2.2.2. Diskutirajmo iduce dvije primjedbe vezane uz prethodnu defini-
ciju.

e Tangencijalni vektor krivulje (pseudo-)parametrizirane duljinom luka je kons-
tantno istog tipa (prostorni, vremenski, svjetlosni vektor).

e Derivacija tangencijalnog vektora krivulje (pseudo-)parametrizirane duljinom
lika nuzno je ortogonalna na taj tangencijalni vektor.

1Jean Frédéric Frenet, 1816-1900
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Tvrdnja prve tocke slijedi iz TEOREMA [2.1.10[1 [2.1.12] (jer su jedine krivulje koje
dopustaju takve parametrizacije prostorne, vremenske odnosno svjetlosne), dok tvrd-
nju druge tocke pokazujemo sa slijedeé¢im. Ako je T'(t) tangencijalni vektor neke kri-
vulje ¢ : I — R$ (pseudo-)parametrizirane duljinom luka, tada je (koristeé¢i tvrdnju
prve tocke) nuzno:

(T(t), T(t)) = const. € {—1,0,1}

i to vrijedi za svaki ¢ € I. Sada nam je cilj derivirati ovu jednakost po varijabli ¢, ali
prije toga komentirajmo kako je preslikavanje t — T'(t), I — R3, glatko preslikavanje,
jer jet — T'(t) = ¢(t) glatko preslikavanje kao derivacija glatkog preslikavanja. Dakle,
diferencijarnjem po varijabli ¢ dobivamo upravo

(0, T®) = 0

iz cega zakljucujemo da je T'(t) ortogonalan tangencijalnom vektoru 7T'(t). Taj za-
kljucak mozemo zapisati i kao

T(t) € (spanT(t)) ",
prisjetimo li se diskusije provedene na stranici [45]

Nadalje, prisjetimo se kako smo u euklidskom prostoru koristili pojam biregu-
larnosti kojim se zahtjevom iz razmatranja iskljucuju krivulje koje parametriziraju
pravac. Jasno nam je da su sve krivulje pseudo-parametrizirane duljinom luka ujedno
i biregularne, no taj zahtjev ¢emo morat posebno iskoristiti za prostorne i vremenske
krivulje. Naime, prema NAPOMENI krivulje pseudo-parametrizirane duljinom
luka svakako ne parametriziraju dio pravca, dok se za prostorne i vremenske krivu-
lje parametrizirane duljinom luka lako pokaze da zahtjev biregularnosti karakterizira
kada ta krivulja parametrizira dio pravca.

Konac¢no smo sada spremni bez daljnjeg odgadanja definirati Freneteovu bazu u
Lorentz-Minkowskijevom prostoru. Slijedi

Definicija 2.2.3 (Freneteova baza Freneteovih krivulja). Za biregularnu krivulju
¢ : I — R? (pseudo-)parametriziranu duljinom luka kaZemo da je Freneteova kri-

vulja, ako su pripadni tangencijalni vektor 7°(t) i njegova derivacija T (t) prostorni
ili vremenski vektori, za sve t € I. Za Freneteovu krivulju ¢ : I — R? sada lako
definiramo Freneteovu bazu krivulje u tocki domene na slijede¢i nacin. Fiksirajmot €
I proizvoljan. Bududi da je T(t) prostorni ili vremenski vektor, tada po NAPOMENI
znamo da taj vektor mozemo normirati pa definiramo normalni vektor krivulje
c u tocki t kao jedini¢ni vektor

_ T
IT(0)]

N(t) :
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Stovise, sada definiramo i binormalni vektor krivulje ¢ u tocki t s

B(t) :=T(t) x N(t).

Buduéi da su vektori T'(t) i N(t) dva jedini¢na medusobno ortogonalna vektora (to
vidimo iz NAPOMENE [2.2.2)), pomo¢u PROPOZICIJE |1.2.21|sada zaklju¢ujemo da je
skup

{T(@t), N(t), B(t)}

ortonormirana baza prostora R? koju nazivamo Freneteova baza krivulje ¢ u tocki
t (posebno, B(t) je takoder jedini¢ni vektor). Konacno, definiramo i zakrivljenost

krivulje ¢ u tocki t kao koeficijent x(t) koji stoji uz vektor N(¢) pri prikazu vektora
T'(t) u pripadnoj Freneteovoj bazi, $to je po TEOREMU [1.2.20| dano s

Takoder definiramo i torziju krivulje ¢ u tocki ¢ kao koeficijent 7(¢) koji stoji uz

vektor B(t) pri prikazu vektora N (t) u pripadnoj Freneteovoj bazi, sto nam je po
istom TEOREMU dano s

Za pocetak istaknimo da radi jednakosti T'(t) = ||T(t)|| N(t) i radi jedinstvenosti
prikaza vektora u bazi, zakrivljenost x takoder mozemo racunati i kao

K(t) = IT@)],

a sada mozemo vidjeti i da je zakrivljenost k strogo veéa od 0 na cijeloj domeni (jer
je T'= ¢ konstantno prostorni ili vremenski vektor).

Ispitajmo sada koje su tocno krivulje Freneteove krivulje; radi jednostavnosti
ovdje pretpostavljamo da je vektor akceleracije (dakle, derivacija tangencijalnog vek-
tora) konstanto istog tipa (prostorni, vremenski odnosno svjetlosni vektor).

e Prvo, u slucaju da je c¢ biregularna vremenska krivulja parametrizirana dulji-
nom luka, tada je T'(t) jasno jediniéni vremenski vektor, dok za vektor T'(t)
po NAPOMENI znamo da vrijedi T'(t) € (spanT'(t))*. Pozivajuéi se na
ProprozICLJU odavde lako zaklju¢ujemo da je (spanT'(t))* (dvodimen-
zionalan) prostorni potprostor - sada uz karakterizaciju danu PROPOZICIIOM
m zakljucujemo da T'(t) mora biti prostorni vektor. Prema tome, T'(t) je
vremenski i 7'(t) je prostorni vektor pa zakljuéujemo da je ¢ Freneteova krivulja.
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e Drugo, neka je ¢ biregularna prostorna krivulja parametrizirana duljinom luka.
Tada je analogno prvoj tocki 7'(t) jedini¢ni prostorni vektor, T(t) € (spanT'(t))*
te je ovdje (spanT'(t))* (dvodimenzionalan) vremenski potprostor. Ovaj put,
s druge strane, prema karakterizacijama danim PROPOZICIJOM i TE-
OREMOM [1.2.28|znamo da (span T'(t))* sadrzi vremenske, prostorne i svjetlosne
vektore. U slucaju da je T (t) prostorni ili vremenski vektor, tada je ¢ Freneteova
krivulja, dok u slucaju da je T(t) svjetlosni, tada krivulja ¢ nije Freneteova.

e Konacno, u slucaju da je ¢ svjetlosna krivulja pseudo-parametrizirana duljinom
luka, tada ona ocito nije Freneteova krivulja: unato¢ tome Sto je derivacija
njenog tangencijalnog vektora svuda prostorni vektor, sam tangencijalni vektor
je svjetlosni, ¢ime slijedi zakljucak.

Odavde sada zakljuc¢ujemo da ¢emo se nadalje kao i kod svjetlosnih krivulja ograniciti
na promatranje prostornih i vremenskih krivulja s konstantnim tipom vektora akce-
leracije i taj ¢emo zahtjev nadalje podrazumijevati bez posebnog isticanja.

Dakle, jedino za svjetlosne krivulje pseudo-parametrizirane duljinom luka i bi-
regularne prostorne krivulje parametrizirane duljinom luka sa svjetlosnim vektorom
akceleracije nemamo nacin kako im definirati Freneteovu bazu u tocki domene. Raz-
log zasto one nisu uklju¢ene u prethodnu definiciju jest taj sto svjetlosni vektor ne
moze biti dio ortonormirane baze (PROPOZICIJA |1.2.21]), no tu nam u pomo¢ uskace
upravo DEFINICIJA kojom smo uveli pojam baze Lorentz-Minkowskijevog
prostora koja sadrzi svjetlosni vektor. Prema tome, pojam Freneteove baze ovih
krivulja rjesava iduca

Definicija 2.2.4 (Freneteova baza pseudonul i nul krivulja). Za krivulju ¢: I — R3
kazemo da je pseudonul krivulja, ako je to biregularna prostorna krivulja parametri-
zirana duljinom luka kojoj je vektor akceleracija svjetlosni vektor na cijeloj domeni.
Nadalje, za krivulju ¢ : I — R$ kazemo da je nul krivulja, ako je to svjetlosna krivulja
pseudo-parametrizirana duljinom luka. Definirajmo sada Freneteovu bazu pseudonul
i nul krivulja sa slijede¢im. Ako je ¢ : I — R3 pseudonul ili nul krivulja, tada
definiramo normalni vektor krivulje ¢ u tocki ¢t € I kao vektor

U svakom slucaju, zaklju¢ujemo da je, za proizvoljan fiksni ¢ € I, skup {T'(t), N(t)}
sastavljen od svjetlosnog i jedini¢nog prostornog vektora pa pozivajuci se na PRO-
POZICLJU [1.2.40| slijedi da postoji jedinstveni vektor

B(t)
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za koji je skup
{T'(t), N(t), B(t)}

nul baza prostora R? (to¢nije pss- ili sps-nul baza u R3): vektor B(t) ¢emo zvati binor-
malni vektor krivulje ¢ u tocki ¢ te ¢emo nul bazu {T'(t), N(t), B(t)} zvati Freneteova
baza krivulje ¢ u tocki t. Ovdje sada nema smisla definirati zakrivljenost krivulje ¢ u

tocki ¢ kao koeficijent uz vektor N(t) pri prikazu vektora 7'(t) u pripadnoj Freneteovoj
bazi, jer tu po definiciji uvijek vrijedi jednakost N(t) = T'(t). Doduge, ima smisla
definirati pseudotorziju krivulje ¢ u tocki ¢ kao koeficijent 7(t) koji pri prikazu vektora
N(t) u pripadnoj Freneteovoj bazi stoji uz svjetlosni vektor te baze razlicit od B(t),

Sto to nam je eksplicite dano TEOREMOM [1.2.25| na slijede¢i nacin:

Uvjerimo se ukratko da zaista vrijedi navedena formula za pseudotorziju nul i
pseudonul krivulja. Naime, u slu¢aju da je rije¢ o nul krivulji, tada su 7'(¢) i B(t)
svjetlosni vektori, pa pazljivom primjenom TEOREMA [1.2.25|slijedi da je

dok u sluéaju da je rije¢ o pseudonul krivulji, onda su N(t) i B(t) svjetlosni vektori
te pomocu istog TEOREMA imamo:

U svakom slucaju vidimo da zaista vrijedi navedena formula za pseudotoriziju.

Primjer 2.2.5. Buduéi da smo ovime definirali Freneteovu bazu i pripadne pojmove
zakrivljenosti, torzije i pseudotorzije za sve biregularne krivulje (pseudo-)parametri-
zirane duljinom luka, sada navodimo nekoliko primjera krivulja za koje racunamo
spomenute vrijednosti (krivulje iz ovog primjera preuzete su iz [12]).

(1) Promotrimo za pocetak parametrizaciju kruznice radijusa r > 0 u xy-ravnini
danu s

t t
ci:R—=R | c(t)=r (COS;,Sin;,O) .

Lako provjeravamo da je to prostorna krivulja parametrizirana duljinom luka s
prostornim vektorom akceleracije buduci da je

t t 1 t t
é(t) = (— sin—,cos—,O) . C(t) = - (— cos —, —sin—,O) :
r r r r

r
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Prema tome, ¢; je Freneteova krivulja pa mozemo racunati vektore Freneteove
baze te pripadnu zakrivljenost i torziju:

(t) = &)l =

t t
Ti(t) = (— sin—,cos—,()) ,
r r
T (t t t
Ni(t) = 1(t) = (— cos—,—sin—,O) ,

K1 (t) r r

€1 €9 —E€3
Bi(t) = Ty (t) x Ny(t) = |=sint/r cost/r 0 | =(0,0,—1),
—cost/r —sint/r 0

Ti(t) = (Ni(t), Bi(t)) = 0.

Zakljucujemo: kruznice u zy-ravnini, kao i kruznice euklidskog prostora, imaju
konstantnu zakrivljenost i torziju jednaku 0.

(2) Promotrimo sada parametrizaciju hiperbole u yz-ravnini danu s

t t
o(t) =a (O,sh—,ch —> ,
a a

za neki parametar a € R\ {0}. Lako vidimo da je ¢y vremenska krivulja
parametrizirana duljinom luka bududi da je é(t) = (O, ch 2, sh 3) Dakle, ¢, je
takoder Freneteova krivulja pa slicno prethodnom mozemo izracunati:

t ot . 1
Ty(t) = (O,Ch a,sh a) , Ko(t) = ||é2(t)|| = o
t t
NQ(t) = (O,Sha,Ch a) 3 BQ(t) = (17070)7

Tg(t) =0.

Ovo je ponovno krivulja konstantne zakrivljenosti i torzije jednake 0, ali ne
parametrizira kruznicu - to je bitno drugacije u odnosu na ono $to smo navikli
u unitarnom euklidskom prostoru.

(3) Slicno ranijem moze se pokazati da je krivulja

t t
cs: I =R c;;(t)za((),cha,sha) ,a € R
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Freneteova krivulja s prostornim vektorom brzine i vremenskim vektorom ak-
celeracije za koju takoder imamo

R3 = i 7'3:0.

a
Navedimo sada primjer pseudonul krivulje. Naime, promotrimo li parametrizi-

ranu krivulju
RS [t
Cyil — Iy C4(t) =a 57575 >
za neki a € R, lako mozemo provjeriti da je to prostorna krivulja parametrizi-
rana duljinom luka sa svjetlosnim vektorom akceleracije buduéi da tu imamo

ealt) = (1,§t,§t> Ca) = (022)

Prema tome, dobro je definiran pojam pripadne Freneteove baze i pseudotorzije
pa mozemo pisati

Odavde lako vidimo da je
7a(t) = (Na(t), Ba(1)) = 0
dok svjetlosni vektor By(t) po potrebi nalazimo direktnim ra¢unom iz jednakosti
(T3(8), Ba(t) = 0§ (Na(t), Ba(t)) = 1
Lo oyl oo o
By(t) = — t,§(4t —a ),§(4t +a%) ).

Za kraj navedimo primjer nul krivulje. Prisjetimo se da smo u PRIMJERU [2.1.5
izveli uvjet kada su obic¢ne cilindri¢ne spirale svjetlosne krivulje. 1z tog razloga
definirajmo

1
s R—=RY | cs5(t) = s (cosat,sin at, at) ,

za neki parametar a > 0. Primijetimo da je ova parametrizirana krivulja za-
pravo pseudoparametrizirana duljinom luka, Sto mozemo vidjeti buduéi da je

1
és(t) = o (—sinat,cosat,1) , &(t) = (—cosat,—sinat,0).
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Prema tome, c; je nul krivulja te stoga mozemo pisati

1
T5(t) = — (—sinat,cosat,1) 1 N;(t) = (—cosat,—sinat,0).
a
Proucavajuéi sustave dane za vektor Bs(t) relativno lagano mozemo pronaéi da
mora biti

Bs(t) = g (sinat, — cosat, —3)

pa je pseudotorzija dana s

a2

() = (N3(t), Bs(1) = -

Idu¢i nam je korak, kao $to smo to imali i u unitarom euklidskom prostoru, izvesti
Frenet-Serreteove? formule za uvedene Freneteove baze. U tu svrhu uvodimo iduée
oznake: za proizvoljnu biregularnu krivulju ¢ : I — R? (pseudo-)parametriziranu
duljinom luka definiramo

e:=(I"T) i d:=(N,N),

za svaki t € I. Lako vidimo da su uvedeni brojevi € i ¢ elementi skupa {—1,0, 1} (jer
vektori 7" 1 N u svakom slucaju mogu biti jedino jedini¢ni prostorni, jedini¢ni vre-
menski ili svjetlsoni vektor) pa su posebno i konstanti na cijeloj domeni . Koristeéi
uvedene oznake iskazujemo i dokazujemo najavljeni teorem i to kao prvo u slucaju
Freneteovih krivulja; no prije samog teorema potrebno je ustanoviti da su preslika-
vanja T, N, B : I — R? diferencijabilna i to je predmet iduée leme i propozicije.

Lema 2.2.6. Neka su X,Y : Q — R} dva glatka preslikavanja definirana na nekom
otvorenom podskupu 2 C R", za proizvoljan n € N. Tada je i preslikavanje Z : Q) —
R? definirano s

Z(t) = X(t) x Y(t)

takoder glatko preslikavanje.

DOKAZ Oznacimo s X, Xs, X3 odnosno s Y7, Ys, Y3 komponentne funkcije od X i Y
respektivno. Sada, prisjetimo li se NAPOMENE [1.2.10| odmah vidimo da je

Z=XxY= (X2Y3 — X3Y5, X3Y, — XiY3, XoY) — X1YQ)~

No koristeéi ¢injenicu da je preslikavanje glatko ako i samo ako su joj komponentne
funkcije glatke, odavde zakljucujemo da je Z glatka funkcija i to je to. O

2Joseph Alfred Serret, 1819-1885
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Propozicija 2.2.7. Ako je ¢ : I — R3 Freneteova krivulja, tada su preslikavanja
T:I1—-R} , N:I—-R} | B:I—-R}
glatka preslikavanja (pa time i regularne krivulje).

DOKAZ Kao prvo, preslikavanje tangencijalnog vektora T': I — R} je o¢ito glatko,
jer je ¢ glatko preslikavanje i T = ¢. Drugo, da je N : I — R$ glatko preslikavanje
uvjerit ¢emo se nakon $to pokazemo da je t — ||T (t)|| glatko preslikavanje I — (0, 00).
Naime, buducéi da je ¢ Freneteova krivulja, tada je ¢ prostorni vektor na cijeloj domeni
ili je vremenski vektor na cijeloj domeni. U svakom slucaj, odavde se slicno dokazu
TEOREMA [2.1.12] lako mozemo uvjeriti da je preslikavanje

t 7)) = VI, éb)]

glatko preslikavanje I — (0,00). Sada, budu¢i da je t T(t) (ocito) glatko pres-
likavanje, te da je (po definiciji) dano N(t) = ”:ﬂ%
takoder mora biti glatko preslikavanje. Za kraj, da je preslikavanje binormalnog
vektora B : I — R3$ glatko preslikavanje vidimo upravo iz definicije preslikavanja

(B=T x N) i prethodne LEME [2.2.6} ¢ime zavrsavamo dokaz ove leme. O

zakljutujemo da i N : I — R?

Propozicija 2.2.8 (Frenet-Serreteove formule za Freneteove krivulje). Ako je ¢ :
I — R3 Freneteova krivulja, tada na cijeloj domeni krivulje ¢ vrijedi jednakost

T 0 « 0][T
N|=|—-cbs 0 7| [N
B 0 er 0 B

i nazivamo ju Frenet-Serreteove formule parametrizirane krivulje c.

DOKAZ Napomenimo na samom pocetku dokaza da su ovdje € i § elementi skupa
{—=1,1} pa vrijedi €2 = 11 6% = 1 §to ¢emo presutno koristiti u kasnijem racunu.
Neka je ¢ proizvoljna Freneteova krivulja; tada po TEOREMU odmah imamo
slijedece izraze:

T (T, TYT,T) (N,NWT,N) (B,BY{T,B)] [T
N| = |(T,TY(N,T) (N,NY(N,N) (B,BY(N,B)| |N
B (T, T)(B,T) (N,NY(B,N) (B,B)(B,B)| |B
[e(T,T) &(T,N) (B,BYT,B)] [T
= |e(N,T) §(N,N) (B,BY(N,B)| |N|,
(B, T) 6(B,N) (B,B)(B,B)] |B
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gdje smo u drugoj jednakosti uvrstili uvedene oznake € i §. Primijetimo da se i
(B, B) moze izraziti pomocu koeficijenata ¢ i 0: zaista, buduéi da {7, N, B} ¢ini
ortonormiranu bazu u R?, tada se ona sastoji od dva prostorna i jednog vremenskog
vektora, pa koristeci ekvivalencije

¢ =1 <= T prostorni vektor i ¢ =1 <= N prostorni vektor,
lako provjeravamo da mora vrijediti jednakost
(B, B) = —¢0.
Prema tome, pocetne jednakosti sada zapisujemo kao

T (T, T) &(T,N) —ed(T,B)] [T

N| = |e(N,T) §(N,N) —e6(N,B)| |N

B e(B,T) 6(B,N) —eé(B,B)| |B
Izracunajmo sada koeficijente dobivene matrice - primijetimo da u startu po DEFI-
NIclI [2.2.3] imamo

T=|T|N , §(T,NY=x i —e§(N,B)=r.

Trecu vrijednost u matricu uvrstavamo direktno, dok po jedinstvenosti prikaza vek-
tora u bazi iz prve i druge jednakosti slijedi

(T, T) &(T,N)y —ed(T,B) 0 K 0
e(N,T) 6(N,N) —e6(N,BY| = |e(N,T) &§(N,N) T (2.3)
e(B,T) §(B,N) —e6(B,B) e(B,T) &(B,N) —&d(B,B)

Odredimo sada i ostale koeficijente matrice koristeéi ¢injenicu da je {T, N, B} orto-
normirana baza. Naime, za sve t € [ imamo da je

(N,Ny=1 i (B,B)=1
pa diferenciranjem obje jednakosti po varijabli ¢ dobivamo:
2AN,Ny=0 i 2(B,B) =0,

otkuda zaklju¢ujemo da se na dijagonali nalaze samo nule. Isto tako, za sve t € [
imamo da je

(T,N)=0 , (N,BY=0 i (T,B)=0,

pa diferenciranjem ovih jednakosti po varijabli ¢ imamo:

(N, T) = —(T,N) , (B.N)=—(N.B) i (B,T)=—(T,B).
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Konaéno, pazljivim is¢itavanjem jednakosti (2.3)) sada mozemo izrac¢unati:

e(N,T) = (—¢) - (T,N) = (—¢) - (6r) = —&0k,
e(B,T) = (—¢) - (T,B) = (—¢) - (6 0) = 0,
§(B,N) = (=06) - (N,B) = (=0) - (—eb7) = eT.

Prema tome, uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u (2.3) dobivamo

e(T, T) (5<T, N) —55(T, B) 0 x O
e(N,T) 6(N,N) —eé(N,B)| =|—eox 0 7
(B, T) 6(B,N) —e6(B,B) 0 et O
iz ¢ega slijede trazene formule. O

Idué¢i nam je cilj izvesti Frenet-Serreteove formule i za nul i pseudonul krivulje.
Ovdje doduse nailazimo na jedan problem: ne znamo mozemo li diferencirati presli-
kavanja T, N, B : I — R? - preciznije, lako to moZemo provjeriti za preslikavanja T
i N slicno kao i u dokazu PROPOZICIIE [2.2.7| ali je pitanje preslikavanja B nesto
problemati¢nije. Problem proizlazi iz toga §to je egzistencija vektora B(t) (u dokazu
PrROPOZICUE izvedena ne sasvim konstruktivno pa ne mozemo na neki nacin
direktno izvudi trazeni zakljucak. S druge strane, intuitivno nam se ¢ini kao da bi
preslikavanje B : I — R} trebalo biti glatko u sluc¢aju da su T i N glatki (obzirom
na izvod treéeg svjetlosnog vektora nul baze). Iz tog razloga, sada radimo ekspli-
citnu konstrukciju treceg svjetlosnog vektora nul baze kojim ¢emo dokazati njegovu
glatko¢u. Za pocetak, dokazujemo jednu tehnicku lemu,

Lema 2.2.9. Neka je ¢ : I — R? glatko preslikavanje definirano na nekom otvorenom
intevalu I C R?. Pretpostavimo da preslikavanje ¢ zadovoljava da

(Vt e I) qui(t)? + () = 1,

gdje su q; i ¢ komponentne funkcije preslikavanja q. Tada postoji glatko preslikavanje
¥ : 1 — R takvo da je

(Vt € I) q(t) = (cosV(t),sind(t)).

DOKAZ Napomenimo da je ova lema svojevrsna verzija leme o podizanju puteva, te-
orema poznatog iz algebarske topologije i teorije homotopije. Za pocetak izvedimo
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kako bi uopce trebalo izgledati preslikavanja 1; naime, kada bi 9 bilo glatko preslika-
vanje koje zadovoljava trazeno svojstvo, tada mozemo nac¢i da vrijedi:

q1(t) = cosI(t) = qi(t) = —sind(t) - V' (¢)

= qi(t) = —q2(t) - V'(?)

= ¢ (t)g(t) = —q(t)” - V' (1), (2.4)
@a(t) = sind(t) = ¢5(t) = cosV(t) - V'(t)

= ¢(t) =q(t) V' (?)

= GHa ) = qt)-9'(), (2.5)

pa oduzimajuéi jednakosti (2.4)) i (2.5) dobivamo

I (1) = () + () (1) = () 0'(t) + q2(1)* - V'(2)
= (O)q (1) — 1 (H)g2(t),

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da je q;(t)* + ¢2(¢t)*> = 1. Prema
tome, zakljucujemo da ako je ¢ glatko preslikavanje iz iskaza leme, tada ono mora
zadovoljavati jednakost ¥ = ¢hq1 — ¢} g2 ¢ime smo ¢ uspjeli prikazati iskljucivo preko
preslikavanja ¢. Time inspirirani sada definiramo nase preslikavanje ¥ : I — R s

U(t) =g + / 05(8)q1(8) — q1(s)qa(s) ds,

to

gdje je tg € I proizvoljna tocka intervala i ¥y € R konstanta koju ¢emo sada odrediti.
Naime, buduéi da je q;(tg)* + q2(tp)? = 1, tada koriste¢i poznata svojstva trigonome-
trijskih funkcija znamo da postoji jedinstveni 9y € [0, 27) takav da je cos ¥y = ¢ (o)
isindy = ga2(to) pa biramo upravo taj Jy. Dakle, J je glatko preslikavanje kao anti-
derivacija glatkog preslikavanja te posto je ¥(tg) = ¥y imamo:

(cosV(to), sind(ty)) = q(to), (2.6)

pokazimo da ta jednakost vrijedi za sve t € I. U tu svrhu definiramo preslikavanja
\111, Uy: T - Rs

Wy (t) == (q(t), (cosI(t),sind(t))) , = qu(t) cosI(t) + qo(t) sin I(2),
Wy(t) == (q(t), (—sind(t),cosI(t))) , = —qi(t) sind(t) 4 ga(t) cos V(t),

gdje (, )po predstavlja euklidski skalarni produkt na prostoru R?. Istaknimo da su
U, i Wy glatka preslikavanja kao kompozicija glatkih preslikavanja te da vrijedi

\Ijl(t(]) =1 1 \Ijg(t(]) = O,



98 POGLAVLJE 2. KRIVULJE PROSTORA R}

Sto provjeravamo jednostavnim racunom koriste¢i jednakost . Pokazimo da su
preslikavanja W, i ¥, zapravo konstantna. To sada provjeravamo direktnim racunamo
na slijedeci nacin:
U = ¢ cos ol — ¢ (sin o) + ¢ sin o} + go(cos o)
= ¢} cos 0¥ — ghqi sin o + ¢} q1qz sin 0 + ¢ sin o) + ¢hq1qe cos o — ¢ g5 cos ov)
= ¢} (1 — ¢3) cos o + ¢h(1 — ¢?) sin 0¥ + ¢, q1qa sin 0¥ + ¢hq1qo cos oV
= ¢\q; cos o + g4q5 sin ot + ¢} q1qz sin oV + ¢hq1qa cos o
= ¢1q1(q1 cos 09 + gz sin ov)) + ¢3qa(qz sin o + gy cos o)
= (@1 + 2¢2) (g2 sin oV + gy cos o))

1 .
= 5(‘1% + q3) (ga sin 0¥ + ¢y cos od))

=0,

gdje smo u drugoj jednakosti koristili ¢injenicu da je ¥ = ¢4q1 — q1q2, u Cetvrtoj
jednakosti koristili ¢injenicu da je ¢ + g5 = 1 te u posljednoj jednakosti ¢injenicu da
je derivacija konstnantne funkcije ¢2 + g2 jednako 0. Sasvim analogno bismo pokazali
ida je

Ul = —q) sin ot — gy (cos o) + gy cos ot — go(sin o))’

= (q1q1 + ¢5q2)(q2 cos o — gy sin o1))
=0

pa zakljucujemo da su ¥y i W, konstnatna preslikavanja, to jest vrijedi:
Up=1 i ¥y,=0.
Prema tome, imamo da
(Vt € I) qi(t) cosV(t) + q2(t) sin(t) = 11 da
(Vt e I) —qi(t)sind(t) + qa2(t) cos¥(t) = 0,

otkuda mnozenjem prve jednakosti skalarom cos@(t) i druge jednakosti skalarom
—sinf(t) te zbrajanjem dobivamo da

(Vt € 1) q1(t) = cos I(t),

dok mnozenjem prve jednakosti skalarom sin 6(¢) i druge jednakosti skalarom cos 6(t)
te zbrajanjem dobivamo da

(Vt € 1) go(t) = sind(t).

Time je dovrsen dokaz ove leme. O]
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Teorem 2.2.10. Neka su A: I — R} i C : I — R} dva preslikavanja definirana na
nekom otvorenom intervalu I C R, takva da je A(t) svjetlosni vektor i C'(t) jedini¢ni
prostorni vektor za svaki ¢t € I. Tada postoji jedinstveno preslikavanje B : [ — R3
takvo da je skup {A(t), B(t), C(t)} nul baza prostora R}, za svaki t € I. Stovige, ako
su A i C glatka preslikavanja, tada je i B glatko preslikavanje.

DOKAZ Egzistencija i jedinstvenost preslikavanja B direktna je posljedica PROPO-
ZICIJE dok je prava tvrdnja ovog teorema upravo pitanje glatkoce, stoga
pretpostavimo da su A i C' glatka preslikavanja. Kao $to smo i najavili ranije, ideja
ovog dokaza jest konstruirati vektor B pomocu vektora A i C' na nacin iz kojeg ce
se ocitovati njegova glatkoca. Ideja konstrukcije koju ¢emo ovdje provesti zasniva
se na ¢injenici da ¢emo mo¢i pronadi glatko preslikavanje p : I — R? takvo da je
p € (spanC)* i da je p jediniéni prostorni vektor na cijeloj svojoj domeni. Pa
pronadimo to preslikavanje p. Naime, za pocetak definiramo preslikavanje

- Ve e 0.0

gdje su C; komponentne funkcije od C, i = 1,2,3. Potrebno je uvjeriti se da je ova
definicija dobra, a time pokazati i da je preslikavanje ¢ glatko. Naime, buduéi da je
C jedini¢ni prostorni vektor na cijeloj svojoj domeni, tada imamo da je

C?4+C3=C3+1>0

q: 1 —=R* | qt):

otkuda zakljucujemo da je preslikavanje C? + C? glatko preslikavanje I — (0, 4+00).
Tada je komponiranjem s = +— /x takoder i \/C? + C2 glatko preslikavanje I —
(0, 4+00) pa je posebno i 1/,/C? + C? glatko preslikavanje I — (0,+00). Stoga
zakljucujemo: preslikavanje ¢ : I — R? je dobro definirano glatko preslikavanje (kao
kompozicija glatkih preslikavanja). Stovige, lako vidimo da po definiciji preslikavanja
q vrijedi:

__a &
REES e R Y

Sada smo u poziciji pozvati se na prethodnu LEMU [2.2.9| otkuda zaklju¢ujemo da

(39 : I — R, glatko preslikavanje) ¢(t) = (cosd(t),sind(t)).

(Vt € I) u(t)* + ga(t) =1

Konacno, sada definiramo preslikavanje
p: I =R | pt):=(—sind(t),cosd(t),0).

Preslikavanje p je oc¢ito glatko preslikavanje kao kompozicija glatkih preslikavanja, te
je p(t) jedini¢éni prostorni vektor za svaki t € I:

(p(t), p(t)) = sin®¥(t) + cos® ¥(t) + 0 = 1.
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Pokazimo jos da je zadovoljeno:
(vt € 1) p(t) € (spanC(t))* .
Dovoljno je pokazati da je p(t) L C(t) za sve t € I pa stoga ra¢unamo:
(p(t),C(t)) = (( —sind(t),cos ¥(t),0), (C1(t), Ca(t), Cs(t)))
= [radi jednostavnijeg raspisa uvodimo oznaku: f :=4/C? + C’QZ]

Ci(t) Ca(t) Cs(t)
((smam.eoson 050 (G T Fi))
I

)<( — sind(t), cos I(t), 0), (cosﬁ( ), sin 9(t), O3(t))>

f(t)
= f(t) (— sin 9(t) cos I(t) + cos I(t) sin ¥(t) + CJ}((;;))
=0,
gdje smo u cetvrtom retku iskoristili ¢injenicu da je (Q7 %) — ¢ = (cosod, sin o¥).

Prema tome zakljucujemo da smo zaista pronagli trazeno preslikavanje p : I — R3.
Koristeci preslikavanja p i C' sada ¢emo definirati ,,glatku” ortonormiranu bazu vre-
menskog potprostora (span C)* na cijeloj domeni I; tada ¢emo ,,glatkim” prikazom
vektora B u toj ,glatkoj” bazi dokazati trazenu tvrdnju teorema. Naime, bududi da
su p(t) i C(t) dva jedini¢na prostorna vektora, tada po PROPOZICIJT zZnamo
da skup {p(t),C(t),p(t) x C(t)} ¢ini ortonormiranu bazu Lorentz-Minkowskijevog
prostora pa je vektor p(t) x C(t) jedini¢ni vremenski vektor ortogonalan na C(t).
Prema tome, definiramo li

vl =R} | wt):=p(t) x C(t)

dobivamo preslikavanje za koje znamo da je glatko po LEMI [2.2.6] te za koje vrijedi da
je v jediniéni vremenski vektor sadrzan u prostoru (span C')* u svakoj tocki domene.
Sada lako vidimo da skup

{p,v}

¢ini ortonormiranu bazu vremenskog potprostora (span C)+ u svakoj tocki intervala I.
No, prisjetimo li se dokaza PROPOZICIJE |1.2.32] mozemo vidjeti da su tada vektori

S1:=p+v 1 Sy =p—v

dva nekolinearna svjetlosna vektora u R3, za sve t € I. Preslikavanja sy, sy : [ — R3
su oc¢ito glatka kao zbroj dva glatka preslikavanja te je jasno da skup

{51,802}
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takoder ¢ini bazu vremenskog prostora (span C)* na cijeloj domeni I. Prema tome,
buduéi da je A(t) sadrzan u (span C(t))*, tada postoje (i jedinstveni su) koeficijenti
a;(t), as(t) € R takvi da je

A(t) = ar(t)s1(t) + as(t)sa(t). (2.7)

Buduéi da to mozemo napraviti za svaki t € I, zaklju¢ujemo da su time dobro
definirana preslikavanja
aq, Q9 - I — R,

uvjerimo se da su ta preslikavanja glatka. Za pocetak istaknimo da éemo s Ay, Ay, Az :
I — R odnosno s s;1, S;2, Si3 : I — R oznacavati komponentne funkcije preslikavanja
A odnosno s;, za koja znamo da su glatka (kao komponentne funkcije glatkih pres-
likavanja), i € {1,2}. Prije samog dokaza glatkoCe preslikavanja oy i ay potrebno
nam je istaknuti iduéu primjedbu: bududi da su A(t), s1(t) i so(t) svjetlosni vektori,
tada isto kao i u dokazu PROPOZICIJE zakljucujemo da mora biti a;(t) =0
ili ay(t) = 0 te (bududi da je A(t) # 0) jedan od tih skalara mora biti razlicit od 0;
navedenu primjedbu mozemo koncizno zapisati u obliku ekvivalencije

ai(t) £0 <= as(t) = 0 (2.8)

te napomenimo da ta ekvivalencija vrijedi za sve t € I, jer navedenu primjedbu
mozemo provesti za proizvoljan ¢ € I. Koristedi tu tvrdnju sada mozemo dokazati
glatkoéu preslikavanja «;, i € {1,2}. U tu svrhu fiksirajmo proizvoljan t, € I.
Istaknimo da jednakost mozemo iskazati i po koordinatama, to jest vrijedi:

(Vt € I) Ap(t) = ay(t)s1r(t) + ao(t)sax(t),

za svaki k € {1,2,3} - upravo iz tih jednakosti izvla¢imo glatko¢u preslikavanja «;
na nekoj otvorenoj okolini tocke ¢y € I. Prvo pokazimo da za oba i € {1,2} vrijedi:

a;(to) #0 = (A >0)(Vt € (to — A\, to+ A) C 1) ay(t) # 0. (2.9)

U tu svrhu fiksirajmo proizvoljan i € {1,2}, oznacimo s j preostali element skupa
{1,2} \ {i} te pretpostavimo suprotno: dakle, imamo da je «;(to) # 0 te da za svaki
odgovarajuéi A > 0 postoji nekit € (to—\,to+A) C I takav da je o;(t) = 0. Posebno,
oznacimo li prirodan broj ng := [1] (gdje [-] predstavlja strop funkciju), tada imamo

1 1
(Vn €N,n> no) (Eltn € <t0 - E,to + E>) a;i(t,) = 0.

Sada s jedne strane, koriste¢i ekvivalenciju (2.8)) znamo da «;(to) # 0 povladi a;(t) =
0 pa imamo:

Alto) = ailto)si(to). (2.10)
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S druge strane, lako vidimo i da je
(Vn e N,n > ng) A(t,) = o;(t,)s;(tn). (2.11)

Primijetimo da bismo uzimanjem limesa u ovoj jednakosti uz pomo¢ prethodne jed-
nakosti mogli pokazati da su s;(ty) i s;j(¢p) kolinearni, ¢ime bismo dosli do
kontradikcije; problem je u tome $to ne mozemo samo tako uzeti limes po n jer ne
znamo postoji li lim,, «;(¢,,). Iz tog razloga ¢inimo slijedece: bududi da je s;(o) svje-
tlosni vektor, tada mora postojati neki k& € {1,2,3} za koji je s;x(to) # 0; Stovise,
budu¢i da je preslikavanje s;, glatko, tada mora postojati neki & > 0 takav da je
(to — & to+ &) CIidaje

(Vt S <t0 — & tg+ f)) Sjk(t) # 0.

Posebno, oznacimo li n; := max {no, (a }, tada primje¢ujemo da n > ny povlaci da
je t, € (to — &,to + &), odnosno imamo:

(Vn € N,n > nq) sji(t,) # 0.
Posebno sada iz jednakosti dobivamo da je
(Vn € Nyn > ny) Ag(t,) = a;j(tn)s;k(ts)
sto sada mozemo dijeliti brojem s;;(t,) # 0 ¢ime dobivamo da

(Vn e Nyn > ny) o(t,) = iig:;

Primijetimo da ovdje sada mozemo uzeti limes po n: desna strana jednakosti ima
limes po glatkodi preslikavanja Ay, i s te koristeci tvrdnje da je (Vn > nq) s;i(t,) # 0
i da je lim, s;(t,) = s;i(to) # 0. Dakle, postoji limes i vrijedi:

Ap(tn)\  lim, Ag(t,)  Ag(to)
(Sjk(tn)) iy, sk(t,)  sik(to) cR.

Stoga, buduéi da je ny > ng, iz (2.11) imamo

05, 0lte) = 0,
(Vn e Nyn > ny) A(t,) = a;(t,)s;(tn),
otkuda uzimanjem limesa po n nalazimo:

Alto) = nlLIEO A(t,) = lim (ozj(tn)sj(tn)) = lim «;(t,) - lim s;(t,)

~ Ag(to)

 su(to)

s;(to)-
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Konaé¢no, uvrstavanjem jednakosti te dijeljenjem skalarom «;(ty) # 0 dobivamo
upravo

Lto) s; (to)

sjk(to) o (to)

sto po definiciji pokazuje da su s;(tp) i s;(to) dva kolinearna svjetlosna vektora, a to je
kontradikcija jer smo ranije pokazali da su s; i s; dva nekolinearna svjetlosna vektora
za sve t € I. Prema tome, pretpostavka je bila kriva i zakljucujemo da zaista vrijedi
tvrdnja implikacije - uporaba te tvrdnje bit ¢e nam esencijalna u dokazu da su
a1 1 ap glatka preslikavanja. Naime, za nas ¢y € [ nam je po jasno da jedan od
brojeva

Si(t()) =

Oél<t0) 1 OéQ(to)

mora biti razli¢it od 0, dok drugi broj mora biti jednak 0. Oznacimo s i € {1,2} onaj
indeks koji je dani broj razlic¢it od 0, dok s 7 onda ozna¢imo preostali element skupa
{1,2} \ {i}; dakle, imamo:

ai(to) §£ 0 i Oéj(to) = 0.

Tada po tvrdnji implikacije (2.9) znamo da I\ > 0 takav da je (to — A\, to+ ) C I te
da je

(Vt € (to — A\, to + A)) ai(t) # 0.
Tada prema ekvivalenciji (2.8]) zaklju¢ujemo da je

(Vt c <t0 — )\,to + )\)) Oéj(f) =0.

Prema tome, «; je ocito glatka funkcija na intervalu (tg— A\, to+A); pokazimo da je i a;
glatka funkcija na nekom otvorenom intervalu oko #,. Naime, bududi da je o;(t) =0
zat € (tg — A\, top + A), tada jednakost (2.7) mozemo na tom intervalu zapisati kao

(Vt € {to — N to+ A)) A(t) = a;(t)s(b); (2.12)

koristeci ovu jednakost po koordinatama dokazujemo trazenu glatko¢u na iduéi nacin.
Bududi da je s;(ty) svjetlosni vektor, tada znamo da mora postojati neki k € {1,2, 3}
takav da je s (to) # 0 - bududi da je s; posebno i glatko preslikavanje na danom
intervalu (typ — A\, tp + A), tada znamo da mora postojati neki u > 0 takav da je
<t0 —,LL,to+/L> - <t0 — )\,t0+>\> i daje

(Vt € (to — pu to + ) sak(t) # 0.

Konagno, ispisivanjem jednakosti (2.12)) po koordinati k£ na ,smanjenom” intervalu
zakljucujemo da vrijedi

(Vt € (to — p,to + 1)) Ak(t) = a;(t)sin(t)
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pa dijeljenjem s s;(t) # 0 dobivamo da je

Ag(t)
Sik (t) .

Bududéi da su Ay, i s, glatka preslikavanja na intervalu (to — p,to + ) te da je s
razli¢ito od 0 na tom intervalu, zaklju¢ujemo da je i njihov kvocijent glatko presli-
kavanje odnosno da je «; glatko preslikavanje na otvorenom intervalu oko t,. Dakle,
time smo pokazali da su preslikavanja

(V¢ € (to — p, to + 1)) cu(t) =

ar: ] —-R 1 ay: I —>R

glatka preslikavanja na otvorenoj okolini tocke £y € I, pa po proizvoljnosti elementa
to zakljucujemo da su to dva glatka preslikavanja I — R. Pokazimo sada da jedno
od ta dva preslikavanja mora biti identicki jednako 0, dok drugo mora svugdje biti
razli¢ito od 0 i to konstantnog predznaka na cijeloj domeni. Naime, domenu I mozemo
raspisati kao disjunktnu uniju na slijede¢i nacin:

I={tel|la(t)>0tu{tel|m
={tel|a(t)>0u{tel|m
={tel|at)>0}U{tel|as(t) >0}

U{tel|as(t)<0tU{tel|ai(t) <0}
= a7 ({0, +00)) U oy ({0, +00)) U g ({(—00,0)) Uay! ((—oo,0))
=LUlbul;uly.

t)y=0yU{tel|ai(t) <0}
t) £ 0YU{tel|ai(t) <0}
)
)

o~ o~ o~ —~

Komentirajmo ukratko da smo u drugom retku koristili tvrdnju ekvivalencije (2.8), da
smo u zadnjem retku samo uveli redom oznake za dobivene skupove te da su skupovi
iz raspisa ocito medusobno disjunktni. Buduc¢i da su preslikavanja oy i as glatka te
da su skupovi (0, +00) i (—o0,0) otvoreni skupovi, zakljucujemo da su skupovi I:*,
i = 1,2, medusobno disjunktni otvoreni skupovi. No kako je I povezan skup (jer je
I otvoreni interval) zaklju¢ujemo da je I jednak jednom od ovih skupova, dok su svi
ostali skupovi jednaki (). Oznacimo s i € {1,2} onaj indeks za koji je

I=1I7,
dok s j oznac¢imo preostali element skupa {1,2} \ {i} - tada jasno vidimo da je
i I —=RE i a;=0,

gdje smo s RT oznagili interval (0, +00) i s R™ interval (—o00,0). Prema tome, jed-
nakost ([2.7) sada mozemo zapisati kao

A= Q4 S;.
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Sada smo konac¢no spremni prikazati preslikavanje B kao kompoziciju glatkih presli-
kavanja. Naime, s jedne strane imamo

(siys5) = (s1,82) = (p+v,p—v) = (p,p) +2(p,v) = (v,0) =1+ 0—(=1) =2,

dok s druge strane, buduéi buduéi da je o; : I — R* glatko preslikavanje, tada je
takoder i

1
— ] 5 R*
Q;

glatko preslikavanje. Koriste¢i te tvrdnje sada smo u poziciji raspisati slijedece:
1
<Si,8j> =2 = QG 84, — 85 ) = 2
0%

1
— <Ozi8i,ESj> =1
1
— A,ESJ' :1,

gdje smo u zadnjem retku iskoristili da je A = «;s;. Prema tome, ﬁsj(t) je
svjetlosni vektor koji lezi u (span C(t))* i koji u pseudoskalarnom produktu s A(t)
daje broj 1, dakle skup {A(t), ﬁ(t) s;(t),C(t)} ¢ini nul bazu prostora R}. Pa to
je upravo trazeni vektor B(t)! Zaista, po PrRoOPOzICLII [1.2.40| znamo da je B(t)
jedinstveni vektor koji zadovoljava to svojstvo, ¢ime imamo jednakost

B(t) = Qaj(t) s(t);

buduéi da ovo vrijedi za svaki ¢ € I te buduéi da su preslikavanja ai i s; glatka

preslikavanja, tada i B mora biti glatko preslikavanje, i time je ovaj teorem dokazan.
O

Korolar 2.2.11. Ako je ¢: I — R? pseudonul ili nul krivulja, tada su preslikavanja
T:1-R? | N:I-R} | B: IR}
glatka preslikavanja (pa time i regularne krivulje).

DOKAZ Isto kao i u dokazu PROPOZICIJE vidimo da je preslikavanje T : I — R3
glatko, a kako je ovdje N = T tada je o¢ito i N : I — R3 glatko preslikavanje.

Konacno, iz definicije preslikavanja B vidimo da sada po prethodnom TEOREMU
2.2.10slijedi da je i ono glatko preslikavanje I — R3. O]
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Sada konacno ima smisla promatrati diferencijal preslikavanja B kod pseudonul
i nul krivulja pa mozemo iskazati i dokazati teorem pripadnih Frenet-Serreteovih
formula; ponovimo samo da ¢emo isto kao i ranije koristiti oznake ¢ = (T, T) i
d = (N, N).

Propozicija 2.2.12 (Frenet-Serreteove formule za pseudonul i nul krivulje). Ako
je ¢ : I — R? pseudonul ili nul krivulja, tada na cijeloj domeni krivulje ¢ vrijedi
jednakost

T 0 1 0 T
N| = |0r e =9 N
B —¢ =01t —e7| |B

i nju takoder nazivamo Frenet-Serreteove formule parametrizirane krivulje c.

DOKAZ Dokaz ovog teorema slijedi slicnim postupkom kao i dokaz PROPOZICIJE
no ovdje ¢emo pristupiti svakoj od krivulja individualno, a zatim éemo ih
objediniti u formuli kao iz iskaza. Prvo, pretpostavimo da je ¢ pseudonul krivulja;
odmah istaknimo da je tada e = (T, T) = 116 = (N,N) = 0. Buduéi da je ovdje
{T, N, B} pss-nul baza prostora R}, tada pazljivom primjenom TEOREMA [1.2.25
dobivamo iduce jednakosti:

T (T,T) (T,B) (T,N)] [T
N| = [(N,T) (N,B) (N,N)| |N|,
B (B,T) (B,B) (B,N)| |B

[zracunajmo koeficijente dobivene matrice; za pocetak primijetimo da odmah mozemo
rijesiti prvi redak matrice buduc¢i da je po DEFINICLII dano T = N pa iz
jedinstvenosti prikaza vektora u bazi prostora zakljucujemo da je

(T,T) (T,B) (T,N) 0 1 0
(N,T) (N,B) (N,N)| =[(N,T) 7 (N,N)|, (2.13)
(B,T) (B,B) (B,N) (B,T) (B,B) (B,N)

gdje smo takoder uvrstili pseudotorziju 7 = (N, B) (5to je dano istom DEFINICIIOM).
Preostale koeficijente matrice dalje izvodimo koristeé¢i odnose i svojstva vektora T', N
i B danih ¢injenicom da oni ¢ine pss-nul bazu. Sliéno kao i u dokazu PROPOZICIJE

iz jednakosti
(N,N)=0 , (B,B)=0 , (I''N)=0 , (N,By=1 1 (I'B)=0
diferenciranjem po varijabli ¢ dobivamo:

(N,NY=0, (B,B) =0, (N,T) = —(T,N), (B,N) = —(N, BYi(B,T) = —(T, B).
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Dalje, pazljivim is¢itavanjem jednakosti (2.13]) dobivamo:
(N,T)=0 , (B,T)=-1 , (B,N)=-r,

te konacno uvrstavanjem svih dobivenih vrijednosti dobivamo

(T,T) (T,B) (T,N) 0 1 0
(N,T) (N,B) (N,N)|=|0 7 0
(B,T) (B,B) (B,N) -1 0 —7

No kao sto smo i komentirali na pocetku dokaza, u ovom slucaju imamoe =119 =0
pa vidimo da zapravo vrijedi jednakost

(T,T) (T,B) (T,N) 0 1 0
(N,T) (N,B) (N,N)| =|dr er =6
(B,T) (B,B) (B,N) —& —0T —eT

Sto nam upravo daje trazenu jednakost iz iskaza; razlog zasto to uopce zapisujemo
na ovaj nacin jest taj sto ¢emo uskoro vidjeti da ista matri¢na jednakost vrijedi i za
nul krivulje pa je ovo zapravo elegantan nacin na koji objedinjujemo formule jednog
i drugog slucéaja. U tu svrhu sada pretpostavimo da je ¢ nul krivulja prostora R3;
ovdje pak imamo da je e = (T,T) = 0idaje § = (N,N) = 1. Buduéi da je ovdje
{T, N, B} sps-nul baza, tada sasvim analogno koriste¢i TEOREM [1.2.25|i DEFINICIJU
[2.2.4] dobivamo:

T (T,BY (T,N) (T.T7)] [T 0 1 0 T
N|=|(N,B) (N,N) (NT)| IN|=| 7 (N,N) (N,T)| |N
B (B,B) (B,N) (B,T)| |B (B,B) (B,N) (B,T)| |B

Konaé¢no, sasvim analogno bismo pokazali da vrijede jednakosti
(N,N)=0,(B,BY=0, (N, T)=—(T,N), (B,N)=—(N,B)i(B,T) = —(T, B),
otkuda nalazimo i

(NTY=-1 , (B,T)=0 , (B,N)=—1.

Prema tome, ovdje dobivamo jednakost

(T,BY (T,N) (T,T) 0 1 0
(N,B) (N,N) (N, T)|=1|r 0 -1},
(B,B) (B,N) (B,T) 0 -7 0
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odnosno, kako je ovdje e = 01§ = 1, opet vidimo da vrijedi

(T,B) (T,N) (T,T) 0 1 0
(N,B) (N,N) (N,T)| = |0t er -0
(B,B) (B,N) (B,T) —& —0T —e€T

pa zaklju¢ujemo da u svakom slucaju vrijede formule iz iskaza propozicije i time je
ovaj dokaz gotov. O

2.3 Fundamentalni teoremi krivulja prostora R}

Koristeéi Freneteove formule izvedene u PROPOZICIJAMA [2.2.8]1{2.2.12] u ovoj sek-
ciji dokazujemo analogone klasi¢nih rezultata dokazanih za krivulje u euklidskom
trodimenzionalnom prostoru, poimence to su TEOREM EGZISTENCIJE i TEOREM JE-
DINSTVENOSTI dokazani za krivulje u (R3, (, )). Njihovi analogoni u R? nece glasiti
sasvim isto, a prije nego sto se krenemo baviti njima potrebno je prvo dokazati pri-
padan analogon TEOREMA INVARIJANTNOSTI kao §to je to vrijedilo i za krivulje u
euklidskom prostoru. Za pocetak dokazujemo jednu pomocu lemu.

Lema 2.3.1. Za proizvoljnu Lorentzovu matricu A € Oy(3) vrijedi:
(Va,y € R?) (Az) x (Ay) = (det A) A(z x v).

DOKAZ Fiksirajmo proizvoljne z,y € R3, tada trazenu jednakost jednostavno dokazu-
jemo koristedi svojstva Lorentzovih matrica uz jednakost (1.5)). Naime, za proizvoljan
z € R? imamo:

((Az) x (Ay), z) = det (Az, Ay, 2)

= det (Ax,Ay,AA_lz)

= det (A- (z,y,A'2))
=3 (det A) - det (z,y, A™'2)
= (det A) (x x y, A7'2)
= (det A) (A(z x y), AA™'2)

= ((det A) A(z x y), 2).

Komentirajmo ukratko: u drugoj smo jednakosti koristili ¢injenicu da su Lorentzove

matrice invertibilne (kao posljedica TEOREMA [1.3.7} vidi stranicu , u tre¢oj smo
jednakosti s (z,y, A~'2) oznacili matricu kojoj stupce redom ¢ine upravo vektori z, y
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i A712 te smo u ¢etvrtoj jednakosti koristili Binet-Cauchyjev teorem. Sada, posebno,
uzimanjem na mjesto vektora z kanonske vektore e, e; i e3 dobivamo da su vektori
(Az) x (Ay) i (det A) A(z x y) jednaki po svakoj koordinati, sto dokazuje trazenu
tvrdnju. O]

Teorem 2.3.2 (Teorem invarijantnosti). Za Freneteove krivulje zakrivljenost je inva-
rijantna na kruta i neprava gibanja u R}, te je torzija invarijantna u slucaju da je
gibanje kruto, odnosno torzija mijenja predznak ako je gibanje nepravo. Za pseudonul
i nul krivulje pseudotorzija je invarijantna na kruta i neprava gibanja u R3.

DOKAZ Neka je,
d:R} >R} | ®(x)=Ax+0b,

proizvoljno gibanje Lorentz-Minkowskijevog prostora, gdje su A € O1(3) i b € R3.
Uzmimo proizvoljnu parametriziranu krivulju ¢ : I — R} te pretpostavimo da je ona
Freneteova, pseudonul ili nul krivulja. Tada je prema NAPOMENI preslikavanje

f:I—=R | fi=doc

takoder parametrizirana krivulja i to isto Freneteova, pseudonul odnosno nul krivulja
respektivno. Prema tome, krivulje ¢ i f imaju dobro definiranu Freneteovu bazu
T., N., B. odnosno Tf, Ny, By. Odredimo kako su povezane ove baze; kao prvo
primijetimo da je _ ‘ .
Ty=f=Ac=AT, i T;= AT,
gdje smo prvu jednakost dobili primjernom tvrdnje NAPOMENE [2.1.6] dok druga
jednakost slijedi iz prve primjenom iste NAPOMENE (uz ¢injenicu da je T, takoder
parametrizirana krivulja). Ovakve jednakosti sada izvodimo i za normalne i binor-
malne vektore krivulja ¢ i f; zbog razli¢itih definicija tom problemu pristupamo u dva
slucaja. Prvo za normalni vektor: ako je ¢ Freneteova krivulja, tada je i f Freneteova
krivulja te u tom slu¢aju mozemo racunati:
T ATC TC

Ny = .f. - 3 — =4 —— = AN,

@il AT, ALY (T 1)

N; = AN,

gdje smo u prvoj jednakosti koristili ¢injenicu da Lorentzove matrice ¢uvaju Lorentzov
pseudoskalarni produkt (TEOREM , dok druga jednakost slijedi iz prve ponovno
pomo¢u NAPOMENE [2.1.6] Ako je ¢ pak psudonul ili nul krivulja, tada je to isto i f
pa sli¢no (i jednostavnije) nalazimo da je ovdje

N;=T;=AT.= AN, , N;=AN..
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Konac¢no, pokusajmo napraviti isto za binormalne vektore. Kada su ci f Freneteove
krivulje, tada nalazimo:

By = Ty x Ny = (AT,) x (AN,) = (det A) A(T, x N,) = (det A) AB,,
By = (det A) AB,,

gdje nam je u prvoj jednakosti u pomo¢ uskocila pomoéna LEMA (druga jed-
nakost nam zapravo nece trebati, ali ju svejedno isticemo kada ve¢ mozemo). U
slucaju da su ¢ i f psuedonul odnosno nul krivulja, tada je stvar mrvicu komplicira-
nija zbog prirode definicije binormalnog vektora. Naime, B. i By se definiraju kao
jedinstveni svjetlosni vektor za koji {T¢, N,, B.} odnosno {7, N¢, By} ¢ini nul bazu u
R?. Pokazimo da je ovdje i {T}, Ny, AB.} takoder nul baza, tada ¢e iz jedinstvenosti
nuzno slijediti jednakost By = AB.. Naime, koristeci izraze Ty = AT, i Ny = AN, uz
¢injenicu da A ¢uva pseudoskalarni produkt vektora (TEOREM [1.3.7)) nalazimo da je

(AB.,AB.) = (B.,B,) =0 , (N; AB.) = (AN,, AB.) = (N., B.),
(T}, AB,) = (AT., AB,) = (T.., B,).

Buduéi da su {T¢, N., B.} i {T, N¢, By} nul baze odavde is¢itavamo da su ispunjeni
svi uvjeti i da je skup {T, Ny, AB.} zaista nul baza prostora R}. Zbog jedinstvenosti
takvog vektora (PROPOZICIJA [1.2.40)) zaklju¢ujemo da mora vrijediti jednakost

By = AB..

Unatoc¢ tome sto nam to nece biti potrebno, napomenimo da ovdje isto imamo B =
AB.. Sada smo konaéno u poziciji dokazati trazene tvrdnje teorema. Prvo dokazimo
tvrdnju vezanu za Freneteove krivulje: pretpostavimo da je ¢ Freneteova krivulja,
tada je (kao Sto smo ve¢ komentirali) i f Freneteova krivulja te po ranijim izvodima
imamo iduc¢e jednakosti:

Ty = AT, Ty = AT,
N; = AN,, N; = AN,, (2.14)
By = (det A) AB,, By = (det A) AB..

Za ci f su ovdje dobro definirane njihove zakrivljenosti k. i k¢ te njihove torzije 7. i
7f respektivno; ono sto mi trebamo dokazati jest da tu vrijedi jednakost preslikavnaja
kf = K. te da je ispunjeno

® kruto gibanje = 7. = 7y,
® nepravo gibanje = 7. = —7y,
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a to sve dokazujemo upravo pomoc¢u jednakosti (2.14)). Za pocetak pojednostavimo
gornje implikacije: po definicijama iz SEKCIJE nam je jasno da imamo ekviva-
lencije

® je kruto gibanje <= A € SO;(3) <= det A =1,

® je nepravo gibanje <= A € 0(3) \ SO;(3) <= det A = —1,

otkuda zaklju¢ujemo da tvrdnje spomenutih implikacija mozemo objediniti jednakoséu
7r = (det A) 7,

Trazene jednakosti sada dokazujemo direktnim racunom polazeé¢i od formula danih
DEFINICLIOM 22,3k

kp= <Nf=Nf><Tf7Nf> = <ANC7ANC><AT<::ANC>
= <N07Nc><TcaNc>

< Bf)(Ny, By) = ((det A) AB,, (det A) AB,)(AN,, (det A) AB,)
(det ><BC,BC><NC,BC>
= (det A) 7,

Komentirajmo samo da smo u zadnjoj jednakosti koristili ¢injenicu da je det A = +1
(to je posljedica TEOREMA |1.3.7} vidi stranicu pa je posebno i (det A)? = det A.
Prema tome, zakljucujemo da tvrdnja teorema zaista vrijedi u slucaju Freneteove
krivulje. Pretpostavimo sada da je ¢ : I — R? pseudonul ili nul krivulja, tada je f
opet ista takva krivulje te po ranijim izvodima imamo jednakosti:

T; = AT, T; = AT,
N; = AN,, N; = AN,, (2.15)
B; = AB,, By = AB.,.

Za ci f su dobro definirana preslikavanja pseudotorzije 7. i 7 respektivno pa koristeci
njihove formule dane DEFINICIJOM nalazimo:

T = <Nf7Bf> = <ANC7ABC> - <N07 Bc> =

Sto je upravo ono Sto smo i trebali pokazati i time je zakljucéen dokaz ovog teorema.
m



112 POGLAVLJE 2. KRIVULJE PROSTORA R}

Idu¢i nam je cilj dokazati teorem egzistencije za Lorentz-Minkowskijev prostor
- kao i u euklidskom prostoru, taj teorem dokazujemo rjesavajuci pripadni sustav
linearnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda pa iz tog razloga bez dokaza
navodimo iduéi

Teorem 2.3.3. Neka je n € N proizvoljan prirodan broj, I C R otvoreni interval te
pretpostavimo da su A : [ — M,,«,(R) i b: I — R™ dva glatka preslikavanja. Tada

(Vto € I)(Vxg € R")(3lx : I — R" glatko preslikavanje)
x(to) =x0 1 @(t) = A(t)z(t) + b(t), zasvet € I.

Teorem 2.3.4 (Teorem egzistencije za Freneteove krivulje). Neka su k > 0 i 7 dva
glatka preslikavanja I — R, za neki otvoreni interval I C R. Tada postoje tri
Freneteove krivulje I — R? medusobno razlicitog tipa® koje imaju zakrivljenst s i
torziju 7.

DOKAZ Istaknimo da ovaj iskaz ima smisla samo za Freneteove krivulje jer smo jedino
za njih definirali pojam zakrivljenosti i torzije. Takoder, dokaz ovog teorema analogan
je dokazu takvog teorema u euklidskom prostoru pa ¢e postupak biti relativno isti. Za
pocetak, primijetimo da kada bi ¢ : I — R3 bila Freneteova krivulja sa zakrivljenoséu
k 1 torzijom 7, tada bi ona po PROPOZICIJI morala zadovoljavati sustav

c=T

T = kN

N = —edkT + 7B’ (2.16)
B =erN

gdje su £ i1 0 konstante koje ovise o tipu Freneteove krivulje. Inspirirani ovim dife-
rencijalnim jednadzbama uz pomo¢ TEOREMA dokazat ¢emo egzistenciju tri
trazene krivulje; dokaz za svaku od ove tri krivulje provodit ¢emo paralelno ovisno o
konstantnama ¢ i d za koje znamo da mora biti

(57 5) € {(_L ]-)7 (17 _1)> (17 1)}
Stoga fiksirajmo neki izbor (g,0) te definirajmo preslikavanje A : I — Miax12(R) s

03 ]3 03 03
03 03 /ﬁl[g 03
03 —€5:‘€[3 03 7'[3
03 03 ETI3 03

3U smislu da nemaju istovremeno isti tip vektora brzine i akceleracije




2.3. FUNDAMENTALNI TEOREMI 113

gdje smo s 03 i I3 simbolicni oznacili 3 x 3 blok nulmatricu i jedini¢nu matricu
respektivno. Istaknimo da je preslikavanje A ocito glatko jer su joj komponentne
funkcije glatke. Takoder definiramo zy € R'? kao

Zo = (07 07 07 a1, ag, CL3),

gdje su ay,as, a3 € R? vektori koje ¢emo izabrati ovisno o izboru konstanti (g,4d), i
dodatno fiksirajmo proizvoljan ty € I. Tada po prethodnom TEOREMU znamo
da postoji jedinstveno glatko preslikavanje x : I — R!'? takvo da je

{ x(tg) = xo

= Ax
Sada definiramo preslikavanja ¢, T, N, B : [ — R? kao
C = (x17$27$3) ) T = (1'4,.',557376) ) N = ($7,5E8,ZE9) ) B = (I’10,$117$12)7
gdje su x; komponentne funkcije od z, i = 1,...,12, pa prema tome mozemo reci
dasuc, T, N i B glatke funkcije. Pazljivim isc¢itavanjem odavde vidimo da ta ¢etiri
preslikavanja upravo zadovoljavaju sustav (2.16))! Ono sto mi sada zelimo postiéi jest
da je ¢ Freneteova krivulja te da {7, N, B} ¢ine njenu Freneteovu bazu - tada ée

upravo iz tog sustava slijediti da su zakrivljenost i torzija od ¢ upravo x i 7. To sve
postizemo pogodnim izborom pocetnog uvjeta ai, as i as na slijedeéi nacin:

(6,0) = (=1,1) = a; =e3,a2 = e1,a3 = e,

(,6) =(1,-1) = a1 = e9,a2 = €3,a3 = ey,

(,6) =(1,1) = a1 =e2,a0 =e€1,a3 = e3.
Naime, jasno mozemo vidjeti da je {ay, as, az} ortonormirana baza prostora R} (PRI-
MJER |1.2.19)) gdje u svakom slucaju vrijedi a; X ay = az. Direktno mozemo provjeriti

da je u svakom slucaju (ai,a;) = €1 (ag,az) =, otkuda isto kao i u dokazu PRroO-
POZICIJE takoder nalazimo i da je

(ag,az) = —&d.

Pokazimo sada da je {T, N, B} ortonormirana baza u svakoj toc¢ki domene I i to
konstantno istog tipa kao i {a1, as, as} (tipa u smislu ppv-, pvp- ili vpp-ortonormirane
baze). Naime, jasno je da to vrijedi u tocki ¢y posto je {T'(to), N(to), B(to)} =
{a1,as, a3} pa imamo

(T,T) €

(N, N) 5

g”ﬁi = _055 . (2.17)
(N, B) 0

[(B.T) [y, L O
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Stovige, jasno nam je da je preslikavanje I — Mgy (R)
tes [(T.T) (N.N) (B.B) (T\N) (N,B) (B.T)]"

glatko preslikavanje (jer su joj komponentne funkcije glatke) pa direktnim racunom
uz uporabu jednakosti iz sustava ([2.16|) dobivamo da vrijedi:

(T,T) 0 00 2¢ 0 0 [T
(N, N) 0 0 0 -2k 2r 0 | [(N,N)
d{BB| 0o 00 0 27 o ||(BB) 218
dt |(T,N)| |—edbk Kk 0O 0 0 T (T, N) '
(N, B) 0 er 7 0 0 —edk| |(N,B)
| (B, T) | 0 0 0 et K 0 | [(B,T)]

No primijetimo da je t — [6 0 —ed 0 0 O}T takoder glatko preslikavanje I —
Mgx1(R) koje u tocki ty zadovoljava pocetni uvjet te koje na cijeloj domeni [
zadovoljava jednadzbu . Bududi da je matrica tog sustava glatko preslikavanje
I — Mgy«s(R), tada ponovnom uporabom TEOREMA zakljucujemo da je to
rjeSenje mora biti jedinstveno i imamo jednakost preslikavanja

(T, T) €
(N,N) J
(B,B)| |—€6
(T,N)| | O
(N, B) 0
By o

Prema tome, zakljuéujemo da je {T', N, B} zaista ortonormirana baza prostora R3 u
svakoj tocki domene I te da je konstantno istog tipa kao i {aq,as, as}. Pokazimo da
je takoder B = T x N na cijeloj domeni I; naime, jasno nam je da je B jedinicni
vektor i to onaj koji je koji je ortogonalan na T' i N, stoga je B € (span{T, N})* pa
bududéi da je taj prostor jednodimenzionalan slijedi B € spanT x N (PROPOZICIJA
1.2.37)). No buduéi da su T'i N jedini¢ni vektori, tada je i T x N jedini¢ni vektor
(PROPOZICIIA pa su prema tome B i7T x N dva kolinearna jedini¢na vektora
otkuda nuzno imamo 7' x N = £B (vidi NAPOMENU [1.2.6)), odnosno dano je

(T x N,B) = (B, B) € {6, —6} = {~1,1}.

Koriste¢i LEMU lako mozemo vidjeti da je preslikavanje t — (T x N, B) glatko
preslikavanje I — {—1, 1} pa buduéi da imamo

(T'(to) x N(to), B(tg)) = (a1 X ag,a3) = {(as,az) = —&d,
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po neprekidnosti zaklju¢ujemo da na cijelom intervalu I mora vrijediti
B=TxN.

Uvjerimo se sada kona¢no da je ¢ Freneteova krivulja te da je {T', N, B} pripadna
Freneteova baza. Koristeéi jednakosti iz (2.16]) sada lako vidimo da je

(¢,¢) =(T,T) =¢,
(¢,¢) = <T,T> = (kN,kN) = k%6,
pa bududi da je k > 0 po DEFINICLJI vidimo da je u svakom od slucajeva
(575) = (_17 1) ) (5’ 5) = (17 _1) ) (575) = (1v 1)

preslikavanje ¢ zaista Freneteova krivulja. Tada su dobro definirani pripadni tangen-
cijalni vektor 7., normalni vektor V. i binormalni vektor B, za koje se ispostavlja da
vrijedi:
T.=¢=T,
T. T T T 1,

n = = 5 = = —T = N7
17l Jy, 1y VISNNIE sl s
B.=T.xN.=T x N =B,

C

gdje smo u racunu opet koristili jednakosti iz , ¢injenicu da je k > 0 te dokazano
svojstvo da je T' x N = B. Prema tome, zakljucujemo da je T tangencijalni, N
normalni i B binormalni vektor krivulje ¢ te da je {T, N, B} zaista Freneteova baza
krivulje ¢. Konacno, kako je ¢ Freneteova krivulja, tada su za ¢ dobro definirana
preslikavanja zakrivljenosti k. i torzije 7.; buduéi da se k.. i 7. definiraju kao koeficijenti
uz odredeni vektor pri prikazu vektora u bazi te bududi da je prikaz u bazi jedinstven,
tada iz jednakosti
T=kN i N=—ekT+7B

slijedi da mora biti
Ke=K 1 T,=T

sto zakljucuje dokaz egzistencije za svaki od slucajeva

(e,0) € {(-1,1),(1,-1),(1,1)}.
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Teorem 2.3.5 (Teorem egzistencije za pseudonul i nul krivulje). Neka je 7: [ — R
glatko preslikavanje, za neki otvoreni interval I C R. Tada postoje dvije parametri-
zirane krivulje s pseudotorzijom 7, jedna od kojih je pseudonul krivulja, a druga nul
krivulja.

DOKAZ Dokaz ovog teorema slican je dokazu prethodnog TEOREMA EGZISTENCIJE
2.3.4]1 stoga ovdje izostavljamo neke detalje koji se ponavljaju u oba dokaza. Sli¢no
kao i ranije, dokaz egzistencije trazene pseudonul i nul krivulje provodimo paralelno,
ovisno o sluc¢aju uzimamo koeficijente

(e,0) € {(-1,1),(1,-1),(1,1)}.

Neovisno o izboru definiramo preslikavanje

03 I3 03 03
03 03 I3 03
03 67'[3 57’[3 —5[3
03 —813 —(57'13 —87'13

A: T — M12><12(R> , A(t) =

koje je ocito glatko, te isto tako fiksiramo proizvoljan ty € I i definiramo
Zo = (07 07 07 ai, az, GS) € R127
gdje su vektori ay, as, az € R? odredeni na slijede¢i nacin:

(£,6) = (1,0) = a, = (1,0,0), as = (0,0.5,0.5), az = (0,1, —1),
(6,6) =(0,1) = a; =(0,0.5,0.5), as = (1,0,0), a3 = (0,1, —1).

Prema PRIMJERU |1.2.23|znamo da skup {a;, as, az} ¢ini nul bazu prostora R? (pre-
ciznije, pss- odnosno sps-nul bazu) te zapravo direktnim ra¢unom mozemo provjeriti
da u svakom slucaju vrijedi

<a17a1> =& , <CL2,(12> = 5 ; <CL3,CL3> - 07

<a17a2> = O ) <a27a‘3> =£ ) <CL3,CL1> - 5

Sada prema TEOREMU [2.3.3|zakljucujemo da postoji jedinstveno glatko preslikavanje
x : I — R'2 koje zadovoljava sustav

{ x(ty) = zo

T = Ax
Odavde definiramo glatka preslikavanja ¢, T, N, B : [ — R}

C = ('/1/‘17'I27 Jfg) ) T = ($4,$5, IG) ) N = (x77$87$9) ) B = (1’107 11, le);
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gdje su z; komponentne funkcije od z, ¢« = 1,...,12. Pazljivim is¢itavanjem odavde
vidimo da ova ¢etiri preslikavanja zadovoljavaju jednadzbe:

e=T
T=N

N =67T +erN — 6B
B=—¢T — 67N —erB

(2.19)

Buduéi da je {T'(to), N(to), B(to)} = {a1, a2, a3}, tada iz ranijih jednakosti dobivamo

(T, T) ] €
|||
B, B 10
(T, N = 1ol (2.20)
(N, B) €
(B, T) ]|, Lol
a primijetimo da glatko preslikavanje preslikavanje I — Mgy (R)
— [(T.T) (N.N) (B,B) (I'N) (N,B) (B.T)]"
takoder rijesava i jednadzbu
(T, T) | [0 0 0 2 0 01 [(T,T)]
(N, N) 0 2er 0 200 =26 O (N,N)
d |(B,B)| _ |0 0 —27 0 =27 —2¢| |(B,B) (2.21)
dt |(T,N)| |or 1 0 ET 0 —o | | (T,N) '
(N, B) 0 —or -6 —¢ 0 ot (N, B)
| (B, T) | |— 0 0 —or 1 —et| (B, T) ]

Sto provjeravamo direktnim koristec¢i jednakosti iz sustava . Ponovno primije-
timo da glatko preslikavanje t +— [5 0 0 0 «€ 5]T u tocki ty takoder zadovoljava
pocetni uvjet i zadovoljava jednadzbu koje na cijeloj domeni I ($to pro-
vjeravamo direktnim ra¢unom koristeéi ¢injenicu da je u svakom slucaju € - § = 0).
Sada ponovnom uporabom tvrdnje jedinstvenosti TEOREMA zakljucujemo da
vrijedi jednakost preslikavanja

(T,T) €
(N, N) )
(B, B) {0
(T,N)| |0
(N, B) €
(B, T)| 4]
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Ovo pokazuje da je {T, N, B} nul baza prostora R? (totnije, pss- ili sps-nul baza,
ovisno o sluc¢aju). Sada direktnim ra¢unom jasno vidimo da je ¢ pseudonul odnosno
nul krivulja:

(¢,c) =(T,T) =e¢,
(¢,é) =(T,T) = (N,N) =6,
¢ime su dobro definirani tangencijalni vektor 7., normalni vektor N. i binormalni
vektor B, krivulje c. Za T, i N. odmah nalazimo jednakosti:
T.=¢=T,
N.=T.=T =N,
dok buduéi da su B i B, jedinstveni vektori koji dopunjuju skup {7, N} = {7, N.}

do pss- odnosno sps-nul baze, zaklju¢ujemo da je i B, = B. Prema tome, {T, N, B}
¢ini Freneteovu bazu krivulje ¢ pa buduéi da po (2.19) imamo jednakost

N = 07T 4+ erN — 4B,

tada po DEFINICIJI zakljucujemo da u svakom sluc¢aju 7 mora biti pseudotorzija
krivulje ¢ i time smo dobili trazenu egzistenciju.

]

Radi jednostavnijeg i elegantnijeg iskaza i dokaza teorema jedinstvenosti uvodimo
iduce pojmove.

Definicija 2.3.6. Za dvije Freneteove krivulje ¢, ¢ : I — R? kazemo da su iste para-
metrizirane krivulje, ako postoji kruto gibanje ® prostora R? takvo da je ¢; = ® o co.
Sliéno, za dvije pseudonul ili nul krivulje ¢, ¢y : I — R3 kazemo da su iste parame-
trizirane krivulje, ako postoji gibanje ® prostora R? takvo da je ¢; = ® o .

Jasno nam je da od pet krivulja izvedenih u dokazima egzistencije nijedne dvije
nisu iste parametrizirane krivulje, buduc¢i da bi inace po NAPOMENTI [2.1.6|one morale
imati isti tip vektora brzine i akceleracije. Sada dokazujemo da su to jedinstvene
krivulje za dana preslikavanja zakrivljenosti i torzije odnosno pseudotorzije.

Teorem 2.3.7 (Teorem jedinstvenosti). Neka su ¢y, ¢o : I — R3 dvije parametrizirane
krivulje takve da su c; i ¢y ili Freneteove krivulje istog tipa* ili obje pseudonul krivulje
ili obje nul krivulje. Tada vrijedi: ako c; i ¢o imaju istu zakrivljenost i torziju odnosno
ako imaju istu pseudotorziju (ovisno o slucaju), tada su ¢; i ¢y iste parametrizirane
krivulje.

4Dakle, c; i co imaju isti tip vektora brzine i akceleracije
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DOKAZ Neka su c; i ¢ krivulje kao iz iskaza teorema, fiksirajmo proizvoljan ty € I te
oznacmo s 11, Ny, By odnosno s Ty, Ny, By pripadnu Freneteovu bazu krivulja ¢; i ¢s.
Tada definiramo linearno preslikavanje ¢ : R} — R3 na bazi {T(ty), N1(to), Bi(to)} s

¢(Th(to)) = Talte) , &(Nilto)) = Nalto) ,  &(Bu(to)) = Balto)-

Uocimo da je tada ¢ zapravo Lorentzova transformacija, a to vidimo primjenom
TEOREMA buduéi je preslikavanje ¢ linearno preslikavanje koje ¢uva Lorentzov
pseudoskalarni produkt na danoj bazi. Stovise, primijetimo da je ¢ posebno specijalna
Lorentzova transformacija u slu¢aju Freneteovih krivulja - to lagano provjeravamo
racunom koriste¢i formulu ((1.5)):

deté— det (Tx(to), Na(to), Ba(to)) 15 (Ta(te) x Na(to), Ba(to))
det (T1(to), Ni(to), Bi(to))  (Ti(to) x Ni(to), Bi(to))
_ (Bs(to), Ba(to)) _
(B(to), Ba(to))

U svakom slucaju, jasno nam je da je ovdje dobro definirano gibanje Lorentz-Min-
kowskijevog prostora

D R? — Ri’ , (I)(SC) = (b<$> — qb(Cl(to)) + 02<t0)

¢ime definiramo preslikavanje
c;:,:[—)Ri’ , c3:=doc

za koje znamo da je parametrizirana krivulja i to istog tipa kao krivulja ¢; (u smislu
da kada je ¢; Freneteova krivulja, pseudonul ili nul krivulja, tada je to isto i cg, jer
imaju isti tip vektora brzine i akceleracije). Stovise, po TEOREMU INVARIJANTNOSTI
2.3.2| znamo da tada c3 i ¢; (pa onda i ¢3) moraju imati istu zakrivljenost i torziju
odnosno pseudotorziju. Pokazimo da je co = c¢3; u tu svrhu oznac¢imo s T3, N3 i B3
vektore Freneteove baze od c3. Naime, s jedne strane, direktnim racunom nalazimo
da je (po konstrukciji)

cs(to) = @(c1(to)) — d(c1(to)) + ca(to) = c2(to),
T3(to) = ¢(T1(to)) = Ta(to),
Ns(to) = ¢(Ni(to)) = Nal(to),
Bs(to) = ¢(Bi(to)) = Ba(to),
gdje smo u racunu koristili formule i iz dokaza TEOREMA INVARIJANT-

NOsSTI. No, s druge strane, po Frenet-Serreteovim formulama (PROPOZICIIE i
2.2.12)) lako vidimo da glatka preslikavanja I — R*'?

(027T27N27BQ) 1 (037T37N3vB3)



120 POGLAVLJE 2. KRIVULJE PROSTORA R}

zadovoljavaju istu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu #(t) = A(t)x(t) na I, za

03 I3 03 03 03 I3 03 03
- 03 03 /i]g 03 J o 03 03 13 03
A= 03 —851{]3 03 7'13 A= 03 57’]3 87’]3 —(5]3 ’
03 03 87’]3 03 03 —8]3 —5713 —87’]3

ovisno o slucaju (jer imaju istu zakrivljenost i torziju odnosno pseudotorziju). Prema
tome, kako zadovoljavaju i isti poc¢etni uvjet te jednadzbe u tockity € I, po TEOREMU
zakljucujemo da ta dva preslikavanja moraju biti jednaka pa posebno imamo
c3 = 9, 0odnosno

Poc =c

pa su c; 1 ¢y iste parametrizirane krivulje ¢ime je ovaj dokaz zakljucen. O

Za kraj ovog poglavlja komentirajmo kako bismo pristupili promatranju proizvolj-
nih krivulja prostora R3. Za pocetak uzmimo da je ¢ : I — R3 vremenska krivulja.
Tada prvo nalazimo njenu reparametrizaciju duljinom luka ¢ = cop : J — R$; buduéi
da je onda ¢ vremenska krivulja parametrizirana duljinom luka, onda je ona zapravo
Freneteova krivulja pa su za nju dobro definirana preslikavanja T, N, B : J — R3
ik,7:J — R. U tom slu¢aju definiramo Freneteovu bazu, zakrivljenost i torziju
krivulje ¢ kao kompozicije

T:=Top? , N:=Nop! , B:=Boy!
K:=Fkop , T:=Fop .

Ovdje se slicno kao i u euklidskom trodimenzionalnom prostoru mogu izvesti formule
za k 1 T preko derivacija preslikavanja c. Slicno takoder postupamo i za prostorne
krivulje, ali tu reparametrizaciju duljinom luka promatramo po restrikcijama domene
na kojima je ona konstantnog tipa vektora akceleracije. Ovdje dalje postupamo
analogno ranijim diskusijama iz ovog poglavlja, no to nam u ovom radu nece biti
posebno bitno pa ¢emo stvar ostaviti na tome.



Poglavlje 3

Plohe Lorentz-Minkowskijevog
prostora ]R?l)

U ovom poglavlju cilj nam je obraditi pojam plohe u Lorentz-Minkowskijevom pros-
toru R te prouciti geometrijska svojstva ploha inducirana s metrikom (, ). Sam
pojam plohe, pa tako i pojmove tangencijalne ravnine, glatkih preslikavanja na plo-
hama i njihovih derivacija glasit ¢e sasvim isto kao i u euklidskom prostoru, jer te
definicije nigdje nisu ukljuc¢ivale metriku prostora. No metriku ¢emo ukljuciti na
nacin da ¢emo definirati, kao §to je to bio slucaj i za krivulje prostora R?, pojam
prostorne, vremenske i svjetlosne plohe u tocki. Dalje ¢emo uvesti pojmove prve i
druge fundamentalne forme te Gaussovog preslikavanja koji ¢e potpuno ukljucivati
metriku prostora R}, kao i Gaussova i srednja zakrivljenost. Za kraj ¢emo posebno
prouciti primjere vremenskih i svjetlosnih ploha koje nisu izometri¢ne nijednoj plohi
euklidskog prostora; tim primjerima otvaramo vrata proucavanju pseudoeuklidske
geometrije i pseudoriemannovih mnogostrukosti.

Napomenimo jos jednom, kao Sto smo to komentirali na pocetku prethodnog
poglavlja, da ¢emo prostor s metrikom R? proucavati zajedno s klasicnom euklid-
skom topologijom, a takoder ¢emo koristiti pojmove glatkog preslikavanja i difeomor-
fnog preslikavanja kao $to smo ih tamo definirali. Ovdje samo dodatno komenti-
rajmo kako ¢emo parcijalne derivacije po prvoj i drugoj varijabli glatkog preslikavanje
0 : U — RS (u,v) = p(u,v) (gdje je U C R? otvoren podskup) oznacavati s ¢, i ¢,
respektivno.

121
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3.1 Definicija ploha i pripadnih pojmova.
Klasifikacija ploha

Kao sto smo i najavili, u ovoj sekciji bavit ¢emo se pojmom ploha kao i pojmovima
tangencijalne ravnine, glatkih preslikavanja na plohama i njihovih derivacija. Defini-
cije ovih pojmova biti ¢e potpuno iste kao i u euklidskom prostoru (R?, (, )) buduéi
da te definicije ni na koji nac¢in ne ukljuéuju metriku (, );. Stoga ¢emo se mi ovdje
veé¢inom baviti motivacijom za te definicije i kako smo uopée dosli do tih pojmova.
Metriku (, ) prostora R? ¢emo u ovoj sekciji ukljuciti samo na slijedeéi na¢in: nakon
Sto definiramo pojam tangencijalne ravnine, tada ¢emo klasificirati plohe na pros-
torne, vremenske i svjetlosne u tocki, isto kao sto smo to napravili za parametrizirane
krivulje obzirom na njihov tangencijalni vektor.

Sekciju, naravno, zapocinjemo definicijom plohe, no prije same definicije komen-
tirajmo zasto se jednostavno ne bismo bavili parametriziranim plohama. Razloga
za to ima vise (vidi [I] i [2]), a mi ¢emo ih ovdje istaknuti samo nekoliko. Jedan
primjer jest da bismo takvom definicijom iz razmatranja iskljucili proucavanje sfere
S? = {(z,y,2) | 2* + y* + 2% = 1} kao plohe, dok ona predstavlja jedan od osnovnih
primjera ploha trodimenzionalnog prostora. Naime, glatko preslikavanje ¢ : U — R3,
U C R? otvoren, ne moZe imati kao sliku skup S? (jer je ¢ posebno i neprekidno pres-
likavanje, a S? zatvoren skup kodomene). Stovise, parametrizirana ploha ¢ uopée ne
mora biti homeomorfizam na svoju sliku - to se lako provjeri za preslikavanje

3t 3t2
. 3 _
@:(—1,400) xR* | o(t,u) = (m7 W,U)

gdje je podskup domene (—1,1) x (—1,1) otvoren, a njegova slika nije otvoren pod-
skup od p((—1,1) xR). Nadalje, prouc¢avanjem samo parametriziranih ploha gubimo
mogucénost proucavanja globalnih svojstava poput orijentabilnosti - na primjer, za
sferu S? o¢ito mozemo reéi da dijeli prostor na vanjski i unutarnji dio pa ju orijenti-
rati (prema van ili prema unutra). Iz ovakvih razloga, odlu¢ujemo se definiciju plohe
kao podskupa trodimenzionalnog prostora R? koji posjeduje neka posebna svojstva.
Bez daljnjeg raspravljanja, slijedi

Definicija 3.1.1. Za povezani skup S C R? kaZzemo da je (regularna) ploha, ako za
svaku tocku p € S postoji preslikavanje ¢ : U — R3, U C R? otvoren skup, za koje
vrijedi:

(1) ¢ je glatko preslikavanje, o(U) C S i p(U) je otvorena okolina tocke p u S,

(2) ¢:U — ¢(U) je homeomorfizam,
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) p241 2 w241 )0
ravnine koje se prijanjaju na parametriziranu plohu u toj tocki

Slika 3.1: Parametrizirana ploha (u,v) — (u v’ —3v ”2_3) istaknuta tocka (0,0,0) i

(3) (Vq € U) diferencijal dp, : R? — R?® je maksimalnog ranga (dakle, injektivan).

Nadalje, svako glatko preslikavanje ¢ : U — R3, U C R? otvoren, koje zadovoljava
svojstva (1), (2) i (3) zovemo lokalna parametrizacija plohe S oko tocke p. Za familiju
{¢a : Uy = S}aca lokalnih parametrizacija regularne plohe S kazemo da je atlas od

S, ako je U,ep Pa(Ua) = S.

Komentirajmo ovu definiciju. Prvi uvjet govori da je skup S lokalno (oko svake
tocke) sastavljen od parametriziranih ploha. Drugi uvjet ima vise posljedica: ocita
posljedica jest da lokalne parametrizacije prenose topologiju ravnine na samu plohu.
Nadalje, injektivnost lokalne parametrizacije zabranjuje samo-presijecanje lokalnih
parametrizacija - to je nuzno pri definiranju tangencijalne ravnine u tocki (na SLICI
jasno mozemo vidjeti da u tocki (0,0,0) ove parametrizirane plohe ne mozemo
izabrati tangencijalnu ravninu). Konacno, neprekidnost inverza ¢! : p(U) — U
bit ¢e potrebna pri definiciji glatkih preslikavanja na plohama - tim svojstvom ¢emo
moc¢i dokazati da definicija glatkih preslikavanja ne ovisi o tome koju smo lokalnu
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parametrizaciju u tocki plohe izabrali (veé¢ ovisi o samoj plohi S). Za kraj, treci
uvjet ¢e nam garantirati egzistenciju tangencijalne ravnine u svakoj tocki plohe S
(slicno kao $to smo kod parametriziranih krivulja imali zahtjev regularnosti §to nam
je garantiralo postojanje tangencijalnog vektora). Dodatno istaknimo: lokalne para-
metrizacije imaju jos jednu ulogu, a to je prenosSenje koordinatnog sustava - naime,
lokalna parametrizacija ¢ : U — S svakoj tocki p € ¢(U) pridruzuje uredeni par
(u,v) = ¢ Y(p) € U koji igra ulogu koordinata tocke p na S. Tu se naravno mora
paziti na to da razlicite lokalne parametrizacije u tocki njoj pridruzuju razlic¢ite ko-
ordinate.

Napomena 3.1.2. Istaknimo ovdje neke klasi¢ne primjere ploha; mi se ovdje ne¢emo
baviti dokazivanjem da su ti skupovi zaista plohe, posto se ta tema obraduje u
klasi¢noj euklidskoj geometriji (gdje je definicija plohe ista).

e Ako je S regularna ploha i ako je ¢ : U — S njena lokalna parametrizacija,
tada je ¢(U) takoder regularna ploha.

e Neka je f : R — R glatka funkcija i @ € R proizvoljna tocka. Ako za sve
p € f~a) vrijedi df, # 0, tada je svaka komponenta povezanosti od f~*(a)
regularna ploha.

Tangencijalna ravnina i klasifikacija ploha
Sasvim isto kao Sto se to definira u euklidskoj diferencijalnoj geometriji, imamo:

Definicija 3.1.3. Neka je S proizvoljna regularna ploha u R} i p € S proizvoljna
njena tocka. Kazemo da je v € R tangencijalni vektor plohe S u tocki p, ako postoji
parametrizirana krivulja ¢ : (—e,e) — S, ¢ > 0, takva da je ¢(0) = p i ¢(0) = v.
Nadalje, definiramo skup

T,S = {v € R} | v tangencijalni vektor plohe S u tocki p}

i za njega kazemo da je tangencijalna ravnina plohe S u tocki p.

Ovo je prilicno prirodna definicija tangencijalne ravnine, ali je problem ove defini-
cije u tome Sto ne mozemo odmah zakljuciti da je skup 7,5 uistinu ravnina prostora
R? (za sada ga samo tako nazivamo). Zapravo, dokazujemo da je T,,S upravo dvodi-
menzionalni vektorski potprostor od R3, §to je predmet iduce propozicije.

Propozicija 3.1.4. Neka je S proizvoljna regularna ploha prostora R} i p € S
proizvoljna njena tocka. Tada za svaku lokalnu parametrizaciju ¢ plohe S oko tocke
p vrijedi

T,S = dip,(R?),
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gdje smo s ¢ € U oznacili tocku za koju je ¢(q) = p. Posebno, bududi da je preslika-
vanje dy, injektivno, slijedi da je T,S vektorski potprostor u R} dimenzije 2 (dakle,
T,S je ravnina).

DOKAZ Fiksirajmo proizvoljnu lokalnu parametrizaciju ¢ oko tocke p; ovdje je samo
potrebno dokazati jednakost skupova (posljednja tvrdnja iskaza je jasna sama po
sebi), a to dokazujemo utvrdivanjem da vrijede obje inkluzije.

Neka je w € 7,5 proizvoljan tangencijalni vektor plohe S u tocki p; tada jasno
postoji parametrizirana krivulja ¢ : (—e,e) — S (za neki € > 0) takva da je ¢(0) = p i
¢(0) = v. Bududi da je ¢(U) otvorena okolina tocke p od S i buduéi da je ¢ neprekidna,
tada je ¢ *(¢(U)) otvorena okolina od 0 u intervalu (—e, ) - stoga zaklju¢ujemo da
postoji neki A > 0 takav da je slika restrikcije ¢ : (=\, A\) — S sadrzana u ¢(U).
Tada lako vidimo da je dobro definirano preslikavanje

yi=p ltoc: (=) \) = U.

Kada bismo znali da je to preslikavanje v glatko (a time i parametrizirana krivulja u
R?), onda bismo jednostavnom primjenom lancanog pravila nasli da je

dipg (7'(0)) = depy() (7'(0)) = (9 07)'(0) = €(0) = v

otkuda bismo zakljuéili da je v € dp,(R?). Uvjerimo se da je 7 zaista glatko pres-
likavanje (to jest da je glatko na nekoj okolini tocke 0). Naime, buduéi da je dy,
injektivan operator, tada znamo da mora biti

() 22(q)
(9) S2(q)| #0,
28 (q) 52(q)

gdje smo s @1, @9 1 @3 oznacili koordinatne funkcije od . Prema tome, jedna od mi-
nora ove matrice mora biti razlicita od nule; bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo
da je

)
N

%|
R

Sada definirajmo preslikavanje
F: UXR—)R? ) F(U,U,t) = (gpl(u,v),gpg(u,v),gpg(u,v)—l—t)

za koje lako dobivamo da je

[y

ol

det (dF(qyo) ) = 88
o0

(9) (q)
@ <q>’ 70

U
2
u
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Odavde primjenom TEOREMA O INVERZNOJ FUNKCIJI (poznatog iz diferencijalnog
racuna funkcija vise varijabli) zakljucujemo da postoje otvorena okolina W od (g, 0)
u U x R i otvorena okolina W5 tocke p u R? takva da je F|y, : W, — W, difeomorfno
preslikavanje. Oznacimo li s U skup {(u,v) € U (u,v,0) € W1}, tada slijedi da je U
otvorena okolina od ¢ u U pa prikladnom restrikcijom krivulje ¢ opet mozemo dobiti
da je njena slika sadrzana u @(U ). Konacno, sada se lako mozemo uvjeriti da je
zapravo ¢! oc = F~! o ¢ otkuda zakljuc¢ujemo da je 7 zaista glatko preslikavanje
(uz prikladnu restrikciju) kao kompozicija glatkih preslikavanje, i to pokazuje ovu
inkluziju.

Neka je v € R? proizvoljan vektor, pokazimo da je dy,(v) € T,S. Ovo zapravo
slijedi dosta jednostavno definiramo li

vi{—ge) 2R () =q+ty,

gdje je € > 0 realan broj takav da je v({—e,e)) C U (takav jasno postoji). To
preslikavanje je oc¢ito glatko pa je stoga i kompozicija

c: (—5,8)—)]1%? , CcC:=@ory

takoder glatko preslikavanje, a time i parametrizirana krivulja. Primijetimo da je
ocito c({—e,e)) C (U) C S te da je

c(0) =pov(0)=p(q) =p i ¢0)=(p07)(0)=dp,(7(0)) = dpy(v).

Prema tome, po definiciji zaklju¢ujemo da je dp,(v) tangencijalni vektor plohe S u
tocki p ¢ime smo dokazali drugu inkluziju, a time i ovu propoziciju. O

Napomena 3.1.5. Primijetimo slijedece. Ako je ¢ : U — S lokalna parametriza-
cija plohe S oko tocke ¢(q) = p, tada ona na tangencijalnoj ravnini 7,,S inducira
(kanonsku) bazu {dp,((1,0)),de,((0,1)) } koju éemo ubudude oznacavati s

{01, 02}

te ¢emo ju zvati inducirana baza tangencijalne ravnine 7,5 (od strane lokalne para-
metrizacije ¢). Jasno je da su 0; 1 0 redom tangencijalni vektori obzirom na krivulje

a=t—=o(@+i(1,0)) 1 =1t ¢(q+01)),

(uz prikladan izbor domene) i te krivulje se respektivno nazivaju u-krivulja i v-kri-
vulja plohe S (kroz tocku p). Napomenimo da razlicite lokalne parametrizacije indu-
ciraju razlic¢ite baze na 7,5 i da daju razlicite u- i v-krivulje kroz tocku p. Ova baza
je prilicno korisna posto ju vrlo lako mozemo racunati buduci da je

0 = dSOq((laO)) = SOu(Q) i 0y = d90q<<07 1)) = SOU(Q)’
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Stovise, buduéi da bazu {0y, d,} mozemo inducirati u svakoj tocki p € ¢(U), tada su
dobro definirana preslikavanja

al:U—>Ri’ i 82:U—>R‘I’

za koja nam je jasno da su glatka preslikavanja (buduéi da je tada u sustini 0; = ¢,
i 0y, = ,). Zelimo li istaknuti da induciranu bazu {d;,0,} promatramo za neku
odredenu tocku p € ¢(U) (dakle, da promatramo induciranu bazu tangencijalne
ravnine 7,,5), onda ¢emo ju po potrebi posebno oznacavati s

{81 ’pv 82 ’p}-

Primijetimo da ravnina 7,S zapravo ne mora prolaziti tockom p - ona prolazi
ishodistem prostora (jer je to vektorski potprostor) neovisno o polozaju tocke p i
plohe S. Afina ravnina koja tangira plohu S u tocki p jest ravnina p + 71,5 - Stovise,
moze se pokazati da je to ravnina koja najbolje aproksimira plohu S u tocki p (vidi [11
str. 136]). Napomenimo takoder da se pojam tangencijalne ravnine moze definirati
u potpunosti intrinzi¢no, dakle bez referiranja na vektorski prostor R3, ve¢ iskljuc¢ivo
koriste¢i pojmove definirane na skupu S - za vise informacija na tu temu pogledati
[T, sekcija 3.4].

Sada je konacno trenutak za primjenu metrike prostora R} - buduéi da je T,S
nuzno vektorski potprostor u RY, tada se na njemu inducira metrika (, )7, 5. Prisjetimo
se kako smo DEFINICIJOM klasificirali vektorske potprostore obzirom na tip
metrike koji je na njima induciran - konkretno, imali smo prostornu, vremensku i
svjetlosnu metriku. Kao $to je to bio slu¢aj i za krivulje, plohe prostora R? sada
klasificiramo po tome kakva je pripadna tangencijalna ravnina obzirom na metriku

(,), slijedi

Definicija 3.1.6. Neka je regularna ploha S prostora R? i p € S proizvoljna njena
tocka. Kazemo da je ploha S

e prostorna u tocki p, ako je inducirana metrika na 7},S prostorna metrika,

e vremenska u tocki p, ako je inducirana metrika na 7,S vremenska metrika,

e svjetlosna u tocki p, ako je inducirana metrika na 7,5 svjetlosna metrika.

Stovise, kazemo da je S

e prostorna ploha, ako je ona prostorna u svakoj svojoj tocki,

e vremenska ploha, ako je ona vremenska u svakoj svojoj tocki,
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e svjetlosna ploha, ako je ona svjetlosna u svakoj svojoj tocki.

Navedimo jo§ da ¢emo metriku (, )7, g ubuduce oznacavati samo s (, ),.

Ovakva klasifikacija ploha nam govori kakva je lokalna geometrija plohe buduéi da
opisuje ponaSanje metrike lokalno na tangencijalnim vektorima plohe u danoj tocki.
Prouc¢imo uvedene pojmove na primjeru klasicne sfere S? (sli¢no kao $to smo to za
krivulje napravili u PRIMJERU [2.1.3]).

Primjer 3.1.7. Promotrimo sferu
$* ={(z,y,2) R} |2” + ¢ + 2" = 1}

za koju znamo da je regularna ploha u R} (NAPOMENA . Zelimo odrediti koje
su tocke plohe prostorne, vremenske i svjetlosne, a za to moramo pronaci tangencijale
ravnine tocaka sfere. Buduéi da je definicija tangencijalne ravnine ista kao i u euklid-
skom prostoru, tada se mozemo pozvati na poznate racune iz euklidske diferenijalne
geometrije po kojima znamo da je

(Vp € S?) p je normala na T,S obzirom na euklidsku metriku (, ).
Koristeci tu tvrdnju i KOROLAR [1.2.36| mozemo zakljuciti da je

T, S prostorni potprostor <= p vremenski vektor,
T,S svjetlosni potprostor <= p svjetlosni vektor,
T,S vremenski potprostor <= p prostorni vektor.

Uzmimo stoga proizvoljni p = (z,y, 2) € S? te ra¢unajmo:

(p,p) >0 <= 2> +9y* -2 >0
= (1-24)—2>>0
— 2 <1/2
— |z| < 1/V2,

a sasvim analogno nalazimo i

(p,p) =0 < |z = 1/V2,
(p,p) <0 <= |2| > 1/V2.
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Slika 3.2: Sfera S?, tocke p; i pripadne tangencijalne ravnine T,,,S (i = 1,2, 3)

Prema tome, zakljucujemo da je
S? prostorna ploha u tocki (z,y, 2) <= |z| > 1/V/2,
S? svjetlosna ploha u tocki (z,y,z) <= |2| = 1/V2,
S? vremenska ploha u tocki (z,y, 2) <= |z| < 1/V2.

Tu situaciju vizualno prikazujemo SLIKOM gdje smo narancastom bojom istakli
prostorne tocke plohe, plavom vremenske tocke, a sivom krivuljom svjetlosne tocke
plohe. Takoder smo primjera radi istakli tri tocke

—(0,1,0) — (0,0,1) —(0 ! 1)
b1 5 L 9 D2 s Yy 9 b3 ) \/57 \/§

te smo ucrtali pripadne tangencijalne ravnine 7,,S (i obojili ih pripadnim bojama).
Napomenimo da ravnine 73, S prolaze ishodistem, a mi smo ih na slici translatirali u
pripadne tocke p; radi jasnoce (pa na slici zapravo vidimo skupove p; + 7,,.5).

Sada slicno NAPOMENTI dokazujemo tvrdnje idu¢e napomene.
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Napomena 3.1.8. Ako je S regularna ploha u R}, tada vrijedi:
e svojstvo da je S prostorna ploha u svojim tockama jest otvoreno svojstvo,
e svojstvo da je S vremenska ploha u svojim tockama jest otvoreno svojstvo,
e svojstvo da je S svjetlosna ploha u svojim tockama jest zatvoreno svojstvo.

Istaknimo da pod pojmom otvoreno i zatvoreno svojstvo smatramo da je skup svih
takvih toc¢aka plohe ¢ini otvoren odnosno zatvoren podskup od S (gdje na topologiju
od S gledamo kao relativnu topologiju preuzetu od ambijenta R?). Sli¢no ranijem,
dovoljno nam je pokazati prvu tocku, tada ¢e tvrdnja druge tocke slijediti sasvim
analogno, dok ¢e zadnja tocka slijediti iz prve dvije. U tu svrhu, ozna¢imo s S skup
svih toc¢aka plohe S u kojima je ona prostorna. S ciljem da pokazemo da je skup S
otvoren u S, mi ¢emo pokazati da svaka tocka skupa S ima otvorenu okolinu koja ju
sadrzi. U tu svrhu fiksirajmo proizvoljan p € S - tada po definiciji postoji lokalna
parametrizacija ¢ : U — S od S oko tocke p pa je p(U) otvorena okolina od p u S;
ozna¢imo s ¢ € U element za koji je ¢(¢) = p. Definirajmo skup

U= {q € U | S je prostorna ploha u tocki ¢(q)}.

Jasno nam je da je ¢ € U; cilj nam je pokazati da je U otvorena okolina od ¢ u U,
tada ¢e o(U) zapravo biti otvorena okolina od p u S i to ¢e nas navesti na trazenu
tvrdnju. Naime, prema NAPOMENT |3.1.5| postoji inducirana baza d;,0, : U — R3
tangencijalnih ravnina toc¢aka skupa ¢(U). Primijetimo da tada za sve p € ¢(U)
vrijedi da je

T,S prostorni potprostor <= span{0d|,, 02|, } prostorni potprostor
<= 01|, X Oa], vremenski vektor
< <61|p X 8Q|p,81|p X 82|p> < 0,

gdje smo u drugoj ekvivalenciji koristili tvrdnje PROPOZICIJA [1.2.37]i[1.2.35] Odavde
mozemo zakljuciti da zapravo imamo

U ={g€U|(0(q) x 3(q),1(q) x Da(g)) < 0}.

Stovise, buduéi da su 0,9, : U — R? glatka preslikavanja, tada je i ¢ — 0;(q) x 9a(q),
U — R3, takoder glatko preslikavanje (LEMA [2.2.6)), otkuda zaklju¢ujemo da je
preslikavanje

a:U—=R | alq) = (0(q) x 02(q),01(q) x 02(q))
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takoder glatko. Sada, zapisivanjem
U={qeUlalg) <0} =a'((~o0,0))

zakljucujemo da U mora biti otvoren skup kao praslika otvorenog skupa (otvoren
skup u U). Prema tome, U je zaista otvorena okolina tocke ¢ u U ¢ime zakljucujemo
da je gp(U) otvorena okolina tocke p u S. No primijetimo da je zapravo gp(f]) C S,
otkuda zakljucujemo da je go(U ) zapravo otvorena okolina tocke p u S! Dakle: svaka
tocka skupa S ima otvoren skup (otvoren otvoren obzirom na relativnu topologiju od
S) koji ju sadrzi, otkuda zakljucujemo da je S otvoren podskup od S i to zakljucuje
tvrdnje ove napomene.

Primjer 3.1.9. Navedimo sada primjere prostornih, vremenskih i svjetlosnih ploha.
Ociti primjeri prostornih, svjetlosnih odnosno vremenskih ploha su prostorni, svje-
tlosni i vremenski dvodimenzionalni potprostori i njima paralelne ravnine. No osim
tih primjera, ovdje ¢emo istaknuti jo$ tri plohe (po jednu za svaki tip), a te plohe bit
¢e nam potrebne i kasnije radi ¢ega ¢e nam ovaj primjer biti posebno vazan.

(1) Promotrimo skup svih jedini¢nih vremenskih vektora
{veR}|(v,v) = —1}.

Naime, raspisivanjem desne strane jednakosti po koordinatama lako vidimo da
se taj skup ekvivalentno moze zapisati kao

{(z,y, 2) ER?\x2+y2:z2—1}.

Ovdje ocito vidimo da taj skup ima dvije komponente povezanosti (z > 1 i
z < —1) te prema NAPOMENI vidimo da je svaka od tih komponenti
povezanosti zapravo ploha u R3. Oznac¢imo te plohe s

H? = {(z,y,2) €R} | z = Va® + 2 + 1}
—H? = {(2,y,2) € R} | 2 = —\/a? + y® + 1},

gdje plohi H? posebno nadjenjujemo ime hiperbolicka ravnina. Naziv potjece
od toga sto se taj skup uzima kao model za promatranje hiperbolicke geometrije
- to je geometrija u kojoj vrijede sva éetiri aksioma Euklidove! geometrije osim
aksioma o paralelama (u hiperbolickoj geometriji paralele nisu jedinstvene).
Kod modela H? se uzima da su tocke u prouc¢avanoj geometriji elementi skupa
H?2, dok se za pravce uzimaju presjeci skupa H? i vremenskih dvodimenzionalnih

IEuklid, gréki matematicar, 3. st. pr. Kr. - 2. st. pr. Kr.
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Slika 3.3: Hiperbolicka ravnina H? gore i —H? dole relativno na svjetlosni stozac C

potprostora od R? (pokazuje se da su to upravo geodetske krivulje plohe H?).
No, bez obzira na naziv plohe, prou¢imo njena svojstva u geometriji Lorentz-
Minkowskijevog prostora; pokazimo da je H? prostorna ploha. To ée slijediti
kao posljedica iduée (jace) tvrdnje:

(Vp € H?) p L T,H>. (3.1)

U tu svrhu neka je p € H? proizvoljna tocka i v € T,H? proizvoljan tangencijalni
vektor. Tada po definiciji postoji parametrizirana krivulja ¢ : (—¢,¢) — H?
takva da je ¢(0) = p i ¢(0) = v. Bududi da se parametrizirana krivulja c
nalazi na plohi H?, tada jasno imamo da je (V¢ € (—e¢,¢€)) (c(t),c(t)) = —1 pa
deriviranjem te jednakosti po varijabli ¢ dobivamo da je (¢(t), c(t)) = 0 za sve
t € (—e,¢e). Posebno, uvrstavanjem ¢ = 0 dobivamo upravo

(v,p) = (¢(0),¢(0)) =0

Sto znacida je p L v, pa po proizvoljnosti vektora v zakljucujemo da je p L T,H?
§to smo i trebali pokazati. Prema tome, zakljuéujemo da je za svaki p € H?
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Slika 3.4: Pseudosfera S? relativno na svjetlosni stozac C

vektor p zapravo normala tangencijalne ravnine 7, H? - budu¢i da su svi elementi
skupa H? vremenski vektori, sada uporabom PROPOZzICIIE [1.2.35|zakljuc¢ujemo
da je

(Vp € Hz) T, sz prostorni potprostor

§to dokazuje da je H? zaista prostorna ploha. Sasvim jednako se pokazuje da
je i ploha —H? prostorna ploha pa to neé¢emo posebno dokazivati.

(2) Analogno prethodnom primjeru, promotrimo skup svih jedini¢nih prostornih
vektora:

{veR}|(v,v) =1}.
Taj skup isto raspisujemo po koordinatama te uvodimo oznaku
St={(z,y.2) € Ry [2” +3* = 1 + 27}

i nazivamo ga pseudosfera. Lako se mozemo uvjeriti da pseudosfera ima jednu
komponentu povezanosti (moze se pokazati da je skup povezan putevima, a
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time i povezan skup) pa prema NAPOMENI zaklju¢ujemo da je zapravo
S? ploha u R3. Pseudosfera S? je vremenski potprostor §to slijedi iz tvrdnje

(vp € S2)p L TS (3.2)

a te sve tvrdnje dokazuju se sasvim analogno prethodnom primjeru pa ih ovdje
neé¢emo posebno pisati.

(3) Za kraj promotrimo skup svih svjetlosnih vektora: taj skup nam je poznat
jos iz DEFINICLJE [1.2.5] gdje smo mu nadjenuli ime svjetlosni stoZac te kojeg
zapisujemo kao

C={(z,y,2) e RI\{0} | 2" +¢* = 2"}

Svjetlosni stozac smo mogli vidjeti na Stict [I.1], a on o¢ito ima dvije kompo-
nente povezanosti koje oznacavamo s

Ct = {(:c,y,z) € R3\ {0} ‘ z= \/x2+y2},
C = {(x,y,z) c R3\ {0} } z = —\/:UQ—i-yQ}

te napomenimo da su oba skupa zapravo plohe u R? (5to nam je isto dano
NAPOMENOM [3.1.2)). Analogno se pokazuje da i ovdje vrijedi

(Vp € C*)p L T,C* (3.3)

otkuda opet uz PRoOPOzICILIU [1.2.35| zakljuéujemo da su C* i C~ svjetlosne
plohe u R3.

Glatka preslikavanja na plohama i njihove derivacije

U ovoj potsekciji bavit ¢emo se uvodenjem pojma glatkog preslikavanja na plohama.
Glavni razlog za proucavanje glatkih preslikavanja na plohama dolazi od pitanja same
zakrivljenosti plohe. Naime, pitanje zakrivljenosti krivulja klasi¢no se rjesava diferen-
cijarnjem tangencijalnog vektora krivulja - isto tako bismo htjeli pitanje zakrivljenosti
plohe rijesiti diferenciranjem preslikavanja p +— 7,5 definiranog na plohi. Problem je
sto derivacija takvog preslikavanja uopée nema smisla (Sto je kodomena tog preslika-
vanja?), ali ono §to bi mozda imalo smisla jest proucavati preslikavanje p — N(p),
gdje je N(p) (jedini¢ni) normalni vektor na 7,5, jer je kodomena tog preslikava-
nja R3. Naime, po diskusiji napravljenoj u SEKCLJI |1.2] (stranica [45) znamo da u
Lorentz-Minkowskijevom prostoru imamo dobro ustanovljen odnos dvodimenzional-
nih potprostora i pripadnih normalnih vektora, pa kada bismo imali preslikavanje
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p +— N(p) koje svakoj tocki pridruzuje (jedini¢ni) normalni vektor na plohu, tada bi-
smo varijacijom tog preslikavanja indirektno dobili podatke o varijaciji tangencijalnih
ravnina u toj tocki, a time i informacije o samoj zakrivljenosti plohe. Da bismo mogli
diferencirati takvo preslikavanje S — R?, morali bismo uvesti neki na¢in ispitivanja
glatkoce takvog preslikavanja (koje bi dopustalo diferenciranje), a zatim na dobar
nacin definirati sam diferencijal tog preslikavanja - upravo to je ono ¢ime ¢emo se
sada i baviti.

Od prije nam je poznato sto bi znacilo da je neko preslikavanje €2 — R™ glatko
preslikavanje, gdje je 2 neki otvoren podskup od R™. Za preslikavanje A — R™,
gdje je A proizvoljan podskup od R", se kaze da je glatko preslikavanje ako je ono
(lokalna ili globalna) restrikcija glatkog preslikavanja (glatkog u uobicajenom smislu).
Takve definicije ¢emo navesti ispod kao 1-glatko preslikavanje i 2-glatko preslikavanje;
za te definicije se pokazuje da su medusobno ekvivalentne. Ali buduéi da se ovdje
konkretno bavimo preslikavanjima definiranim na plohama, tada ¢emo zbog definicije
plohe preko lokalnih parametrizacija imati jo§ jednu mogucu definiciju i taj pojam
¢emo osloviti kao 3-glatko preslikavanje. Radi jednostavnosti uzmimo da je m =1
te da je A = S proizvoljna regularna ploha u R3, dakle proucavamo preslikavanje
f 9 — R - navodimo tri mogucée definicije.

(1) Prvi pristup jest da definiramo da je f 1-glatka u tocki p € S, ako

(3W C R*, W otvorena okolina od p u R?)
(3f : W — R, f glatko preslikavanje) flwns = flwns.
Ideja ove definicije jest da je preslikavanje f lokalno restrikcija glatkog preslika-

vanja. Tada bismo rekli da je f 1-glatka na S, ako je f 1-glatka u svakoj tocki
plohe p € S.

(2) Drugi pristup bi bio definirati da je f 2-glatka na S, ako

(3W C R, W otvorena okolina od S u R?, S zatvoren skup u W)
(Elf : W — R, f glatko preslikavanje) f|5 = f.

Ideja ove definicije, s druge strane, jest da je preslikavanje f restrikcija glatkog
preslikavanja na otvorenoj okolini plohe S. Razlog zasto zahtijevamo zatvore-
nost skupa S u W je taj sto bismo inace imali problema u gomilistima plohe S,
jer bi tada postojale glatke funkcije na S sa singularitetima u gomilistima koje
ne bismo mogli ukloniti (jedan takav primjer moze se naéi u [I, str. 163]).

(3) Konaéno, treéi pristup je nesto drugaciji, jer za razliku od drugih definicija
koristi ¢injenicu ne samo da je S podskup od R3, veé i samu definiciju plohe
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preko lokalnih parametrizacija. Ovdje bismo rekli da je preslikavanje f 3-glatko
u tocki p € S, ako

(Jp : U — S, ¢ lokalna parametrizacija oko p) f o ¢ glatko preslikavanje
u okolini tocke ™! (p).

Napomenimo da kada kazemo da je f o glatko preslikavanje to smatratmo na
uobicajen nacin, dakle kao glatko preslikavanje U — R (¢ije nam je znacenje
veé otprije poznato). Smisao ove definicije jest o¢ito iskoristiti definiciju plohe
preko lokalnih parametrizacija. Ova definicija je dobra, ali mogué¢i problem
ove definicije jest da ona ovisi o izboru parametrizacije ¢ - pokazuje se da to
nije slucaj, dakle pojam glatkoc¢e u tocki ovisi o samoj plohi S. Sada mozemo
definirati da je preslikavanje f 3-glatko na S, ako je f 3-glatka u svakoj tocki
plohe p € S.

Svaka od ovih definicija ima svoje prednosti i mane, ali se zapravo pokazuje da su
ove tri definicije ekvivalentne, to jest imamo

f je 1-glatka na S <= f je 3-glatka na S <= f je 2-glatka na S.

Dokaz prve ekvivalencije moze se nac¢i u [Il, str. 134] te se dokaz druge ekvivalencije
moze naéi u [, str. 163]. Ove tvrdnja lako se poopéuju na slucaj kodomene R za
proizvoljan m € N koristec¢i ¢injenicu da je preslikavanje glatko ako i samo ako su joj
komponentne funkcije glatke.

U svakom slucaju, mi se odlu¢ujemo za definiciju 3-glatkoce jer ¢e nam biti najjed-
nostavnije raditi s lokalnim parametrizacijama te se opredjeljujemo na slucaj m = 3,
dakle kao kodomenu é¢emo promatrati prostor Rf. Odmah napomenimo da tvrd-
nje u ovoj potsekciji ne¢emo posebno dokazivati, buduci da su one takoder predmet
klasiéne euklidske diferencijalne geometrije i kao takve se mogu naci u vecini klasi¢nih
literatura poput [2].

Definicija 3.1.10. Neka je S regularna ploha u R i p € S proizvoljna njena tocka.
KaZemo da je preslikavanje f : S — R? glatko preslikavanje u tocki p, ako

(3p : U — S, ¢ lokalna parametrizacija oko p) f o ¢ : U — R? glatko preslikavanje
u okolini tocke ¢~ (p).

Stovige, kazemo da je preslikavanje f : S — R? glatko preslikavanje na S, ako je

(Vp € S) f glatko preslikavanje u tocki p.
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Kao sto smo komentirali i ranije, potrebno je uvjeriti se da ova definicija glatkoce
ne ovisi o izboru same parametrizacije ¢. Ta se tvrdnja dobiva kao korolar iduéeg
teorema.

Teorem 3.1.11. Neka je S regularna ploha u R}. Nekasup: U — Siy:V — S
dvije lokalne parametrizacije plohe S, takve da je o(U) N (V) # (). Oznacimo

U= (pU)ne(V) 1 Vi=y (o) N(V)).

Tada je preslikavanje R R
oo Yl V=U

difeomorfno preslikavanje (dakle, glatka bijekcija ¢iji je inverz takoder glatko presli-
kavanje).

Korolar 3.1.12. Neka je S regularna ploha u R} i p € S proizvoljna njena tocka.
Neka je f : S — R? proizvoljno preslikavanje te neka su ¢ : U — S iV — S
lokalne parametrizacije oko tocke p. Tada je

f o glatko preslikavanje u okolini tocke ¢! (p)
<= f o1 glatko preslikavanje u okolini toc¢ke ¥ (p).

Posebno, definicija glatkog preslikavanja funkcije f : S — R u tocki p ne ovisi o
izboru lokalne parametrizacije plohe S oko tocke p.

Ova ¢e tvrdnja nam biti korisna jer nam omogucuje fleksibilnost izbora lokalne
parametrizacije pri baratanju glatkim preslikavanjima na plohama.

Idu¢i nam je cilj primijeniti istu ovu diskusiju na pojam preslikavanja izmedu
dvije plohe.

Definicija 3.1.13. Neka su S i Sy regularne plohe prostora R? i p € S proizvoljna
tocka. Za preslikavanje F': S7 — S5 kazemo da je glatko u tocki p, ako

(o : U —- W = p(U), ¢ lokalna parametrizacija plohe S oko p)
(T : V= Z =4(V),1 lokalna parametrizacija plohe S oko F(p))
1! o I o ¢ glatko preslikavanje u okolini tocke ¢~ *(p),

gdje preslikavanje ¢! o F o ¢ gledamo kao preslikavanje ¢~ (Fﬁl(F(W) N Z)) — V.
Nadalje, kazemo da je preslikavanje F' : S — S5 glatko preslikavanje izmedu ploha,
ako je F' glatko preslikavanje u svakoj tocki plohe Sj.

Isto kao §to smo to vidjeli za glatka preslikavanja S — R3, pokazuje se da ova
definicija takoder ne ovisi o izboru lokalnih parametrizacija:
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Korolar 3.1.14. Neka su S; i Sy regularne plohe u R? i p € S; proizvoljna tocka.
Neka je F': S; — S5 proizvoljno preslikavanje, te

iU =>Wi=pU) 1 ¥:Vi— Z;=vy(V), i€ {1,2},

lokalne parametrizacije plohe S; oko tocke p i plohe S oko tocke F(p) respektivno.
Tada je

(D o Fo 1 glatko preslikavanje u okolini tocke gol_l(p)
<= 15 o F o, glatko preslikavanje u okolini tocke o, (p).

Napomenimo da ovdje preslikavanje ;' o F o ¢; promatramo kao preslikavanje
o; (FHF(W;) N Z;)) = Vi, zaoba i € {1,2}.

Posebno, definicija glatkog preslikavanja funkcije £ : S; — S5 u tocki p ne ovisi o
izboru lokalnih parametrizacija ploha S; i Sy oko toc¢aka p i F(p).

Napomena 3.1.15. Vrijedi slijede¢a tvrdnja: ako je f : S; — R? glatko preslikavanje
na plohi S; i ako je Sy regularna ploha u R} takva da je f(S1) C S, tada je f
zapravo glatko preslikavanje izmedu ploha S; i S5. Ova tvrdnja biti ¢e nam posebno
potrebna nesto kasnije kada ¢emo proucavati Gaussovo preslikavanje za koje ¢e se
upravo pomocu ove napomene pokazati da je glatko preslikavanje izmedu ploha.

Za kraj odredimo sto bi to bio diferencijal glatkog preslikavanja na plohi. Ideja
vodilja ¢e nam ovdje biti poopéiti diferencijal u smjeru vektora kakvu smo imali za
funkcije vise varijabili. U tu svrhu istaknimo idu¢u lemu i zatim prouc¢imo kako se
preslikavaju tangencijalni vektori plohe prilikom glatkog preslikavanja izmedu ploha.

Lema 3.1.16. Neka su S; i S, regularne plohe u R? te F': S; — S glatko preslika-
vanje izmedu njih. Ako je o : I — S; parametrizirana krivulja, tada je Foa : [ — S
takoder parametrizirana krivulja.

Definicija 3.1.17. Neka su S; i Sy regularne plohe u R, F : S} — S, glatko
preslikavanje izmedu ploha te p € Sy proizvoljna tocka. Uzmimo v € T,,5; proizvoljan
tangencijalni vektor - tada po definiciji postoji parametizirana krivulja o : I — 5
takva da je a(0) =p i /(0) = v. Uz prethodnu LEMU [3.1.16] je tada i preslikavanje
Foa: I — Sy takoder parametrizirana krivulja; buduéi da je F o a(0) = F(p),
onda je (F oa)(0) € Tp()S2. Na ovaj nacin mozemo definirati preslikavanje izmedu
tangencijalnih ravnina 7),S; — T, S2 za koje ¢emo pokazati da je dobro definirano
(dakle da ne ovisi o izboru parametrizirane krivulje «). Tada uvodimo oznaku

dF, : 1,51 = TrpSe ,  dF,(v) := (Foa)(0)

i to preslikavanje nazivamo diferencijal glatkog preslikavanja F'.
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Iduca propozicija pokazuje da je ova definicija zaista dobra, ali ona nam govori i
nesto vise.

Propozicija 3.1.18. Neka su S; i S, regularne plohe u R?, F' : S} — S, glatko pres-
likavanje izmedu ploha te p € S; proizvoljna tocka. Oznacimo s v € T},S; proizvoljan
tangencijalni vektor. Tada za proizvoljne krivulje o, 5 : I — S} vrijedi:

a(0) =p,a/(0) = Lo /
8(0) =p,B'(0) =v } = (Foa)(0)=(Fop)(0).

Posebno, definicija diferencijala glatkog preslikavanja dF), je dobra. Stovise, preslika-
vanje dF), : 1,51 — Tp(,)S2 je linearno preslikavanje izmedu vektorskih prostora.

Za diferencijal glatkih preslikavanja izmedu ploha se u Diferencijalnoj topologiji
pokazuje da su poopcenje diferencijala preslikavanja 2 — R™, gdje je €2 otvoren
podskup od nekog R™. Preciznije, pokazuje se da ako je F prosirenje preslikavanja
F u smislu definicije 1-glatkoce, tada je zapravo D(F) (p)|z,s, = dF,. Kao $to smo
i najavili, diferencijal glatkog preslikavanja bit ¢e nam kljucan u iducoj sekciji kada
¢emo se baviti zakrivljenoséu plohe.

3.2 Prva i druga fundamentalna forma te
Gaussovo preslikavanje. Gaussova i srednja
zakrivljenost

Sad kada smo razvili osnovne pojmove vezane uz plohe Lorentz-Minkowsijevog pros-
tora potpuno smo spremni za proucavanje njihove geometrije. U ovoj sekciji, ana-
logno teoriji razvijenoj za euklidski prostori, uvodimo geometrijske pojmove vezane
za plohe prostora R? pa ée oni sasvim ovisiti o Lorentzovoj metrici (, ). Prva na redu
nam je, naravno, prva fundamentalna forma - ona je u euklidskom prostoru predstav-
ljala na¢in mjerenja lokalnih veli¢ina na plohi (poput duljine krivulja, kuta izmedu
tangencijalnih vektora pa i povrsine). Time, prva fundamentalna forma predstavlja
intrinzi¢no svojstvo plohe, jer ta mjerenja cinimo bez izlazenja u trodimenzionalni
ambijent; na primjer, u [I, str. 169] mozemo vidjeti kako je poznavanje prve funda-
mentalne forme ekvivalentno poznavanju duljina krivulja na plohi. Mi se doduse u
ovom radu nismo uopce bavili duljinom krivulja, no sama ideja prve fundamentalne
forme ostaje ista. Prve fundamentalne forme u R? smo se zapravo veé¢ (presutno)
dotakli u DEFINICIJI kada smo klasificirali tocke regularne plohe na prostorne,
vremenske i svjetlosne, ali sada ju formalno uvodimo:
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Definicija 3.2.1. Neka je S regularna ploha prostora R? te p € S proizvoljna njena
tocka. Tada za induciranu metriku (, ), tangencijalne ravnine 7,,S ozna¢avamo s

L:T,SxT,S—>R , L((v,w)=(v,w),= (v,w)

i kazemo da je prva fundamentalna forma plohe S u tocki p.

Za prvu fundamentalnu formu koristit ¢emo obje oznake, I, i (, ),. Naglasimo
(ponovno) da je I, simetrican bilinearan funkcional definiran na vektorskom prostoru
T,S. Jo$ napomenimo da se u nekim literaturama prva fundamentalna forma plohe
u tocki definira kao kvadratni funkcional? v +— I,(v,v) generiran bilinearnim funk-
cionalom I, - doduse, lako se pokaze da je poznavanje tog kvadratnog funkcionala
ekvivalentno poznavanju metrike (, ), koristeéi polarizacijski identitet:

(v,w), = i((v—i—w,v—l—w%— (v—w,v—w),).

Stoga nije toliko bitno koja se definicija zapravo koristi, a mi smo napravili takav
izbor u DEFINICLII radi jednostavnije primjene.

Lokalna mjerenja na plohi izvodit ¢emo pomocu prve fundamentalne forme ob-
zirom na lokalne parametrizacije. Bududi da je I, bilinearni funkcional definiran na
vektorskom prostoru 7,5, tada se I, u nekoj bazi prostora 7,5 zapisuje kao (sime-
tricna) bilinearna forma (pogledati SEKC1IU [L.1]). Prisjetimo li se NAPOMENE [3.1.5
mozemo vidjeti da je u ovoj situaciji najprirodnija baza koju mozemo odabrati jest
ona koja je inducirana od strane lokalne parametrizacije. Taj prikaz u obliku biline-
arne forme bit ¢e nam vazan te stoga formalno uvodimo definiciju.

Definicija 3.2.2. Neka je ¢ : U — S lokalna parametrizacija plohe S Lorentz-
Minkowskijevog prostora R}. Fiksirajmo proizvoljnu tocku p = ¢(u,v) € S; tada
znamo da lokalna parametrizacija ¢ inducira bazu {0, 0>} tangencijalne ravnine 7,5
u toj tocki. Zapisivanjem metrike (, ), kao bilinearne forme pomocu te baze dobivamo

da je
(01, 00)y <81782>p:| [’uh] T[E F]
=V %%
) (000, (00 00)y) [ Foal’

gdje su V' i W prikazi vektora v, w € T,,S u induciranoj bazi {01, 0>} te su oznake FE,
F i GG definirane s

<U’ w)p = [Ul

E = <81,81)p,
F :=(01,04)p = (02, 01)p,
G = <82782>p.

20vo preslikavanje nije linearno. Kvadratni funkcionalni generirani bilinearnim funkcionalima
opcéenito nisu linearna preslikavanja



3.2. FUNDAMENTALNE FORME I ZAKRIVLJENOSTI 141

Vrijednosti E, F' i G na ovaj nacin definiramo za sve (u,v) € U i time su to dobro
definirana preslikavanja
E FG:U—=R

koja zovemo metricki koeficijenti plohe S obzirom na lokalnu parametrizaciju .

Napomena 3.2.3. Istaknimo da su preslikavanja E, F' i G glatka preslikavanja
U — R. Zaista, u NAPOMENI [3.1.5| smo vidjeli da je 01 = ¢, : U — R i 0y =
v, : U — R otkuda direktno zakljucujemo da su metricki koeficijenti £, F' i G
glatka preslikavanja (jer je ¢ glatko preslikavanje). Stovise, metricke koeficijente
dane lokalnom parametrizacijom ¢ mozemo izrazit i kao

E = <¢U790u> , I'= <90ua90v> , G = <‘;0va90v>>
a te izraze é¢emo u racunu i ¢eScée koristiti.

Metricki koeficijenti plohe bit ¢e nam glavni alat pri vrsenju lokalnih mjerenja na
plohi. Kao §to smo to napravili u euklidskoj geometriji, uvedimo jos jednu veli¢inu
koja Ce se ¢esto pojavljivati u racunu:

Definicija 3.2.4. Neka je ¢ : U — S lokalna parametrizacija plohe S u Lorentz-
Minkowskijevom prostoru R? te neka su E, F' i G metricki koeficijenti dani tom
lokalnom parametrizacijom. Tada definiramo preslikavanje

E F

W:U—=>R |, W::det{F a

]:EG—FQ.

Napomena 3.2.5. Jasno nam je da je preslikavanje W glatko, buduéi da su E, F'i
G glatka preslikavanja. Stovise, primijetimo da po formulama iz NAPOMENE m
W mozemo zapisati kao

W = <90ua SDU><90U7Q01)> - <Q0ua 9011)2

gdje izraz s desne strane jednakosti mozemo prepoznati kao dio LAGRANGEOVOG
IDENTITETA! Naime, primjenom tvrdnje PROPOZICIJE [1.2.17| odavde zaklju¢ujemo
da je

W = _<90u X Pyy Py X 90v> (34)

Koristeé¢i ovu jednakost sada lako mozemo vidjeti da za proizvoljan p = ¢(q) € S
vrijede ekvivalencije:

W(q) > 0 <= S je prostorna ploha u tocki p,
W(q) = 0 <= S je svjetlosna ploha u tocki p,
W(q) < 0 <= S je vremenska ploha u tocki p.
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Naime, prisjetimo li se dokaza tvrdnje iz NAPOMENE [3.1.8 mozemo vidjeti da smo
tamo pokazali da vrijedi da je

T,S prostorni potprostor <= (p.(q) % ¥u(q), Lulq) X ¢u(q)) <O,

a analogno bi se pokazalo i da je

T,S svjetlosni potprostor <= (vu(q) X ¥u(q), ¢u(q) X ¢u(q)) =0,
T,S vremenski potprostor <= (pu(q) X vu(q), vu(q) X ©u(q)) > 0.

Prema tome, kombinirajuéi ove tri tvrdnje s jednakoséu (3.4) direktno vidimo da
uistinu vrijede trazene ekvivalencije.

Gaussovo preslikavanje

Slijede¢i geometrijski alat koji uvodimo jest Gaussovo preslikavanje ¢iji ¢e nam di-
ferencijal biti kljuc¢an pri proucavanju zakrivljenosti plohe. Tu je rije¢ o glatkom
preslikavanju na plohi koje svakoj tocki plohe pridruzuje jedini¢ni normalni vektor
plohe. Razlog zasto biramo bas jedinicne vektore jest taj sto ne zelimo da diferencijal
tog preslikavanja ovisi o duljini vektora, ve¢ samo o njihovom smjeru (slicna stvar
je bila kod krivulja gdje smo zakrivljenost izvlacili iz derivacije jedinicnog tangen-
cijalnog vektora). Stoga, prije same definicije Gaussovog preslikavanja potrebno je
komentirati normalne vektore plohe u prostoru R?.

Definicija 3.2.6. Neka je S regularna ploha prostora R? i p € S proizvoljna njena
tocka. Tada za svaki vektor v € (7,5)*\ {0} kaZemo da je normalan vektor na plohu
S u tocki p. Stovise, ako je vektor v jos i jedini¢éni vektor, tada kazemo da je to
jedini¢ni normalni vektor na plohu S u tocki p.

U euklidskom prostoru jediniéne normale plohe lokalno jednostavno dobivamo
pomocu lokalnih parametrizacija na slijede¢i nacin: ako je ¢ : U — S lokalna pa-
rametrizacija plohe, tada ona inducira bazu {0;|,,0:|,} tangencijalne ravnine 7,5
u tocki plohe p = ¢(x,y) otkuda lako slijedi da je vektor 0;|, Xy 02|, ortogonalan
(obzirom na euklidsku metriku) na tangencijalnu ravninu 7,5 pa skaliranjem tog
vektora dobivamo trazenu jediniénu normalu. U Lorentz-Minkowsijevom prostoru
R? stvar je slicna, ali bitno drugacija. Naime, vektor 9|, x da|, je u R} ortogonalan
na span{d|,, &|,} = T,S (Propozic1JA [1.2.37)), ali on moze biti svjetlosni vektor
(PRIMJER i SLIKA - iz tog razloga normalni vektor plohe S u tocki p
opcenito ne¢emo mod¢i normirati. Situacija je slijede¢a: pomoé¢u PROPOZICIIE [1.2.30
vidimo da za tangencijalnu ravninu 7,5 (isto kao i u euklidskom prostoru) vrijedi

dim(7,9)* =1
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i to pokazuje da normalni vektor postoji u svakoj tocki plohe prostora R?. Stovise,
kada je (T,5)* prostorni ili vremenski potprostor, tada postoje totno dva jedini¢na
normalna vektora plohe S u tocki p. S druge strane, ako je (7,,S)* svjetlosni potpros-
tor, onda je svaki normalni vektor Lorentzove norme 0 i ne postoji jedini¢na normala
plohe u toj tocki. Bas taj slucaj predstavlja nam problem pri definiciji Gaussovog
preslikavanja (opéenito) na plohama Lorentz-Minkowsijevog prostora jer tada nismo
u mogucnosti definirati jedini¢nu normalu prostora. Iz tog razloga Gaussovo pres-
likavanje ¢emo definirati iskljucivo na plohama prostora R? koje su u svakoj tocki
prostorne ili vremenske plohe.

Pokazimo da je tada rije¢ bas o prostornim plohama i vremenskim plohama; pos-
tupamo sli¢no kao $to smo to radili kod krivulja u u diskusiji prije TEOREMA
(na stranici . Naime, ako je S ploha koja je u svakoj svojoj tocki prostorna ili
vremenska ploha, tada prema NAPOMENTI [3.1.8| skup S mozemo zapisati kao disjun-
ktnu uniju skupova U i V otvorenih u S, gdje je U skup svih tocaka u kojoj je S
prostorna ploha, a V skup svih tocaka u kojoj je S vremenska ploha. Buduéi da
je S po definiciji povezan skup, tada nuzno slijedi da je jedan od skupova U ili V
prazan skup. Dakle, zaklju¢ujemo da je S = U ili S =V pa je S prostorna ploha ili
vremenska ploha. Sada konac¢no slijedi

Definicija 3.2.7. Neka je S prostorna ili vremenska ploha prostora R3. Kazemo
da je preslikavanje N : S — R? Gaussovo preslikavanje na plohi S, ako je N glatko
preslikavanje na plohi S koje zadovoljava

(Vp € S) N(p) € (T,9)" i [IN(p)]| = L.

[staknimo da Gaussovo preslikavanje mozemo jednostavno dobiti na lokalnoj ra-
zini koriste¢i lokalne parametrizacije, Sto smo ve¢ mogli vidjeti i ranije kroz ovo
poglavlje. Naime, ako je ¢ lokalna parametrizacija prostorne ili vremenske plohe S,
tada koristeéi induciranu bazu po PROPOZICIII lako vidimo da je za sve ¢ € U
vektor 01(q) x 02(g) ortogonalan na ravninu 7,5, gdje je smo oznacili p = ¢(q). Taj
vektor opcéenito nije jedini¢ni pa normiranjem dobivamo da je za sve ¢ € U vektor

% jedini¢ni normalni vektor na plohu S u tocki ¢(q). Da je preslikavanje

d1(q) x Oa(q
17 0u(g) % 0a(q)]

glatko preslikavanje sto lako provjeravamo uz ¢injenicu da su 9y i do glatka preslika-
vanja (NAPOMENA [3.1.5), LEMI i ¢injenici da je 0; X 0y svuda prostorni ili
vremenski vektor. Konacno, da bismo od ovog preslikavanja dobili Gaussovo presli-
kavanje na plohi ¢(U) potrebno ga je jos samo komponirati s ¢! tako da dobijemo

~—

U— RS
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preslikavanje

81 X 82 _1
|01 X O
za koje se lako uspostavi da je zaista glatko preslikavanje po DEFINICIJI [3.1.10}
S druge strane, ako je N neko odabrano Gaussovo preslikavanje prostorne ili

vremenske plohe S'i ¢ : U — S proizvoljna lokalna parametrizacija, tada po nepre-
kidnosti lako ustanovljujemo da na ¢(U) mora vrijediti

81 X (92 1 . 81 X 82 _1
=~ 05 ili N=——""0o0
o xa 7 10, x 0] © 7

e(U) - R}

N

Mi ¢emo nekad htjeti da nam bas vrijedi prva jednakost, a nju zapravo mozemo
uvijek postiéi promatranjem lokalne parametrizacije (v, u) = @(u,v) na mjesto
lokalne parametrizacije ¢ (da je ¥ zaista lokalna parametrizacija i da se za nju dobije
trazena jednakost lako se provjeri pa detalje ovdje izostavljamo). U tu svrhu uvodimo
i iduéi pojam:

Definicija 3.2.8. Neka je N : S — R? Gaussovo preslikavanje na plohi Sig: U — S
neka njena lokalna parametrizacija. Kazemo da se lokalna parametrizacija ¢ slaze s
Gaussovim preslikavanje N, ako na ¢(U) vrijedi jednakost

81 X 82 _1

N=—""=>o
101 x 0] © 7

Dakle, kao sto smo komentirali prije same definicije, uvijek mozemo izabrati lo-
kalnu parametrizaciju koja se slaze s Gaussovim preslikavanjem. Promotrimo sada
nesto poblize Gaussovo preslikavanje; za pocetak primijetimo da vrijede iduce tvrdnje
napomene.

Napomena 3.2.9. Neka je S regularna ploha u R? i N : S — R3 Gaussovo preslika-
vanje na S. Tada je N glatko preslikavanje izmedu ploha - zaista, vrijede iduce dvije
tocke:

e ako je S vremenska ploha, tada je N glatko preslikavanje izmedu ploha S i S?,
dakle Gaussovo preslikavanje glasi

N:S— S

e ako je S prostorna ploha, tada je N glatko preslikavanje izmedu ploha S i H?
ili izmedu ploha S i —H?, dakle ono glasi

N:S—H? ili N:S— —H%
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Naime, kada je S vremenska ploha, tada je svaka tangencijalna ravnina vremenski
potprostor pa po PROPOZICIJI zakljucujemo da N mora biti prostorni vektor
u svakoj tocki plohe S. No posto je N(p) posebno jedini¢ni prostorni vektor za
sve p € S, tada po definiciji pseudosfere S? zakljucujemo da slika preslikavanja N
mora biti sadrzana u S?. Konac¢no, buduéi da je N glatko preslikavanje S — R3
kojem je slika sadrzana u plohi S?, tada po NAPOMENT odmah zakljucujemo
da je N zapravo glatko preslikavanje izmedu ploha S i S?. S druge strane, kada
je S prostorna ploha, tada analogno zakljucujemo da je N(p) jediniéni vremenski
vektor za sve p € S; odavde pak zakljucujemo da je slika preslikavanja N sadrzana u
disjunktnoj uniji —H? UH?. Pokazimo da tada slika od N mora biti sadrzana u toéno
jednom od ovih skupova. Naime, primijetimo da je skup H? sadrzan skupu R? x R
koji je otvoren u R, te je isto tako —H? sadrzan u otvorenom skupu R? x R~ (gdje
smo s Rt oznagcili interval (0, +00) i s R™ interval (—o00,0)). Sada mozemo raspisati
skupovne jednakosti

S=N1'(-H*UH?) = N"'(-H*) u N (H?)
=NHR*xR)UNR? x RT)

gdje su skupovi jasno disjunktni, ali i otvoreni buduéi da je preslikavanje N posebno i
neprekidno (pa je praslika otvorenog skupa opet otvoren skup). Dakle, S smo zapisali
kao uniju dva disjunktna otvorena skupa pa po povezanosti skupa S zaklju¢ujemo
da je S jednak to¢no jednom od skupova, dok je drugi skup jednak (). Prema tome,
imamo ili

S=N1-H?*) ii S=N'H?
otkuda nalazimo da je ili

N(S)C —H* ili N(S)CH.

Za svaki od ovih slucajeva, isto kao i u dokazu tvrdnje prve tocke, pokazuje se da je
N zaista preslikavanje izmedu ploha S i —H? odnosno izmedu ploha S i H2.

Primijetimo sada da bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je Ga-
ussovo preslikavanje prostorne plohe upravo oblika S — H? - zaista, ako je N Ga-
ussovo preslikavanje oblika S — —H?2, tada je takoder i preslikavanje —N Gaussovo
preslikavanje i to oblika S — H2. Od sada nadalje ¢éemo u obzir uzimati samo ta-
kav oblik Gaussovog preslikavanje prostornih ploha i tvrdnje koje ¢emo dokazati da
vrijedi vrijede za ta Gaussova preslikavanja vrijedit ¢e takoder za Gaussova preslika-
vanja oblika S — —H?, a bududi se te tvrdnje dokazuju sasvim analogno neéemo ih
posebno isticati.

Primijetimo da smo sada u poziciji racunati diferencijal Gaussovo preslikavanja.
Buduéi da je to glatko preslikavanje izmedu ploha S — §? ili S — H?, tada je
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njegov diferencijal preslikavanje oblika 7,5 — Tn(,S7 ili 7,5 — Tn(»H?, ovisno o
slucaju. Tu nam sada u pomo¢ uskace PRIMJER koji govori da je taj diferencijal
zapravo endomorfizam vektorskih prostora, to jest da je u oba slu¢aja zapravo rijec o
preslikavanju 7,5 — T1,S. Zaista, s jedne strane je N(p) po definiciji normala prostora
T,S, dok je s druge strane po tvrdnjama i iz navedenog PRIMJERA dano
da je N(p) takoder normala prostora T(,S® odnosno Tn()H?, ovisno o slucaju.
Odavde, radi dobro ustanovljenog odnosa dvodimenzionalnih potprostora i njihovih
normala u R? (vidi diskusiju na stranici zakljucujemo da imamo jednakost 1,5 =
Tn(p)St odnosno T,S = Ty, H? otkuda zaklju¢ujemo da je taj diferencijal zaista
endofmorfizam vektorskih prostora. To preslikavanje on ¢e nam biti posebno vazno
pa mu zato nadjenujemo i ime.

Definicija 3.2.10. Neka je S prostorna ili vremenska ploha te N : S — S§? ili
N : § — H? Gaussovo preslikavanje na S (ovisno o slucaju). Tada za diferencijal
Gaussovog preslikavanja

dN, : T,S — T,

kazemo da je operator oblika plohe (nekad ¢emo reéi i Weingartenovo preslikavanje).

Kao sto smo i najavili, ovaj diferencijal opisuje promjenu tangencijalne ravnine u
tocki, to jest ono opisuje kako se ploha u danoj tocki zakrivljuje. Taj ¢e operator biti
kljucan pri uvodenju pojmova koji nam sada slijede.

Gaussova i srednja zakrivljenost

Sada ¢emo konacno definirati i zakrivljenost plohe Lorentz-Minkowskijevog prostora.
U euklidskom se prostoru Gaussova zakrivljenost definirala kao determinanta We-
ingartenovog preslikavanja, dok se srednja zakrivljenost definirala kao (negativna)
polovina traga Weingartenovog preslikavanja. Gaussova zakrivljenost je tu predstav-
ljala magnitudu zakrivljenosti te ona nije ovisila o izboru Gaussovog preslikavanja
(izabrati N ili —N), dok je predznak srednje zakrivljenosti ovisio o izboru Gaussovog
preslikavanja. U Lorentz-Minkowskijevom prostoru ¢emo imati analogne definicije
zakrivljenosti, ali ipak nesto drugacije:

Definicija 3.2.11. Neka je S prostorna ili vremenska ploha te NV pripadno Gaussovo
preslikavanje. Tada definiramo Gaussovu zakrivljenost plohe S u tocki p € S kao
broj

K(p) = det(dN,) , S prostorna ploha,
p)= —det(dN,) , S vremenska ploha



3.2. FUNDAMENTALNE FORME I ZAKRIVLJENOSTI 147

Sli¢no, definiramo srednju zakrivljenost plohe S u tocki p € S kao broj

—%trag(de) , S prostorna ploha,
5 trag(dN,) , S vremenska ploha

() = {

Uvedemo li oznaku
e :=(N(p), N(p)),

tada pomoc¢u ranije NAPOMENE lako vidimo da je ¢ konstanta na S te da
vrijedi
. { —1 , S prostorna ploha,
1 , S vremenska ploha

Prema tome, definiciju Gaussove i srednje zakrivljenosti u oba slucaja mozemo obje-
diniti formulama

K(p) = —edet(dN,) i H(p) = gtrag(d]\fp).

Da rezimiramo - prostorne plohe prostora R? nasljeduju iste definicije kao plohe
euklidskog prostora, dok vremenske plohe dobivaju predznak minus u definicijama
Gaussove i srednje zakrivljenosti. Razlog tome ne mozemo ovdje sasvim obrazloziti,
ali jedan od glavnih razloga jest to sto se primjenom odredenih generalizacija zakriv-
ljenosti (Riccijeva i skalarna zakrivljenost) na Lorentz-Minkowskijeve prostore dobiva
upravo ovakva zavisnost od tipa plohe (prostorne ili vremenske). Jedan argument koji
bismo ovdje mogli navesti jest slijede¢i: u idu¢em PRIMJERU |3.2.12)) pokazat ¢emo
da su plohe S? i H? obje plohe konstantne (Gaussove) zakrivljenosti, a za te plohe
znamo da je jedna prostorna, a druga vremenska. U zelji da istaknemo geometrijsku
razliku izmedu takvih ploha odlu¢ujemo se za ovakav nacin definiranja njihovih za-
krivljenosti, gdje ¢e ploha S? biti ploha konstantne pozitivne, a H? ploha konstante
negativne (Gaussove) zakrivljenosti (+ predznak smo pridjenuli prostornim plohama
jer njihova prva fundamentalna forma, kao i kod ploha euklidskog prostora, pozitivno
semidefinitna).

Primjer 3.2.12. Naime, oznac¢imo oznakom S pseudosferu S? ili hiperboli¢ku ravninu
H?. Tada po PRIMJERU znamo da je

(Vpe S)p L T,S

sto nam je u oba slucaja dano formulama (3.2)) i (3.1). Odavde vidimo da definiramo
li

N:S—=R} , N(p)=p
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dobivamo preslikavanje za koje je jasno N(p) € (T,S)* i || N(p)|| = 1, a po DEFINICLJI
3.1.10| odmah vidimo da je to i glatko preslikavanje na S. Prema tome, to je onda
Gaussovo preslikavanje na plohi S. Diferencijal ovog preslikavanja vrlo se lako dobiva
iz same DEFINICIJE (3.1.17| gdje vidimo da je ovdje zapravo

(Vp € S) AN, = idzs .

Konaé¢no, uzimanjem determinante ovog operatora oblika plohe vidimo da je u oba
slucaja

det(dN,) =1

za sve p € S. Dakle, pseudosfera S? i hiperbolicka ravnina H? su plohe konstantne
Gaussove zakrivljenosti, i to (prema DEFINICLII [3.2.11]) redom zakrivljenosti —1
odnosno 1.

Druga fundamentalna forma i lokalne koordinate

Za racunanje Gaussove i srednje zakrivljenosti potreban nam je efektivan nacin za
racunanje operatora oblika plohe (preko lokalnih parametrizacija) - u euklidskoj dife-
rencijalnoj geometriji tu je u igru uskocila druga fundamentalna forma. U euklidskom
prostoru je tu bila rije¢ o normalnoj zakrivljenosti (u tocki p u smjeru jediniénog vek-
tora v) za koju se pokazuje (vidi [2], str. 141-142]) da se moze izrazit kao

< — de(v),v>E

gdje je N (lokalno) Gaussovo preslikavanje. Taj izraz u sustini izrazava koliko vektor
v odstupa pri Weingartenovom preslikavanju. Potpuno analogno uvodimo pojam
takvog bilinearnog funkcionala u Lorentz-Minkowskijev prostor i pomoc¢u njega ¢emo
(isto kao u euklidskom prostoru) koristeci lokalne parametrizacije moéi na jednostavan
nacin racunati operator oblika plohe.

Definicija 3.2.13. Neka je S prostorna ili vremenska ploha prostora R} s Gaussovim
preslikavanjem N te p € S proizvoljna njena tocka. Tada definiramo bilinearan
funkcional

IL,: T,SxT,5 - R , IL(v,w)= (- de(v),w>p

i kazemo da je to druga fundamentalna forma plohe S (s Gaussovim preslikavanjem
N) u tocki p.

Isto kao Sto je bio slucaj i za prvu fundamentalnu formu, u nekim literatu-
rama se druga fundamentalna forma plohe u tocki definira kao kvadratni funkcional?

30vo preslikavanje nije linearno
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v — IL,(v,v) generiran bilinearnim funkcionalom II, - na isti nac¢in se pomocu po-
larizacijskog identiteta pokaze da je to ekvivalentno poznavanju metrike bilinearnog
funkcionala II,. Nadalje, II,, takoder mozemo (kao bilinearni funkcional na 7,,S5) za-
pisati u obliku bilinearne forme. Pokazuje se da je to zapravo simetri¢na bilinearna
forma, to jest da je II, simetricni bilinearni funkcional.

Propozicija 3.2.14. Neka je S prostorna ili vremenska ploha u R? s Gaussovim pres-
likavanjem N te neka je p € S proizvoljna njena tocka. Tada je druga fundamentalna
forma II, simetrican bilinearan fukncional, to jest vrijedi:

(Vo,w € T,,S) 1L,(v,w) = 1L, (w, v).

Ekvivalentno mozemo to izreci tako da je operator oblika plohe dN, simetrican obzi-
rom na metriku prostora - dakle, da je

(Vv,w € T,5) (AN, (v), w>p = <de(w),v>p.

DOKAZ Fiksirajmo proizvoljnu lokalnu parametrizaciju ¢ : U — S plohe S oko tocke
p te oznacimo g € U element za koji je ¢(q) = p. Da bismo pokazali tvrdnju
propozicije, radi linearnosti Weingartenovog preslikavanja dovoljno je uvjeriti se da
je
(dNp(v), w)p = (ANp(w), v)p (3.5)
na vektorima inducirane baze {0y, 0>} tangencijalne ravnine 7,5. Ta jednakost ocito
vrijedi kada je v = 0; = w i kada je v = 0y = w pa pokazimo da jednakost vrijedi
i za slucaj kada je v = 01 i w = 0. Naime, buduéi da je za svaki ¢ € U vektor
N (¢(q)) normalan na potprostor 7,35, tada je on posebno ortogonalan i na elemente
inducirane baze 01(¢) = pu(q) 1 02(4) = ¢,(q), otkuda zaklju¢ujemo da na U imamo
jednakosti
(Nog,pu) =0 , (Nop,p)=0. (3.6)

Sada, uzimanjem parcijalne derivacije po drugoj varijabli u tocki q iz prve jednakosti
dobivamo:

= (0u(N 0 9)(q), pu(a)) + (N © 9(q), pu(a))
<t N o (g + t(0, 1))—Nogp(q),¢u(q)>
=(d

+ (N o p(q), eus(q))

—0 t

No(g)(00(9))s 0u(@)) + (N 0 9(q), pun(a))
- <de(a2)7 al>p + <N ° 90<Q)7 QOU’U<Q)>7 (37)

gdje smo u trec¢oj jednakosti koristili DEFINICIJU |3.1.17| 1 ¢injenicu da je deriva-
cija parametrizirane v-krivulje ¢ — ¢(q + £(0,1)) u tocki 0 jednaka upravo ¢,(q)
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(NAPOMENA (3.1.5)) te smo na kraju uvrstili ¢(q) = p, ¢u(q) = 01, @u(q) = Os i
iskoristili ¢injenicu da su vektori 9y 1 dN,(0») sadrzani u 7,,S. Sasvim analogno, uzi-

manjem parcijalne derivacije po prvoj varijabli u tocki ¢ iz druge jednakosti u ((3.6)
dobiva se
0= (dN,(91), D), + (N © 0(q). Puu(q))- (3.8)

Konacno, prema Schwarzovom? teoremu (buduéi da je ¢ glatko preslikavanje) imamo
da je

Puv(q) = Poulq)
pa izjednacavanjem jednakosti i dobivamo upravo trazeno

<de(al)> a2>10 = <de(62>> a1>10

pa po linearnosti diferencijala d/V, zakljucujemo da zaista vrijedi simetricnost tog
operatora, a time i tvrdnja propozicije. 0

U unitarnim prostorima bismo za tu tvrdnju rekli da je operator dNV, hermitski
operator. Kona¢no, sada smo (kao i za prvu fundamentalnu formu) spremni definirati
koeficijente kojima ¢emo racunati drugu fundamentalnu formu u lokalnim koordina-
tama.

Definicija 3.2.15. Neka je S prostorna ili vremenska ploha prostora R? i N : S — R3
pripadno Gaussovo preslikavanje te neka je ¢ proizvoljna lokalna parametrizacija.
Fiksirajmo tocku p = p(u,v) € S; tada znamo da lokalna parametrizacija ¢ inducira
bazu {0, 02} tangencijalne ravnine 7,S. Zapisivanjem bilinearnog funkcionala II,
kao bilinearne forme pomocu te baze dobivamo da je

HP(U’ w) = <_de<U)’ w)?

=l [Cax o 0, Cantiom o
e {6 ! }

I g

gdje su V' i W prikazi vektora v, w € 7,5 u induciranoj bazi {0y, 05} te su oznake e,
f 1 g definirane sa

=

e = < - de(ﬁl), 81>p’
Fim (AN (01).04), = ( — dNy(20).5),
g:= (= dN,(d), 82>p.

4Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921
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Vrijednosti e, f i g na ovaj na¢in definiramo za sve (u,v) € U i time su to dobro
definirana preslikavanja

e,f,g:U—=R
koja zovemo koeficijenti druge fundamentalne forme plohe S obzirom na lokalnu pa-
rametrizaciju .

Napomena 3.2.16. Primijetimo da smo koeficijente e, f i g zapravo sreli u dokazu
prethodne PROPOZICIIE(3.2.14] Naime, iz tog dokaza moze se vidjeti da smo zapravo
pokazali da na cijelom U vrijede jednakosti

0= <dN<p O Py, Qou> + <N o, quv>a

0= <ngo O P, 90v> + <N o, 90vu>>

a analogno se pokazuje i da vrijedi

0 = (dNy © u, pu) + (N 0 9, Puu),
0 = (AN, 0 @y, py) + (N 0 @, Qo).
Pa bududi da je 0y = ¢, 1 02 = ¢, (NAPOMENA , odavde iscitavamo da je
e=(—dN, oy, ¢u) = (N oy, pu),
f={(—=dN,0@u,¢u) = (N oy, ou),
f={(=dN, 09y, 0u) = (N o, ouw),
g=(—dNy0py, ) = (N o, pu).
Odavde sada konacno vidimo da su preslikavanja e, f i g zapravo glatka preslikavanja
U — R (jer je N glatko preslikavanje na plohi S te su sve parcijalne derivacije

od ¢ takoder glatke). Konac¢no, u slucaju da se lokalna parametrizacija ¢ slaze s

Gaussovim preslikavanje N, tada zapravo imamo
X

N o ()0 — CIOU (p'U

lu X o

otkuda jos dobivamo formule

1 1 i
© Tow ] P X P = X ) = i 2 (P s ).
1 1 15 1
= 17— 7 \Pu X Qv Pou) = —F7——(Pu X P, vu:—dt uy Fuy Fuv )y
T RGN LMY [
1 1 15 1
= 7 \Pu X Qo Puv) = —F=——=Pu X Pu; Puv = ——det uy YUy o )
ow <l P X P P) = o x e i o (P )
1 1 15 1
= — u X Py Pop) = —F—— uw X Opy Pov) = det ws Fvr Pov )
g “%X%”@ Pus Pou) EIW\@ Py Do) i (Yus Pus Poo)
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gdje smo u drugim jednakostima primijenili formulu (3.4) iz NAPOMENE |3.2.5|
Konaé¢no, odredimo kako izgleda operator oblika plohe u lokalnim koordinatama:

Propozicija 3.2.17. Neka je S prostorna ili vremenska ploha prostora R i N : S —
R? pripadno Gaussovo preslikavanje te neka je ¢ proizvoljna lokalna parametrizacija.
Tada je za svaki p = ¢(u,v) € S matri¢ni prikaz operatora oblika plohe d N, obzirom
na induciranu bazu {0, 0>} prostora 7,5 dan s

-[FE G

1 eG— fF fG—gF
"EG_F?|fE—¢F gE— fF|

Sto raspisivanjem daje

DOKAZ Ova tvrdnja posljedica je jednakosti bilinearnih funkcionala

(v,w) = 1L (v,w) i (v,w)— L(=dN,(v),w)

otkuda zbog jedinstvenosti matrice bilinearnog funkcionala (u odabranoj bazi) slijedi
da matrice ovih funkcionala moraju biti jednake. U tu svrhu oznac¢imo s M matricu
linearnog operatora dN, obzirom na induciranu bazu {0;,0,}. Sada s jedne strane
imamo da je matrica bilinearnog funkcionala II, u toj bazi dana s

5
gl
S druge pak strane, koristeci ¢injenicu da je
E F
F G
matrica bilinearnog funkcionala I, u induciranoj bazi, mozemo racunati:

E F
F G

(e

(=N (0).w) = (-Mv)" | F G|
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gdje su V' i W matricne reprezentacije proizvoljnih vektora v, w € T,S u induciranoj
bazi {01, 02}. Naime, buduéi da je V' matri¢ni prikaz vektora v i M matriéni prikaz
operatora dN,, tada je jasno matri¢ni prikaz vektora —dN,(v) dan s —MV. Prema
tome, po proizvoljnosti vektora v,w € T,S zakljucujemo da je matrica bilinearnog
funkcionala (v, w) +— I,(—dN,(v), w) dana s

E F
Fal

Konaé¢no, kao sto smo i najavili na pocetku dokaza, zbog jedinstvenosti matrice bili-
nearnog funkcionala (u odabranoj bazi) zaklju¢ujemo da je

o=l ]

Transponiranjem ove matriéne jednakosti (i mnozenjem s —1) dobivamo da je

E F B e f
P ar--l
a buduéi da je S prostorna ili vremenska u tocki p, tada je prema NAPOMENI [3.2.5]

imamo da je W = EG — F? # 0 pa je matrica metrickih koeficijenata £, F i G
invertibilna. Prema tome, mnozenjem s inverzom dobivamo

E Fl ' [e
u=-lr ¢ [ 7]
-~ 1 [G —F] {e f]
EG—-F2|-F E||f g
B 1 [eG—fF fG—gF}

- EG-F?|fE—eF gE—[F

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili formulu za inverz invertibilne 2 x 2 matrice,
¢ime je zakljucujen dokaz ove propozicije. O

_MT{

Posebno, kao korolar dobivamo efektivan nacin za racunanje Gaussove i srednje
zakrivljenosti obzirom na lokalnu parametrizaciju plohe:

Korolar 3.2.18. Neka je S prostorna ili vremenska ploha prostora R i N : § — R3
pripadno Gaussovo preslikavanje te neka je ¢ proizvoljna lokalna parametrizacija.
Tada Gaussovu i srednju zakrivljenost u svakoj tocki p = ¢(u,v) € S mozemo
racunati pomoc¢u formula

eg—f?
K(p)_gEG_FQ?

1eG—-2fF +gFE
Hp) =2 G2+

2 EG — F?
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DOKAZ Ovaj korolar direktna je posljedica DEFINICUE [3.2.11] prethodne PROPO-
ZICIJE [3.2.17]1 jednostavnog racunanja determinante i traga 2 X 2 matrice. ]

3.3 Primjeri vremenskih i svjetlosnih ploha
prostora R} i njihova svojstva

Sad kada smo razvili sve potrebne alate za ispitivanje geometrijskih svojstava ploha u
Lorentz-Minkwoskijevom prostoru, vrijeme je da ih primijenimo da nekoliko primjera.
Pri izboru primjera fokusirat ¢emo se na vremenske i svjetlosne plohe, buduéi da su
prostorne plohe one s pozitivno definitnom metrikom i kao takve imaju euklidske
analogone.

Pravcaste plohe
Za pocetak ispitajmo pravcaste plohe prostora R?:

Definicija 3.3.1. Neka su I i J dva otvorena intervala u R. Tada za svako preslika-
vanje
o IxJ—=R | o(u,v)=clu) +vP(u)

kazemo da je pravcasta lokalna parametrizacija, ako je ¢ : I — R3? regularna parame-
trizirana krivulja i P : I — R? parametrizirana krivulja koja ne prolazi ishodistem.
U tom slucaju kazemo da je parametrizirana krivulja ¢ generatrisa i da je parametri-
zirana krivulja P direktrisa te pravcaste lokalne parametrizacije. Za podskup od R3
kazemo da je pravcasta ploha, ako je to regularna ploha koja ima atlas koji se sastoji
iskljucivo od pravcastih lokalnih parametrizacija.

Istaknimo da za pravcastu lokalnu parametrizaciju ¢(u, v) = ¢(u)+vP(u) imamo:
(Yu € I)(Yv € J) dpu,e) je injektivno preslikavanje
— (Vue I)(Yv e J) pu(u,v) X p,(u,v) #0
— (Yu € I)(VYo € J) (¢(u) +vP(u)) x P(u) #0 (3.9)
Pretpostavimo da pravcasta parametrizacija ¢ : [ x J — R} o(u,v) = c(u) +

vP(u) parametrizira regularnu plohu u R?. Tada mozemo racunati pripadne metricke
koeficijente kao
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i tada je matrica prve fundamentalne forme dana s

(é,¢) +2v(¢, Py +v*(P,P) (¢, P)+v(P,P)
(¢, P) +v(P,P) (P, P)

Primjer 3.3.2. Uzmimo sada na mjesto krivulje ¢ nul krivulju (dakle svjetlosnu
krivulju pseudo-parametriziranu duljinom luka), a na mjesto preslikavanja P uzmimo
pripadni tangencijalni vektor krivulje ¢ kojeg oznacavamo s A. Tada parametrizaciju
¢ zovemo svjetlosna razvojna ploha (nekad kazemo i A-pravcasta ploha). Bududi

da je ovdje A = ¢ svijetlosni vektor, A jedini¢ni prostorni vektor te da je A L A
(NAPOMENA , tada lako mozemo vidjeti da se matrica prve fundamentalne
forme onda svodi na

v? 0

o)

Prema tome uzmemo li na mjesto intervala J skup RT ili R~ (to jest (0,4o0)
ili (—00,0)) dobivamo svjetlosnu plohu! Stovise, lako vidimo da je kod ovakvih
pravcastih lokalnih parametrizacija uvijek zadovoljeno , buduéi da se to onda
svodi na A x A0 (8to vidimo vrijedi za sve u € I koristeéi PROPOZICIJU i
NAPOMENU . Uzmimo sada konkretno svjetlosnu krivulju

c: 1 =R} | c(t) = (cost,sint,t)

iz PRIMJERA [2.1.5] za koju smo kasnije u PRIMJERU ustanovili da je nul

krivulja ¢iji je tangencijalni vektor dan s
A(t) = (—sint,cost, 1).
Tada se za parametriziranu plohu
e:RxRT =R} | o(u,v) = (cosu — vsinu,sinu + vcosu,u + v)

moze provjeriti da ona zaista ¢ini pravéastu plohu prostora R? ¢ime dobivamo jos
jedan primjer svjetlosnih ploha, a njen vizualni prikaz mozemo vidjeti na SLICI [3.5
S druge strane, uzmemo li

1
c:R—-RS | )= 5( — V2t, ch(V/2t),sh(v2t))
tada se lakim racunom provjeri da je ¢ takoder nul krivulja gdje je

A(t) = —(—1,sh(v/2t), ch(v/2t)).

1
V2
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Slika 3.5: Parametrizirana ploha s generatrisom c¢(t) = (cost,sint,t) i direktirsom
A(t) = (—sint, cost, 1)

U ovom slucaju se takoder moze pokazati da ¢ : R x RT — R,

1 1 1 1 1
o(u,v) = (—E(u + ), 5 ch(v2u) + %’U sh(v/2u), 5 sh(v/2u) + %v Ch(ﬂu))

isto ¢ini pravéastu plohu (napomenimo da je primjer ove plohe preuzet iz [9]).

S druge strane, u [10] mozemo vidjeti da pravéasta ploha dana parametrizacijom
¢ nije svjetlosna (dakle ona je prostorna ili vremenska) u slijedeéim slucajevima:

(1) ¢1 P su linearno nezavisni prostorni ili vremenski vektori,

)

(2) ¢ je svjetlosni vektor i P je prostorni ili vremenski vektor takav da je (¢, P) # 0,

(3) ¢ je prostorni ili vremenski vektor i P je svjetlosni vektor takav da je (¢, P) # 0,
)

(4) ¢1i P su svjetlosni vektori takvi da je (¢, P) # 0.
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Stovise, tamo se pokazuje da se slucajevi (2) i (3) svode na slucajeve (1) i (4) respek-
tivno, sto je predmet iduce propozicije.

Propozicija 3.3.3. Neka je S prostorna ili vremenska pravcasta ploha. Tada S ima
atlas koji se sastoji pravcastih lokalnih parametrizacija tipa (1) i (4).

DOKAZ Kao Sto smo komentirali, taj atlas se mora sastojati od pravcastih lokalnih
parametrizacija tipa (1), (2), (3) ili (4). Mi pokazujemo da u atalsu na mjesto para-
metrizacija tipa (2) ili (3) lokalno mozemo izabrati parametrizacije tipa (1) odnosno
(4). U tu svrhu, neka je

p:IxJ—=S |, ouv)=cu)+ovP(u)

pravcasta lokalna parametrizacija tipa (2). Tada krivulju P mozemo skalirati tako
da je svugdje jedini¢ne duljine te svjetlosnu krivlju ¢ reparametrizirati (uz prikladne
promjene domene parametrizacije) tako da je

(P,P)=pe{-1,1} i (¢P)=1

na cijelom intervalu /. Tada za matricu metrickih koeficijenata obzirom na ¢ dobi-
vamo da je

20(¢, P) +v*(P,P) 1

1 %

Y

pa bududi da je S nije svjetlosna ploha, a njene tangencijalne ravnine u tockama iz
o(I x J) sadrze svjetlosni vektor ¢, tada po PROPOZICIII zakljuéujemo da
ploha u tim tockama mora biti vremenska pa uz pomo¢ NAPOMENE slijedi da
za koeficijent W' imamo

W = pu(2v(c, P) 4+ v*(P, P>) —-1<0.

Potrazimo sada parametriziranu krivulju é(t) = c(t) +v(t) P(t), takvu da je (é,¢) = p
idasu¢i P linearno nezavisni. Raspisujemo:

(¢6,¢) = p == (¢ + 0P +vP,é+ 0P +vP) = p
= pi® + (P, P) + 20 + 20{¢, P) — u =0
== 02+ 2u0 + p(v*(P, P) + 2v(¢, P)) —1=0
= 0>+ 2u0 + W(v) =0

= 0v=pt+/1-W(v),
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otkuda uzimamo jednadzbu v = pu + puy/1 — W(v) pa, buduéi da je W(v) < 0, uz
glatkoéu preslikavanja t — (¢, P) i t — (P, P) zakljutujemo da prema Peanovom®
teoremu egzistencije postoji lokalno rjesenje ove obic¢ne diferencijalne jednadzbe. Pri-
mijetimo da je ovdje automatski ispunjeno i da su ¢ i P linearno nezavisni, buduci
da je
(6,P) = (¢ + 9P+ 0P, P) =14 uo =2+ /1 — W(v) # 4.

Sada uzimanjem parametrizirane krivulje ¢ uz direktrisu P dobivamo da pripadna
pravcasta lokalna parametrizacija (koja je po konstrukeiji tipa (1)) lokalno parame-
trizira isti skup kao i parametrizacija ¢ sto dokazuje trazenu tvrdnju. Uzmimo sada
pravcastu lokalnu parametrizaciju

o:IxJ—=S |, puv)=clu)+vP(u)

te pretpostavimo da je ona tipa (3). Tada ponovno uz reparametrizaciju od ¢ i
skaliranje vektora P mozemo pretpostaviti da je

(¢,¢)=p 1 (¢, P)=1.
U ovom slucaju, za matricu metrickih koeficijenata obzirom na ¢ dobivamo da je

w+ 20(¢, P) +v2(P,P) 1
1 0|

Isto, zelimo pronadi parametriziranu krivulju é¢(t) = ¢(t)4+v(t) P(t), no ovaj put takvu
da je o '
(¢,ey=0 1 (¢ P)#0.

Odmah mozemo vidjeti da je u svakom slucaju ispunjeno
(¢,P) = (¢+0P+vP,P)=(¢,P) =1#0
S druge strane, raspisujemo iduce:
(6,6) =0 <= (¢ + 9P +vP, ¢+ 0P +vP) =0
= p+v* (P, P) 4+ 20+ 2v(¢, P) = 0

1 . 1 . .
= o=—gp- (¢, Pyv — 5<P,P>u2.

Odavde ponovno zbog glatkoée preslikavanja t — (¢, P) i t — (P, P) pomo¢u Pe-
anovog teorema egzistencije zakljucujemo da postoji lokalno rjesenje ove obi¢ne dife-
rencijalne jednadzbe. Konacno, uzimanjem parametrizirane krivulje ¢ uz direktrisu

5Giuseppe Peano, 1858-1932
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P slijedi da pripadna pravéasta lokalna parametrizacija (koja je ovog puta tipa (4))
lokalno parametrizira isti skup kao i parametrizacija ¢ i time zaklju¢ujemo dokaz ove
propozicije. O

Prema tome, dovoljno je nadalje baviti samo s pravcastim parametrizacijama tipa
(1)1 (4), a mi éemo se ovdje sada fokusirati na upravo one koje su tipa (4). Naime,
tu je rije¢ o generatrisi koja je svjetlosna krivulja i direktrisi koja je svuda svjetlosni
vektor nekolinearan s derivacijom generatrise; u tu svrhu navodimo iduéi teorem (koji
se moze nac¢i u [10, str. 44]), a zatim i definiciju.

Teorem 3.3.4. Za fiksirane pocetne uvjete p i (ko, k1, k2, k3) postoji jedinstvena
svjetlosna krivulja ¢ : I — R? i pripadna Freneteova baza {A, B,C} takva da je
c(0) = p, é(t) = ko(t)A(t) 1 da vrijede Frenet-Serreteove formule

A ki 0 k) [A
B - 0 —kl k’g B
C —ky —ky O] |C

Napomenimo da ovdje ¢ opéenito nije pseudo-parametrizirana duljinom luka, veé¢
na pripadnu Freneteovu bazu gledamo na nac¢in kao sto smo opisali na kraju Po-
GLAVLJA [2] (vidi stranicu [120]).

Definicija 3.3.5. Neka je ¢ : I — R? svjetlosna krivulja i neka je {A, B,C} njen
Freneteov trobrid koji zajedno s krivuljom zadovoljava Frenet-Serreteove formule iz
TEOREMA za kg =11k =0 (dakle A je tangencijalni vektor krivulje ci B je
drugi svjetlosni vektor iz nul baze {A, B, C'}). Tada svaku pravéastu parametriziranu
plohu

o:IxJ—=R | olu,v) =clu) +vB(u)

nazivamo B-pravcasta ploha.

Pretpostavimo B-pravcasta ploha ¢(u,v) = ¢(u)+vB(u) parametrizira regularnu
plohu u R}. Za pocetak, koristeéi navedene Frenet-Serreteove formule ra¢unamo
parcijalne derivacije

Yu = ¢+ 0B = A+ ksuC,

Pv = B,
uuw = A+ k50 + kgvC = —k2vA — koksvB + (kg + Kjv)C,
Pup = B - k3C>

Yo = 0.
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Sada vidimo da se metricki koeficijenti u ovom slucaju svode na

B(u,0) = (g ) = (A A) 1 2h50(A,C) + K*(C,C),
F(U,U) = <<PU7901)> = <A7 B> + /{33U<C, B>,

—1,
G(U,U) = <90v>90v> = <B>B> =0

pa za matricu prve fundamentalne forme obzirom na tu lokalnu parametrizaciju do-
bivamo:
k2?1
1 0
Konacno, uzimanjem determinante dobivene matrice racunamo da je koeficijent

W=-1

iz cega po NAPOMENI (3.2.5| slijedi da je regularna ploha vremenska u tockama lo-
kalne parametrizacije ¢. PokuSajmo odrediti i kako izgleda pripadni operator oblika
plohe, a to ¢emo napraviti koristeéi formule dane PRoPozIC1IOM [3.2.17] U tu svrhu
pokusajmo odrediti lokalno Gaussovo preslikavanje na ¢; naime primijetimo da je
vektor N definiran kao N o ¢(u,v) := ksvB — C ortogonalan na induciranu bazu

{ou, oo}

(ksuB — C,@,) = (ksB — C,; A + k3vC)
= k3(A, B) — (A, C) + k3v(B, C) — k3v(C, C)
=ksv—0+4+0— ksv
=0
(ksvB — C,,) = (ksB — C,B) = k3(B, B) — (B, C)
= 0.

Prema tome, N je ortogonalan na tangencijalne ravnine u tockama lokalne parametri-
zacije ¢ ¢ime je N lokalno Gaussovo preslikavanje na ¢. Odredimo sada koeficijente
druge fundamentalne forme koriste¢i formule dane NAPOMENOM [3.2.16]

e = (N oy, ou) = (ksvB — C, —k3vA — koksvB + (kg + kjv)C)

= —kiv? — ky — K,
f={(Noy, ouw) = (ksvB = C, ksC) = k3(B,C) — k3(C,C) = —ks,
9= (Nop, pw) = (ksvB - C,0) =0,
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Konacno sada mozemo odrediti matricu operatora d Ny, . kao

E Fl'le f] 1[G —Flfe f
ol [ ol w S F L
_[o —4}{—@2—ky—%v—%ﬂ
-1 k3t — ks 0

[ ks 0
Tkt Ky ks|

Odavde vidimo da u ovom slucaju operator oblika plohe dN,(, ) opCenito nije dijago-
nalizabilan, i to to¢no u sluc¢aju kada je ks # const. ili ks # 0. To je sasvim razlicita
situacija u odnosu na ono sto smo navikli u klasicnoj euklidskoj trodimenzionalnoj
geometriji. Za kraj, koriste¢i definiciju Gaussove i srednje zakrivljenosti za vremenske
plohe dobivamo da je

K(p(u,v)) = _k§ i H(p(u,v)) = ks.

Zakljucujemo: B-pravcaste plohe parametriziraju vremenske plohe i njihov operator
oblika plohe nije dijagonalizabilan kada god je ks # const. ili ks # 0. Stovise, pokazuje
se da vrijedi i obrat: B-pravcaste plohe su jedine plohe u R? ¢iji operator oblika plohe
nije dijagonalizabilan, za vise informacija pogledati [10, str. 68—69].

Primjer 3.3.6. Za kraj navedimo primjer B-pravcaste plohe da se uvjerimo da one
zaista i postoje. Ovdje ponovno mozemo uzeti svjetlosnu krivulju

c:R— R} | ¢(t) = (cost,sint,t)

iz PRIMJERA [2.1.5 U PRIMJERU smo ustanovili da je to nul krivulja (dakle,
svjetlosna krivulja pseudo-parametrizirana duljinom luka) kojoj su vektor binormale
i pseudotorzija dani s

1
B(t) = E(sint, —cost,—3) 1 T= 3"

Dakle, ovdje promatramo B-pravcastu plohu danu parametrizacijom
1
p:RxR =R} | <p(u,v):5(2(:osu—|—vsinu,28inu—vcosu,2u—3v).

Sada, obzirom na zapis Frenet-Serreteovih formula iz TEOREMA ovdje imamo
da je
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Slika 3.6: B-pravcasta ploha s generatrisom c(t) = (cost,sint,t) i direktrisom B(t) =

3(sint, — cost, —3)

Prema tome, iz prethodnih racuna zakljucujemo da je ovdje operator oblika plohe
dan matricom
19
2
e

obzirom na induciranu bazu od strane lokalne parametrizacije ¢, dok su Gaussova i
srednja zakrivljenost dane s

1 . 1

Za kraj ostavljamo vizualni prikaz B-pravcaste plohe ¢ na SLICI

Rotacijske plohe

Pozabavimo se za kraj s rotacijskim plohama Lorentz-Minkowskijevog prostora. Na-
ime, u SEKCIJI smo izmedu ostalog proucili i rotacije oko osi u prostoru R} (to
su bile Lorentzove transformacije koje su fiksirale pravac kroz ishodiste po tockama).
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U ProprOZICLII smo pokazali da postoje tri klase rotacija Lorentz-Minkow-
skijevog prostora i te klase odredene su pripadnim parametrima - mi ¢emo ovdje
proucavati familije Lorentzovih transformacija iz pojedine klase rotacija odredenih
tim parametrima iz nekog otvorenog intervala. Bez daljnjeg, slijedi

Definicija 3.3.7. Za skup S C R? kazemo da je rotacijska ploha u R} s osi rotacije
V', ako je to regularna ploha koja se sastoji od tocaka danih kao unija djelovanja
familije Lorentzovih transformacija na trag regularne parametrizirane krivulje, gdje
je ta familija Lorentzovih transformacija iz jedne od tri klase rotacija oko jedno-
dimenzionalnog potprostora V' i koje su odredene pripadnim parametrima iz nekog
otvorenog intervala, dok je regularna parametrizirana krivulja ravninska krivulja koja
lezi u nekoj ravnini koja sadrzi potprostor V.

Cilj nam je odrediti kako izgledaju sve rotacijske plohe Lorentz-Minkowskijevog
prostora. Idu¢om propozicijom odredujemo sve prostorne i vremenske rotacijske plohe
u R3, gdje iz razmatranja posebno izbacujemo svjetlosne rotacijske plohe. Naime,
za svjetlosne rotacijske plohe se moze pokazati (vidi [9], str. 272-274]) da su one
nuzno dijelovi stosca C* 1 C~ ili da su dio svjetlosne ravnine (dakle ravnine paralelne
sa svjetlosnim dvodimenzionalnim potprostorom) pa nam iz tog razloga svjetlosne
rotacijske plohe nisu osobito zanimljive.

Propozicija 3.3.8. Neka je S prostorna rotacijska ploha u R?$ s rotacijskom osi V.
Vrijedi slijedece.
(S1) Ako je V' prostorni potprostor, tada

(3{a1, a, as} ortonormirana baza od R?, V' = span as)
(Fo: I xJ— 9) (3t (ci(t),0,c3(t)) prostorna krivulja, ¢y (t) # 0)

chf shé 0| [ci(t) ci(t)chd
©(t,0) = [shf chd 0O 0 | = |a(t)sho]|,
0 0 1 Cg(t) Cg(t)

gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na navedenu bazu {ay, as, as}.
(S2) Ako je V vremenski potprostor, tada

(3{a1, a, az} ortonormirana baza od R?, V = spana,)
(Fo: I xJ—8)(3t— (c1(t),c2(t),0) prostorna krivulja, ca(t) # 0)

1 0 0 ci(t) c(t)
o(t,0) = |0 cosf —sinf| |cao(t)| = |ca(t)cosb|
0 sinf cosb 0 co(t) sin

gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na navedenu bazu {ay, as, as}.
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(S3) Ako je V svjetlosni potprostor, tada

(3{A, B,C} nul baza od R?, V = span B)
(Fo: I xJ—8)(3t— (c1(t),c2(t),0) prostorna krivulja, ¢ (t) # 0)

1 0 0 Cl(t) Cl(t)
o(t.0)= [-2 1 0| |elt)| = | ~Zeult) +ealt)|

gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na navedenu bazu {A, B, C'}.

Propozicija 3.3.9. Neka je S vremenska rotacijska ploha u R? s rotacijskom osi V.
Vrijedi slijedece.

(L1) Ako je V prostorni potprostor, tada ili

(3{ay, as, a3} ortonormirana baza od R3, V = span as)
(Fp: I xJ—S)(3t— (0,co(t), c3(t)) parametrizirana krivulja, ca(t) # 0)

chf shfh 0 0 co(t)shé
©(t,0) = |sh@ chh 0| |co(t)| = |ca(t)chb|,
0 0 1 C3 (t) Cg(t)

ili
(3{a1, az, az} ortonormirana baza od R? V = span as)

(Fo: I xJ—8) (3t (ci(t),0,c3(t)) vremenska krivulja, ¢, (t) # 0)

chf sho 0] [ci(t) c1(t) ch 6
©(t,0) = |shf cho 0O 0 | = |a(t)shd|,
0 0 1 Cg(t) C3(t)

gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na navedenu bazu {ay, as, as}.
(L2) Ako je V' vremenski potprostor, tada

(3{a1, az, a3} ortonormirana baza od R? V = spana,)
(Fp: I xJ—8)(3t— (c1(t),ca(t),0) vremenska krivulja, co(t) # 0)

1 0 0 c1(t) (1)
o(t,0) = [0 cosf —sinf| |co(t)| = |ca(t)cosb|
0 sinf cosé 0 co(t) sin

gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na navedenu bazu {a;, as, as}.
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(L3) Ako je V svjetlosni potprostor, tada

(3{A, B,C} nul baza od R? |V = span B)
(Fo: I xJ—8) (3t (ci(t),0,c3(t)) vremenska krivulja, ¢;(¢) # 0)

1 O O Cl(t) Cl(t)
pt,0)= -2 1 0| | 0 | =|-Zec(t)+at)],

-0 01 Cg(t) 961 (t)
gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na navedenu bazu {A, B, C'}.

DOKAZ OBJE PROPOZICIJE Tvrdnje ovih dviju propozicija dokazat ¢emo istovre-
meno buduéi da su dokazi gotovo isti. Naime, neka je S proizvoljna prostorna ili
vremenska rotacijska ploha u R? i neka je V pripadna os rotacije. Takoder, oznacimo
s P ravninu (dvodimenzionalni potprostor) koja sadrzi os V' i regularnu parametrizi-
ranu krivulju ¢ : I — R3. Dokaz rastavljamo po sluc¢ajevima ovisno o tipu jednodi-
menzionalnog potprostora V.

Pretpostavimo da je V' prostorni potprostor te oznac¢imo s asg neki jedini¢ni vek-
tor koji ga razapinje. Ovdje ravnina P moze biti prostorni, vremenski ili svjetlosni
potprostor pa razmatramo slucajeve.

P prostorni potprostor Jasno nam je da je az sadrzan u P, a tada mozemo nadi i jos
jedan (prostorni) vektor ay € P takav da je as L as (tu tvrdnju zapravo nismo doka-
zali, ali to se moze relativno jednostavno dobiti primjenom teorije iz POGLAVLJA .
Prema tome, {as, asz} stoga ¢ini ortonormiranu bazu prostora P te se ona po PROPO-
ZICLJI prosiruje do ortonormirane baze {ay, as, az} prostora R}. Istaknimo da
su ovdje as i az prostorni vektori (kao elementi prostornog potprostora, PROPOZICIJA
i da je onda a; vremenski vektor. Buduéi da c lezi u ravnini P, tada jasno
postoje glatka preslikavanja cg, c3 : I — R takva da je c(t) = co(t)ag + c3(t)as za sve
t € I. Sada pozivanjem na PROPOZICIJU vidimo da su rotacije oko osi V' u
ovoj bazi nuzno tipa

chf shé 0
sh@ ché O
0 0 1

za neke parametre § € R. Prema definiciji rotacijskih ploha zakljucujemo da ju tada
mozemo parametrizirati preslikavanjem

chf® shd 0 0 co(t)sho
p:IxJ—=S | t0)=|shd chd 0| [caft)| = |ca(t)chb],
0 0 1 C3<t> Cg(t)

gdje je J pripadni otvoreni interval iz definicije, dok su matri¢ni prikazi dani obzirom
na bazu {aj,as,a3}. Bududi da je ¢ parametrizacije regularna plohe, tada za nju
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mozemo racunati metricke koeficijente pa u tu svrhu deriviramo:

wr = [ea2(t)shO ép(t)chf é3(t)]",
@9 = [ca(t) ch @ cy(t)sho O]T.

Sada koristedi ¢injenicu da je {ai, az, az} vpp-ortonormirana baza racunamo

E = (g, p1) = —¢a(t)? sh® 0 + éo(t)? ch® 4 + é3(t)? = éo(t)” + ¢3(t)?,
F = (1, p9) = —ca(t)éa(t)sh@ch @ + cy(t)éa(t) shfchh + 0 = 0,
G = (g, pg) = —co(t)? ch?6 + co(t)? sh?0 +0 = —cy(t)?

Prema tome, za matricu prve fundamentalne forme obzirom na lokalnu parametriza-
ciju ¢ dobivamo:
{E F} B [ca(tﬁ +es(t)? 0

F G o 0 —Cg(t)2

Konac¢no, uzimajuéi determinantu ove matrice nalazimo da je vrijednost W dana s
W = —ca(t)*(cat)® + a(t)*);

po regularnosti krivulje ¢ znamo da je ¢x(t)%+¢3(t)? # 0, a bududéi da je S prostorna ili
vremenska ploha, tada po NAPOMENI [3.2.5] zaklju¢ujemo da moramo ovdje zahtjevati
i uvjet co(t) # 0 za sve t € I. Sada zakljuéujemo da je W < 0 pa prema istoj
NAPOMENTI slijedi da je u ovom slucaju S vremenska ploha i to je upravo jedan od
dva sluéaja tvrdnje (L1) iz iskaza PROPOZICIIE i time je ovaj slucaj zakljucen.
P vremenski potprostor Slicno kao i ranije, jasno nam je da je a3 € P pa uzmimo
neki a; € P jedini¢ni vektor ortogonalan na az, a taj vektor a; onda mora biti
vremenski jediniéni vektor (TEOREM [1.2.28]). Taj skup ponovno prosirujemo do
ortonormirane baze {a,as, a3} koja je ovog puta vpp-ortonormirana baza; takoder,
ovdje imamo c¢(t) = ¢ (t)a; + c3(t)as(t), za neke glatke funkcije ¢; i ¢3. Ponovno
nalazimo parametrizaciju plohe S, ovog puta kao

chf shd 0| [ci(t) c1(t)chd
p:IxJ—=S |, ¢(t6f) =|shd chd 0 0 | = |a(t)shd|,
0 0 1 Cg(t) Cg(t)

za neki otvoreni interval J, gdje su matri¢ni prikazi obzirom na bazu {ay,as,as}.
Analogno racunamo:

o= [e1(t)ch O en(t)sho és(t)]”

w9 = [c1(t)shf ¢ (t)chb O]T,
E=—¢{t)2+e&0t)? , F=0 , G=cl)?
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pa dobivamo da je matrica metricki koeficijenata obzirom na parametrizaciju ¢ dana

LJ? g} _ {—c'l(t)zo—i— é3(t)? 628)2

Prema tome, koeficijent W je dan s
W = ea(t)* (=) + 5(t)%)

otkuda jasno vidimo da ¢injenica da je S prostorna ili vremenska ploha impozira uvjet
c2(t) # 0 na cijelom I. Konacno, koriste¢i NAPOMENU sada mozemo raspisati:

S prostorna ploha <= W >0 <= —¢] + ¢ > 0 < (c,c) >0

<= ¢ prostorna krivulja,
a sasvim analogno dobivamo i

S svjetlosna ploha <= ¢ svjetlosna krivulja,

S vremenska ploha <= ¢ vremenska krivulja.

Vidimo da prva i treca ekvivalencija upravo daju tvrdnju (S1) PROPOZICIJE i
tvrdnju (L1) PrRoPOZICUIE (3.3.9]

P svjetlosni potprostor Ovdje je opet a3 € P, a ovaj put ga prosirujemo do vpp-
ortonormirane baze {a1, as, az} na proizvoljan nacin (PrRorozIc1JA [1.2.21)). Uzmimo
proizvoljan svjetlosni vektor s € P, lako se tada pokaze da je s nuzno ortogonalan
na vektor az, dakle (s,a3) = 0. Jasno nam je da tada skup {s,as} zapravo ¢ini
(ortogonalnu) bazu prostora P; sada ponovno mozemo zakljuciti da je c(t) = cs(t)s+
c3(t)as, za glatke cs 1 c3. Sada, koriste¢i TEOREM lako nalazimo da je ovdje
s = aaj + Basg, za neke a, f € R. No bududi da je s svjetlosni vektor, tada mora biti
(s,s) = 0 otkuda nalazimo da je a? = 3?; oznac¢imo s u € {—1,1} broj takav da je
a = ufB. Primijetimo da sada mozemo nadi da za parametriziranu krivulju ¢ vrijedi:

c(t) = cs(t)s + es(t)as = c,(t) (aar + poas) + c3(t)as
= acs(t)ay + pocs(t)as + c3(t)as.

Konaé¢no, koristeci iste diskusije kao ranije zaklju¢ujemo da je parametrizacija plohe
S dana s

chf shf 0] | acs(t) a(chf + psh)cs(t)
p:IxJ—=S |, ¢t 0 =|shd chd 0| |pacs(t)| = [a(shf + uch)cs(t)| ,
0 0 1 C3<t> Cg(t)
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za neki interval J uz matriéne zapise obzirom na bazu {a1, as, ag}. Dakle, dobivamo:
0r = [a(ch® + push8)éy(t) a(sho + pchd)éy(t) e(t)],
@9 = [o(sh @+ pchf)c,(t) a(chf+ pshb)ey(t) 0] T,

F -

W =20

otkuda po NAPOMENI zakljucujemo da je S svjetlosna ploha, sto je kontra-
dikcija s pretpostavkom propozicija; dakle, P ne moze biti svjetlosna ploha u ovom
slucaju.

Pretpostavimo da je V' vremenski potprostor i oznacimo s a; onaj (vremenski) je-
dini¢ni vektor za koji je V = spana;. Budu¢i da P sadrzi V, tada P posebno sadrzi i
vremenski vektor pa po PROPOZICLII zakljuéujemo da P mora biti vremenski
potprostor. Izaberimo jedini¢ni vektor ay € P takav da je as L a1 (to se moze napra-
viti); tada je as jasno prostorni jediniéni vektor (PROPOzICIIA [1.2.21)), {a1,as} €ini
ortonormiranu bazu prostora P te taj skup mozemo prosiriti do vpp-ortonormirane
baze {ay, as, a3} prostora R?. Ponovno moZzemo zakljuciti da je c(t) = ci(t)ay+ca(t)as
za neka glatka preslikavanja c; 1 ¢o. Sada pazljivim is¢itavanjem PROPOZICIJE
mozemo vidjeti da su rotacije oko osi V' nuzno oblika

1 0 0
0 cosf —sinf|,
0 sinf sin ¢

pa je

za neke 6 € R (u iskazu PROPOZICIJE je bio odreden interval [0,27), no mi znamo
da po periodi¢nosti to mozemo progiriti na cijeli R). Iz definicije rotacijskih ploha
sada slijedi da je parametrizacija od S dana s

1 0 0 C1 (t) C1 (t)
p:IxJ—=S | @0 =10 cosf —sinf| [cat)| = |calt)cost |,
0 sinf  cosf 0 co(t) sin

za neki otvoreni interval J, gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na bazu {ay, as, as}.
Analogno ranijem ra¢unamo:

o= [ea(t) éa(t)cost &(t)sind]",
p = [O —co(t) sin @ cg(t)cose]T,
E F] _[-a(t)?+é&t)? 0
{F G} - { 0 ca(t)?]”
W = c(t)? (=1 (1) + ca(1)?).
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Sada zbog toga Sto je S prostorna ili vremenska ploha dobivamo uvjet c3(t) # 0 za
sve t € I te isto kao i ranije imamo iduce ekvivalencije:

S prostorna ploha <= ¢ prostorna krivulja,
S svjetlosna ploha <= ¢ svjetlosna krivulja,

S vremenska ploha <= ¢ vremenska krivulja

otkuda slijede tvrdnje (S2) i (L2) PrROPOZICIIA i respektivno.

Konaé¢no pretpostavimo da je V' svjetlosni potprostor, tada uzmimo proizvoljan
B € V' \ {0}. Bududi da P sadrzi V, a time i svjetlosni vektor, tada prema PROPO-
ZICLJI zakljucujemo da P mora biti vremenski ili svjetlosni potprostor.

P vremenski potprostor Oznacimo s A proizvoljni svjetlosni vektor u P koji nije
kolinearan s B (PropozIC1JA [1.2.32). Tada je jasno {A, B} baza prostora P, a
nju mozemo prosiriti i do nul baze {A, B,C} po Proprozici [1.2.40] Ponovno je
jasno da imamo c(t) = ¢;(t)A + c2(t) B, za neke glatke funkcije ¢; i ¢p. Pazljivim
iS¢itavanjem PROPOZICIIE [1.3.10| mozemo vidjeti da su sve rotacije oko osi V' u bazi
{A, B,C} dane s

1 00
92

~2 1 9],
-0 0 1

gdje je 8 € R neki parametar. Sada po definiciji rotacijskih ploha slijedi da je
parametrizacija od S dana s

1 0 0 Cl(t) Cl(t)
e:IxJ—=S |, ot0)=|-2 1 0| |al)|=|-Lc(t)+e)]|,

za neki otvoreni interval J, gdje su matri¢ni prikazi dani obzirom na bazu {A, B, C}.
Sli¢no kao i prije, odavde racunamo:

2

o= [er(t) —Léa(t) +eo(t) —0a(D)]
@9:[0 —Gcl(t) —Cl(tﬂT7

P )

W = 2¢(t)%é1(t)ca(t).

Buduéi da je S prostorna ili vremenska ploha, odavde dobivamo uvjet ¢;(t) # 0 za
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sve t € I, dok radi jednakosti (¢, ¢) = 2¢;¢9 dobivamo iduce ekvivalencije:

S prostorna ploha <= ¢ prostorna krivulja,
S svjetlosna ploha <= ¢ svjetlosna krivulja,

S vremenska ploha <= ¢ vremenska krivulja

Dakle, iz prve i trece ekvivalencije zaklju¢ujemo da vrijede tvrdnje (S3) i (L3) iz
PropozICLIA i respektivno.

P svjetlosni potprostor U ovom slucaju za pocetak dopunimo vektor B € V' C P do
nul baze {4, B,C'} (PropoziclJA [1.2.40]). Tada se lako provjeri da mozemo naéi
jedini¢ni prostorni vektor p € P takav da je p L B. Posto je {p, B} ortogonalna baza
prostora P, jasno nam je da je c(t) = ¢,(t)p + c2(t)B, za neke glatke funkcije ¢, i
cy. Sada prema TEOREMU mozemo lako vidjeti da je p = BB + vC, za neke
skalare 3,7 € R. Buduéi da je p jedini¢ni prostorni vektor, imamo (p, p) = 1, otkuda
raspisivanjem nalazimo da je v = 1 pa je v € {—1,1}. Sada ¢ mozemo raspisati kao:

c(t) = () + c2(£) B = ¢, (t) (BB +7C) + c2(t) B
= (Bep(t) + c2(t)) B + 7ep(£)C.

Sada isto kao i u prethodnoj diskusiji imamo da je parametrizacija plohe S dana s

1 00 0 0
p:IxJ—=S |, ot0)= —% 1 0 [Bep(t) +eat)| = | (B+70)cy(t) + ca(t)
-0 0 1 vep(t) vep(t)

za neki inverval J, gdje su matriéni prikazi dani obzirom na bazu {A, B,C}. Iznova
racunamo:

@r= [0 (B+70)c(t) + éa(t) e (1)],
0 = [0 vcp(Qt? 0}2, o
FRREEGE!
W =0,

otkuda zakljuc¢ujemo da je S svjetlosna ploha pa ovaj slucaj nije mogué, i time je
zavrsen dokaz ove propozicije. O

Primjer 3.3.10. Navedimo primjer jedne vremenske rotacijske plohe; ovaj primjer
preuzet je iz [13], a dobivena ploha zove se DinijevaS ploha. U tu svrhu definirajmo

6Ulisse Dini, 1845-1918
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parametriziranu krivulju
t
c:RT =R} | ct) = (/ Ve — 1d7',0,€t> ,
0

gdje smo s RT oznacili interval (0,+o0). Lako provjeravamo da je ¢ vremenska
krivulja (i to parametrizirana duljinom luka), buduéi da je

&) = <\/62t - 1,0,et> ,
(e(t),c(t)) =e* =140 —e* = —1.

Promotrimo sada rotaciju ove krivulje oko z-osi. Is¢itavanjem drugog slucaja tvrdnje
(L1) iz PROPOZICIJE dobivamo da je parametrizacija te plohe dana s

1 0 07 [fVer—1dr JyVer —1dr
0 R"XR—=R , ¢t,0)=|0 chf shé 0 = e'sho
0 shf ché e e'chd

gdje su matri¢ni prikazi dani upravo obzirom na kanonsku bazu {eq, ey, e3}. Sada
racunamo:

R (\/th —1,e'shf, e ch@),
(O,et ch@,e' sh9),

2t
Sott = (\/%,et Che,@tshe) ,

,e'ché, etshG),
,etshe,etChG).

Odavde dalje nalazimo:

E F -1 0] .
F-lo s iwee

Odavde sada standardnim racunom mozemo ustanoviti da je ovo ploha konstantne
Gaussove zakrivljenosti jednake —1. Za kraj, ostavljamo vizualni prikaz Dinijeve

plohe (¢, 0) sa SLIKOM [3.7]
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Slika 3.7: Dinijeva ploha o(t,0) = ( ['v/e2™ — 1dr,e'shé, e chd
0
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Sazetak

Cilj ovog rada jest obraditi primjere vremenskih i svjetlosnih ploha Lorentz-Minkow-
skijevog prostora R3. Da bismo proucili te primjere, potrebno je razraditi diferen-
cijalnu geometriju trodimenzionalnog realnog prostora s nedegeneriranom metrikom
indeksa 1. U prvom poglavlju ispitujemo kakvu geometriju inducira ta metrika na
sam prostor R?, klasificiramo vektore i potprostore tog prostora te ispitujemo svoj-
stva ortogonalnosti. Zatim, u drugom poglavlju ispitujemo svojstva krivulja tog
prostora, definiramo njihovu Freneteovu bazu, izvodimo Frenet-Serreteove formule
te dokazujemo analogone fundamentalnog teorema krivulja. U tre¢om poglavlju
proucavamo plohe prostora R?, klasificiramo ih na prostorne, vremenske i svjetlosne
te proucavamo kakvu geometriju na njima inducira metrika prostora R?. Konacno,
koristec¢i razradenu teoriju, ispitujemo primjere vremenskih i svjetlosnih ploha, dakle
ploha ¢ija je inducirana metrika nedegenrirana indefinitna odnosno degenerirana i
time nalazimo primjere ploha koje nemaju analogon u klasi¢noj euklidskoj geome-
triji.






Summary

Goal of this paper is to examine examples of timelike and lightlike surfaces in Lorentz-
Minkowski space R3. To do so, we need to study differential geometry of the thre-
edimensional real space with nondegenerate metric of index 1. In first chapter we
inspect geometric properties that this metric induces on space R?, we classify vectors
and subspaces of this space and we investigate properties of orthogonality. Next, in
second chapter we explore properties of curves in this space, we define corresponding
Frenet frame, we derive Frenet-Serret equations and we prove theorems analogous to
standard fundamental theorems for curves. In third chapter we study surfaces of R?,
we classify them as spacelike, timelike and lightlike and we examine what kind of
geometry does the metric of R? induces on the surfaces. Lastly, by using developed
theory we inspect examples of timelike and lightlike surfaces, that is surfaces with
induced nondegenerate indefinite metric or degenerate metric and with that we find
examples of surfaces that have no analogues in standard Euclidean geometry.






Zivotopis

Roden sam 8. studenog 1996. godine u Zagrebu. Djetinjstvo sam proveo zagrebackom
naselju Sesvete, gdje sam pohadao Osnovnu skolu Luka i prirodoslovno-matematicki
smjer u Gimnaziji Sesvete. Tijekom svog Skolovanja aktivno sam sudjelovao sam na
brojnim natjecanjima iz podruc¢ja matematike i fizike. Godine 2015. upisujem pred-
diplomski studij Matematike na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog
fakulteta Sveucilista u Zagrebu, gdje sam ostvario izravan upis postignutim rezulta-
tima na srednjoskolskim natjecanjima. Na trecoj godini preddimplomskog studija
drzao sam demonstrature iz kolegija Kompleksna analiza i Uvod u diferencijalnu ge-
ometriju. Po zavrSetku preddimplomskog studija 2018. godine upisujem diplomski
studij Teorijske matematike na istom fakultetu. Na podrucju matematike od interesa
su mi broje grane, neke od kojih su diferencijalna geometrija, diferencijalna topologija
i algebarska topologija. Od ostalih akademskih interesa tu je i fizika zbog koje sam
tokom preddiplomskog studija putem horizontalne mobilnosti odslusao i polozio ko-
legije Opca fizika 1, 2, 3 i 4 na Fizickom odsjeku istog fakulteta. Osim toga, slobodno
vrijeme rado provodim baveéi se glazbom.
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